Correction des exercices sur les invariants

1. Val: Pour montrer que la fonction est correcte, on doit montrer que lorsque
la fonction termine son exécution, la valeur qu’elle retourne est cor-
recte. On souhaite alors etablir la validité du triplet :

{longueur Z Ov Pascal = [p0,0ap()}la -+ +,P0,1ongueur—1; - - - 7plongueurfl,longueurflk
po,o = 1,Vi,j € [1,longueur — 1] : p; ; = 0}

for (int i = 1; i < longueur; i++){
pascal [1][0] = 1;
pascal [i][i] = 1;
for (int j = 1; j < i; j++)
pascal [i][j] = pascal [1—1][j—1] +

pascal [1—1][j];

{pascal représente un triangle de pascal}

(a) Pour la boucle intérieure, en la décomposant, on obtient le triplet

{7/ > 17] = 1»Pascal = [P0,0» cee »plong‘ueurfl,long'ueurfl]apig = ]-7pi,i = ]-}

while (j < i){
pascal [i][j] = pascal[i—1][j—1] +
pascal [1 —1][j];
J+ts

{La ligne i de pascal représente les éléments de la

ieme ligne du triangle de Pascal}

Pour trouver un invariant de boucle I, on caractérise le traitement
effectué par la boucle jusqu’a une itération donnée. De plus, [
doit étre impliqué par la précondition, doit étre vrai autant avant
qu’apres une itération de la boucle while, et doit impliquer la
postcondition apres la derniére itération. Un invariant possible

est :
I:a3>1
et 1 <5<
et pascal = [p0,0a s 7plongueur—1,longueur—1}
ol pi1,...,Di;—1 contiennent les éléments d’un triangle de Pascal

delignei:Vk:1<k<j—1lonap,=pi-1k-1~+DPi—1k



Cet invariant exprime qu’au début et a la fin de chaque itération,
les éléments p|0 : ¢][0 : j — 1] correspondent aux éléments du tri-
angle de Pascal.

Montrons maintenant que cet invariant est valide.
— Initialement, on a ¢ > 1, ainsi que j = 1, et pascal =
[p0,0»' . aplongueurfl,longueurfl]' On a bien que p;io est un
élément du triangle de Pascal.

— Pour chaque itération de la boucle, on a le triplet :
{1,5 <i}

pascal[i][j] = pascal[i—1][j—1] +
pascal [1—1][j];
J++
{1}
Montrons que ce triplet est valide, en notant respectivement
j et j’, ainsi que p et p’ la valeur des variables j et pascal
avant et apres l'itération concernée.
x On a j' = j+ 1. Des contraintes j > 1 et j < 4, on déduit
' >1etj <i.
* On apascal = [p0,07 e 7p2,17 cee 7p;,j717 .. ~plongueur—l,longueur—l]-
Cela entraine

/ / /
pascal’ = [p0,0v ... 7pi,1a .. api7j_1api7j; e aplongueur—l,longueur—l]

/ /
= [p0,0a v 7pi,1a s 7pj’717 . -plongueurfl,longueurfl]

x L’itération va mettre dans I’élément de ligne ¢ et de colonne
7 la somme entre ’élément de ligne ¢ — 1 et de colonne j—1
et ’élément de ligne ¢ — 1 et de colonne j. On a donc bien
que p; ; a sa valeur dans le triangle de Pascal.
* En fin de boucle, on a {I,j > i}, qui implique j = 4. On a
bien alors pascal =pq g, . . . ,pgwl, . ,p;)jfl, -+ Dlongueur—1,longueur—1-
Il reste a démontrer que ’exécution de la fonction se termine
toujours. Il faut donc trouver un variant de boucle qui est un
entier non négatif dont la valeur décroit strictement & chaque
itération de la boucle :

v=19—7
(b) En décomposant la boucle extérieure, on obtient le triplet :

{10ng11€11r 2 1771 = ]-7 Pascal = [P0,0» cee aplong'ueurfl,longueurfl]}



while (i < longueur){

pascal [i][0] = 1;
pascal [1][i] = 1;
// 2nd boucle
1++;
}
{pascal = [po,0,- .., Piongueur—1,longuenr—1] représente un triangle de Pascal}

Pour trouver un invariant de boucle I, on caractérise le traitement
effectué par la boucle jusqu’a une itération donnée. De plus, [
doit étre impliqué par la précondition, doit étre vrai autant avant
qu’apres une itération de la boucle while, et doit impliquer la
postcondition apres la derniere itération. Un invariant possible
est :

I :longueur > 1
et 1 <4 < longueur

et pascal = [po,o, cee 7plongueur—l,longueur—lh

ol Po,o, - - -, Pi—1,i—1 contiennent les éléments du triangle de Pascal

Cet invariant exprime qu’au début et a la fin de chaque itération,
les éléments p[0 : ¢ — 1][0 : ¢ — 1] correspondent aux éléments du
triangle de Pascal.

Montrons maintenant que cet invariant est valide.
— Initialement, on a longueur > 1, ainsi que ¢ = 1, et pascal =
[0,0s---,]- On a bien que p[0][0 : longueur — 1] sont des
éléments du triangle de Pascal.

— Pour chaque itération de la boucle, on a le triplet :

{I,i < longueur}

pascal [1][0] = 1;
pascal [i][i] = 1;
// 2nd boucle
i++;

{1}
Montrons que ce triplet est valide, en notant respectivement
i et ¢/, ainsi que p et p’ la valeur des variables ¢ et tableau
avant et apres l'itération concernée.

* On ai =i+ 1. Des contraintes ¢ > 1 et ¢ < Longueur, on
déduit i > 1 et i’ < longueur.



— / /
* On apascal - [P0,07 o 7pi—1,07 cee upi_l,i_h s 7plongueurfl,longueurfl}-
Cela entraine

/ /
pascal’ = [p070, s Pim1,00 9 Pim1i—1s - - -plongueurfl,longueurfl]
/ /
= [p0,0v s >pi’,0, cee api/ﬂ"» B plongueur—l,longueur—l}

x L’itération va mettre dans tous les éléments de ligne i leur
valeur dans le triangle de Pascal. On a donc bien que
D0,0s - - -, Pii sont des éléments du triangle de Pascal.

* En fin de boucle, on a {I,i > longueur}, qui implique
i = longueur. On a bien alors

’ ’
pascal = pg ;... yPi—1,00-++9Pi—1,i—1s -+ s Plongueur—1,longueur—1-

Il reste a démontrer que I'exécution de la fonction se termine
toujours. Il faut donc trouver un variant de boucle qui est un
entier non négatif dont la valeur décroit strictement a chaque
itération de la boucle :

v = longueur — ¢

Compl: (a) remplir : Pour une valeur donnée de longueur, la fonction ef-
fectue taille—1 itérations qui exécutent chacune au plus taille—
2 fois une partie de code en temps constant. La complexité en
temps de la fonction est donc O(longueur?).

(b) print : Pour une valeur donnée de longueur, la fonction effectue
taille itérations qui exécutent chacune au plus taille fois une
partie de code en temps constant. La complexité en temps de la
fonction est donc O(longueur?).

(¢) main : Pour une valeur donnée de longueur, la fonction effectue
2 sous-fonctions de complexité O(longueur?) chacune ainsi que
longueur itérations qui exécutent chacune longueur fois une
partie de code en temps constant. La complexité est donc 3 *
longueur?, ce qui correspond & une complexité en temps O(longueur?).

2. Val: Pour montrer que la fonction est correcte, on doit montrer que lorsque
la fonction termine son exécution, la valeur qu’elle retourne est cor-
recte. On souhaite alors établir la validité du triplet :

{pl = caracteres, p2 = caracteres + (},

ou ¢ correspond a la taille de caracteres

while (xpl){
if (xpl != %p2)
return 0;
pl++;
p2——;



{caracteres est un palindrome}

Pour trouver un invariant de boucle I, on caractérise le traitement
effectué par la boucle jusqu’a une itération donnée. De plus, I doit
étre impliqué par la précondition, doit étre vrai autant avant qu’apres
une itération de la boucle while, et doit implique la postcondition
apres la derniere itération. Un invariant possible est :

1

:pl > caracteres

et p2 < caracteres + £, ou { est la taille de la chaine de caracteres
et Vp : caracteres <p <pl = *xp #£0

et *(pl —1) =x%(p2+1)

En d’autres termes, cet invariant exprime qu’avant et apres chaque
itération de la boucle, les éléments précédemment pointés par pl et
p2 sont identiques. L’invariant exprime aussi qu’il n’y a pas de car-
acteres de terminaison dans les éléments parcourus par pl.

Montrons maintenant que cet invariant est valide.

— Initialement, on a pl = caracteres et p2 = caracteres + /, et
donc une chaine de caracteres vide est bien un palindrome.

— Pour chaque itération de la boucle, on a le triplet :

{1,p1 # 0}
if (s«pl != %p2)
return O;
pl++;

p2——;
{1}
Montrons que ce triplet est valide, en notant respectivement pl
et pl’, ainsi que p2 et p2’ la valeur des variables pl et p2 avant
et apres 'itéraiton concernée.

* Dans tous les cas, on a pl’ = pl +1 et p2’ = p2 —1, et la
précondition implique que #pl n’est pas nul.

x Si#pl # xp2, alors I'instruction située dans le if s’exécute, et
la boucle se termine. On a bien que x(pl—i—1) = *(p2+i—1),
ou i correspond au nombre d’itérations de la boucle.

x Si*pl = xp2, alors I'instruction située dans le if ne s’exécute
pas, et on a bien que *(pl’ —i —1) = %(p2' + i — 1), ou i
correspond au nombre d’itérations de la boucle.

— En fin de boucle, on a {I,pl = 0}, ce qui implique bien que
la chaine de caractéres commencant par I’endroit pointé par
caracteres et se terminant au premier caractére terminateur
forme un palindrome.



Compl: Pour une chaine de caracteres de taille ¢, la fonction effectue au plus ¢
itérations qui s’exécutent chacune en temps constant. La complexité
en temps de la donction est donc O(¥).

3. Val: Pour montrer que la fonction est correcte, on doit montrer que lorsque
la fonction termine son exécution, la valeur qu’elle retourne est cor-
recte. On souhaite alors établir la validité du triplet :

{longueur > 0, tableau = [tg,t1,...,tn—1]}

for (int i = 0; i < longueur; i++){
for(int j = 0; j < i; j4++){
if (tableau[i] < tableau[j]){
int tmp = tableau[j];
tableau[j] = tableau[i];
tableau[i] = tmp;

}
}

{tableau = [t07 tly s 7tlongueur71]7 ol to < t1 <...< tlong‘ueurfl}

(a) Pour la boucle intérieure, en la décomposant, on obtient le triplet

{Z Z 07] = O,tableau = [thtla o 7ti—17ti7 ce. 7tlongueur—1}

while (j < 1){
if (tableau[i] < tableau[j]){
int tmp = tableau[j];
tableau[j] = tableau[i];
tableau[i] = tmp;
)
J++s
}

{tableau = [t()»tla cee ;tiflvti; R tlongueurfl}v ol tO < tq <...< tifl}

Pour trouver un invariant de boucle I, on caractérise le traitement
effectué par la boucle jusqu’a une itération donnée. De plus, [
doit étre impliqué par la précondition, doit étre vrai autant avant
qu’apres une itération de la boucle while, et doit impliquer la
postcondition apres la derniere itération. Un invariant possible
est :
I:2>0

et 0<j<i

et tableau = [to, t1,... atj—lv cootiot, e 7tlongueur—1}7

Ofltogtl S---Stj—l



Cet invariant exprime qu’au début et a la fin de chaque itération,
les éléments tableau[0 : j — 1] sont triés.

Montrons maintenant que cet invariant est valide.

— Initialement, on a ¢ > 0, ainsi que j = 0, et tableau=
[tost1y---sti—1,y-.-,tn—1]. On a bien qu'un tableau vide est
trié.

— Pour chaque itération de la boucle, on a le triplet :
{1,j <i}

if (tableau[i] < tableau[j]){
int tmp = tableau[j];
tableau[j] = tableau[i];
tableau[i] = tmp;
)
I+
{1}
Montrons que ce triplet est valide, en notant respectivement
t et t’, ainsi que j et 5’ la valeur des variables tableau et j
avant et apres l'itération concernée.
x On a j' = j + 1. Des contraintes 7 > 0 et j < ¢, on déduit
j>0etj <i.
* Onatableau:[g, 11) ! tj,...,tifl,...,tn,]_],ofl

s Va—1>
ty <ty <...<t;_;. Cela entraine
tableau’ = [to,t],. .., 5 1, b . tict, .ty
= [t0,t1, st gy tiots e tna
* Sit; < tj, litération laisse les éléments du tableau in-
changés, a l’exception de celui d’indice 7 et 5 qui sont
échangés.
x Sit; > tj, litération laisse les éléments du tableau in-
changés. Ces 2 points vérifient la postcondition.
* En fin de boucle, on a {I,j > i}, qui implique j = i. On
a bien alors tableau = [t{,t], ..., t_1,. .., tn1].
Il reste a démontrer que ’exécution de la fonction se termine
toujours. Il faut donc trouver un variant de boucle qui est un
entier non négatif dont la valeur décroit strictement a chaque
itération de la boucle :

v=1—7
(b) En décomposant la boucle intérieure, on obtient le triplet :

{longueur > 0,7 = 0, tableau = [to,t1,...,ti—1,ti;- - t1onguenr—1}



while (i < longueur){
//2nd boucle
14+

}

{tableau = [to,tl, N tlongueur—1]7 ou to S tl S . S tn—l}

Pour trouver un invariant de boucle I, on caractérise le traitement
effectué par la boucle jusqu’a une itération donnée. De plus, I
doit étre impliqué par la précondition, doit étre vrai autant avant
qu’apres une itération de la boucle while, et doit impliquer la
postcondition apres la derniere itération. Un invariant possible
est :

I :longueur > 0
et 0 <4 < longueur
et tableau = [to,t1,... ,ti—1, .., t1onguenr—1);
outg<t; <...<t;1

Cet invariant exprime qu’au début et a la fin de chaque itération,
les éléments tableau[0 : ¢ — 1] sont triés.

Montrons maintenant que cet invariant est valide.

— Initialement, on a longueur > 0, ainsi que ¢ = 0, et tableau=
[to,t1,...,tn—1]. On a bien qu’'un tableau vide est trié.

— Pour chaque itération de la boucle, on a le triplet :

{I,i < longueur}

1++;
{1}
Montrons que ce triplet est valide, en notant respectivement
t et ¢/, ainsi que ¢ et 7’ la valeur des variables tableau et i
avant et apres l'itération concernée.
* On a4 =i+ 1. Des contraintes ¢ > 0 et ¢ < Longueur, on
déduit i > 0 et i’ < longueur.
* On a tableau = [t(,t],...,ti_1,...,tn—1], OU t( < ] <
... <t}_;. Cela entraine
tableau’ = [t(,t], ..., ti 1, th ... tn_1]

= [t thy oot qyeeeytn_1]

* L’itération va trier les éléments entre tableau[0] et tableaul]
et laisser les autres éléments inchangés. On a donc bien
to <t <...<t.



Compl:

4. Val:

* En fin de boucle, on a {I,i > longueur}, qui implique i =

longueur. On a bien alors tableau = [t),t],...,t, 4]

Il reste a démontrer que I'exécution de la fonction se termine
toujours. Il faut donc trouver un variant de boucle qui est un
entier non négatif dont la valeur décroit strictement a chaque
itération de la boucle :

v = longueur — ¢

Pour une valeur longueur donnée, la fonction effectue longueur
itération qui exécutent chacune au maximum longueur — 1 fois une
partie de code en temps constant. La complexité en temps de la
fonction est donc O(longueur?).

Pour montrer que la fonction est correcte, on doit montrer que lorsque
la fonction termine son exécution, la valeur qu’elle retourne est cor-
recte. On souhaite alors établir la validité du triplet :

{nz(),sum:(),t:[to,tl,...,tn_l]}
for (int i = 0; i <n

sum += t[i];
t[i] = sum;

;i)

}
{t=T[to,to+t1,to+t1+1t2,.... 0o +t1 4+ ... +t,1]}

En décomposant la boucle for, on obtient le triplet équivalent :

{nZO,izO,susz,t: [to,th...,tn,l}}

while (i < n){
sum += t[i];
t[i] = sum;
i++;

}

{t: [to,to—Ftl,to—‘rtl —|—t2,...,t0—|—t1+...+tn_1]}

Pour trouver un invariant de boucle I, on caractérise le traitement
effectué par la boucle jusqu’a une itération donnée. De plus, I doit
étre impliqué par la précondition, doit étre vrai autant avant qu’apres
une itération de la boucle while, et doit impliquer la postcondition



apres la derniere itération. Un invariant possible est :

In>0
et 0<i<n
i—1
et sum = th
j=0
et t[to,tl, R ,tn_l]

J
etVj:0<j<i—lonat;=>»
k=0

Cet invariant exprime qu’au début et a la fin de chaque itération,
sum contient la somme de tous les éléments déja visités. En outre, les
1 premiers éléments du tableau t contiennent les sommes partielles
déja calculées, et les éléments suivants ont gardé leur valeur initiale.

Montrons maintenant que cet invariant est valide.

— Initialement, on a n > 0, ainsi que ¢ = O,sum = Oett =
[to,t1,t2,...,tn—1]. On a bien que la somme de 0 éléments est 0
et qu’il n’y a pas d’élément avant tg.

— Pour chaque itération de la boucle, on a le triplet :

{I,i<n}

sum += t[i];
t[i] = a;
1++;
{1}
Montrons que ce triplet est valide, en notant respectivement sum
et sum’, ainsi que ¢ et 7/, les valeur des variables sum et ¢ avant
et apres l'itération concernée.
* On a ¢ =1+ 1. Des contraintes i > 0 et i < n, on déduit
' >0et i <n.
* On a sum’ = sum+y, ol 7y est la valeur de ’élément d’indice
i du tableau t. Cela entraine

%
sum’ :t0+t1+t2+...+tizztj
7=0

i =1

=totti+tlat...+ti1 = 1
§=0

10



x L’itération laisse les éléments du tableau t inchangés, a ’exception
de celui d’indice 7 qui est remplacé par la valeur de sum’. Par
conséquent, on a

t? = [to,to +ti,to 1+ .. b1, b1, tiga, .o tnd]
= [to,to +t1,t0 +t1+ ...+ttt tirg, oo tn—1]

La postcondition est donc bien vérifiée.

* En fin de boucle, on a {I,7 > n}, qui implique i = n. On a
bien alors

t:[to,t0+t1,t0+t1 —|—t2,...,t0+t1—‘r...+tn_1]

Il reste & démontrer que l’exécution de la fonction se termine
toujours. Il faut donc trouver un variant de boucle qui est un
entier non négatif dont la valeur décroit strictement a chaque
itération de la boucle :

v=mn—1

Compl: Pour une valeur donnée de n, la fonction effectue n itérations qui
s’exécutent chacune en temps constant. La complexité en temps de
la fonction est donc O(n).

5. Val: Pour montrer que la fonction est correcte, on doit montrer que lorsque
la fonction termine son exécution, la valeur qu’elle retourne est cor-
recte. On souhaite alors établir la validité du triplet :

{taille > 0}
for (n = 0; n < taille && tl[n] = t2[n]; n++);
return n;
{n =longueur du plus grand préfixe commun de *t1 et *t2}

En décomposant la boucle for, on obtient le triplet équivalent :

{taille > 0,n = 0}

while (n < taille && t1[n] = t2[n])
n-+-+;

{n =longueur du plus grand préfixe commun de *t1 et *t2}

Pour trouver un invariant de boucle I, on caractérise le traitement
effectué par la boucle jusqu’a une itération donnée. De plus, I doit
étre impliqué par la précondition, doit étre vrai autant avant qu’apres

11



une itération de la boucle while, et doit impliquer la postcondition
apres la derniere itération. Un invariant possible est :
I :taille >0
et n < taille
et t1[0:n—1] =t2[0:n — 1],

ou t[z : y] dénote un tableau contenant les éléments de t compris
entre les indices x et y inclus.

Montrons maintenant que cet invariant est valide.

— Initialement, on a taille > 0, et n = 0. Et on a bien que 2
tableaux vides sont égaux.

— Pour chaque itération de la boucle, on a le triplet :

{I,n < taille,t1[n] == t2[nl}

14+
{1}

Montrons que ce triplet est valide, en notant respectivement n
et n’ la valeur de la variable n avant et apres l'itération. On a :
n=n+1

donc
t1[0:n' —1] =t2[0:n' — 1]

— En fin de boucle, on a {I,i > taille ou t1[n] # t2[nl}, ce
qui implique bien que la valeur de n est égale aa la longueur du
plus grand préfixe commun de *t1 et *t2. En effet,

x Si I et i > taille est vrai, alors on a
n =taille et t1[0: taille — 1] = t2[0: taille — 1]

et la longueur du plus grand préfixe commun de *t1 et t2
est bien de longueur n = taille

% Si [ et t1[n] # t2[n] est vrai, alors on a
t1[0:n—1]1 =t2[0:n — 1] et t1[n] # t2[n]

Il reste a démontrer que I'exécution de la fonction se termine
toujours. Il faut donc trouver un variant de boucle qui est un
entier non négatif dont la valeur décroit strictement & chaque
itération de la boucle :

v =taille —n

12



Compl: Pour une valeur donnée de taille, la fonction effectue au plus taille
itérations qui s’exécutent chacune en temps constant. La complexité
en temps de la fonction est donc O(taille).

6. Val: Pour montrer que la fonction est correcte, on doit montrer que lorsque
la fonction termine son exécution, la valeur qu’elle retourne est cor-
recte. On souhaite alors établir la validité du triplet :

{c=cp}

for (total = 0; *c; c++)
if (xc >= 07 && *c <= '97)
total += xc — 07;

{total = total des chiffres contenus dans la chaine ¢y}

En décomposant la boucle for, on obtient le triplet équivalent :

{¢ =¢p,total =0}

while (xc){
if (xc >= 0" & *c <= ’97)
total += xc — 07,
c++;

}

{total = total des chiffres contenus dans la chaine ¢y}

Pour trouver un invariant de boucle I, on caractérise le traitement
effectué par la boucle jusqu’a une itération donnée. De plus, I doit
étre impliqué par la précondition, doit étre vrai autant avant qu’apres
une itération de la boucle while, et doit impliquer la postcondition
apres la derniere itération. Un invariant possible est :

I :c > ¢y et total = total des chiffres contenus dans la chaine
[%co * (co+ 1) % (co+2) ... % (c—1)]
et Vd:cp <d<c = *xd#0

En d’autres termes, cet invariant exprime qu’avant et apres chaque
itération de la boucle, la valeur de total correspond au total des
chiffres appartenant a un préfixe de la chaine fournie a la fonction.
Ce préfixe commence a l’endroit désigné par le pointeur ¢y passé en
argument a la fonction, et se termine immédiatement avec le car-
actere pointé par la valeur courante de c¢. L’invariant exprime aussi
que ce préfixe ne contient aucun caractére de terminaison.

Montrons maintenant que cet invariant est valide.

13



— Initialement, on a ¢ = ¢g, et donc le préfixe considéré est vide.
On a alors bien total = 0.

— Pour chaque itération de la boucle, on a le triplet :

{1,¢#0,}

if (xc >= ’0’ & *c <= '97)
total += *xc — 07,

c++;

{1}
Montrons que ce triplet est valide, en notant respectivement c et
¢’ la valeur de la variable ¢ avant et aprés l'itération concernée.

* Dans tous les cas, on a ¢’ = ¢+ 1, et la chaine de caractéres
est xco * (co + 1) * (co + 2) ... * c. La précondition implique
que ce caractere *c n’est pas nul.

x Si xc est un chiffre, alors I'instruction située dans le if s’exécute,
et on a total’ = total + 7y, ou 7 est la valeur numérique
du chiffre en question. La postcondition est satisfaire dans
ce cas.

* Si *c n’est pas un chiffre, alors I'instruction située dans le if
ne s’exécute pas, et on a total’ = total. La postcondition
est aussi satisfaite dans ce cas.

— En fin de boucle, on a {I,xc = 0}, ce qui implique que la valeur
de total est égale au total des chiffres contenus dans la chaine de
caracteres commencant a l’endroit pointé par cg, et se terminant
au premier caractere terminateur.

Compl: Pour une chaine de caracteres de taille ¢, la fonction effectue au plus £
itérations qui s’exécutent chacune en temps constant. La complexité
en temps de la fonction est donc O(¥).
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