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Enoncés

Pour chaque examen, on demande de résoudre trois questions parmi les cing
qui sont énoncées.

1.1

1.

Examen de juillet 2006

Par un point A extérieur a un cercle C, on mene les tangentes a celui-ci,
qui rencontrent C aux deux points de tangence B et B'.

Soient C’ le cercle circonscrit au triangle ABB' et t la tangente a C’
issue de B. La droite t rencontre C en B et en un deuxieme point C.
(a) Démontrer que le triangle C BB’ est isocele.

(b) Démontrer que les hauteurs issues de B dans les triangles ABB’
et CBB’ ont la méme longueur.

(c) Démontrer que le centre du cercle inscrit au triangle AB'C' est
situé sur la droite BB'.

Soit ABC' un triangle rectangle en A et d une droite contenant A.
On note G la projection orthogonale de B sur d et E la projection
orthogonale de C' sur d. On note également d; la parallele a AC menée
par G et dy la parallele & AB menée par E.

(a) Démontrer que dy, dy et BC' sont concourantes.
(b) Déterminer le lieu géométrique du point d’intersection de d; et ds

quand d varie.

Soit ABC un triangle d’orthocentre H. On note respectivement A,
By et C) les pieds des hauteurs issues de A, B et C. On note ]W | la
longueur du vecteur XY. Démontrer la relation

%(1@12 +|BC? +|CA]?) = AH.AA, + BH.BB, + CH.CC,.

. Soit SABC' un tétraedre tel que SA soit perpendiculaire a ABC. On

note A’ la projection orthogonale de A sur SBC'. Démontrer la relation

A(SBC)  A(ABC)

A(ABC) ~ A(A'BCY’

ou A(XYZ) désigne l'aire du triangle XY Z.



1.2

On considere un tétraedre OABC et on note G le centre de gravité
de la face ABC. On note respectivement A;, B; et C] les milieux de
[B,C], [C, A] et [A, B]. Un plan 7 parallele & ABC' coupe OA, OB et
OC en respectivement A’, B et C'.

(a) Démontrer qu’il existe une unique position de 7w pour laquelle les
droites A’A,, B'B; et C'C} sont paralleles a OG.

(b) Démontrer que pour toutes les autres positions, ces droites sont
concourantes en un point P de la droite OG.

Examen de septembre 2006

. Soient un cercle C de centre O et une corde [C, D] de ce cercle. Deux

droites non confondues d; et dy sont sécantes a la corde [C, D] et ren-
contrent celle-ci en son milieu M. La droite d; rencontre C en deux
points A; et By, et la droite dy rencontre C en Ay et By. On suppose
que les points A; et As sont situés du méme coté de la corde [C) D]. On
note P l'intersection de [C, D] et de la droite A; By, et @ l'intersection
de [C, D] et de A3B;. Le pied de la hauteur issue de O du triangle
OA; By (resp. OAyBy) est noté Hy (resp. Ha).

(a) Démontrer que les triangles Ay H; M et AyHo M sont semblables.

(b) Démontrer que les angles P/Hl\]w , POM , ]\TO\Q et m sont
égaux ou supplémentaires deux a deux.

(¢) En déduire que M est le milieu du segment [P, Q).
On considere un quadrilatere ABCD. Le milieu de la diagonale [A, C]
est noté P et celui de [B, D] est noté Q.

Démontrer la relation

[AB? + |BC* +|CD| + |DA? = |AC)* + |BDJ* + 4| PG

Soient deux cercles C et C' non concentriques. Etant donné un point P
du plan extérieur a ces deux cercles et une tangente p a C issue de P,
on note P; le point ou p rencontre C. De méme, on note P, le point de
tangence a C’ d’une tangente p’ a ce cercle issue de P.

Déterminer le lieu géométrique des points P du plan tels que
’PP1|2—‘PP2’2:]€,

ou k est un nombre réel donné.



4.

1.3

On considere un tétraedre ABC'D dont la base BC'D est équilatérale,
et tel que la droite reliant A au centre de gravité de cette base est
perpendiculaire au plan BCD.

Soient P un point intérieur au triangle BC'D, et 7 et 7’ deux plans
s’appuyant sur la droite AP et respectivement paralleles aux droites
BC' et BD. Les plans 7 et 7’ rencontrent 'aréte [C, D] en deux points
respectifs ) et R. Les distances du point P aux arétes [B,C], [B, D]
et [C, D] sont respectivement notées «, /3 et . La longueur de l'aréte
[B, C] est notée 0.

(a) Montrer que le triangle PQR est équilatéral.

(b) Exprimer la longueur d’un c6té du triangle PQR en fonction de

a, 3 et d.

(c) Montrer que la valeur de o + 3 + 7 ne dépend pas de la position
de P.

(d) En déduire que la somme des distances de P aux quatre faces du
tétraedre ABC'D est indépendante de P.

On considere une droite d de ’espace et un point P n’appartenant pas a
d. Pour tout plan 7 contenant d, on note X la projection orthogonale de
P sur m. Déterminer le lieu géométrique décrit par le point X quand
7 varie. (Suggestion : Si l'on procéde par géométrie analytique, on
choisira un systéeme d’axes ou d est I'un des axes).

Examen de juillet 2007

. Soit un cercle C tangent intérieurement a un autre cercle C’, le point

de tangence étant noté P. Par un point () de C, on mene une tangente
a C qui rencontre C’ en deux points A et B.

Démontrer que la droite PQ) est la bissectrice d'un des angles formés
par les droites PA et PB.

On considere deux points distincts A et B du plan et une droite d
perpendiculaire & AB. On suppose en outre que l'intersection de d et
AB n’appartient pas au segment [A, B]. Par A on méne une droite d;
qui coupe d en M. Par B on meéne une droite dy perpendiculaire a d;.
On note N lintersection de d et dy. Déterminer le lieu du centre du
cercle circonscrit au triangle M N A quand d; varie.



1.4

On considere un losange ABC'D tel que le triangle BC'D est équilatéral,
et un point P quelconque. Démontrer que I'on a

|PA]? + |PC|* = |AB|* + |PB|* + |PDJ*.

. Soient « et § deux plans perpendiculaires. Soient d et d’ deux droites

orthogonales entre elles telles que d C «, d’ C #. Démontrer que d ou
d' est perpendiculaire & oo N .

Une sphere opaque de rayon r et de centre C' posée sur un sol plan est
éclairée par une source lumineuse ponctuelle O, située a une distance
2r de C' et a la méme hauteur que C.

(a) Déterminer le lieu des points de la sphere ou les rayons lumineux
sont tangents a cette sphere.

Suggestion : Utiliser la symétrie du probleme par rapport a I’axe

ocC.

(b) Caractériser la forme de I'ombre portée par cette sphere sur le sol.

Examen de septembre 2007

On considere un triangle ABC du plan. On note C le cercle circonscrit
au triangle et O le centre de ce cercle. La bissectrice intérieure de
I'angle A coupe [B,C] en D et C en I.

(a) Démontrer que les droites OI et BC' sont perpendiculaires.

(b) Démontrer la relation

ABAC = AD?*+DBDC,

oit XY désigne la longueur du segment [X,Y].

. Soient deux cercles C et C' extérieurs I'un a autre. Déterminer le lieu

des points a partir desquels les tangentes a C forment entre elles le
méme angle que celui formé par les tangentes a C’. Préciser la nature
de ce lieu.

On considere un triangle ABC, et un point P arbitraire appartenant a
son coté [B, (], distinct de B et C'. Démontrer que la valeur de

A5’ . Ac” . vz
BC.BP CB.CP PC.PB

est indépendante de P et des dimensions du triangle.




1.5

Etant données deux droites gauches d; et dy dans 'espace euclidien et
deux nombres positifs [; et ls, on place un segment [A, B] de longueur I;
sur dy, et un segment [C, D] de longueur I, sur dy. Démontrer que le vo-
lume du tétraedre ABC D est indépendant de la position des segments
[A, B] et [C, D] sur leurs droites respectives.

Dans l'espace euclidien a trois dimensions, on considere la famille de
droites d’équations
r=ay
Lo

ou a est un parametre réel, ainsi que les plans perpendiculaires a ces
droites et contenant le point (a + 1,2 — 2a?, a® + 1).

Démontrer que ces plans possedent une intersection commune et pré-
ciser la nature de cette intersection.

Examen de juillet 2008

. Soit ABC' un triangle isocele en A (c’est-a-dire tel que les cotés [A, B|

et [A, C] sont de méme longueur). On considere deux points E et F
distincts situés a l'intérieur du segment [B,C]. Les paralleles a AB
menées par E et par F' coupent respectivement [A,C] en G et H. Les

paralleles & AC menées par E et F' coupent respectivement [A, B] en
I et J.

(a) Démontrer que les segments [I,.J] et [G, H] sont de méme longueur.

(b) Enoncer et démontrer une condition nécessaire et suffisante sur
les positions de E et F' pour que les droites JG et IH soient
paralleles.

. On considere un cercle C de centre O et deux droites perpendiculaires

d; et dy passant par O. On note A une des intersections de d; avec C et
B une des intersections de dy avec C. Par A on mene une droite variable
d qui coupe C en un point M distinct de B. La droite AM coupe ds
en B’ et la droite BM coupe d; en A’. Démontrer que le produit des
longueurs des segments [A, A'| et [B, B] reste constant lorsque d varie.

Soit un tétraedre ABC'D de 'espace.
(a) Démontrer les relations
[AB[? +|CD|* - |BC|* — |DA]? = 2AC - DB,
|AC|?> + |BD|*> — |BC|* — |DA)* = 24B - DC.



(b) En déduire que les arétes opposées d'un tétraedre sont orthogo-
nales si et seulement si les sommes des carrés des longueurs de
chacune de ses paires d’arétes opposées sont égales.

4. Dans l'espace, on considere un tétraedre ABCD dont les arétes op-
posées sont deux a deux de méme longueur. Démontrer que les droites
joignant les milieux de deux arétes opposées sont perpendiculaires deux
a deux. (Suggestion : démontrer d’abord qu’elles sont sécantes.)

5. Dans l'espace, on considére un cube ABCDA'B'C'D’, avec AA =

BB = CC" = DD’ et AB = DC. On note G le centre de gravité du
carré ABCD et K le point d’intersection de la droite A’G et du plan
AB'D'.

(a) Déterminer la position de K sur le segment [A’, G].

b) Démontrer que K appartient a la médiane issue de A du triangle
g
AD,B/.

1.6 Examen de septembre 2008

1. On considere un polygone régulier convexe A;Ay...A,, avec n > 3,
et un cercle C passant par le centre de gravité GG de ce polygone. Les
droites A1G, AsG, ..., A,G rencontrent C en (G, ainsi qu’en un certain
nombre m de points distincts de G notés By, Bs, ..., B, (sans ordre
particulier).

Démontrer que les points By, Bs, ..., B, font partie des sommets d’un
méme polygone régulier convexe a n cotés. (Suggestion: Commencer
par établir une condition nécessaire et suffisante pour qu’un ensemble
de points fassent partie des sommets d’un polygone régulier convexe a
n cotés.)

2. On considere un cercle C de centre O et deux diametres perpendiculaires
[A, B] et [C, D] de ce cercle. Un point variable P parcourt C. On note
@ l'intersection des droites AP et C'D.

Déterminer le lieu de l'orthocentre (c’est-a-dire le point de rencontre
des trois hauteurs) du triangle O PQ).

3. Soient un cercle C de centre O et un point fixe quelconque P.

(a) Une droite variable d issue de O rencontre C en deux points A et
B. Démontrer que la valeur de PA - PD reste constante lorsque d
varie.



(b) Une droite variable d’ issue de P rencontre C en deux points M
et N. En utilisant la propriété établie en (a), démontrer que la
valeur de PM - PN reste constante lorsque d’ varie.

4. On place une sphere S de rayon 1 a 'intérieur d'un tétraedre régulier
ABCD, de fagon a ce qu’elle soit tangente aux trois faces issues de A.
(a) Calculer la distance séparant le sommet A du centre O de S.
(b) Pour quelle longueur des arétes du tétraedre ABCD la sphere S
est-elle tangente a ses quatre faces 7

5. Dans I'espace a trois dimensions muni d’un repere orthonormé:

(a) Déterminer une équation du plan 7 issu du point de coordonnées
(1,1,1) et incluant la droite d d’équations

2v+y = 5
y+2z = —3.

(b) En fonction d’un ou de plusieurs parametres de votre choix, donner
une équation pour les plans perpendiculaires a 7w qui passent par
I'origine du repere.

(c) Parmi les plans évoqués au point (b), donner une équation pour
celui dont l'intersection avec 7w est parallele a d.

1.7 Examen de juillet 2009

1. Dans un triangle ABC, on note respectivement A’ et B’ les pieds des
hauteurs issues des sommets A et B. On note H le point d’intersection
de ces hauteurs. On trace le cercle C circonscrit au triangle A’B'C' et,
par les points A’ et B’, on méne respectivement les tangentes d4 et dg
a ce cercle.

(a) Démontrer que [CH] est un diametre de C.

(b) On note P l'intersection des droites AB et d4. Démontrer que le
triangle PA'B est isocele.

(¢) En déduire que le point P est situé au milieu du coté [AB].

(d) En déduire que la droite dg passe par P.

2. Dans un repere orthonormé du plan, on donne la parabole P par son
équation cartésienne



(a) Déterminer I’équation cartésienne d’une tangente quelconque a la
courbe P.

(b) Déterminer le lieu des points a partir desquels les tangentes me-
nées a la courbe P sont orthogonales entre elles.

3. On note O le centre du cercle circonscrit & un triangle ABC', et A’ le
pied de la médiane issue de A de ce triangle. On note G le centre de
gravité du triangle AA’'B.

Démontrer que les droites AA’ et OG sont perpendiculaires si et seule-
ment si le triangle ABC' est isocele en B. (Suggestion : Calculer

AA.OG)

4. On considere deux plans sécants 7 et 7/, et une droite d perpendicu-
laire & w. Démontrer que la projection orthogonale de d sur 7’ est
perpendiculaire a l'intersection de 7 et de 7. (Rappel : La projection
orthogonale de d sur 7’ est I'intersection de 7’ et du plan perpendicu-
laire & 7’ incluant d.)

5. On donne un cube de sommets A, B,C, D, A’, B',C', D’ (voir figure).

(a) Démontrer que les plans AB'D’ et C"DB sont paralleles.
(b) Démontrer que la droite A’C' est perpendiculaire au plan AB'D’.

(c) Si on désigne par T' la projection orthogonale du point C' sur le
plan AB'D’ (c’est-a-dire le pied de la droite perpendiculaire a ce
plan issue de C'), démontrer que la longueur du segment [A'T] est
égale au tiers de la longueur du segment [A'C].

A B

A B’

D' (o




2 Solutions proposées

2.1 Examen de juillet 2006

1.

(a)

Notons O le centre de C et démontrons que O appartient a C' :

puisque AB et AB’ sont tangentes & C, les angles OBA et OB'A
sont droits et le quadrilatere OBAB’ est inscriptible. Autrement
dit, O est sur le cercle déterminé par A, B et B’.

On a alors e
BAO =OB'B=0BB’ (1)
puisque ces angles déterminent des arcs égaux sur le cercle C'.

De plus, on a
CBO = BAO (2)

car CBO est I’angle tangentiel associé a BAO.

Les triangles BOC et BOB’ sont 1sometr1ques En effet puisque
le triangle C'BO est isocele on a BCO = CBO et donc

BCO = CBO = OBB' = OB'B

par (1) et (2). Les triangles BOC et BOB’ ont donc leurs angles
égaux. De plus, ils partagent un c6té commun [O, BJ.
Les cotés correspondants de ces deux triangles sont donc de méme
longueur et BC' = BB’, ce qui démontre le point (a).

Nous conservons les notations du point (a) et notons respective-
ment H et H' les pieds des hauteurs issues de B dans les triangles

BAB' et BB'C.

Remarquons que puisque C' BB’ est isocele de sommet B, la hau-
teur BH' est aussi médiatrice de la base [C, B'| et que puisque O
est équidistant de C' et B, on a O € BH’ et les droites BH' et
BO coincident.

Démontrons que les triangles rectangles B'BH et B’BH’ sont
isométriques.

e L’hypoténuse [B, B]" est commune.

e Les angles B'BH et B'BH' sont égaux. En effet, dans le
triangle B'BH, on a

B'BH =90° — BB'H,

10



tandis que, puisque OB’A est droit, on a
BB'H =90° — OB'B.
On en déduit en utilisant (1) que

B'BH = OB'B = OBB,

ce qui suffit puisque OBB = B'BH'.

Puisque les triangles sont isométriques, les cotés correspondants
sont égaux, donc BH' = BH.

(c) Le centre du cercle inscrit & un triangle est I'intersection de ses bis-
sectrices intérieures. Il suffit donc de démontrer que BB’ est la bis-
sectrice de 'angle C/’B\A, ou encore que CB'B = BBA. Puisque
H € CB' et H € /B’A, cela découle directement de 1'égalité des

angles H'BB , et BB'H, elle-méme conséquence de 'isométrie des
triangles B'BH et B'BH' démontrée au point (b).

2. Utilisons la géométrie analytique.

On choisit des axes orthonormés tels que la droite AB soit 'axe des
abscisses et la droite AC' celui des ordonnées. Les points A, B, et C
ont alors pour coordonnées respectives (0,0), (b,0) et (0,¢), ou b et ¢
sont des constantes non nulles, et qui peuvent méme étre supposées
strictement positives en orientant correctement les axes.

(a) Traitons directement le cas ou d est la droite AC. Dans ce cas
onaG =Aet FE =C. On adonc di = AC et dy contient
C'. L’intersection de d; et dy est alors le point C' et la these est
démontrée.

Si d n’est pas AC, alors elle admet pour équation
y = mu,

ou m est une constante réelle.

La perpendiculaire a d menée par B admet le vecteur (1,m)
comme vecteur normal et contient le point de coordonnées (b, 0).
Elle admet donc pour équation

xr—b+my=0.

11



Le point G est 'intersection de cette derniere droite avec d et ses
coordonnées satisfont donc le systeme

Yy = mx
x+my = b

On obtient directement G : (=2, 7225).

1+m27 1+m?
De la méme maniere, la droite £C admet pour équation

x+m(y—c)=0.

Les coordonnées de E satisfont donc

Y = mx
r+my = mc

et on obtient £ : (11, ﬁ%) La droite d; est parallele a 1’axe

des ordonnées et contient GG. Elle admet donc 1’équation
b
r=-—-:.
1+ m?2

De méme, la droite ds admet pour équation

m?c
y=-—7
1 4 m?
) : 4 b m2c
L’intersection I de d et dy a donc pour coordonnées ({777, 117 )-

Enfin la droite BC' admet pour équation
cx + by = be.
Le point I appartient donc a BC' si et seulement si

cb m2ch

=cb
1+m2+1+m2 ¢

et cette équation est bien satisfaite.

Il ressort du point (a) que, quand d varie, I'intersection de d; et dy
est toujours un point de BC'. Le lieu est donc une partie de BC,
qui contient le point C' (il correspond a la position d = AC). Les
équations cartésiennes s’obtiennent en exprimant des conditions
nécessaires et suffisantes sur les coordonnées (X,Y’) d'un point P
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pour que celui-ci appartienne au lieu : Un point P de coordonnées
(X,Y) appartient au lieu ssi P = C ou

b

X =-b_
3 R : 14+m?
m e {Y:mc

14+m?

Cette derniere condition se réécrit

m*X=0b—X

ElmER{ (1+m2)Y:m20

Discussion :

e Si X = 0, la premiere équation s’écrit 0 = b, ce qui est im-

possible.
e Si X # 0, la condition équivaut a
[t
EImER.{ (1 %)Y:%c,
ou encore X 5 g
< =
{ cX +bY = be,

La premiere condition est équivalente a X €]0,0], et la se-
conde exprime que le point (X, Y) est situé sur la droite BC'
Cette partie du lieu est donc exactement le segment [B,C]
privé du point C.

Etant donné qu’il a été établi que le point C' fait par ailleurs partie
du lieu, la solution est exactement le segment [B, C].

3. Développons |A—B>|2 On a tout d’abord par la relation de Chasles
AB = AH + HB.

Donc, on obtient

|AB? = AB-AB=(AH+ HB)-(AH + HB)
— AH-AH +HB-HB+2AH-HB,

en utilisant la bilinéarité et la symétrie du produit scalaire.

Développons maintenant le troisieme terme 9AH - HB. En utilisant la
relation de Chasles, on a les décompositions suivantes :

AH = AB, + B,H
HB = HA, + AB

13



On obtient alors

{ﬁ.HB — AB,-HBE+B,H-HE=DB,H-HB
AH-HB — AH-HA,+AH-A,B—=AH -HA, ’

puisque AB; et 0B d’une part, et AH et A1§ d’autre part, sont or-
thogonaux.

On a alors

AB|> = AH-AH+HB-HB+B,H-HB + AH - HA,
AH-(AH + HA))+ (HB+ B,H) - HB
AH - AA, + BH - BB,

toujours en utilisant la bilinéarité du produit scalaire.

En remplacant dans les raisonnements précédents A par B, B par C et
C par A on obtient

|BC|*=BH - BB, + CH - CCy,

et de maniere analogue
ICA? =CH-CC; + AH - AA,

I1 suffit alors de calculer la somme |1@|2 + |B?|2 + |CTA|2 pour obtenir
le résultat anoncé.

. L’aréte [B,C] du tétraedre joue un role privilégié dans ce probleme
puisqu’elle est commune aux triangles considérés. Il est donc naturel
d’essayer d’identifier les hauteurs des triangles relatives a cette base.
On note H le pied de la hauteur issue de A dans le triangle ABC.

Puisque SA est perpendiculaire & ABC, SA est orthogonale a BC' (si
une droite est perpendiculaire a un plan, elle est orthogonale a toutes
les droites de ce plan (*)). De plus AH est perpendiculaire & BC' par
définition. Puisque SA et AH sont sécantes, BC' est perpendiculaire
a SAH (si une droite est orthogonale a deux droites sécantes, elle est
perpendiculaire au plan qu’elles déterminent(**)).

D’apres (*), la droite BC' est orthogonale (et donc perpendiculaire) a
SH, puisque SH C SAH, et donc H est le pied de la hauteur issue de
S dans le triangle SBC.

Montrons également que A’H est perpendiculaire & BC. On procede
comme précédemment en notant que AA’ est perpendiculaire a SBC
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par définition, et donc AA’ est orthogonale & BC' par (*). De plus,
puisque AH est perpendiculaire a BC', AA’H est perpendiculaire & BC
par (**) et donc A’H est perpendiculaire & BC' par (*).

Remarque : On peut démontrer que A" ¢ BC car dans le cas con-
traire, on aurait AA’ C ABC donc SALAA" et donc SA || SBC, ce

qui est absurde.

L’identification des hauteurs des triangles permet de calculer les aires :

A(SBC) = 1SHBC
A(ABC) = 1AHBC
AA'BC) = 1AHBC

La these s’écrit alors apres simplification

SH_ AW
AH AH

Pour démontrer cette égalité, on remarque que dans le plan SBC), les
droites SH et A’H sont perpendiculaires & BC' et qu’elles sont donc
paralleles. Elles sont des lors confondues puisqu’elles ont un point en
commun, et donc A" appartient a SH.

On peut donc se placer dans le plan ASH et considérer les triangles
SAH et AA'H. Ce sont des triangles rectangles qui ont un angle com-

mun SHA. Tl sont donc semblables et leurs cotés homologues sont
proportionnels, d’ou la conclusion.
. Utilisons la géométrie analytique.

Puisque le probleme n’est pas métrique, il n’est pas nécessaire d’utiliser
un repere orthonormé. On utilisera donc les droites OA, OB, et OC
comme axes et on fixera les unités de facon telle que les points A, B et
C' admettent les coordonnées respectives (1,0,0), (0,1,0) et (0,0, 1).

(a) On peut alors déterminer une équation cartésienne du plan ABC
puisqu’on en connait trois points non alignés. La formule adéquate
fournit

ABC=zxz+y+z2=1.

Le plan 7 étant parallele a ABC', il admet pour équation
r+y+z==~F,

ou k est une constante réelle.
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I1 est alors facile de déterminer les coordonnées de A’, B' et C' en
fonction de k puisque ces points sont les intersections de 7 avec
les axes. On obtient respectivement (k,0,0), (0,%,0) et (0,0, k)
pour A", B' et C".

On peut également calculer les coordonnées de A;, By, ;. On ob-
tient respectivement (0, %, %) (%, 0, %) et (%, %, ). De méme les co-
ordonnées de GG sont les moyennes arithmétiques des coordonnées
de A, B et C, donc on obtient pour G les coordonnées (3, %, 3).
Passons maintenant a la résolution proprement dite. Les droites
A’A;, B'B; et C'Cy admettent pour vecteurs directeurs A’—A;,

! ! 11
B'By et C'Cy. Or ces vecteurs ont pour composantes (—k, 3,3),

(%, —k, %), et (%, %, —k). Ces droites sont paralléles simultanément

a OG si et seulement si leurs vecteurs directeurs dont des multi-

ples de celui de OG, c’est a dire des multiples de (1,1,1). Cette

condition est satisfaite si et seulement si les trois composantes de

ces vecteurs directeurs sont égales, ce qui n’est le cas que pour
1

) : _— _ 1
I'unique valeur k = —3.

On peut calculer les équations de OG puisqu’on connait les coor-
données de O et de GG. On trouve

T=1Y=2z.

Calculons les équations de A’A;, au moyen des coordonnées du
—
point A’ et des composantes du vecteur directeur A’A;. On obtient

r—k = —2ky
r—k = —2kz

L’intersection (éventuelle) des droites OG et A’A; est donc solu-
tion du systeme suivant

'y =Y
Y = z
r—k = —2ky
r—k = —-2kz

Ce systeme est équivalent a

z =Y
Y = =z
z(1+2k) = k
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On obtient donc que si k # —%, les droites OG et A’A; ont une

intersection I qui a pour coordonnées (5 f%, T f%, : f%)

Il reste a vérifier que ce point d’intersection appartient aussi a
B’'By et C'C;. Pour cela on calcule les équations cartésiennes de
ces deux droites. On trouve respectivement

y—k = —2kx

y—k = —2kz
et

z—k = —2kzx

z—k = —2ky

On vérifie alors directement que les coordonnées de [ satisfont ces
deux systemes d’équations.

2.2 Examen de septembre 2006

1.

(a) Les trlangles AQM By et A1 M By sont semblables. En effet, les an-

gles AQM By et A M B, sont opposes par le sommet donc ils sont
égaux. De plus, les angles inscrits BlAng et BlAlBQ interceptent
le méme arc, donc ils sont égaux.

Puisque les triangles sont semblables, leurs cotés homologues sont
proportionnels et 'on a

A;B,  AM BIM
A, B, AM ByM

(3)

Puisque les triangles A;OBs et A;OB; sont isoceles, leurs hau-
teurs issues de O sont aussi médianes, donc les points H; et Ho
sont les milieux respectifs de [Ay, Bs] et [Ay, By]. On a donc

AlHl = %AlBQ
AQHQ = %

La relation (3) permet donc d’écrire

A2H2 . AQM
AH AM

Les triangles AsHoM et A;HiM ont donc un angle égal com-
pris entre des cotés homologues proportionnels, et sont donc sem-

blables.
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(b) On sait que @7 et O/HEQ sont droits par construction. De
plus, puisque C'OD est isocele de sommet O et puisque [O M]

est la médiane issue de O de ce triangle, OMQ Q et OMP sont
droits. Il en résulte que les quadrilateres OMPH, et OMQH,
sont inscriptibles.

Dans le cercle circonscrit a OM PH;, les angles P/HI\.M et m
interceptent la méme corde. Ils sont donc égaux ou supplémentai-
res.

Dans le cercle circonscrit a OM@QH,, on montre de méme que
M Hs(@Q et MOQ sont égaux ou supplémentaires.
D’apres le point (a), on sait que

OQHLM = AyHyM — A Ho M = PHLM.

On obtient le résultat demandé par transitivité.

(c) Les angles MOP et M OQ sont égaux ou Supplementan"es par (b).

Puisque OMQ et OMP sont droits, les angles MOP et MOQ sont
aigus, donc ils sont égaux.

Les triangles QMO et PMO sont isométriques puisqu’ils ont un
c6té commun ([O, M]) compris entre deux angles de méme ampli-

tude. On a donc QM = MP.

2. Dans le triangle BAC, on a par la relation de Chasles

BA = BP+PA
BC = BP+ PC.

On obtient alors, vu la bilinéarité du produit scalaire

IBA|? |BP|* + |PA]? + 2BP - PA
IBC|? = |BP|*+|PC|2+2BP- PC.

On somme ces deux équations en tenant compte du fait que PA=-PC
par définition, et I'on obtient

|BAP? + |BC? = 2|BP|* + 2|PC|*. (4)

Remarque : Cette relation peut aussi étre obtenue plus directement
en utilisant le théoreme de la médiane.

De la méme fagon, dans les triangles ADC' et PBD, on obtient respec-
tivement
IDA]?> + |DC|* = 2|DPJ* + 2|PC|? (5)
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et

[PBI*+ |PDI* = 2| PGP + 21QD" (6
En sommant les équations (4) et (5), on obtient
|AB[* +|BCI* + |CDI* + |DA]* = 2(BPI* + [DPP*) + 4| PCP".
En incorporant (6), on obtient alors

|ABJ? + |BC|? + |CD|* + | DAP?

~—

4|PQP2 +4|QDJ? + 4| PC?
= |BD| + |AC| + 4| PO

. Notons respectivement C' et C” les centres des cercles C et C’, et r et 1/
leurs rayons.

On choisit un systeme d’axes dont le premier axe est la droite CC’ et
dont le deuxieme axe est la médiatrice de [C, C'], de sorte que C' a pour
coordonnées (1,0) et C" a pour coordonnées (—1,0). Si P est un point
du plan ayant pour coordonnées (z,y), alors P est extérieur a C et C’
si et seulement si 'on a

(=172 +9y?> > r?
(x+ 1) +y*> > r2

D’autre part, si P est extérieur a C, alors le triangle PP, C' est rectangle
d’hypoténuse [P, C], car PP, est une tangente et P;C' est un rayon de
C. De méme, P étant extérieur a C', PP,C est un triangle rectangle
d’hypoténuse [P, C']. On a donc par le théoreme de Pythagore

PP = PC'-PC
PR, = PC” —PC"
ou encore -
PP = (z—1)2+y*—r?
P_.P22 = (z+1)?+y*>—1r"2

Un point P de coordonnées (z, y) appartient alors au lieu si et seulement
sil'on a

(z—124+y*—r?—((z+1)2+y> —17?)

(x—1)2+ 42 >
ou encore
T . T‘/277'2*k
- 4
(x—1)2+y*> > r?



4.

Le lieu est donc une droite perpendiculaire a la droite reliant les centres
des cercles, privée (le cas échéant) de ses points intérieurs a 'un au
moins de ces cercles.

()

Par construction, la droite P(Q appartient a la fois au plan 7 et
au plan BCD. De plus, par hypothese, le plan m n’a aucune
intersection avec la droite BC'. Les droites PQ et BC' sont donc
coplanaires et ne possedent pas d’intersection; ces droites sont
donc paralleles. De la méme facon, les droites PR et BD sont
également paralleles.

Le triangle PQ R possede donc des cotés paralleles a ceux du tri-
angle BC'D. Ces deux triangles sont donc semblables et, BC'D
étant équilatéral par hypothese, PQR 1'est également.

Dans le triangle BC'D, notons H; le pied de la perpendiculaire
issue de ) au coté BC, et H, le pied de la perpendiculaire issue
de R au coté BD. Les droites PQ et PR étant respectivement
paralleles & BC' et BD comme établi au point (a), on a

QH, = «
RHy, = (.
Le triangle BC'D étant équilatéral, on a Q/C’\Hl = m = 60°.

Dans les triangles QCH; et RD H,, rectangles par construction,
on obtient donc

_ o 2
O — = —
@ sin60° 3
3 2
RD - _ 5
sin 60° V3 b

Enfin, on a

OR = CD-QC - RD

2

(c) Dans le triangle PQR, notons Hj le pied de la hauteur issue de

P. Ce triangle étant équilatéral, on a

PH; — » — sin60° QR — @m.
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En introduisant dans cette égalité la relation obtenue au point (b),
on obtient

@—§§a+m>

= 5-a-p,

e

ce qui donne

V3

Od"—ﬁ‘i"'}/:?é,

qui est bien indépendant de la position de P.

La distance de P a la face BC'D est nulle par hypothese.

Considérons a présent la face ABC' du tétraedre, et notons P; le
pied de la perpendiculaire issue de P a cette face. Dans le plan
BC D, notons P; le pied de la perpendiculaire issue de P a la droite
BC'. Notons enfin o/ la distance séparant P de la face BC'D du
tétracdre. On a donc o/ = PP;.

Par définition, la droite PP, est perpendiculaire au plan ABC'.
Cette droite est donc orthogonale a toutes les droites de ce plan,
en particulier a BC. Par définition, la droite PP| est également
perpendiculaire a BC'. La droite BC' est donc orthogonale aux
deux droites sécantes PP, et PPj; elle est donc perpendiculaire
au plan PP, P).

Le triangle PP, P! est rectangle en P;. En outre, on a PP = a,
PP = et @ = 0, ou 6 est 'angle formé par les plans ABC
et BCD, puisque l'intersection BC' de ces plans est perpendicu-
laire au plan du triangle PP;P]. On a donc

o = asiné.

Soit G le centre de gravité de la face BC'D du tétraedre ABCD.
Cette face étant équilatérale, et par définition de A, une rotation
de 120° d’axe AG applique B sur C, C sur D et D sur B. Des
lors, les trois angles formés par la face BC'D avec les faces ABC,
ABD et AC'D sont égaux par symétrie.

En considérant a présent les faces ABD et AC'D du tétraedre,
on définit les pieds respectifs P, et P53 des perpendiculaires issues
de P a ces faces, et les distances 3 = PP, et v/ = PP;. En
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appliquant le méme raisonnement que celui employé pour la face
ABC, on obtient

3 = Bsind

v = ~ysiné.

On a donc enfin
o+ +9" =(a+B+7)sinb,
qui est indépendant de P en conséquence du point (c).

5. Procédons par géométrie analytique. Le probleme impliquant une pro-
jection orthogonale, on est amené a choisir un repere orthonormé. On
place un des axes sur la droite d, et un autre sur la perpendiculaire a d
issue de P. L’unité du repere est choisie de facon a ce que la distance
entre P et d soit égale a 1. La droite d obéit alors aux équations

y=z=0,

et le point P possede les coordonnées (0, 1,0).

Si le plan 7 comprend P, alors les points X et P sont confondus et X
prend donc les coordonnées (0, 1,0). Dans le cas contraire, I’équation
de 7 prend la forme

Yy =mz,

ou m est un parametre réel.

La perpendiculaire a 7 issue de P admet comme vecteur directeur
(0,1,m) et passe par le point P de coordonnées (0, 1,0). Cette droite
est donc caractérisée par les équations

r = 0
zZ+my = m.

La projection orthogonale X de P sur 7 est située a l'intersection de
cette droite et de 7. Ses coordonnées (z,y, z) satisfont donc le systeme

z = 0
Zz+my = m
Yy = mz.
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2.3

Si y = 1, alors ce systeme n’admet pas de solution. Si z = 0, alors

le systeme admet la solution m = 0, et X prend alors les coordonnées
(0,0,0).

Considérons maintenant le cas y # 1 et z # 0. On obtient

r = 0

m =

m = 4 7

m # 0.

qui donne
r = 0
v+22—y = 0

z # 0.

Il s’agit de I’équation d’un cercle de diametre [O, P], ou P est l'origine
des axes, situé dans le plan perpendiculaire a d issu de P, et privé des
deux points O et P. Comme ces deux points font par ailleurs partie du
lieu, celui-ci est donc égal a 'entiereté du cercle.

Examen de juillet 2007

. Notons C' le centre de C. Sans perte de généralité, on peut supposer

que P et B sont situés du méme coté de la droite C'Q).

Notons ¢ la tangente commune aux deux cercles passant par P. Notons
également « 'angle C@ et v 'angle tangentiel en P déterminé par
la corde BP. Puisque le triangle PC(Q) est isocele, on a également
CQP = a.

Le rayon C'P est perpendiculaire a ¢t par construction. On a donc
CPB = 7 —7- En décomposant CPB = @ + Q/P\B, on obtient

—

QPB:g—y—oc. (7)

D’autre part, on sait qu’un angle tangentiel est égal a tout angle inscrit
interceptant le méme arc. On a donc BAP = ~. De plus, puisque C'Q)
est un rayon de C et BA la tangente a ce cercle issue de (), on a
@ = 7, et donc

—

PQA =

T — T
—+CQOP = — )
2—|— Q 2+a
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Enfin, dans le triangle QPA, on a

A/P\Q:W—];Q\A—Q/ﬂjzw—(gjta)—’y:g—a—’y.

On conclut en comparant cette derniere relation avec (7).

. On peut procéder par géométrie analytique. Il est primordial de bien
choisir le systeme d’axes. Puisqu’il est question de perpendicularité
dans l’exercice, on choisit un repere orthonormé. On choisit la droite
AB comme axe des abscisses et la droite d comme axe des ordonnées.
On note O lintersection de AB et d. Avec ce choix d’axes, on a les
coordonnées A : (a,0) et B : (b,0). On peut en outre choisir les axes
de fagon telle que les constantes a et b soient strictement positives. Il
reste a paraméter la position de la droite mobile d;. Nous choisirons
d’appeler m son coefficient angulaire. Ce parametre permet de décrire
toutes les droites d; en question puisque d; ne peut étre parallele a d.
On a donc

di =y =m(z —a).

Puisque dy est perpendiculaire a di, elle a pour coefficient angulaire
—%, pour autant que m ne soit pas nul. Dans ce dernier cas, la droite
do est parallele a d et le point N ne pourra pas étre défini. Dans les
autres cas, on peut déterminer la droite d :
1
dy=y=——(x—0b).
2 =Y m( )

L’étape suivante consiste a déterminer les coordonnées de M et N. On
obtient directement pour M : (0, —ma) et pour N : (0, 2).

Maintenant, nous déterminons les équations des médiatrices des seg-

ments [M, N] et [A, M]. La médiatrice de [M, N] passe par le point de
2 .. N N

coordonnées (0, =2-2) (le milieu de [M, N]) et est parallele & I'axe des

2m
abscisses. Elle a donc pour équation

_b— m2a
v= 2m
La médiatrice de [A, M] passe par le point de coordonnées (5, —%%).

Elle est parallele a dy (dans le plan, deux droites perpendiculaires a
une méme troisieme sont paralleles) et admet donc —% pour coefficient
angulaire. Elle admet donc pour équation

y—I——:——(x——),



ou encore
2my + m?a = —2x + a.

Un point P du plan de coordonnées (X, Y') appartient donc au lieu si et
seulement si il existe une valeur non nulle du parametre m telle que P
soit a l'intersection des médiatrices de [A, M] et [M, N| correspondant
a cette valeur de m. En d’autre termes, si on note L le lieu, on a

omY = b—mla

PGE@Hm%O:{QmY—l—mza = —-2X +a. (8)

L’existence d’un parametre m satisfaisant le systeme (8) implique vis-
iblement (par soustraction) la relation

b= —-2X +a,

ou encore
x=2-t
2
Le lieu est donc inclus dans la droite d’ admettant cette équation. Con-
sidérons maintenant un point (X,Y’) de d’ et vérifions qu’il appartient

bien au lieu. C’est le cas si il existe m # 0 tel que

2mY = b—m3a
omY +m?a = b.

Il reste donc a déterminer dans quels cas I’équation m?a+2mY —b =0
admet une solution m non nulle. Le réalisant vaut 4Y? + 4ab. 1l est
donc strictement positif vu 'hypothese sur a et b. Il y a donc toujours
deux solutions, donc toujours au moins une non nulle. Le lieu est donc
exactement la droite d'.

. Puisque ABC'D est un losange, c’est en particulier un parallélogramme
et ses diagonales se coupent donc en leur milieu que nous noterons O.
On a alors par le théoreme de la médiane dans le triangle PAC

|PAP + [PCJ? = 2|PO)? + 2|OC? (9)

Remarque : On peut démontrer cette relation en utilisant la relation
de Chasles comme suit : on a tout d’abord

PA=PO+0A et PC=PO+0C

fone |PA]? = PA-PA = (PO + OA) - (PO + OA)
= |POP + |OAP? + 2P0 - OA
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De méme on obtient
|PCJ? = |POf + |OC|> + 2P0 - OC.

Le résultat s’obtient en additionnant ces deux dernieres équations. Il
reste valable quel que soit P.

Puisque O est aussi le milieu de [B, D], on a aussi dans le triangle PBD
|PB|* + |PD|* = 2|POJ* + 2|0B*. (10)
Au vu des équations (9) et (10), la these se réduit a
2|0C|* = 2|0BJ* + |AB,
ou encore, puisque |z@ | = |B? B
2|0C|? = 2|0B|* + |BC|*. (11)

Enfin, puisque le triangle DBC' est équilatéral, 'angle DBC vaut 60
degrés et la trigonométrie dans le triangle OBC' donne directement

OB - 2BC) w0 [0C] = Y5C,

ce qui permet de démontrer la relation (11).

. Puisque a et § sont perpendiculaires, le plan 3 contient une droite a
perpendiculaire a a. Cette droite est soit parallele a d’ soit sécante a
d'. Traitons ces deux cas séparément :

(a) Si a et d sont sécantes, la droite d est perpendiculaire a 5. En
effet, puisque a est perpendiculaire a «, elle est orthogonale a
toutes les droites de ce plan, en particulier a d. Par hypothese d’
est orthogonale a d, donc d est orthogonale a deux droites sécantes
de (. Si une droite est orthogonale a deux droites sécantes d’un
plan, elle est perpendiculaire a ce plan, et d_L{.

Si d1 3, alors d est orthogonale a toutes les droites de (3, donc a
BN a. Puisque d et §Na sont coplanaires, et non paralleles, elles
sont sécantes et donc perpendiculaires.

(b) Sia et d' sont paralleles, alors d' est perpendiculaire a « (si deux
droites sont paralleles, alors tout plan perpendiculaire a I'une est
perpendiculaire a I’autre) et on conclut comme précédemment que
d’ est perpendiculaire a o N 3.
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5.

(a)

Dans cette sous-question, la position du sol n’a pas d’importance.
On peut utiliser la symétrie pour ramener le probleme a un pro-
bleme dans le plan, en choisissant un plan contenant 1’axe de
symétrie. Soit P un point du lieu. Le triangle OCP est rect-
angle en P, puisque OP est tangente a la sphere, et que C'P est
un rayon (on se ramene a la tangente a un cercle en considérant la
coupe par le plan OPC). Le théoreme de Pythagore dans OPC
fournit alors

|OP|? = |OC|* — |PC|* = 4r* — r? = 3r%.

Le lieu est donc inclus dans la sphere de centre O et de rayon
V3r et dans la sphere de centre C' et de rayon r. L’intersection
de ces deux spheres est un cercle de rayon \/73 situé dans un plan

perpendiculaire a la droite OC.

Réciproquement, si P est un point de ce cercle, le théoreme de
Pythagore dans le triangle O PC' montre que CPO est droit. On
en conclut que OP est tangente a la sphere de centre C' et de
rayon 7, donc P est un point du lieu. Le lieu cherché est donc
exactement le cercle considéré.

L’ombre de la sphere sur le plan est déterminée par I'intersection
des rayons lumineux tangents dont il est question au point précé-
dent avec le sol plan. Ces rayons sont déterminés par la source
lumineuse O et le lieu décrit au point (a). Ils forment donc un demi
cone circulaire droit de sommet O et d’axe OC'. D’apres ’énoncé,
la droite OC' est parallele au sol. On coupe donc un demi cone
par un plan parallele a son axe. La figure ainsi déterminée est une
branche d’hyperbole.

2.4 Examen de septembre 2007

1.

()

Puisque I est sur la bissectrice intérieure de 121, les angles inscrits
BAI et CAT sont égaux et aigus. Les arcs de cercle BI et IC
sont égaux et par suite, les cordes [B, ] et [/, C] sont de méme
longueur. Les points I et O sont donc sur la médiatrice de [B, C]
(c’est évident pour O). Donc OI est la médiatrice de [B,C| et OI
et BC' sont perpendiculaires.

On peut auss1 dire que puisque B, A, C et I sont cocychques
les angles BAT et BCT d’une part et les angles IBC et TAC
d’autre part sont égaux ou supplémentaires car ce sont des angles
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inscrits interceptant la méme corde. Ces angles sont méme égaux
car le quadrilatere ABIC' est convexe étant donné que A Al est une
bissectrice 1nterleure Pu1sque par hypothese, on a BAT =1 AC’
les angles BCT et TBC sont supplémentaires ou égaux, donc ils
sont égaux. On conclut alors que BIC' est isocele et on termine
de la méme maniere.

(b) Les triangles BAI et DAC sont semblables car les angles BAI
et DAC sont égaux par hypothese, et les angles inscrits BOA et
BIA interceptent la méme corde. On en déduit la relation

AB_ DA
Al AC’
ou
ABAC = AI DA.

La thése devient donc

DAAI = AD*+ DBDC.
Puisque D € [A,I], on a Al = AD + DI, donc la these devient
ADDI =DBDC.

Enfin, les triangles BDI et ADC' sont semblables: BDI = ADC

car ils sont opposés par le sommet et CBI = CAI a déja été
démontré. On en déduit la relation

23
3=

ce qui suffit.

2. Remarquons tout d’abord que pour qu'un point P appartienne au lieu,
il faut qu’il soit extérieur aux deux cercles, sinon les tangentes n’exis-
teraient pas.

Ensuite, si P est un point quelconque extérieur a C et C’, on note
respectivement 77 et T5 les points de contact des tangentes a C issues
de P et T, Ty les points de contact des tangentes a C’ issues de P. On
note O et O les centres de C et C' et r et 1’ leurs rayons respectifs.

Notons enfin 2o I'angle TTP\TQ et 28 I'angle @

Puisque O est équidistant des droites T} P et T, P, il est sur la bissectrice
de T1PT5 et I'on a donc T PO = OPTy = «. On a donc la relation

r .
— =sina.
OP
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De la méme facon, on a

,r,l

O'P

= gin 3.

Un point P extérieur a C et C’ appartient donc au lieu si et seulement
s’il existe un angle a tel que

T . T
Sl o =

oP opP

Cette condition équivaut a

/

r T
OoP OP

Remarque : Le cas ou ces quantités seraient égales a 1 donnerait un
point P a l'intersection des deux cercles, ce qui est exclus par hypothese.
Le fait qu’elles soient inférieures a 1 confirme que les points du lieu
doivent étre extérieurs a C et C'.

On est donc ramené a I’étude de '’ensemble des points satisfaisant la

relation /
r r

o°P OP
Cette condition s’exprime facilement en géométrie analytique : On
choisit un systeme d’axes orthonormés centré en O et dans lequel O’
est sur le premier axe et a pour coordonnées (¢, 0), ol ¢ est un parametre
réel tel que ¢ > r 4+ 17’. Le lieu a alors pour équation

1 2 2 1 2 2
@+ = @ — e + 47 =0,

Cest a dire . . ) )
9 9 cx ¢t
(ﬁ—ﬁ)(fﬁ +y7) + 2 —772—0

Il s’agit donc d’un cercle si les rayons r et v’ ne sont pas égaux, et d'une
droite (la médiatrice de [O, O] si ces rayons sont égaux.

. L’idée est d’exprimer la relation en fonction des vecteurs AB , AC et
BC. Par hypothese, les points B, C' et P sont alignés, donc il existe
k € R tel que BP = kBC. Puisque P est distinct de B et C, on a
aussi k ¢ {0,1}. On peut alors calculer

PC = BC—-BP = (1-k)BC
{@ — AB+BP = AB+kBC = (1— k)AB + kAC.

29



L’expression donnée dans I’énoncé vaut alors

AB . ac’ (1 = KAB + kAC)
kBC-BC (1-k)BC-BC  k(1—k)BC-BC

On peut réduire au méme dénominateur et l’'on obtient

(1 - k)AB +kAC" — (1 — k)AB + kAC)?
k(1 — k) BC - BC '

On développe ensuite le carré dans le numérateur en
(1—Kk)*AB" +2k(1 — k)AB - AC + K2AC"

On regroupe les termes de maniere naturelle et on obtient comme
numérateur

k(1—k)[AC" +AB" —2AB-AC) = k(1—k)(AC—AB)* = k(1—k)BC".

L’expression donnée dans I’énoncé est donc égale a 1, quels que soient
le triangle ABC' et la position de P.

. Montrons que le volume du tétraedre est indépendant de la position
du segment [C, D] sur dy. On procederait de méme pour montrer
I'indépendance vis-a-vis de la position de [A, B], vu la symétrie du
probleme.

Le volume en question s’obtient par la formule classique V' = %B -H ou
B est I’aire d’une base et H la hauteur correspondante. On choisit AC'D
comme base. Le plan ACD est le plan déterminé par A et do. 1l est donc
indépendant de la position de [C, D]. La hauteur du tétraedre issue de
B a pour longueur la distance de B a AC'D et est donc indépendante de
[C, D]. L’aire de la base est I'aire du triangle AC'D, qui vaut %C’_D -0,
ou ¢ dénote la distance du point A a la droite dy. Cette aire est donc
bien également indépendante de la position de [C, D] sur ds.

. Notons d, la droite d’équations

r=ay

Yy =az.
Cette droite contient visiblement I'origine du repere et le point de co-
ordonnées (a?,a,1). Elle admet donc le vecteur v, = (a?,a,1) pour
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vecteur directeur. Soit 7, le plan perpendiculaire a d, contenant le
point de coordonnées (a+ 1,2 — 2a?,a®+1). Ce plan admet v, comme
vecteur normal, et I'on a donc

ma=a’(r—(a+1)) +aly — (2—2a%)+1(z — (a* + 1)) = 0.

Un point de coordonnées (X, Y, Z) appartient a m, pour tout a € R ssi
I'on a

(X —(a+1)+alY —(2—-2a*))+1(Z—(a®*+1)) =0 VacR,
c’est a dire
X -1 +alY -2)+(Z—-1)=0 Va€eR.

Cette équation du second degré n’admet une infinité de solutions que
si les coefficients de a?,a et 1 sont identiquement nuls. On a donc un
point d’intersection dont les coordonnées sont (1,2, 1).

2.5 Examen de juillet 2008

1.

(a) Sans perte de généralité, on peut supposer que FE est situé a
I'intérieur du segment [B, F|. Notons X le point d’intersection
des droites FG et FJ.

Remarque : Ces droites sont sécantes, car sinon elles seraient
paralleles et par transitivité, on aurait AB || AC, ce qui contredi-
rait les hypotheses.

Montrons que les les trlangles XEF EF et ABC’ sont semblables. En
effet, on a XEF = ABC et XFE = AC’B puisque ces angles
sont correspondants (vu que les droites X E et AB et les droites
X F et AC sont paralleles par hypothese). Des triangles possédant
des angles égaux deux a deux sont semblables.

Le triangle ABC' étant isocele en A par hypothese, le triangle
XEF est donc isocele en X, et 'on a XE = XF.

Montrons a présent que les quadrilateres E1JX et XFHG sont
des parallélogrammes. Il suffit de le démontrer pour EIJX, le
meéme raisonnement pouvant ensuite étre appliqué a X FHG. Par
hypothese, on a d'une part I.J | EX et d’autre part JX || AC
et ET || AC qui, par transitivité du parallélisme, entrainent JX ||
EI. Le quadrilatere EIJX a donc ses cotés opposés paralleles
deux a deux, et est donc bien un parallélogramme.
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Puisqu'un parallélogramme possede des cotés opposés de meéme
longueur,ona IJ = EX et XF' =GH. Vuquel'ona XE = XF,
on obtient IJ = GH.

(b) Nous allons démontrer que JG et IH sont paralleles si et seule-
ment si BE = FC.
Remarquons tout d’abord que les trlangles BIFE et FHC sont

semblables. En effet, on a HFC’ = [BE et [EB HC’F car ces
angles sont correspondants.

e Supposons que JG et IH sont paralléeles. Le théoreme de
Thales fournit la relation

PN
5=

On a de plus

T=AJ+7J1 et AH=AGC+GH,

donc on a

E =
2l 9
QH 2

Puisque par le point (a), on a JI = GH, on obtient AJ = AG.
Ces deux relations entrainent Al = AH et, puisque ABC est
isocele en A, IB = HC. Les triangles BIE et FHC sont
alors isométriques (car ils possedent un coté égal entre deux
angles égaux). Les cotés correspondants de ces triangles sont
donc de méme longueur, et 'on a BE = FC.

o Supposons que l'on o« BE = FC. Dans ce cas,_les trian-
gles BIE et FHC' sont isométriques, donc on a IB = HC'
Puisque JI = GH, on a également AJ = AG et AI = AH.
On obtient donc la relation

A7 AG

Al AH'
et la réciproque du théoreme de Thales permet de conclure
que les droites JG et I H sont paralleles.

2. Nous utilisons la géométrie analytique. Choisissons un repere orthonor-
mé dont O est lorigine, d; le premier axe et dy le second. Sans perte
de généralité, on peut placer A et B respectivement aux coordonnées
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(1,0) et (0,1). La droite d coupe I'axe da, elle admet donc un coefficient
angulaire, que nous notons m. On a donc de facon générale

d

y=m(z—1).

Remarquons que, par hypothese, d ne contient pas B. On ne peut donc
pas avoir m = —1, donc m varie dans R\ {—1}. Le cercle C admet une
équation simple :

C=a+y*=1.

Les coordonnées de M sont alors solutions du systeme d’équations

(9) {Za/c%ry? z m(z — 1)

—_

On a de plus

o Yy = m(z—1)
22(14+m?) —2m?z+m?> -1 = 0.

Bien sir, x = 1 est solution de la deuxieéme équation (cela correspond
au point A). La deuxieme solution de cette équation est donc

m? —1
xr = .
m? + 1
On trouve pour cette solution
m? —1 —2m
J m(m2 +1 ) m2+ 1

m2+1"m2+1
On peut alors écrire 1’équation de la droite BM, puisque 'on connait
les coordonnées de B et de M. On obtient directement

2 _ _
On a donc obtenu M : (m 1 2m ) )

BM = (1+m)*r = (1-m?)(y—1).

Notons qu’il est bien utile que m ne puisse pas étre égal a —1.
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3.

Les coordonnées de A’ satisfont le systeme d’équations

() { ;120@21‘ =(1-m’)(y—1)

2
On obtient donc A’ : <<1m+—)2’ 0) ce qui permet de calculer
m
7 — m*—1 | 2|m+1]
(1 +m)?  (m+ 1)

Les coordonnées de B’ s’obtiennent immédiatement : On a B’ : (0, —m).
Donc
BB =|m +1|.
On a alors visiblement
AA BB =2,
qui est bien indépendant de m.

(a) En utilisant la bilinéarité (distributivité) du produit scalaire, ainsi
que sa symétrie, on obtient les relations

(AB + BC)- (AB—BC) — AB.AB- AB.BC
LBC.AB - BC - BC
= |ABP - |BCP?
et
(CD+ DA).(CD—DA) — CD.CD-CD. DA
+DA.CD—DA.DA
= |CD|’ - |DAP.

En additionnant ces relations et en utilisant la relation de Chasles,
on obtient

|AB|>—|BC|*+|CD*—|DAJ? = AC-(AB—BC)+CA-(CD-DA).

En utilisant la relation AC' = —CA et la bilinéarité du produit
scalaire, on écrit le membre de droite de cette relation comme

AC - (AB — BC — CD + DA).
La relation de Chasles donne enfin

AB - BC - CD+ DA =2DB,

ce qui démontre la premiere relation.

A partir de ce résultat, la deuxieme relation peut s’obtenir par
symétrie : On échange partout les roles de B et de C.
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(b) e Supposons que les arétes opposées du tétraédre ABCD sont
orthogonales. Les membres de droites des deux relations éta-
blies au point (a) sont alors nuls (si deux vecteurs sont or-
thogonaux, alors leur produit scalaire est nul). On obtient
donc directement

[AB|? + |CDP? = |BC|* + |DA]? = |[AC* + |BDP.  (12)

e Supposons les égalités (12). Les relations établies au point
(a) impliquent alors AC-DB =0 et AB - DC = 0, ce qui
équivaut a ACLDB et AB1.DC.

Il reste a démontrer que 'on a AD1 BC', c’est-a-dire AD -
BC = 0. Cela découle de la relation

2AD - CB = |AB|* + |CD|* - |BDJ? - |CAP,

qui se démontre de la méme fagon que la premiere relation
établie au point (a) (il suffit d’échanger les roles de C' et de
D).

4. Notons My, My, M3, M, les milieux respectifs de [A, B], [B,C], [C, D]
et [D, A] et montrons que M;Ms et M;M, sont perpendiculaires. Le
cas des autres paires de droites se traite de la méme facon.

Dans un triangle, le segment joignant les milieux de deux cotés est
parallele au troisieme coté, et sa longueur vaut la moitié de celle de ce
coté. On a donc

e dans le triangle ABC' : MM, || AC et MM, = AC.
e dans le triangle ACD : M3M, || AC et MsM, = ;AC.

On obtient donc My M, || M3M, et

1
M1M2 == M3M4 - QAC (13)

Par conséquent, M;M;MsM, est un parallélogramme, et donc ses di-
agonales M7 Mj et MM, sont sécantes.

De la méme maniere, on démontre dans les triangles ABD et BC'D
que 'on a

1
MM, = MyM; = ;BD. (14)

35



5.

Par hypothese, on a AC = BD, donc on obtient par (13) et (14) la
relation

MMy = MsMy = My My = MyMs.

Le quadrilatere M My MsM, est donc un losange, et ses diagonales sont
donc perpendiculaires.

(a) Nous procédons par géométrie analytique. Choisissons un repere

orthonormé d’origine A, de premier axe AB, de deuxieme axe AD
et de troisieme axe AA’. Sans perte de généralité, les sommets du
cube peuvent étre placés aux coordonnées A : (0,0,0), B : (1,0,0),
C:(1,1,0), D: (0,1,0), A": (0,0,1), B': (1,0,1), C": (1,1,1) et
D':(0,1,1).

Puisque G est le milieu de [D, B], on a G : (5,

—
calculer les composantes de A'G: On obtient (%
on peut écrire I'équation de A'G :

. On peut alors

—1). Des lors,

z Y z—1
AG= —=—"=
G /2 1/2 -1

R T

D’autre part, le plan AB’D’ admet pour équation

c’est a dire

[N

1
0 1|=0,
1

IS
— = O

c’est a dire
zZ=T+y.

Les coordonnées de K satisfont donc le systeme d’équations

z = T4y
=Yy
r = —%z+%.

%) D’autre part, le milieu de
1)+ 503300 = (1. ). done

202 47 2

On trouve directement K : (}l i
[A’,G] a pour coordonnées 3 (0,0,
K est le milieu de [A, G].

Notons M le milieu de [D’, B'l. On a alors M : (3,3,1). Donc
K est également le milieu de [A, M], et est donc bien situé sur la

droite AM.
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2.6 Examen de septembre 2008

1. En suivant la suggestion, on commence par établir une condition né-
cessaire et suffisante pour qu’'un ensemble de points fassent partie des
sommets d’un polygone régulier convexe a n cotés, en supposant n > 3.

Un polygone C1C5 ... C, est régulier et convexe ssi les points C7, Cs,
..., C), appartiennent a un meéme cercle, et le centre O de ce cercle est
tel que 'on a CTO\CQ = C?O\Cg == CTO\CH = 27” On en déduit la
propriété suivante : Un ensemble S de points font partie des sommets
d’un polygone régulier convexe a n cotés ssi il existe un cercle passant
par tous ces points, et dont le centre O est tel que pour tous P, () € S,
I’angle P/O\Q est un multiple entier de 27”

Appliquons maintenant cette propriété a I’ensemble des points By, B,
..., B,,. Par définition de ces points, il appartiennent tous au cercle
C. Notons O le centre de C. 1l suffit de démontrer que pour tous P,

Q €{B1,By,...,B,}, I'angle P/O\Q est un multiple entier de %’r

Par construction, les droites PG et QG sont issues de deux points A;
et A; du polygone de départ, avec i,j € {1,2,...,n}. Par conséquent,
les angles P/G\Q et @j sont égaux ou supplémentaires. En appli-
quant la propriété précédemment établie au polygone régulier convexe
A1As ... A, dont le centre est GG, on obtient que I'angle @j est égal
a un multiple entier de 27” On en déduit que 'angle FTG\Q est soit égal
a un multiple entier de 27”, soit supplémentaire a un multiple entier de
2

Dans le cercle C, 'angle P/O\Q est un angle au centre interceptant la
méme corde que ’angle inscrit P/G\Q On a donc P/O\Q = QP/G\Q, dont
on déduit que P/O\Q est égal a un multiple entier de 27” Cela conclut
la démonstration.

2. Choisissons le repere orthonormé déterminé comme suit: 'origine des
axes est le centre du cercle, le vecteur AB définit axe X , le vecteur
CD définit I'axe Y et I'unité est égale au rayon du cercle.

La symétrie du probleme permet de ne considérer que des points P
d’ordonnées positives dans un premier temps. Par ailleurs, le cas ou P
coincide avec A, D ou B ne doit pas étre pris en considération car la
question posée n’a alors pas de sens. Ainsi, on est amené a considérer
les points P de coordonnées

P(r,v1—1r2), re]-1,0[U]0,1].
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La droite passant par A et P a pour équation cartésienne

V1—172

1).
1+7r (x+ )

y:

Des lors les coordonnées de () sont

=)

1+

Notons hp et hg les hauteurs du triangle OP() respectivement issues
des sommets P et Q). Pour r €]—1,0[U]0, 1], les équations cartésiennes
correspondantes sont

V1—1r2 r
A A Vi

Les coordonnées (g, yo) de 'orthocentre sont donc

JI =2 JI =2
Yo =V1—1r2 xoz——r(\/l—ﬂ——r):r—l

r

et elles vérifient I’égalité
(zo+1)* +y5 = 1.

On déduit de ce qui précede que tout point du lieu est un point du
cercle centré en A(—1,0), de rayon 1, dont I’équation cartésienne est

(z+1)+y* =1

a l'exception des points dont les coordonnées sont (—2,0), (0,0), (=1, 1)
et (—1,—1).

Pour conclure, il reste a montrer que tout point du cercle d’équation
(x+1)*+y* = 1, a exception des points de coordonnées (—2,0), (0, 0),
(=1,1) et (—1, —1), fait bien partie du lieu. Soit R(xg, o) un tel point.
En posant r = 1 + xp, on a r €|—1,0[U]0, 1] et les coordonnées de R
s’écrivent aussi (r -1, +v1— 7’2). Vu les calculs précédents, le point
R est 'orthocentre obtenu par la construction initiale a partir du point
P de coordonnées (r, £v/1 — r2), donc fait partie du lieu.
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3.

(a)

En appliquant la relation de Chasles, on obtient

PAPB = <m+071).(@+0_8>)

Le segment [AB] étant un diametre de C, on a OB = —0A, et

donc

PAPE — (ﬁﬂﬂ).(m—(ﬁ)
— |POP — |0AP

Le point P est fixe, donc la valeur de | PO| reste constante. C’est
également le cas de la valeur de |OA| qui est égale au rayon du
cercle C. La valeur de PA.PD reste donc constante lorsque d
varie.

Afin de pouvoir exploiter la propriété établie au point (a), notons
@ Uextrémité du diametre de C issu de M. On a, par la relation
de Chasles,

PM PN = PM. (}ﬁjt@ﬁ)
— PM.PQ + PM.QN

De la propriété (a), on déduit que le terme PM @ reste constant
lorsque d’ varie. Par ailleurs, [M Q)] étant un diametre de C, le
triangle MNQ est rectangle en N, ce qui entraine QN L d' et
donc PM CW' — 0. La valeur de PM.PN reste donc constante

lorsque d’ varie.

Une rotation de 120° autour de 'axe AO laisse le probleme in-
changé. De cette propriété de symétrie, on déduit que la droite
AO passe par le centre de gravité A’ de la face BC'D du tétraedre,
et que cette droite est également une hauteur du tétraedre.

Notons M le milieu de I'aréte [BC] du tétraedre. Le plan AA'M
est un plan de symétrie du probleme, et contient donc le point P
de contact entre la sphere S et la face ABC' du tétraedre.

Soit a la longueur d’une aréte du tétraedre régulier ABC'D. En

appliquant le théoreme de Pythagore dans le triangle rectangle
ABDM, on obtient

3
[AM| = \/JABP — [BMP = =~
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De méme, A’ étant situé au deux tiers de la médiane issue de D
du triangle BC'D, on obtient
a\/g

A'M]| = L par) = Y3
3 6

La droite AA’ est une hauteur du tétraedre ABC' D), ce qui entraine
AA" 1L A’M. Le triangle AA’M est des lors rectangle en A’. Par
le théoreme de Pythagore, on obtient

av o6
T

A = VIAMP — [AMP =

La sphere S étant tangente a la face ABC du tétraedre par hy-
pothese, on a OP 1 BCD ce qui entraine OP 1 AP. Les
deux triangles OPA et M A’A sont donc rectangles, coplanaires,
et possedent en outre I'angle PAO en commun. Les angles de ces
triangles sont donc égaux deux a deux, et les triangles sont par
conséquent semblables. On a alors

0A] _ [AM] _

= =3
|OP|  |A'M]|

Comme |OP| =1 par hypothese, on obtient donc |OA| = 3.

Supposons maintenant que S est tangente aux quatre faces du
tétraedre ABC'D. En réutilisant les notations introduites au point
(a), la symétrie du probleme entraine que le point de tangence
entre S et la face BC'D du tétraedre est situé sur la droite AO.
Ce point de tangence est donc le point A’, et 'on a par conséquent
|OA"| = 1.

En exploitant les résultats obtenus au point (a), on obtient donc
|AA| =4 = a‘/Té, dont on extrait finalement a = 2v/6.

Comme 7 contient la droite d, il existe des réels r, s non simul-
tanément nuls tels que 7 a pour équation

r(2e+y—>5)+s(y+22+3)=0.

En exprimant que le point de coordonnées (1,1, 1) appartient a ce
plan, on obtient
r = 3s.

Il s’ensuit que 7 a pour équation

3z 42y + 2z =6.
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(b)

Un vecteur normal a 7 a pour composantes (3,2,1). Il s’ensuit
qu’'un plan 7’ passant par l'origine est perpendiculaire a 7 si et
seulement si il a une équation du type

ar +by+cz=0
ou a, b, ¢ sont des réels non simultanément nuls vérifiant
3a+2b+c=0.
En choisissant a et b comme parametres, on obtient I’équation
ax + by — (3a + 2b)z = 0,

ou (a,b) # (0,0).

Un vecteur directeur de la droite d’intersection de 7 avec un plan
7' (du point (b)) a pour composantes (6a+ 5b, —10a — 6b, 2a — 3b),
ol a et b sont des réels non simultanément nuls. Cela étant, comme
un vecteur directeur de d a pour composantes (1, —2, 1), la droite
m N7 est parallele a d si et seulement si

100 — 6b
6a+5b:#:2a—3b et (a,b) # (0,0).

Ce systeme d’équations est équivalent a
a=—2b et a#0.
L’équation de n’ devient alors
—2bx + by + 4bz = 0,

avec b # 0. Le parametre b peut donc étre éliminé, et il s’ensuit
que le plan recherché a pour équation cartésienne

20 —y —42 =0.

2.7 Examen de juillet 2009

1.

(a)

—_—

La droite HA' étant une hauteur du triangle ABC, 'angle HA'C

est droit. Par le méme raisonnement, l’angle HB'C est également
droit. Le quadrilatere A’H B'C possede donc deux angles opposés
supplémentaires (car tous deux droits), et est deés lors inscriptible
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(b)

dans un cercle. Ce cercle passe par les trois points A’, B" et C, et
est donc le cercle C circonscrit au triangle A’B'C. On en déduit
HeC.

Etant donné que ’angle HAC est droit, le triangle HA'C' est
rectangle en A’. De plus, ce triangle est inscrit dans le cercle
C. Tout triangle rectangle étant inscrit dans un demi-cercle, on
obtient donc que [C'H| est un diametre de C.

L’angle PA'B est opposé par le sommet a un angle tangentiel
interceptant ’arc A’C' du cercle C, et lui est donc égal. Au point
précédent, nous avons établi H € C. L’angle AHC est dos lors
inscrit a C, et intercepte également I'arc A’C'. On obtient donc
PAB=AHC.

Les trois hauteurs d’un triangle sont concourantes, donc la droite
CH est une hauteur du triangle ABC et est perpendiculaire a
AB. Le point P appartenant a AB, on en déduit que les angles
PBA ot AHC possedent des cotés perpendiculaires deux a deux,
et sont donc égaux.

On a donc PA'B = A/HC = PBA , ce qui établit que le triangle
PA'B est isocele en P.

On a démontré au point précédent PA'B = PBA , dont on déduit
BPA" = 1—2PA'B et donc A/PA = n—BPA = 2PA'B. L’angle

o —

AA'B étant droit, on a également PA'A = T — PA'B. Dans le

triangle PAA , on obtient donc

PAA = n—A'PA—PA'A = W—QID/A’\B—gan = g—m.

Cela entraine PAA" = m, et le triangle PAA’ est isocele en
P. On a démontré au point précédent que le triangle PA’'B est
également isocele en P. On a donc |PB| = |PA'| = |PA|. Etant

donné P € AB par hypothese, on en déduit que P est le milieu
de [AB].

Appelons @ le point d’intersection des droites AB et dg. En
suivant le méme raisonnement qu’aux points (a), (b) et (c¢) en

interchangeant le role des points A et B, on obtient finalement
que @ est le milieu de [AB], et est donc confondu avec le point P.

La courbe P est la représentation graphique de la fonction f(x) =

%, x € R. La fonction f étant dérivable dans R, la tangente au
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graphique de f au point de coordonnées (xg, yo) = (o, %3) a pour

coefficient angulaire D f(zo) = %; I'équation cartésienne de cette
2
Lo _ zo _ 2
tangente est donc y — ¢ = % (z — x9) ou encore y = mx —m* en
posant m = 2. Il s’ensuit que les tangentes a P sont les droites
d’équations cartésiennes
_ 2
y=mr—m
ol m est un parametre réel.

En utilisant I'expression précédente pour I’équation d’une tan-
gente, on obtient qu’un point P(x,y) est un point du lieu si et
seulement si il existe un réel non nul m tel que

y = mx — m?>
1 1 (15)

y=-——x——
m m

Cela étant, pour z, y réels et m réel non nul, on a par “élimination”
du parametre m:

2
Yy =mx—m 2
Yy =mx —m

{ ! 1 {mQy:—m:c—l

2

y=mz—m
< { (1+m?)y=—(m?+1)

= y=-1

On peut donc dire qu'un point P du lieu a des coordonnées car-
tésiennes (z,y) qui vérifient

y=—1

Démontrons maintenant que la droite d’équation cartésienne y =
—1 est bien le lieu: vu ce qui précede, il reste a montrer que tout
point P(xg, —1) de cette droite se trouve a l'intersection de deux
tangentes a la courbe P, ces tangentes étant orthogonales. Vu ce
qui précede (cf. (15)), cela revient a montrer I'existence d’un réel
non nul m tel que

—1 = maxy — m?
1 1 e mi—zm—1=0

l=——xg— —
m m

Etant donné z, cette équation du second degré en m possede
effectivement deux solutions réelles (et le produit de ces deux so-
lutions est égal a —1).
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3. En suivant la suggestion, on développe AA’.O( 7. La relation de Chasles
— —_—
donne A4 = —OA + OA’. Le point G étant le centre de gravité du
—
triangle AA'B, on a également 0G = %OZ + 304"+ %O?

On a donc
-— — 1 1— 1
AA.OG = <—OZ + OA) ) <§OZ + gOA + §O§)

On sait que le point A’ est le milieu du coté [BC], ce qui entraine
04 - 108 + 10C OA' dans Vexpression préce

OA" = ;0B + ;0C. En remplagant OA" dans 'expression précédente
et en développant, on obtient

— 1 1 1 1 1
AAOG = (—OZ + 50? + 508) . (501—4 + §O§ + gOZf)
1 1 1 171 OF 1? oC

Etant donné que le point O est le centre du cercle circonscrit au triangle
ABC, on a |OA] = |OB| = |0OC]| et donc |OA]? = |OB|*> = |OC|*. La

relation précédente se simplifie alors en
1
AA.0G = SOB.(0C-04)
— LOB.AC

Cette derniere expression s’annule si et seulement si les droites OB et
AC' sont perpendiculaires. On sait que O est situé sur la médiatrice
m du coté [AC] du triangle ABC, et que cette médiatrice est perpen-
diculaire & AC' par définition. On a donc OB 1L AC si et seulement
si B € m, ce qui est équivalent a |BA| = |BC| (la médiatrice d'un
segment est le lieu des points équidistants des extrémités de celui-ci).
On a donc /WO? =0 ssi ABC' est isocele en B.

4. Notons 7" le plan perpendiculaire a 7’ incluant d. Ce plan étant perpen-
diculaire a 7', il contient nécessairement une droite d’ perpendiculaire
a 7. Les droites d et d’ sont toutes deux contenues dans 7”. Elles ne
peuvent étre paralleles, car elles sont perpendiculaires aux deux plans
sécants m et 7. On en déduit que ces deux droites sont sécantes.

La droite d étant perpendiculaire a m, elle est orthogonale a toutes les
droites de ce plan, donc en particulier & # N 7’. De méme, d’ étant
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5.

perpendiculaire a n’, cette droite est donc également orthogonale a
TN

La droite 7 N7’ est donc orthogonale aux deux droites sécantes d et d’,
d’ou I'on déduit 7 N7’ L #”. La droite 7 N7’ est des lors orthogonale
a toutes les droites contenues dans le plan 7", donc en particulier a la
projection orthogonale d” de d sur n’. Les droites m N 7" et d” sont par
conséquent orthogonales et coplanaires (car toutes deux incluses dans
7'), donc elles sont perpendiculaires.

()

Choisissons le repere orthornomé d’origine A’, d’axe des abscisses
défini par le Vecti}r unité A'D’ , d’axe des ordonnées défini par le
\_fgc_geur unité A'B’ et d’axe des cotes défini par le vecteur unité
A'A. Dans ce repere, les coordonnées des sommets du cube sont
A'(0,0,0), D'(1,0,0), B'(0,1,0), C'(1,1,0), A(0,0,1), D(1,0,1),
B(0,1,1) et C(1,1,1).

AN ot AR .
Les vecteurs AD’ et AB' respectivement de composantes (1,0, —1)
et (0,1,—1) sont deux vecteurs directeurs non paralleles du plan
AB'D'.

g = .
Les vecteurs C'B et C' D respectivement de composantes (—1,0, 1)
et (0,—1,1) sont deux vecteurs directeurs non paralleles du plan

, A ot AR
C'DB; ces vecteurs sont les opposés des vecteurs AD' et AB'.

Les deux plans sont donc paralleles, car ils sont engendrés par des
vecteurs directeurs paralléles (chacun a chacun).

—_— —
Comme les vecteurs AD’ et AB’ respectivement de composantes
(1,0,—1) et (0,1, —1) sont deux vecteurs directeurs non paralléles
du plan AB’D’, un vecteur normal & ce plan a pour composantes
(1,1,1). (En effet, ona (1,0, —1).(1,1,1) =0et (0,1, —1).(1,1,1)
= 0.) Le vecteur 1?5}' , vecteur directeur de la droite A’C, a les
meémes composantes; ce vecteur est donc normal au plan et par
conséquent la droite A'C' est orthogonale au plan AD'B’.

Comme un vecteur normal au plan AD'B’ a pour composantes
(1,1,1), ce plan a une équation cartésienne de la forme z+y—+2z = §
ou 0 est un réel a déterminer. En exprimant par exemple que le
point A appartient au plan, on trouve § = 1 et finalement le plan
AB'D' a pour équation

r+y—+z=1

Comme la droite A’C' est orthogonale au plan AB’D’ (vu ce qui
précede), T est 'intersection de cette droite et du plan AB'D’.
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Cela étant, la droite A'C' ayant pour équations cartésiennes
rT=y=2z,
les coordonnées de T s’obtiennent en résolvant le systeme
{ r=y=2z
r+y+z=1
On trouve immédiatement

1
3

x:y:z:

Samerr; AT 111
Il s’ensuit que le vecteur AT a pour composantes ( 3135 3). Le

—
vecteur A'C ayant pour composantes (1,1, 1), on obtient donc
— 11—
AT = §A'C’

et des lors la longueur du segment [A'T] est bien égale au tiers de
la longueur du segment [A'C].
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