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Enoncés
On demandait de résoudre trois questions parmi les cing énoncées.

1. On place trois points distincts A, B et C sur un cercle C de fagon a
ce que B et C' ne soient pas diamétralement opposés. Par A, B et
C, on mene respectivement les tangentes t4, tg et tc a C. On note P
I'intersection de tg et de t¢, et d la droite parallele a t 4 issue de P. Les
droites AB et AC rencontrent d en deux points notés respectivement
D et E.

(a) Démontrer que le triangle BPD est isocele.

n déduire que les points B, C, D e appartiennent a un méme
b) En dédui | ints B,C, Det & ti t 3 &
cercle de centre P.

2. Dans un repere orthonormé du plan, on donne la parabole d’équation
cartésienne
y = (z+1)°

Déterminer le lieu du milieu de la corde découpée sur cette parabole
par une droite variable issue de 'origine des axes.

3. Soit G le centre de gravité du triangle ABC. Démontrer que 1’'on a

|AB|> + |BC|* + |CA]> 5
|GA]2 + |GB]2+|GC|]2

4. Démontrer que dans un tétraedre quelconque, les trois droites reliant
les milieux des arétes opposées sont concourantes.

5. Dans un repere orthonormé de I’espace, on donne les quatre points A,
B, C et D de coordonnées cartésiennes

A(1,2,-1), B(~1,1,0), C(0,1,2), D(0,1,1).

(a) Déterminer I'aire du triangle ABC'.

(b) Les points A, B, C et D appartiennent-ils & un méme plan 7



Exemples de solutions

1.

(a) Traitons tout d’abord le cas particulier ou A et B sont diamétrale-

ment opposés. Dans cette situation, la droite d est confondue avec
tg, et les points B et D sont identiques. On a donc trivialement
|PB| = |PD|.

Supposons a présent que A et B ne sont pas diamétralement op-
posés. Notons O le centre du cercle C. Les points A et B sont
situés sur ce cercle, ce qui implique |OA| = |OB]|, d’ou le triangle
OAB est isoctle en O. On en déduit ABO = OAB.

La droite tp est tangente a C en B par hypothese, donc OBP =

90°. Par conséquent, on a
PBA =90° + OBA
— 90 + OAB.

Les angles PBA et PBD étant supplémentaires, cela entraine

PBD = 180° — PBA
—90° — OAB.

Notons A’ l'intersection des droites OA et d. La droite d est
parallele a t4 qui est tangente a C en A, donc perpendiculaire au
rayon OA. On en déduit que le triangle A’AD est rectangle en A’,
ce qui entraine

A DA =90° — AAD.

Etant donné que l'on a PDB = A'DA et A/AD = (TA\B, cette
propriété fournit
PDB =90° — OAB,

dont on déduit o
PBD = PDB.

Le triangle BPD est donc bien isocele en P (c’est-a-dire que 'on
a |PB| = |PD]).

II a été démontré au point (a) que 'on a |PB| = |PD|. Par le
méme raisonnement, en permutant les roles de B et de C', on peut
établir que le triangle PC'E' est isocele en P, c’est-a-dire que l'on

a |PC| = |PE].



Les droites tg et t sont deux tangentes a C issues du méme point
P, et rencontrent C respectivement en B et C. On a donc |PB| =
|PC.

En résumé, on a |PB| = |PC| = |PD| = |PE|, ce qui démontre
que les points B, C', D et E appartiennent bien a un méme cercle
de centre P.

2. Remarquons tous d’abord que ’axe des ordonnées ne découpe pas de
corde sur la parabole y = (z + 1)%. La droite variable peut donc étre
décrite par I’équation cartésienne

Yy =mx,

ol m est un parametre réel.

Les intersections de cette droite avec la parabole sont les solutions du

systeme
y=mzx
y=(z+1)%

donc leurs abscisses x sont les solutions de I’équation
(x+ 1) —ma =0,

c’est-a-dire
22+ (2—m)r+1=0.

Le discriminant A de cette équation du second degré est égal a
A=(2-m)>—4=m>—4m =m(m —4),

qui est non négatif si et seulement si m < 0 ou m > 4. Dans ce cas, les
deux points d’intersection de la droite avec la parabole possedent les

coordonnées
(m—Z—\/Z m2—2m—m\/z>

2 ’ 2

<m—2+\/z m2—2m+m\/z>
2 ’ 2 ’

Le milieu M de la corde délimitée par ces deux points possede donc les

coordonnées ) )
— -2
Y, m 7m m
2 2




En éliminant le parametre m, on obtient
y=2x(x+1),

qui est I’équation cartésienne d’une parabole.

Le lieu cherché est donc composé de 'union de deux arcs de cette
parabole: I'un correspondant a m < 0, c’est-a-dire a x < —1, et 'autre
am > 4, c’est-a~-dire x > 1. En résumé, le lieu est I’ensemble des points
de la parabole

y =2x(x+1)

tels que |x| > 1.
. Pour tout point X, on a
— ] — — —
XG = g(XA + XB+ XC).
Dans le cas particulier ot X = G, cette propriété donne
— — — —
GA+GB+GC =0,
qui fournit
— —_— —
(GA+GB+GC)* =
Cette expression se développe en
— — — — — —
|GA|? + |GB|? + |GC|? + 2GA.GB + 2GB.GC + 2GA.GC = 0
qui se réécrit
— — —_— — —_— —
2AG.GB +2BG.GC +2AG.GC = |GA|* + |GBJ* + |GC)?

Exprimons maintenant la valeur de |AB|? + |BC|? + |C AJ? en fonction
de vecteurs se rapportant a G. On obtient

—>

[AB|® +|BC| + |CAP? = (AB)? + (BC)® + (CA)?
— (AG + GB)* + (BG + GC)? + (CG + GA)?
—_— — _— — —_— —
= 2|GAP? 4+ 2|GBJ* + 2|GC|* + 2AG.GB + 2BG.GC + 2AG.GC

= 3|GA|? + 3|GB|?* + 3|GC?,
grace a la propriété précédemment demontrée. On a donc bien

|ABJ]* + |BC]* + |CA)?

|GAP+¢GBP+¢GOP:3'




4.

d.

Notons A, B, C' et D les sommets du tétraedre, et considérons un point
O quelconque de 'espace.

Le milieu M de l'aréte [AB] est tel que
— ] — —
OM = §(OA + OB).
De méme, le milieu N de laréte [C' D] est tel que
— 1 — —
ON = 5(00 +OD,).
Par conséquent, le milieu P du segment [M N], qui est un point parti-
culier de la droite M N, est caractérisé par

— 1 — —
1 — @ — @ — @ —
— £(0A+ 0B +0C + OD).

Cette expression est indépendante de la paire d’arétes opposées con-
sidérées. En d’autres termes, le méme raisonnement permet de mon-
trer que la droite joignant les milieux des arétes [AC| et [BD], ainsi
que celle reliant les milieux de [AD] et [BC|, passent toutes deux par
ce méme point P. Ces trois droites sont donc bien concourantes.

(a) On remarque que 'on a

—
AB(—2,—1,1)
et
—
BC(1,0,2),

ce qui conduit a
—_— —
AB.BC =-24+0+2=0.

Par conséquent, le triangle ABC' est rectangle en B, et son aire A
est donc égale a

_ |AB[|BC|
B 2
V(=22 4+ (-1)2+ 12 V12 + 02 + 22
2

A

e}



(b) On a

—
AB(-2,-1,1)
—
AC(~1,-1,3)
—
AD(-1,-1,2).

Les points A, B, C' et D dont coplanaires si et seulement si
ces trois vecteurs sont linéairement dépendants, c’est-a-dire si le

déterminant
-2 -1 -1
-1 -1 -1
1 3 2

est nul. Ce déterminant étant égal a —1, on en déduit que les
quatre points n’appartiennent pas a un meéme plan.



