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Enoncés
On demandait de résoudre trois questions parmi les cing énoncées.

1. On considere un parallélogramme ABC'D et une droite d issue de A
qui coupe la diagonale [BD] en un point P, le c6té [BC] en un point
Q@ et la droite C'D en un point R.

Démontrer que 1’'on a

[AP| = V/|PQ|.|PR],
ou | XY désigne la longueur du segment [XY].

2. On se place dans un repere orthonormé du plan. Pour tout A € R, on
considere le cercle C) de centre (), 0) tangent a 'axe Y et le cercle I'y
de centre (A, \) tangent a I'axe X. Démontrer que le lieu des points
d’intersection de C'y et I'y est une union de deux droites, et donner les
équations cartésiennes de celles-ci.

3. Soient deux cercles concentriques C (intérieur) et C' (extérieur). Un
point P fixe est situé sur C. Une droite mobile d issue de P rencontre
C’ en deux points notés A et B. La droite perpendiculaire & d issue de
P rencontre C en P et en un autre point noté C.

Démontrer que la position du centre de gravité GG du triangle ABC' est
indépendante du choix de d.

Suggestion: Calculer le vecteur O—Cf, ou O est le centre de C et de C’.

4. Dans un repere orthonormé de I'espace, on considere la droite d;, pas-
sant par les points A et B respectivement de coordonnées (1,2,3) et
(—=1,0,2), et la droite ds, passant par les points C, D respectivement
de coordonnées (0,1,7) et (2,0,5).

(a) Déterminer 1’équation cartésienne du plan II parallele a la droite
dy et contenant la droite d,.

(b) Déterminer la distance entre la droite d; et le plan IT .

(c) Déterminer des équations paramétriques et des équations carté-
siennes de la droite d3 passant par C' et orthogonale a d; et ds.



(d) Déterminer un point P; de d; et point P, de dj tels que le vecteur
joignant P; a P, soit orthogonal a d; et a d».

5. On considere une pyramide droite a base carrée SABCD (en d’autres
termes, la base ABCD de cette pyramide est un carré, et le pied H
de la hauteur issue de S est le centre de ce carré). Cette pyramide est
telle que |[AB| = |SH]|, ou | XY désigne la longueur du segment [XY].
Cette pyramide est également inscrite dans une sphere (c’est-a-dire que
les points A, B, C, D et S sont situés a la surface de cette sphere).

Si V et V' désignent respectivement le volume de la pyramide et de la
!/

sphere, calculer la valeur du rapport v et en donner une expression

indépendante du rayon de la sphere et du coté de la base de la pyramide.

Exemples de solutions

1. Comme d coupe [BC| en @, envisageons tout d’abord le cas particulier!
ou d passe aussi par C.La droite d est alors la deuxieme diagonale du
parallélogramme, P est le point d’intersection des diagonales et les
points @), R et C' sont confondus.

Comme les diagonales d'un parallélogramme se coupent en leur milieu,

on a |[AP| = |PC| = |PQ| = |PR)| et deés lors

VIPQLIPR] = /|AP]2 = |AP|

puisqu’une longueur est toujours positive.

Envisageons maintenant le cas ot @ est un point de |BC.

D C I

Les cotés opposés d'un parallélogramme étant paralleles, comme les
points A, P et R d'une part et les points B, P et D d’autre part sont

Ld ne peut pas passer par B car d coupe CD et les droites AB et C'D sont paralleles
puisque ABCD est un parallélogramme



alignés, les triangles ABP et RDP ont leurs cotés paralleles 2 a 2. Ces
triangles sont donc semblables et, des lors, leurs cotés homologues sont
proportionnels. Ainsi, on a notamment

|AP| _ |BP| 0
|RP|  |DP|

De facon analogue, les triangles ADP et (QBP ayant leurs cotés par-
alleles 2 a 2 sont semblables et leurs cotés homologues sont proportion-
nels. On a donc notamment?

1PQI_|BP|
|AP|  |DP|

P
|DP|

est commun dans

Par transitivité de 1’égalité, vu que le rapport
(1) et (2), on a

[AP| _ |PQ)

— AP|? = |PQ|.|PR

puisque le produit des moyens est égal au produit des extrémes, ce qui
démontre la propriété puisque les longueurs sont toujours positives.

2. Le point de coordonnées (z,y) appartient au lieu si et seulement s’il
existe A € R tel que

{ (= A)?+y> =N
(2 =N+ (=N =N

<
(2= A +y* =N
{ A\ — 2y) = 0, (+)

la deuxieme équation du dernier systeme s’obtenant en retranchant la
premiere équation de la deuxieme dans le premier systeme. Il reste
donc a éliminer le parametre A.

Supposons avoir \, z,y vérifiant le systeme. Si A = 0, alors x = y = 0.
Sinon, A = 2y et la premiere équation donne
(r =2y +y* =4y® & (v—2y)* =3y
& x—2y:\/§you$—2y:—\/§y

20n a évidemment |XY| = |V X].



Comme (0, 0) vérifie aussi ces équations, on conclut donc qu'un point
du lieu est nécessairement sur 'une des droites d; ou dy d’équation
cartésienne

di=x=02+V3)y dy=z=(2-V3)y.

Réciproquement, si z,y sont les coordonnées cartésiennes d'un point
de d; ou dy, alors (z — 2y)? = 3y* ou encore

(z —2y)* 4+ y* = 4y°.

En posant A\ = 2y, on obtient que A, z,y vérifient le systéme (*), donc
que (x,y) sont bien les coordonnées cartésiennes d’un point du lieu.

. Le centre de gravité GG du triangle ABC' est le barycentre des points
A, B et C, ce qui donne

O_Cﬁ—%(o_/HO_BUr@).

Notons M le milieu du segment [AB] et N le milieu du segment [PC].
On a

OA+OB = (OM + MA)+ (OM + MB)
= 20M

car MA+MB =70 par définition de M. On obtient donc

(ﬁzgm%o—d

On a OC = OP + PC. [AB] étant une corde du cercle C’, on a OM L
AB et donc OM L PM. De méme, [PC] étant une corde de C, on
a ON L PC et donc ON L PN. On en déduit que le quadrilatere
PMOC' est un rectangle, et donc

PN — —0W.

ce qui donne

PC = —20M

et

OC = OP — 20M.



4.

L’expression de OG devient alors

oG = gWJr%(O_P)—zO_M))
_ %W.

Cette expression reste constante lorsque d varie. Le centre O des cercles
étant fixe, on en déduit que la position de G reste également constante.

(a)

L’énoncé permet de dire que les vecteurs AB et @, respective-
ment de composantes (2,2,1) et (2, —1,—2), sont deux vecteurs
directeurs du plan II. Comme ceux-ci ne sont pas paralleles et que
le plan contient la droite dy (donc en particulier le point C'(0,1, 7)),
I’équation cartésienne du plan II peut étre directement obtenue en
exprimant 'annulation du déterminant suivant (qui exprime que
P(z,y, z) appartient au plan si et seulement si les vecteurs C'P,
AB et CD sont linairement dépendants)

x 2 2
det | y—1 2 —1
z2—=T7 1 =2
On a successivement
r 2 2
det | y—1 2 -1 = o(—4+4+1) — (y—1)(—4-2)
=71 =2 +(z=T7)(-2—4)

= —3xr+6y—62—6+42
= =3 (x—2y+22-12).

Il s’ensuit que I'équation demandée est
T —2y+2z=12.

La droite d; étant parallele au plan I1, la distance entre cette droite
et le plan est égale a la distance entre un point quelconque de la
droite et le plan. Choisissons par exemple B(—1,0,2) comme
point de d; pour le calcul. En utilisant le résultat permettant
de déterminer directement la distance d’un point a un plan dans
I’espace muni d’un repere orthonormé, on obtient ainsi

|—1-0+22-12] 9
VIZH(=2)2+22 /9

dist(dy,IT) = dist(B,1II) = = 3.




(c)

La droite d3 doit étre orthogonale a d; et a dy; par définition du
plan II, un vecteur directeur de d3 est donc fourni par un vecteur
normal au plan, & savoir par exemple 7i(1,—2,2). Cela étant,
comme dz passe par C'(0,1,7), des équations paramétriques sont

r=0+rl=r
y=1+r(-2)=1-2r, reR
z2=T74+r2="7+2r

et des équations cartésiennes sont

L’énoncé indique que les points P, et P, sont en fait les intersec-
tions, respectivement de d;, dy, avec la perpendiculaire commune
aux deux droites (d; et dy). Déterminons ces points.

Le point P, appartient a la droite dy; il existe donc ¢ € R tel que
les coordonnées de P; soient

Pi(1+42t,242t,3+1).

De méme, comme le point P, appartient a la droite ds, il existe
s € R tel que les coordonnées de P, soient

Py(2s,1 — 5,7 —2s).

Cela étant, pour trouver s et t, il reste a exprimer que le vecteur
Py P, est parallele a 7i(1,—2,2) (vecteur directeur de d3).

Avec les notations et les calculs précédents, les composantes du
vecteur PP, sont

(25—1—2t,1—s—2—2t,7—23—3—t>
- (—1+23—2t,—1—s—2t,4—23—t>.

Les vecteurs P, P, et 17 sont donc paralleles si et seulement si s et
t vérifient le systeme

—1+23—2t_—1—s—2t_4—25—t
1 N —2 a 2




ou encore

—24+4s—4t=1+s+2t s—2t=1 N t=20
—244s—4t=4—-2s—1 2s —t =2 =

Ils s ’ensuit que les points cherchés sont
Pi(1,2,3), P»(2,0,5).

Remarque. On aurait pu alternativement répondre au point (d)
de la maniere suivante:
D’une part on a A(1,2,3) € di, D(2,0,5) € dy (par construction);
d’autre part AD a pour composantes (1,—2,2) donc est orthog-
onal & dy et a dy. Il s’ensuit directement que P, = A et P, = D
sont les points cherchés.

5. Notons ¢ la longueur d'un coté du carré et r le rayon de la sphere.

Plagons nous dans le plan SAC'. Par symétrie du probleme, le triangle
SAC est isocele en S, et inscrit dans un cercle de rayon r dont le centre
O coincide avec celui de la sphere.

Dans ce triangle, la hauteur S H issue de S est aussi celle de la pyramide
SABCD etl'onadonc |SH| = c. La base [AC] de ce triangle est quant
a elle une diagonale de la base carrée ABCD de la pyramide, ce qui
donne |AC| = ¢V/2 et |AH| = - Le triangle SAC étant isocele, le
point O est situé sur la hauteur SH, et 'on a |OS| = r.

Soit M le milieu du segment [AS]. Ce segment étant une corde d’un
cercle de centre O, il vient OM 1 AS. Le triangle ASH est rectangle
en H et tel que |[SH| =cet |[AH| = - En appliquant le théoreme de

Pythagore, on obtient donc |AS| = c\/g, et des lors |[MS| = g\/g

Les triangles SMO et SHA sont semblables. En effet, il sont tous
deux rectangles et partagent en outre 'angle ASH, ce qui entraine

qu’ils possedent les mémes angles. On en déduit 1'égalité
SOl  |SA|
|SM| — |SH|’

qui devient lorsque 1'on remplace les longueurs des segments par les
valeurs calculées




ce qui se simplifie en

_30

r 1

On obtient donc pour le volume V' de la pyramide et le volume V' de

la sphere

Vo=

d’ou 'on extrait finalement



