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Enoncés
On demandait de résoudre trois questions parmi les cing énoncées.

1. On considere un triangle ABC et trois points A’, B’ et C tels que
Y L\~ A AR 1D / 127 D "
CA'= —3CA, AB"' = —3AB et BC" = —3BC. Démontrer que I'aire
du triangle A’B’C’ vaut les sept tiers de celle du triangle ABC.

2. On se place dans un repere orthonormé du plan et on donne les points
A(—a,0) et B(a,0) (avec @ > 0). On considere un cercle C variable
passant par A et B. On demande de déterminer le lieu des points

de C en lesquels la tangente a C est parallele a 'axe des ordonnées
(c’est-a-dire, 'axe V).

3. On donne quatre points A, B,C et D.

(a) Montrer que le vecteur

AMA+3MB —5MC —2MD

est indépendant du point M.

(b) Notons @' le vecteur dont il est question au point précédent. Mon-
trer que si celui-ci est nul, alors le nombre réel

T A2 T2 T2 A2
A MA|” + 3[[M B = 5[|MC|” = 2| M D]
est indépendant du point M.

4. Dans un repere orthonormé de l'espace, on considere le point P de
coordonnées (1,1, 1) et la droite d d’équations cartésiennes

2 +y =95
y+2z=-3.

(a) Montrer que le plan IT d’équation cartésienne
3r+2y+2—-—6=0

passe par P et contient la droite d.
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(b) Déterminer I’équation générale des plans orthogonaux a Il qui
passent par l'origine du repere.

(c¢) Parmi les plans évoqués au point précédent, déterminer celui dont
I'intersection avec II est parallele a la droite d.

(d) Déterminer la distance entre P et d.

5. Dans un tétraedre ABC'D, on nomme hn, hg, hc et hp les hauteurs
respectivement issues des sommets A, B, C et D.

(a) Démontrer, en justifiant soigneusement toutes les étapes de votre
raisonnement, que si les droites hy et hp sont sécantes, alors les
arétes [AB] et [C'D] du tétraedre sont orthogonales.

(b) Démontrer la réciproque de cette propriété.

(c) En déduire que si les droites hy et hp sont sécantes, alors les
droites ho et hp le sont également.

Exemples de solutions

1. En notant A(XY Z) l'aire d'un triangle XY Z, on a
A(AB'C") = A(ABC) + A(AA'B") + A(BB'C") + A(CC"A").

Considérons le triangle AA’B’. Par hypothese, sa base |AB’| vaut le
tiers de la base |AB| du triangle ABC'. Notons H le pied de la hauteur
issue de C' du triangle ABC, et H' le pied de la hauteur issue de A" du
triangle AA'B’.

Les triangles C'H A et A’H'A sont rectangles et partagent le méme angle
A. Ils possedent donc trois angles égaux deux a deux et sont des lors
semblables. Par conséquent, on a

|A'H'|  |A'Al |A'Cl 4

\ICH| — |CA| ICAl 3

On a donc établi que la base |AB’| du triangle AA’B’ et la hauteur
correspondante |A’H'| sont respectivement égales au tiers de la base

|AB| du triangle ABC et aux quatre tiers de la hauteur correspondante
|C'H|. On obtient donc

1 2 4
A(AA'B)) = S|AB'||AH'| = S|AB|.|CH]| = S A(ABC).
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3.

Par un raisonnement similaire, on obtient également
4
A(BB'C")y = A(CC'A") = §A(ABC'),
ce qui donne finalement

,MABCU:(1+g+g+g)AMBC%:;MABOy

. Le centre d’'un cercle passant par deux points donnés est situé sur la

médiatrice du segment joignant les deux points (car le triangle formé
par les deux points et le centre est isocele). Il s’ensuit que le cercle C
décrit dans I’énoncé a pour équation cartésienne

22+ (y —A\)? =a® + )2,
ou A est un parametre réel.

Cela étant, un point P appartient au lieu si et seulement s’il existe
A € R tel que les coordonnées cartésiennes (x,y) de P vérifient

2?2 =a?+ \?
y=A\

L’élimination de A conduit alors au fait qu'un point P appartient au
lieu si et seulement si ses coordonnées cartésiennes vérifient I’équation

22—y = a?,
qui est celle d'une hyperbole équilatere centrée a ’origine.

(a) Quel que soit le point M, on a

AMA +3MB — 5MC — 2MD
:4MX+3(MZ+Z§)—5(MZ+25)—2CWZ+ZB>
— 3AB — 5AC — 2AD,

vecteur indépendant de M.

(b) Quels que soient les points M et N, on a

2
HMM‘:MNMN
—_— — _— —
:(MA+AN)<MA+AN)

— |2 _ —1|2
:HMAH+2MAAN+MANH



4.

En utilisant cette relation avec les points B, C, D en guise de N,
on obtient

4| MA|? + 3| MBJ|> — 5||MC||> — 2||MD)|

— 2 — 12 — 2
=3[} 48] s |ac] -2 |4D]

4 OMA. (3/@—5?0’—2@)
— 512 — 12 — 2
=3|4B| ~s|ac| -2|aD)

qui est bien un réel indépendant de M.

(a) Le point P(1,1,1) appartient au plan car ses coordonnées carté-

siennes vérifient ’équation du plan:
3+24+1-6=0.
On a
3 1
3xr+2y+z2—6= 5(2yc+y—5) + §(y+22+3).

Il s’ensuit directement que tout point qui appartient a la droite
d possede des coordonnées qui vérifient I’équation de II, donc lui
appartient. Ainsi, la droite d est bien incluse dans le plan II.

(b) Un vecteur normal au plan IT est (3,2, 1). Il s’ensuit qu’un plan

[Ty passant par 'origine et orthogonal au plan Il a une équation
cartésienne du type
ar +by+cz=0

avec (a,b,c) # (0,0,0) (composantes d’'un vecteur normal, noté
ﬁo) et
3a+2b+ ¢ =0,

condition exprimant que 7ip doit étre un vecteur orthogonal a 7i.
La forme générale de 1’équation de Il est donc

axr + by — (3a+2b)z = a(x — 32) + b(y — 22) = 0,

avec (a,b) # (0,0) (cette forme indique que les plans dont il est
question sont ceux qui forment le faisceau d’axe dj, droite passant
par l'origine et de vecteur directeur 7).



(c)

Vu le point précédent, Il a pour vecteur normal
o (a,b, —(3a + 2b))

avec a, b réels non simultanément nuls. Il s’ensuit qu’étant donné
Iy, la droite IIoNII a pour vecteur directeur ngA7, de composantes

(6a + 5b, —10a — 6b, 2a — 3b).

Ce vecteur est un vecteur directeur de d si et seulement si ses
composantes vérifient le systéme homogene associé au systeme
d’équations de d, a savoir

2(6a + 5b) — 10a —6b =0
—10a — 6b+ 2(2a — 3b) =0 °
Ce systeme est équivalent a I’équation

a+2b=0,

dont les solutions non nulles sont les couples b(—2,1), b réel non
nul. Le plan cherché a donc pour équation

—2(x—32)+y—2z=-"20+y+42=0.

La distance d'un point P a une droite de vecteur directeur v pas-
sant par A est donnée par I'expression

—
HAPAﬁ

141

Dans la situation présente, on peut prendre A(1,3, —3) et ¥(1, —2,
—

1) et on donne P(1,1,1). Comme AP A ¥ a pour composantes

(6,4,2), il s’ensuit que la distance cherchée est égale a

28
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Remarque. Sans recourir a l'expression explicite ci-dessus, la ré-
ponse s’obtient en cherchant la longueur du vecteur joignant P et
Py, Py étant la projection orthogonale de P sur d. Le point Fj est



en fait l'intersection de d et du plan orthogonal a d passant par
P, lequel a pour équation cartésienne

r—2y+2=0.
1 —
PO za_7_5
3°'3 3
2
[Pr] =5

Si hy et hg sont sécantes, alors elles appartiennent & un méme
plan 7, qui contient également la droite AB.

On obtient

comme précédemment.

Le plan 7 contient la droite hy qui est perpendiculaire au plan
BCD, ce qui entraine 7 L BC'D. De méme, 7 contient hg qui est
perpendiculaire au plan AC'D, d’ou l'on tire 7 L AC'D.

Si un plan est perpendiculaire a deux plans sécants, alors il est
perpendiculaire a leur intersection. On a donc 7w L. CD.

La droite C'D étant perpendiculaire au plan , elle est orthogonale
a toutes les droites de ce plan, donc en particulier a la droite AB.
Les arétes [AB] et [C'D] du tétraedre sont donc bien orthogonales.

Supposons a présent que les droites AB et C'D sont orthogonales.
Notons A’ la projection orthogonale de A sur la droite C'D, c’est-
a-dire le pied de la hauteur issue de A du triangle ACD. On a
AA" L CD et AB L CD, ce qui entraine AA'B 1. CD. Le plan
AA’B est donc le plan perpendiculaire a la droite C'D qui passe
par le point A.

Par un raisonnement identique appliqué a la projection orthogo-
nale B’ de B sur la droite AB, on obtient BB’A 1 CD, d’ou
I'on déduit que le plan BB’A est également le plan perpendicu-
laire & la droite C'D qui passe par le point A. Le plan AA'B est
donc identique au plan BB’A. Ce plan, que nous notons m, est
perpendiculaire a C'D et contient la droite AB.

La droite h4 est perpendiculaire au plan BC'D par hypothese, et
est donc orthogonale a toutes les droites de ce plan, en particulier
a CD. Cette droite étant issue de A, elle appartient donc au plan
perpendiculaire a C'D passant par A, c’est-a-dire au plan 7. Par
un raisonnement analogue, hg appartient au plan perpendiculaire



a C'D passant par B, c’est-a-dire au méme plan 7. Les deux droites
ha et hp sont donc coplanaires, et ne peuvent etre paralleles car
elles sont respectivement perpendiculaires aux deux plans sécants
BCD et ACD. Ces deux droites sont donc sécantes.

Aux points (a) et (b), on a établi que hy et hp sont sécantes si et
seulement si les droites AB et C'D sont orthogonales. Par symétrie
du probleme, en permutant les roles de A et de C ainsi que ceux
de B et de D, on obtient que h¢o et hp sont également sécantes
si et seulement si les droites AB et C'D sont orthogonales. La
propriété est alors immédiate.



