Dérivation de fonctions de plusieurs variables

En fait, tout repose sur le théoréme de dérivation des fonctions composées a plusieurs variables'. Dans ce qui
suit, comme nous |’a fait remarquer J. Crasborn, on ne fait qu’appliquer ce théoreme, a savoir d’abord vérifier les

hypotheses, ensuite appliquer ce qui en découle.

Souvenons-nous : a une variable...
Soit F: x — arcsin(x?). On pouvait représenter comme suit :

f

x x*=u arcsin(u) = arcsin(x?)

Ona
- fy dérivable sur R
- f dérivablesur] —1;1[
t.q. {fix):xeR}c]—1;1][

Ainsi, le domaine de dérivabilitéde F = {x e R: —1<x’<1}={x€]—-1;1[}
Ensuite, on pouvait dériver :

D F(x) = (Du]; w) o+ (Defi)x)

! Ce théoréme est fort important : F. Bastin aurait I'air de I’aimer tout particulierement a I’examen oral...
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A plusieurs variables...
1) Premieére variante
Deux variables au départ
On peut représenter la situation comme suit :

fi
(x'y) fitkey)=u , HLxy)=v f(fl(x'Y)er(x' Y)) = f(u' ‘U)

f2

F
Si1) f et f, sont dérivables sur un ouvert 2 € R
2) f est continiment dérivable’ sur un ouvert U € R?
t.q. {(AGY), L(xy): (xy)eQcU}= A
Alors, seulement maintenant, on peut dire que :
F(x,y) = f(w,v) = f(fi(x,¥), f2(x,¥)) est dérivable sur A.

Si on dérive une fonction de n variables, on aura a la fin du procédé de dérivation n dérivées partielles.
Le procédé est le suivant :

1) On dérive d’abord par rapport a la premiére variable.

a. Ondérive f en (u, v) par rapport a u, sans oublier de multiplier par la « dérivée de I'intérieur »
de u. Cette « dérivée de I'intérieur » de u n’est autre que la dérivée de u = f; en (x, y), par
rapport a la premiére variable.

b. On dérive f en (u, v) par rapport a v cette fois, sans oublier de multiplier par la « dérivée de
I'intérieur » de v. Cette « dérivée de l'intérieur » de v n’est autre que la dérivée de v = f; en
(x,y), par rapport a la premiere variable.

2) On dérive ensuite par rapport a la deuxieme variable.

a. Ondérive f en (u, v) par rapport a u, sans oublier de multiplier par la « dérivée de I'intérieur »
de u. Cette « dérivée de I'intérieur » de u n’est autre que la dérivée de u = f; en (x, y), par
rapport a la deuxieme variable.

b. On dérive f en (u, v) par rapport a v cette fois, sans oublier de multiplier par la « dérivée de
Iintérieur » de v. Cette « dérivée de I'intérieur » de v n’est autre que la dérivée de v = f; en
(x,¥), par rapport a la deuxieme variable.

En calculs, on a

{DxF (x,¥) = Dy W, v) * (D, f1)(x,¥) + (D, (W, v) * (D, f2)(x,¥)
DF(x,y) :

DyF(x,y) = (Duf)(w,v) * (D, 1) (x,3) + (D, /) (w,v) * (D, o) (x, ¥)

2 Contindment dérivable : Se dit d’une fonction dérivable une fois et dont la dérivée/les dérivées partielles est/sont continue(s).
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2) Seconde variante
Une variable au départ
On peut représenter la situation comme suit :

F

Si1) X,Y et Z sont dérivables sur un ouvert I € R
2) f est simplement dérivable® sur un ouvert U € R®
t.q. {X@®),Y®),Z(t):telcU}=A
Alors, seulement maintenant, on peut dire que :
F(t) = f(u,v,w) = f(X(),Y(t),Z(t)) est dérivable sur A.

Ici, on dérive une fonction a une variable, on aura a la fin du procédé de dérivation seulement une « dérivée
partielle ».
Le procédé est le suivant :

On dérive par rapport a la seule variable.

a. Ondérive f en (u,v,w) par rapport a u, sans oublier de multiplier par la « dérivée de
I'intérieur » de u. Cette « dérivée de I'intérieur » de u n’est autre que la dérivéedeu = X en t,
par rapport a la seule variable.

b. On dérive f en (u, v, w) par rapport a v, sans oublier de multiplier par la « dérivée de
I'intérieur » de v. Cette « dérivée de I'intérieur » de v n’est autre que la dérivéede v =Y en t,
par rapport a la seule variable.

c. Ondérive f en (u, v,w) par rapport a w, sans oublier de multiplier par la « dérivée de
I'intérieur » de w. Cette « dérivée de l'intérieur » de w n’est autre que la dérivéede w = Z en
t, par rapport a la seule variable.

DF(t) = (D f)(u, v,w) * (D X)(t)
+ (va)(u, v, W) * (Dty)(t)
+ (Dw ), v,w) * (D, Z)(t)

3, . N . A ;. . .
Ici, pas besoin d’étre continiment dérivable car il n’y a qu’une seule variable : t.
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Un exemple
On nous donne la fonction f contindment dérivable sur] —1;1[x] 0; 4o [ = B.
Onnousdonne F : t — f(In(t),e — e'). Onadonc:

f
fi

Afz

t flnt,e—et) = f(u,v)

Int=u e—e=v

F

Sil) -fiest dgrl.vable sur]0; 4+oo Donc 1 =]0; 4o
- [, est dérivable sur R
2) f nous a été donné contindment dérivable sur R

t.q. {(Int,e—e"):t€l < B}
={teER: -1<Int<1, e—e'>0}
=1:;1[=4

Alors, seulement maintenant, on peut dire que :
F(t) = f(u,v) = f(Int,e — e*) est dérivable sur A.
Dérivons :

DF(t) = (D, f)(u,v) *x DInt
+ (Duf)(w,v) * D (e — e")

= 0NV
+ (D) (wv) + =)

Avec (u,v) = (Int,e —et)

Comme I'expression analytique de f ne nous a pas été donnée explicitement, I'exercice est résolu.
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