Résoudre une équation différentielle

Ce document a pour but de montrer, étape par étape, la résolution générique d'une équation différentielle
a coefficients constants (« EDCC »). Merci a J. Crasborn pour ses explications. Mise a jour : 12/12/2009.

Etape 1
Regrouper dans le premier membre tout ce qui concerne la fonction inconnue. Le reste est le second
membre.

Cas EDCC 1¢rordre :
a*Df(x)+bxf(x)=g(x);abeCeta+#0

Cas EDCC 2¢meordre:
a*D*f(x)+b*Df(x) + cxf(x)=g(x); a,b,e Ceta+ 0

Etape 2
Déterminer le domaine de continuité de g pour déterminer I'ensemble I sur lequel on travaille (le plus
grand ensemble ouvert compris dans ce domaine).

Etape 3

Résoudre I'équation homogene associée.

Ecrire et résoudre I'équation caractéristique
Equation caractéristique générale obtenue en remplacantles D¥ f (x) par des z*

Cas EDCC 1erordre:

—b
= fy(x) =cx* 6(7* x) ;X € R et ¢ constante arbitraire complexe

Cas EDCC 2¢me gordre :

az?+bz+c=0
= A =b*—4ac
A+#0: z; # z, ("zéro simplé)
{A =0: zy = z; = zy ("zéro double")

A#0: fy(x)=c xe®@*® 4 ¢, xe*® ;x € Retc, constantes arbitraires complexes
A=0: fy(x) = (c; *x +cy) xe0*® ;x € Ret c1,2 constantes arbitraires complexes

Etape 4
Rechercher f, (x) une solution particuliére de I'équation donnée. Deux méthodes s’offrent a nous :

a) Variation des constantes (méthode générale, a éviter si possible car fastidieuse)
b) Exponentielle-polynéme (méthode particuliere, a préférer car plus « rapide »)
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Etape 5
Donner I'ensemble des solutions de I'équation

f=futfrx) ;x€l

Etape 6

Chercher LA solution qui vérifie une® ou deux’ conditions initiales.

1 s . e .

Dans le cas d’une équation différentielle d’ordre 1
2 s . e .

Dans le cas d’une équation différentielle d’ordre 2
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Annexe 1 : La méthode « Exponentielle-polynome »
Ona
g(x) =P(x) *e™ ; aveca € C et P(x) un polynéme
fr(X) =Q(x) xe™ xx™ ; aveca € C et Q(x) un polyndme de méme degré que P(x)

- OUu Q(x) est un polyndme de méme degré que P(x)
- Oum correspond a la multiplicité de @ comme zéro de I'équation caractéristique :

Cas EDCC 1¢rordre:
= m=0sia+ _b/a
= m=1sia= _b/a

Cas EDCC 2¢meordre :
* m=0sia#zyoua+ z,
" m=1lsia=zioua =2
" m=2sia =z (truc:zy = zéro double, et dans double il ya 2, doncm = 2)

Annexe 2 : Ruses
1) g(x) =P(x)
* On trouve le g(x) qui nous arrange en multipliant le polyndme P(x) par une exponentielle

« quine sertarien »:
= g(x) = P(x) * e

2) glx)=e™
= On trouve le g(x) qui nous arrange en multipliant I'exponentielle par un polyndme 1° « qui ne
sertarien » :
= g(x) =10 xe™

3) g(x) = g1(x) + g2(x)
* On trouve les solutions particulieres fi(x) et f,(x) de g;(x) et g,(x), et leur somme nous
donne la solution particuliére f, (x) :

= fp () = i(x) + (%)

4) g(x) = P(x) * e™ x sinf(iBx) ou g(x) = P(x) xe™ * cos(Bx); avecB ER
= Onva utiliser la formule trés utile
e = cos(x) +ixsin(x); avecx € R
= Définissons
G(x) = P(x) xe™ xe'*
— P(x) % e(a' +iB)x
= Définissons
Fp(x) — Q(x) * e(a+iﬁ)x * x™M
Ou Q(x) est un polyndme de méme degré que P(x)
si sinus : JF, (x)
" hG)= {si cosinus : RF,(x)

Annexe 3 : La méthode par « variation de constante »

A utiliser lorsqu’aucune ruse ne permet de transformer le deuxieme membre pour qu’on puisse appliquer
la méthode exponentielle-polynéme. Par exemple,

= D) +2f(x) = —

1+e*

g(x)

g(x) ne pourra jamais étre réécrit sous la forme d’un produit d’'un polynéme par une exponentielle.

David Taralla - Math Générales A | 2009-2010 Page 3



Pour résoudre un tel type d’équation, on procéde comme précédemment jusqu’a la détermination de
I’ensemble des solutions de I’équation homogeéne, a partir d’ou on procede différemment.

Cas EDCC 1erordre:

1)

On a donc comme ensemble des solutions de I'équation homogene :

—b
fu(x) =c=* e(7 : x) ;X € R et ¢ constante arbitraire complexe

Remplacons la constante ¢ par une fonction c(x), posée comme ceci :

c(x) = e(_a_b*x) = @

9@, (2.

a

Sclx) =

Dom. de continuité de c(x) = I = dom, g(x) car I'exponentielle est continue sur R.
Poser

x b,
9 ) gy

a

P(x) ch(x) dxzf

et primitiver c(x) pour trouver un polynéme P(x) partie de la fonction particuliére
—b
) = PGy < ela %)

Enfin, appliquer la formule générale pour trouver I'ensemble des solutions de
I’équation de base :

f)=fu+fr(x) ;x€l
b
S f(x) = (c+P(x))*e(7*x> ix €1

Cas EDCC 2¢meordre :

1)

On a donc comme ensemble des solutions de I'équation homogéne (en toute
généralité, sachant que le cas A # 0 est une généralisation du cas A = 0):
fu(@) =c; xe1*®) 4 ¢, xe(2*¥) ;x € Ret ¢1,2 constantes arbitraires complexes

Pour simplifier, posons que
ul(x) = e(zl*x) et uz(x) = e(Zz*x)
& fy(x) = xu(x) + ¢ *uz(x)

Remplagons les constantes ¢, ¢, par les fonctions c; (x), c; (x), posées comme ceci :

&1 (%) * (1) + ¢ () * Uy () = 0
1 (3) * Dy (o) + 2) + Duy ) = I

Résoudre le systéme afin de trouver ¢ (x) et ¢, (x).
Poser

P (x) = j ¢ (x) dx
Py(x) = f ¢y (x) dx

et résoudre les primitives pour trouver deux polynémes P;(x),P,(x) parties de la
fonction particuliere

fo(x) = Pr(x) * ug (%) + P (x) * up(x)

Enfin, appliquer la formule générale pour trouver I'ensemble des solutions de
I’équation de base :

fG)=fu+hx) ;xel
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