Résolutions d’'ELRH & d’ELRNH
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REsoLUTION D'UNE ELRH (EQUATION LINEAIRE RECURRENTE HOMOGENE)

Type & définition
Une ELRH est du type
Sn+k = Ak —1Sn+k—1 + Ak —2Sn+k—2 + o+ ayS,

Ce qui s’écrit encore

N~

Sn+k = AiSn+i

i=0

On dit que k est ordre de I’équation linéaire récurrente.
Pour résoudre une équation d’ordre k, on a besoin des k premiéres conditions initiales sq, Sq, ..., Sg_1-

Méthode de résolution
1) Avant tout, il faut écrire le polynéme caractéristique de I'ELRH. Soit une ELRH du type précisé plus haut, on a
Q(x) = x* —ap_x* 7t = —aq

= Remarquez |'usage du signe « — » |

2) Ensuite il faut extraire les racines du polyndme. Si le polyndme est de degré k, il y aura k racines (comptées avec
leur multiplicité). C'est-a-dire que si on a les racines by, ..., b, (avec r < k) de multiplicité a4, ..., @, on obtient

ap+a;++a. =k
= La propriété qui permet d’affirmer ce fait doit pouvoir é&tre démontrée a I'oral et date du secondaire.

3) Maintenant on peut écrire une solution générale

r
S = ) P(b
i=1

ou P;(n) est un polynéme de degré strictement inférieur a «;.
4) Enfin, on utilisera les conditions initiales sg, 51, ..., Sxy_1 pour déterminer les coefficients des P;.

Exemple
- Trouver la solution de ’ELRH de conditions initiales s; = 2,s, = s; = sy = 0 suivante, dans 7. :
Sn+4 = 25n+3 + Spy1 Tt SSn

Ecrivons le polyndme caractéristique de I’équation selon la formule donnée plus haut en 1).

Qx)=x*—2x3—-x-5

Comme nous sommes dans Z’, on peut réécrire Q(x) comme ceci :

Qx) =x*—2x3—x+2

On pourrait utiliser la méthode du tableau d’Horner pour factoriser Q(x). Ou bien on remarque que si on met x3
en évidence, on a

Q) =x3(x—2)—x+2=x3(x—-2)—-(x—-2)=(x—2)(x3-1)
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Recherchons les racines : comme on a un polyndme du quatrieme degré, on en aura quatre, comptées avec leur
multiplicité bien entendu. Il ne faut pas non plus oublier qu’on se trouve dans Z’. Cherchons :

Q(0) = (=2)(=1) # 0%

Q(1) = (-1)(0) = 0% = 1% racine, de multiplicité 1: x = 1
02)=2-2)(8—1) = (0)(7) = (0)(0) = 0%’ = 2°™ et 3°™ racine, de multiplicité 2' : x = 2
Q@) = ()(®) # 0¥’

0(4) =(2)(64—-1) = (2)(63) = (2)(0) = 0%’ = 4°™ racine, de multiplicité 1: x = 4

On a quatre racines, on les a toutes trouvées, pas besoin d’aller plus loin.
Maintenant qu’on a les racines et leur multiplicité, on peut écrire la solution générale :

S, =1"«*A+2"«(Bn+C)+4"*D

Utilisons les conditions initiales. En effet, comme ce sont des conditions initiales, elles doivent vérifier la solution
générale ! On a donc (sans oublier qu’on travaille dans Z7 1)
s3=2=13%x44+2«(BB+C)+4°+«D (2=A+8%(3B+C)+64D

(
S$5=0=12%xA+22+x(2B+C)+4*>*D lO:A+BB+4C+16D

(=4 == —
|51=O=11*A+21*(1B+C)+41*D 0=A+2B+2C+4D
\so:0=1°*A+20*(OB+C)+40*D 0=A+C+D \

T O W o>
[
Bow

Et enfin, on remplace les polynémes A, (Bn + C) et D par leur vraie valeur :
Sp =4+4+2"x(3Bn+4)+4"+(-1)
RESOLUTION D'UNE ELRNH (EQUATION LINEAIRE RECURRENTE NON HOMOGENE)

Type & définition
Une ELRNH est une ELRH qui comporte une terme indépendant. Elle est du type
Sp+k = Qk—-1Sn+k—1 T Ag—2Sp4k—2 + -+ ApSp, + a

Ce qui s’écrit encore

Sp+k = a+ A Sn+i

N =

i=0

On dit toujours que k est I'ordre de I'équation linéaire récurrente.
Pour résoudre une équation d’ordre k, on a besoin des k premiéres conditions initiales s, 1, ..., Sk_1-

Méthode de résolution
1) Il faut commencer par écrire le terme s, 4 ;41 :
Sn+k+1 = Ak—1Sn+k + Ap—2Sp4k—1 t -+ ApSpy1 + Q

2) Ensuite calculer s, 111 — Sp4+x pour tomber sur une ELRH d’ordre k + 1 :
k—1

Sn+k+1 — Sn+k = Z a; (Spt+i+1 — Sn+i)

i=0

1 s . \ . T .
En effet, la valeur 2 annule les deux opérations entre parentheses ! Donc 2 est une racine de multiplicité 2, et c’est pourquoi
elle est comptée comme 2°™ et 3°™ racine.
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3) On a plus qu’a ajouter s, 4, aux deux membres de I’équation pour tomber sur une ELRH :
k-1
Sn+k+1 = Sn+k T a;(Snti+1 — Sn+i)
i=0
4) Résoudre I'ELRH obtenue.
Exemple
- Trouver la solution de I'ELRNH de conditions initiales s, = s; = 0 suivante, dans Z!! :
Spni2 =98,41 +3s, +1

Calculons 5,43 :
Sn+3 = 9Sn+2 + 3Sn+1 +1

Soustrayons a ce résultat s, ;5 :

Sn+3 — Snt2 = ISp42 + 3Sp41 + 1 —Spyp

S Sp43 ~ Spt2 = ISp42 T3S +1—95,41 — 35, — 1

& Spt3 = 108,42 — 65p41 — 35,

Et on termine en résolvant 'ELRH s,,,3 = 10s,,,5, — 65,41 — 35, :

Ecrivons le polyndme caractéristique de I’équation :

Q(x)=x3—10x?+6x+3=(x—-1Dx*+2x+8)=(x—1)(x — 1)(x + 3)

Recherchons les racines : comme on a un polynéme du troisieme degré, on en aura trois, comptées avec leur
multiplicité. Il ne faut pas non plus oublier qu’on se trouve dans Z!!. Cherchons :

Q(1) = (0)(0)(4) = 0%" > 1% et 2°™ racines, de multiplicité 2 : x = 1
Q) =) (A1) = (7)(7)(0) = (e = 3°™ racine, de multiplicité 1: x = 8

On a trois racines, on les a toutes trouvées, pas besoin d’aller plus loin.
Maintenant qu’on a les racines et leur multiplicité, on peut écrire la solution générale :

s, =1"«(An+B)+8"*C

Trouvons la troisieme condition initiale (on ne nous en a donné que 2 alors que I'ordre de I'ELRH obtenue vaut 3).
Sz=951+350+1=0+0+1=1

Utilisons maintenant les conditions initiales. En effet, comme ce sont des conditions initiales, elles doivent vérifier
la solution générale ! On a donc (sans oublier qu’on travaille dans Z!1 1)

s,=1=12+«(2A+B) +8%xC 1=24+B+9C A=3
s5i=0=1"+(1A+B)+8'+C ©{0=4A4+B+8C © - =<{B=2
s5o=0=1+«(0A+B)+8%°xC 0=B+C C=9

Et enfin, on remplace les polynémes (An + B) et C par leur vraie valeur :

s, =@Bn+2)+9=x8"

C’est la solution de 'ELRNH donnée.
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