Examen de math. A

1. Définitions géométriques

=>» Page 23

a) du sinus :

Le sinus d’un réel x est I'ordonnée du point P associé a ce réel sur le cercle
trigonométrique. On associe P au réel x comme suit :

Six = 0, P est obtenu en parcourant le cercle centré en (0, 0) de rayon 1 a partir du
point de coordonnées (1, 0) dans le sens trigonométrique, jusqu’a ce que I'arc décrit
soit de longueur x.

Six < 0, P est obtenu en parcourant le cercle centré en (0, 0) de rayon 1 a partir du
point de coordonnées (1,0) dans le sens trigonométrique inverse, jusqu’a ce que
I"arc décrit soit de longueur x.

b) du cosinus :

Le cosinus d’un réel x est I'abscisse du point P associé a ce réel sur le cercle
trigonométrique. On associe P au réel x comme suit :

Six = 0, P est obtenu en parcourant le cercle centré en (0, 0) de rayon 1 a partir du
point de coordonnées (1, 0) dans le sens trigonométrique, jusqu’a ce que I'arc décrit
soit de longueur x.

Six < 0, P est obtenu en parcourant le cercle centré en (0, 0) de rayon 1 a partir du
point de coordonnées (1,0) dans le sens trigonométrique inverse, jusqu’a ce que
I'arc décrit soit de longueur x.

2. Définition et interprétation géométrique sur un intervalle I de R

a) de la notion de convexité/concavité
=>» Page 60

La fonction f est convexe sur un sous-ensemble A de I lorsque

x1,x, €EAetre[0,1] = f(x1 +r(x, — xl)) < f(x)+ r(f(xz) — f(xl))
La fonction f est concave sur un sous-ensemble A de I lorsque

x1,x, €EAetre[0,1] = f(x1 +r(x, — xl)) >f(x)+ r(f(xz) — f(xl))

b) de la notion de monotonie d'une fonction
=>» Page 59

On dit qu’une fonction f est monotone sur un sous-ensemble A de I lorsqu’elle y est
soit croissante, soit décroissante.

La fonction f est croissante sur A lorsque

x,y€EAetx<y = fx)<f)
La fonction f est décroissante sur A lorsque

x,yEAetx<y = fx)=fy)
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3. Propriétés fondamentales des fonctions exponentielle et logarithme

=> Page 75, 76

Exponentielle - e*

Logarithme —In(x)

Domaine de définition R R =10, +00[
Image R =10, +00[ R
. s, Continue sur son domaine de Continue sur son domaine de
Domaine de continuité pies S
définition définition
Dérivabilité Dérivable sur R Dérivable sur 0%, +oo[
Monotonie Strictement croissantes et bijectives sur leur domaine de définition
Dérivées De* = e* DIn(x) = 1/ X
lim (e*)=0 1ir51+ (Inifx)) = —o0
] X ——0 x—
Limites lim (e¥) = +oo lim (Inff)) = +oo
x =400 X—>+00
Vx,y ER: Vx,y € R} :

/\ Propriétés spécifiques

eXty — X x oY

In(x * y) = In(x) + Inifly)

4. Définitions des limites

=>» Page 85

a) Limite finie

/!\ Conditions préalables :

o Soit une fonction fdéfinie sur 4 ;
o Soit x( un réel tel que tout intervalle ouvert qui le contient rencontre A.

Définition :

o La limite en x( de f est le réel b si les images par f d’éléments x de A sont
aussi proches qu’on veut de b pour autant que ces x soient assez proches de x.

o Lalimite en x de f est infinie si les images par f d’éléments x de A sont aussi
grandes qu’on veut pour autant que ces x soient assez proches de x,.

b) Limite infinie
/!\ Conditions préalables :
o Soit une fonction fdéfinie sur A et A non borné.

Définition :

o La limite en l'infini de f est le réel b si les images par [ d’éléments x de A sont
aussi proches qu’on veut de b pour autant que ces x soient assez grands en
valeur absolue.

o La limite en linfini de f est infinie si les images par f d’éléments x de A sont
aussi grandes qu’on veut pour autant que ces x soient assez grands en valeur
absolue.
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5. Théoreme des valeurs intermédiaires
=> Page 95, 96

a) Enoncé
Soit f une fonction réelle continue sur un intervalle a, b[ de R.
Si les limites

lim f(x) = A4, lim f(x) =B
x—-at x—-b~

existent (A, B pouvant étre infinis) et différent, alors pour tout réel R compris strictement
entre A et B, il exister € |a, b[ tel que

fr)=R
b) Interprétation graphique
A ;
I'Illl
1 {
/i ,
B _" : + —
.',Irl )
fa) 4 /

c) Applications
o Pour tout polyndme P(x) a coefficients réels et de degré impair, il existe au moins
un réel c tel que P(c) = 0.
=>» Preuve par application du TVI :
Supposons le polyndme P(x) de degré N, avec N impair; soit ay le
coefficient de x™.

Si ay >0:
lim P(x) = oo
xX—>+00
Si ay <0:
lir$n P(x) =+
x—+o0
Comme R = 0 € | — oo, +0[, le TVI nous affirme qu’il existe un r € R tel que
P(r) = 0.

o Si les deux limites sont de signes différents, la fonction s’annule au moins une fois
dans l'intervalle ]a, b|[.
=>» Preuve par application du TVI :
Si f est continu sur un intervalle ]a, b[ de R, et que
lim f(x) = f(a), lim f(x) = f(b)
x-a x—-b
Avec f(a) # f(b),ona
fl@)=0<f(b)
Des lors
Jx, € ]a, b[ tel que f(xy) =0
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6. Définition de la continuité/dérivabilité d’'une fonction

a) Dérivabilité d’'une fonction
=>» Page 96, 97

Soit f une fonction définie sur l'intervalle ouvert I de R, et soit xy un point de cet
intervalle. On dit que f est dérivable en x si la limite

" f(x) = f(xo)
im ———————=

x-xg X —Xg
existe et est finie.

On dit aussi que f est dérivable sur I si f est dérivable en tout point de I.

b) Continuité d’'une fonction
=> Page 93

Soit f une fonction définie sur A € R et soit x( un point de A.
- Ondit que f est continu en x si

lim f(x)
X—Xx(
existe.
- Ondit que f est continu a gauche en x si
lim f(x)
x—-xqg~

existe et vaut f(x).
- Ondit que f est continu a droite en X si

lim_ f(x)

x-xpt
existe et vaut f(x).

/!\ Propriété importante :
o Soit f une fonction définie sur A R et soit xq un point de A.
f est continu en x si et seulement si f est continu a gauche et a droite de x.

c) Lien entre dérivabilité et continuité
=> Page 98
Si la fonction f est dérivable sur |a, b[ alors f est continu sur |a, b|.
La réciproque de cette propriété est fausse.
Preuve :
Soit f dérivable sur I = ]a, b[ et soit x( € I.
Vx €l etx # xg,0na

)= ) = (x - )w
0
Comme
QLTOW = Df(x) €R
on obtient

xli_,r,l;lo (f(x) — f(xo)) = xli—>r9rclo (x —xg) * x]i_)l‘)l;lo %ZO(.XO)
=0 x* Df(xo) =0
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7. Théoreme des accroissements finis
=>» Page 104, 105
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