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1. Rappels analyse vectorielle

• Exercice 1.1 :

– calcul du flux d’un champ vectoriel à travers une surface,
– calcul de la divergence d’un champ vectoriel,
– utilisation des coordonnées sphériques,
– vérification du théorème de Gauss.

• Exercice 1.2 :

– calcul d’intégrales curvilignes,
– calcul de la circulation d’un champ vectoriel sur une courbe fermée,
– vérification du théorème de Stokes.
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2. Electrostatique

• Exercice 2.1 :

– calcul du potentiel électrique V par superposition,

– calcul du champ électrique ~E par dérivation de V ,
– tracés des lignes de champ et des équipotentielles,

– application de l’équation de Maxwell ~∇ · ~E = ρ
ε0

.

• Exercice 2.2 :

– introduction d’une hypothèse : on néglige les effets de bord,

– calcul du champ électrique ~E par intégration directe pour une distribution
linéaire de charges,

– calcul du champ électrique par application du théorème de Gauss, exploitation
de la symétrie du problème,

– calcul du potentiel électrique V par primitivation.
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Notations

• vecteur :

~A = Axx̂+Ay ŷ +Az ẑ = AÂ

A =
√

A2
x + A2

y +A2
z = | ~A|

= la norme de ~A

Â =
~A

| ~A|
= vecteur unitaire selon ~A

x̂
ŷ

ẑ

~A

• produit scalaire :

~A · ~B = AxBx + AyBy + AzBz

= AB cos θ ~A

~B
θ
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• produit vectoriel :

~A× ~B = (AyBz − AzBy)x̂+ (AzBx − AxBz)ŷ

+ (AxBy −AyBx)ẑ = AB| sin θAB| ân

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

x̂ ŷ ẑ

Ax Ay Az

Bx By Bz

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
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Syst èmes de coordonn ées orthogonales

• Coordonnées cylindriques :

r =
√

x2 + y2 x = r cos θ

θ =arctan
y

x
y = r sin θ

dx , dy , dz ←→ dr , rdθ , dz

z

r
θ

ẑ

θ̂
r̂

ẑ

ŷ
x̂

• Coordonnées sphériques :

r =
√

x2 + y2 + z2 x = r sin θ cosϕ

θ =arctan

√

x2 + y2

z
y = r sin θ sinϕ

ϕ =arctan
y

x
z = r cos θ

dx , dy , dz ←→ dr , rdθ , r sin θdϕ

ϕ

θ
r ϕ̂

r̂

θ̂

x̂

ẑ

ŷ
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Coordonnées cartésiennes

Coordonnées cylindriques
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Coordonnées sphériques
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Opérations de l’analyse vectorielle

Opérateur ~∇ :

~∇ =
∂

∂x
x̂+

∂

∂y
ŷ +

∂

∂z
ẑ

Attention !! : uniquement en coordonnées cartésiennes

Gradient d’un champ scalaire

~∇V =
∂V

∂x
x̂+

∂V

∂y
ŷ +

∂V

∂z
ẑ

• Coordonnées cylindriques :

~∇V =
∂V

∂r
r̂ +

1

r

∂V

∂θ
θ̂ +

∂V

∂z
ẑ

• Coordonnées sphériques :

~∇V =
∂V

∂r
r̂ +

1

r

∂V

∂θ
θ̂ +

1

r sin θ

∂V

∂ϕ
ϕ̂
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Divergence d’un champ vectoriel

~∇ · ~E =
∂Ex

∂x
+

∂Ey

∂y
+

∂Ez

∂z

• coordonnées cylindriques :

~∇ · ~E =
1

r

(
∂

∂r
(r Er) +

∂Eθ

∂θ
+

∂

∂z
(r Ez)

)

=
1

r

∂

∂r
(r Er) +

1

r

∂Eθ

∂θ
+

∂Ez

∂z

• Coordonnées sphériques :

~∇ · ~E =
1

r2 sin θ

(
∂

∂r

(
r2 sin θ Er

)
+

∂

∂θ
(r sin θ Eθ) +

∂

∂ϕ
(r Eϕ)

)

=
1

r2
∂

∂r

(
r2 Er

)
+

1

r sin θ

∂

∂θ
(sin θ Eθ) +

1

r sin θ

∂Eϕ

∂ϕ
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Rotationnel d’un champ vectoriel

~∇× ~E =

(
∂Ez

∂y
− ∂Ey

∂z

)

x̂+

(
∂Ex

∂z
− ∂Ez

∂x

)

ŷ +

(
∂Ey

∂x
− ∂Ex

∂y

)

ẑ

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

x̂ ŷ ẑ
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

Ex Ey Ez

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

• Coordonnées cylindriques :

~∇× ~E =
1

r

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

r̂ r θ̂ ẑ
∂

∂r

∂

∂θ

∂

∂z
Er r Eθ Ez

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

(
1

r

∂Ez

∂θ
− ∂Eθ

∂z

)

r̂ +

(
∂Er

∂z
− ∂Ez

∂r

)

θ̂ +
1

r

(
∂

∂r
(r Eθ)−

∂Er

∂θ

)

ẑ
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• Coordonnées sphériques :

~∇× ~E =
1

r2 sin θ

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

r̂ r θ̂ r sin θ ϕ̂
∂

∂r

∂

∂θ

∂

∂ϕ
Er r Eθ r sin θ Eϕ

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=
1

r sin θ

(
∂

∂θ
(sin θ Eϕ)−

∂Eθ

∂ϕ

)

r̂+

+
1

r

(
1

sin θ

∂Er

∂ϕ
− ∂

∂r
(r Eϕ)

)

θ̂+

+
1

r

(
∂

∂r
(r Eθ)−

∂Er

∂θ

)

ϕ̂
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Laplacien d’un champ scalaire

∇2V = ~∇ · ~∇V =
∂2V

∂x2
+

∂2lV

∂y2
+

∂2V

∂z2

• Coordonnées cylindriques :

∇2V =
1

r

(
∂

∂r

(

r
∂V

∂r

)

+
∂

∂θ

(
1

r

∂V

∂θ

)

+
∂

∂z

(

r
∂V

∂z

))

=
1

r

∂

∂r

(

r
∂V

∂r

)

+
1

r2
∂2V

∂θ2
+

∂2V

∂z2

• Coordonnées sphériques :

∇2V =
1

r2 sin θ

(
∂

∂r

(

r2 sin θ
∂V

∂r

)

+
∂

∂θ

(

sin θ
∂V

∂θ

)

+
∂

∂ϕ

(
1

sin θ

∂V

∂ϕ

))

=
1

r2
∂

∂r

(

r2
∂V

∂r

)

+
1

r2 sin θ

∂

∂θ

(

sin θ
∂V

∂θ

)

+
1

r2 sin2 θ

∂2V

∂ϕ2
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Théor èmes importants

• Théorème de Gauss

∫

V (
~∇ · ~E) dV =

∫

S
~E · ~dS ~dSV

S

• Théorème de Stokes

∫

S(
~∇× ~E) · ~dS =

∮

C
~E · ~dℓ CS
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Exercice 1.1 - Divergence et th éor ème de la divergence

Soit le vecteur ~A = x x̂+ y ŷ + z ẑ.

1. Calculez l’intégrale

IS =

∫

S

~A · d~S

sur la surface d’une sphère de rayon R centrée à l’origine.

2. Calculez ~∇ · ~A, ainsi que l’intégrale

IV =

∫

V

(

~∇ · ~A
)

dV.

sur le volume de la même sphère.

3. Interprétez les résultats obtenus aux deux points précédents.
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Schéma de résolution :

1. Coordonnées sphériques

sur la sphère ~A = R r̂ ~dS = R2 sin θ dθ dϕ r̂

IS =

∫ π

0

∫
2π

0

R3 sin θ dθ dϕ = 4πR3

2.

~∇ · ~A =
∂Ax

∂x
+

∂Ay

∂y
+

∂Az

∂z
=

1

r2
∂

∂r
(r2Ar) = 3

IV =

∫ R

0

∫ π

0

∫
2π

0

3r2 sin θ dr dθ dϕ = 4πR3

3. IV = IS : théorème de la divergence
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Exercice 1.2 - Rotationnel et th éor ème de Stokes

Soit le vecteur ~A = A0 x̂ où A0 est une con-
stante. Calculez les intégrales curvilignes sui-
vantes :

I1 =

∫

C1

~A · d~ℓ,

I2 =

∫

C2

~A · d~ℓ.

C1

R

C2

BA

ŷ

x̂
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Schéma de résolution :

1. sur C1 :
~dℓ = R|dθ|(−θ̂) θ̂ = − sin θx̂+ cos θŷ

∫

C1

~A · ~dℓ =
∫ B

A
A0R sin θ (−dθ)

=

∫ π

0

A0R sin θ dθ = 2A0R

2. sur C2 :
~dℓ = dx x̂

∫

C2

~A · ~dℓ =
∫ B

A
A0 dx

=

∫ R

−R
A0 dx = 2A0R

3. ~A est un champ irrotationnel : ~∇× ~A = 0
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Champ électrique cr éé (dans le vide)

• par une charge ponctuelle q

~E =
q

4πε0r2
r̂

+q r̂

P
~E

• par une ensemble de charges ponctuelles : application de la superposition

~E =
∑

i

qi

4πε0r2i
r̂i

• par une charge distribuée sur un volume V

~E(~r) =
1

4πε0

∫

V

ρ(~r
′

)

|~r − ~r
′ |3
(

~r − ~r
′

)

dV

0

~r
P

~r
′

ρ
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• Equations de Maxwell relatives à ~E, régime statique

~∇ · ~E =
ρ

ε0
~∇× ~E = 0

permittivité diélectrique du vide : ε0 =
1

36π
10−9 = 8.85 10−12 F/m

• Potentiel électrique V

~∇× ~E = 0 =⇒ ~E = −~∇V
V déterminé à une constante près.

• Différence de potentiel entre deux points A et B

VA − VB =

∫ B

A

~E · ~dℓ

Différence de potentiel indépendante du chemin choisi !
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Potentiel électrique cr éé (dans le vide)

• par une charge ponctuelle q

V =
q

4πε0r
+K

• par une ensemble de charges ponctuelles : application de la superposition

V =
∑

i

qi

4πε0ri
+K

• par une charge distribuée sur un volume V

V (~r) =
1

4πε0

∫

V

ρ(~r
′

)

|~r − ~r
′ | dV +K

0

~r
P

~r
′

ρ
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Exercice 2.1 - Dip ôle électrique

Un dipôle électrique est constitué de deux charges
électriques d’amplitudes égales et de signes op-
posés, distantes de d et placées dans le vide.

1. Déterminez l’expression du potentiel et du
champ électrique du système en un point ~r,
dans la limite d≪ |~r|.

2. Représentez les lignes de champ.

3. Déterminez l’expression de la densité de
charge électrique ρ en tout point de l’espace
différent des deux charges ponctuelles.
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1.

• Coordonnées sphériques

• Par superposition

V (r, θ, ϕ) =
q

4πε0

1

|~r1|
− q

4πε0

1

|~r2|

~r1 = ~r − d

2
ẑ ~r2 = ~r +

d

2
ẑ

|~r1| =
√

r2 +
d2

4
− rd cos θ |~r2| =

√

r2 +
d2

4
+ rd cos θ

• Pour d≪ r
1

√

r2 + d2

4
∓ rd cos θ

≃ 1

r
± 1

2

d cos θ

r2

V (r, θ) =
qd cos θ

4πε0

1

r2
=

p

4πε0

ẑ · r̂
r2

avec p = qd le moment dipolaire
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• Champ électrique

~E = −~∇V = −∂V

∂r
r̂ − 1

r

∂V

∂θ
θ̂ =

p

4πε0

(

2 cos θ r̂ + sin θ θ̂

r3

)

2. Lignes de champ et équipotentielles

• Equation des équipotentielles :

p cos θ

4πε0

1

r2
= V0 =⇒ r =

(
p cos θ

4πε0V0

) 1

2

• Lignes de champ ⊥ en tout point aux
équipotentielles
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3. Charge volumique

ρ = ε0~∇ · ~E

~∇ · ~E =
1

r2
∂

∂r
(r2Er) +

1

r sin θ

∂

∂θ
(sin θ Eθ)

= 0

Finalement ρ = 0 OUF !
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Exercice 2.2 - Distribution lin éaire de charges

On considère un système de charges électriques
distribuées uniformément sur une droite indéfinie,
avec une densité linéaire ρL (unités : C/m).

1. Déterminez l’expression du champ électrique
de cette distribution

(a) par intégration directe,

(b) en utilisant le théorème de Gauss.

2. Déterminez l’expression du potentiel
électrique correspondant.
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1. Calcul du champ ~E

Par intégration directe

~E(~r) =
1

4πε0

∫
∞

−∞

ρL(~r
′

)(~r − ~r
′

)

|~r − ~r
′ |3 dz

′

~r = r r̂ ~r
′

= z
′

ẑ |~r − ~r
′ | =

√

r2 + z
′2

Ez = 0 Er =
ρL

4πε0

∫
∞

−∞

r

(
√
r2 + z

′2)3
dz

′

Changement de variable z
′

= r tanα

Er =
ρL

4πε0

∫ π/2

−π/2
r
cos3 α

r3
r

cos2 α
dα =

ρL

2πε0r

~r
′ ẑ

ẑ

α

~r − ~r
′

r̂~r

ρLdz
′

A retenir pour la suite et à savoir redéterminer :
(∫

∞

−∞

a

(
√
a2 + x2)3

dx =
2

a

)
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Par application du théorème de Gauss

Application du théorème de Gauss à l’équation de Maxwell ~∇ · ~E = ρ
ε0

∫

S

~E · ~dS =

∫

V

~∇ · ~E dV =
1

ε0

∫

V
ρ dV

∫

S
ε0 ~E · ~dS =

∫

V
ε0 ~∇ · ~E dV =

∫

V
ρ dV

ε0
ρ

S

V ~dS

En pratique :

• exploiter la ou les symétries du problème

• choisir de manière judicieuse la surface de Gauss S :

• ~E parallèle ou perpendiculaire à ~dS

• ~E d’amplitude constante sur S
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• Par symétrie ~E = Er(r)r̂

• Surface de Gauss = cylindre de hauteur h et de rayon r

∫

S

~E · ~dS =

∫

S1

~E · ~dS +

∫

S2

~E · ~dS
︸ ︷︷ ︸

=0

+

∫

S3

~E · ~dS =

∫ h
0
ρL dz

ε0

Er 2πrh =
ρL h

ε0

Er =
ρL

2πε0r

h

r

~E

S2

S3

S1
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2. Calcul du potentiel V

~E = −~∇V = −∂V

∂r
r̂

V = − ρL

2πε0
ln r +K

V =
ρL

2πε0
ln

r0

r
+K

′

K
′

permet de fixer la valeur de V pour la dimension caractéristique r0

3. Lignes de champ et équipotentielles

Equation des équipotentielles :

ρL

2πε0
ln

r0

r
= V0 ⇒ r = r0 e

2πε0V0
ρL
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Equipotentielles = cylindres de rayon r

Lignes de champ ~E radiales
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Exercices compl émentaires

1. Exercice EC. 1.1 :

• plaque d’extension infinie dans le plan (y, z) portant des charges
uniformément distribuées, densité de charges surfacique ρs C/m2

• effets de bord négligés,

• calcul du champ électrique en un point de l’axe x par intégration directe :
décomposez la plaque en lignes élémentaires (parallèles à l’axe y ou à
l’axe z), appliquez la superposition et exploitez le résultat de l’exercice 2.2,

• calcul du champ électrique par application du théorème de Gauss :

exploitez la symétrie du problème pour déduire la forme particulière de ~E.

2. Exercice EC. 1.2 :

• charge uniformément distribuée en volume dans une sphère de rayon b
(densité de charge volumique ρ C/m3),

• calcul du champ électrique à l’intérieur et à l’extérieur de la la sphère par
application du théorème de Gauss.
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ELEN0076 - ELECTROMAGNETISME

TP2

ELECTROSTATIQUE 2

2 octobre 2017
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1. Condensateurs et capacités

• Exercice 2.3 :

– capacité d’un condensateur plan,
– hypothèse : les effets de bord sont négligés, différence de potentiel V0 connue,
– recours à l’équation de Laplace pour trouver l’expression du potentiel entre les

deux armatures, calcul du champ électrique en fonction de V0

– application du théorème de Gauss pour déterminer la densité de charges
surfacique portée par les armatures,

– mise en évidence de la condition aux limites satisfaite par le champ ~E à
l’interface entre un conducteur parfait et le vide : A RETENIR !!

• Exercice 2.4 :

– capacité unitaire d’un câble coaxial à air : capacité par unité de longueur du
câble, s’exprime en F/m

– même démarche qu’à l’exercice 2.3 mais en coordonnées cylindriques.
– A essayer à la maison, démarche inverse pour trouver la capacité C : supposer

la densité de charge portée par les armatures connue et en déduire la
différence de potentiel entre les armatures.
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2. Méthode des images pour le calcul de V

• Exercice 2.5

– expression du potentiel créé par deux lignes chargées parallèles portant des
densités de charges égales et opposées,

– recherche des équipotentielles,
– résultat important, à la base des exercices suivants.

• Exercice 2.6

– potentiel créé par une ligne chargée en présence d’un plan parfaitement
conducteur

– méthode des images pour la résolution de problème d’électrostatique incluant
différentes géométries de conducteurs chargé

– détermination de la densité de charges surfaciques à la surface du plan
conducteur

• Exercice 2.7

– potentiel créé par une ligne chargée à proximité d’un conducteur cylindrique
– application de la méthode des images
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Résolution de probl èmes d’ électrostatique via l’ équation de Laplace

Le potentiel V satisfait à l’équation de Poisson

∇2V = −
ρ

ε0

Dans une région de l’espace dépourvue de charges sources (ρ = 0), équation de
Laplace:

∇2V = 0

Méthode de calcul de V dans un domaine de l’espace extérieur aux charges sources:

• rechercher une solution à ∇2V = 0 dans le domaine de l’espace considéré;

• exploiter les propriétés de symétrie pour “deviner” une solution;

• appliquer les conditions aux limites sur les frontières du domaine.

Théor ème d’unicit é

La solution à ce problème est unique !
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Condensateur et capacit é

Condensateur :

ensemble de deux conducteurs portant des charges égales et opposées +Q, −Q,
faisant naı̂tre une différence de potentiel ∆V entre les deux conducteurs.

~E

−Q

+Q

Capacité du condensateur :

C =
Q

∆V

C est une constante dépendant de la géométrie du système (ainsi que du matériau
séparant les deux conducteurs)
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Détermination de la capacité d’un condensateur.

Deux procédures possibles :

1. Supposer connue la d.d.p ∆V entre les deux conducteurs

• rechercher l’expression du potentiel V et du champ électrique dans l’espace
entre les deux conducteurs (équation de Laplace)

• en déduire la charge Q portée par les conducteurs (théorème de Gauss).

2. Supposer connue la charge Q portée par les conducteurs

• rechercher l’expression du champ électrique dans l’espace entre les deux
conducteurs (théorème de Gauss)

• en déduire la d.d.p. ∆V entre les deux conducteurs.
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Exercice 2.3 - Capacit é du condensateur plan - Equation de Laplace

On considère un condensateur plan à air dont les plateaux sont séparés d’une distance d.
Le potentiel du plateau supérieur vaut V0 volts, celui du plateau inférieur vaut 0 volt.

1. En partant de l’équation de Laplace, déterminez les expressions du potentiel et du
champ électrique entre les deux plateaux. On négligera les effets de bord.

2. Quelle est l’expression de la charge surfacique portée par le plateau supérieur ?

3. Déterminez l’expression de la capacité de ce système.
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1. Calcul du potentiel V

V0

−Q

+Q

~E

d

ẑ • Effets de bord négligés : ~E = Ez(z)ẑ, V = V (z)

• Domaine de l’espace : 0 ≤ z ≤ d

• Conditions aux limites :

V = 0 pour z = 0

V = V0 pour z = d

• Solution générale de ∇2V :

∂2V

∂z2
= 0 ⇒ V (z) = Az +B

• Application des conditions aux limites :

• V = 0 pour z = 0 : B = 0

• V = V0 pour z = d : A =
V0

d

V (z) = V0

z

d
⇒ ~E = −

V0

d
ẑ
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2. Charge surfacique:

• ~E est nul en tout point extérieur au condensateur

• Application du théorème de Gauss sur un parallélipipède de base S → 0 et
entourant la plaque supérieure du condensateur

ε0E S = QS , ε0E =
QS

S

lim
S→0

(
QS

S
) = σS ⇒ ε0E = σS

σS = ε0
V0

d
densité de charges uniforme

D’une manière générale, pour une densité de charge non uniforme : ~E d’amplitude non
constante à la surface du conducteur :

σS = ε0 ~E|S .n̂

n̂= normale extérieure au conducteur

ε0
n̂S

~E

σS
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3. Capacité

Q =

∫

S

σS dS = σS S = ε0
V0S

d

C =
Q

V0

=
ε0S

d
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Exercice 2.4 - Capacit é d’un c âble coaxial

Un câble coaxial est constitué de deux conducteurs cylindriques de même axe et de
rayons respectifs a et b, avec b > a. Les conducteurs sont placés dans l’air.

1. Déterminez l’expression de la capacité unitaire (par unité de longueur) du système.

2. Donnez-en une valeur numérique dans le cas suivant : le rayon extérieur est égal à
b = 0.5 cm, le conducteur intérieur a une section de 1 mm2 .
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1. Capacité du système

• Recherche du potentiel V dans l’espace séparant les deux conducteurs

Résolution de l’équation de Laplace

∇2V = 0 pour a ≤ r ≤ b avec V = V (r) et

{

V = V0 pour r = a

V = 0 pour r = b

Coordonnées cylindriques

1

r

∂

∂r
(r
∂V

∂r
) = 0 ⇒

∂V

∂r
=

A

r
⇒ V = A ln r +B

r = a : V0 = A ln a+B

r = 0 : 0 = A ln b+B

V =
V0

ln a/b
ln

r

b

~E = −~∇V = −
∂V

∂r
r̂ =

V0

ln b/a

1

r
r̂
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• Densité de charge linéaire ρL portée par le cylindre intérieur.

Application du théorème de Gauss sur la surface d’un cylindre de rayon a ≤ r ≤ b
et de hauteur h = 1 m.

2πε0rEr = ρL Er =
ρL

2πε0r

Expression identique à celle du conducteur
linéaire de l’exercice 2.2 !
Remplaçant Er = f(V0) :

ρL =
2πε0V0

ln b/a
−ρL

ρL
a

r

b

C =
ρL
V0

=
2πε0
ln b/a

2. Numériquement :

C = 25.5 pF/m
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Lignes de champ et equipotentielles

+

+

~E = 0
-

-

-

-

-

-
-

-
-

-
-

-----

+

+

+
+

+

+

+

+
+

~E = 0

~E
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Exercice 2.5 - Deux lignes charg ées parall èles

On considère deux lignes uniformément chargées, portant respectivement une densité de
charge linéaire ρL et −ρL, placées parallèlement dans le vide à une distance d l’une de
l’autre.

1. Déterminez l’expression du potentiel électrique du système en tout point de l’espace.

2. Esquissez l’allure des courbes équipotentielles et des lignes de champ électrique.

d ~r
−

~r+

−ρL

ρL

P (x, y, z)

x̂

ŷ

ẑ
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1. Expression du potentiel V

Application de la superposition

V (x, y, z) = V+ + V− =
ρL
2πε0

ln
|~r−|
|~r+|

+K

=
ρL
2πε0

ln

√

y2 + (z + d
2
)2

√

y2 + (z − d
2
)2

+K

Si K = 0 : V → 0 pour P → ∞

2. Equation des équipotentielles

Données par :

|~r−|
|~r+|

=

√

y2 + (z + d
2
)2

√

y2 + (z − d
2
)2

= p
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y2+

(

z −
d

2

p2 + 1

p2 − 1

)2

= (
dp

p2 − 1
)2

Equation de cercles de rayon dp
|p2−1|

et de centre (0, d
2

p2+1

p2−1
)
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Exercice 2.6 - Distribution lin éaire de charges au dessus d’un plan conducteur :
application de la m éthode des images

Une ligne uniformément chargée (densité de charge ρL) est placée parallèlement à un
plan conducteur d’extension infinie, à une distance h de celui-ci.

1. Déterminez les expressions du potentiel V et du champ électrique ~E au dessus du
plan conducteur.

2. Déterminez la densité de charge électrique induite par unité de surface sur le plan
conducteur.

3. A partir du principe de superposition, déterminez les valeurs du champ électrique aux
points A et B du plan.

+ρl

BA

h

h

ŷ

ẑ
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• Problème :

Résoudre ∇2V = 0 dans le domaine z ≥ 0

avec les conditions limites

{

V → 0 pour y, z → ∞

V = 0 pour z = 0

• En l’absence de plan conducteur

V =
ρL
2πε0

ln
r0

√

y2 + (z − h)2

satisfait ∇2V = 0 mais pas la condition limite V = 0 (équipotentielles = cercles
concentriques à ρL)

• Par contre, le potentiel

V =
ρl

2πε0
ln

√

y2 + (z + h)2
√

y2 + (z − h)2

satisfait à l’équation de Laplace et aux conditions limites dans le domaine z ≥ 0

• En vertu du théorème d’unicité, c’est la solution du problème !

ELEN0076 2 - 19



Méthode des images

ŷ

ẑ

V = 0

+ρL

d = 2h

−ρL

Le potentiel solution est équivalent à celui créé par
deux charges linéaires parallèles séparées d’une
distance d = 2h.

Le plan conducteur est remplacé par une charge −ρL , “image” de la charge ρL par
rapport au plan, de manière à satisfaire les conditions limites sur le plan.

La charge image est placée en dehors de l’espace dans lequel on recherche le potentiel.

Pour certaines géométries, plusieurs charges images peuvent être nécessaires.

ELEN0076 2 - 20



• Champ électrique :

~E = −~∇V = −
∂V

∂y
ŷ −

∂V

∂z
ẑ

=
ρL
2πε0

(

yŷ + (z − h)ẑ

y2 + (z − h)2
−

yŷ + (z + h)ẑ

y2 + (z + h)2

)

• Densité de charge surfacique sur le plan conducteur :

σS = n̂ · ε0 ~E|z=0 = −ε0| ~E|z=0 =
−ρL
π

h

y2 + h2

On observe :
∫ ∞

−∞
σS(y)dy = −ρL !

n̂
~E|z=0

ρL

V = 0
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• Lignes de champ :

ẑ

ŷ

V = 0
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• Champ ~E aux points A et B

Par superposition des champs créés par la charge ρL et son image −ρL

BA

~E1
~E2

~E2
~E1

+ρL

−ρL

en A :

~E1 dû à ρL :
ρL

2πε0h
(−ẑ)

~E2 dû à − ρL :
ρL

2πε0h
(−ẑ)

~E = ~E1 + ~E2 =
−ρL
πε0h

ẑ

en B :

~E1 dû à ρL :
ρL
2πε0

(ŷ − ẑ)

2h

~E2 dû à − ρL :
ρL
2πε0

(−ŷ − ẑ)

2h

~E = ~E1 + ~E2 =
−ρL
2πε0h

ẑ
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Exercice 2.7 - Ligne à proximit é d’un conducteur cylindrique

On considère une ligne uniformément chargée (densité de charges linéaire ρL) placée
parallèlement à un conducteur cylindrique plein de rayon a, porté à un potentiel nul.

Déterminez l’expression du potentiel électrique du système.

V = 0

a ρL

d
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• Problème :

Résoudre ∇2V = 0 dans le domaine r ≥ a

avec les conditions limites

{

V → Cte pour r → ∞

V = 0 pour r = a

• Application de la méthode des images

• placer une charge linéaire image −ρL de façon à obtenir une équipotentielle
V = 0 pour r = a, surface du cylindre conducteur

• l’emplacement de la charge image d
′

doit permettre de satisfaire cette condition
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a

0

d

ρL

d
′ −ρL

P

~r ~r+
~r
−

V = 0

A B

• Forme générale du potentiel :

V (~r) =
ρL
2πε0

ln
|~r−|
|~r+|

+K

• Conditions en r = a :

au point A : ρL
2πε0

ln d
′

+a
d+a

+K = 0

au point B : ρL
2πε0

ln a−d
′

d−a
+K = 0

}

⇒

{

d
′

= a2

d

K = ρL
2πε0

ln d
a
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• Solution du problème en coordonnées polaires :

V =

{

ρL
2πε0

ln
√
r2d2+a4−2ra2d cos θ√

r2a2+a2d2−2ra2d cos θ
pour r ≥ a

0 pour r < a

• Lignes de champ et équipotentielles :

ρL
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• Autres géométries qui présentent la même configuration de charges images:

Deux cylindres parallèles

ρL
Charge linéaire à l’intérieur d’un cylindre creux

• Remarque :

Si d ≫ a on a d
′

≪ a : on peut supposer la charge image placée au centre du
conducteur cylindrique.
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Exercices compl émentaires

1. Exercice EC. 1.3 :

• charge de densité linéaire placée dans un coin conducteur,

• application de la méthode des images,

• placez des charges images appropriées pour annuler le potentiel sur les faces du
coin conducteur.

2. Exercice EC. 1.4 :

• charge de densité linéaire placée à l’intérieur d’un cylindre conducteur creux,

• application de la méthode des images,

• placez une charge image à l’extérieur du cylindre de manière à obtenir une
équipotentielle à la surface du conducteur cylindrique (inspirez-vous de l’exercice
2.7).
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1. Calcul de capacités - Méthode des images

• Exercice 2.8 :

– capacité unitaire d’une ligne bifilaire,
– hypothèse d ≫ a : deux charges images placées au centre des conducteurs.

• Exercice 2.9 :

– capacité unitaire d’un conducteur cylindrique en présence du sol,
– hypothèse h ≫ a non satisfaite : la charge image n’est pas placée au centre

du cylindre.
2. Condensateur et matériau diélectrique - Polarisation

• Exercice 2.10 :

– capacité d’un condensateur plan avec matériau diélectrique,
– détermination de densités de charges libres et de charges liées,

– introduction du champ de déplacement électrique ~D, notion de susceptibilité
diélectrique et de permittivité relative.

• Exercice 2.11 :

– capacité d’un condensateur à deux milieux : matériau diélectrique + air,

– condition limite vérifiée par ~D à l’interface entre les deux milieux,
– phénomène de claquage et notion de rigidité diélectrique.
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Exercice 2.8 - Capacit é unitaire d’une ligne bifilaire

On considère une ligne bifilaire, constituée de deux conducteurs cylindriques de rayon a
placés parallèlement à une distance d l’un de l’autre.

En supposant que d ≫ a, établissez l’expression de la capacité électrique par unité de
longueur du système.
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• Soient ρL et −ρL les densités de charges linéaires portées par les deux
conducteurs.

• Méthode des images : remplacer les conducteurs par deux charges linéaires à placer
à l’intérieur des deux conducteurs.

• Hypothèse : d ≫ a ⇒ les charges images sont supposées placées au centre de
chaque conducteur.

−ρL

ρL

B

A

d

a

a

Potentiel du conducteur ρL évalué au point A :

V+ =
ρL
2πε0

ln
d

a
+K

Potentiel du conducteur −ρL évalué au point
B :

V− =
ρL
2πε0

ln
a

d
+K

• Différence de potentiel entre les deux conducteurs :

∆V = V+ − V− =
ρL
πε0

ln
d

a
⇒ C =

ρL
∆V

=
πε0

ln d/a
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Exercice 2.9 - Capacit é d’un syst ème compos é d’un conducteur cylindrique et d’un
plan conducteur

On considère un cylindre conducteur placé parallèlement à un plan conducteur. Le
cylindre est porté au potentiel V0, le plan conducteur est relié à la masse.

Déterminez la capacité unitaire du système.
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• Recherche du potentiel. Problème :

Résoudre ∇2V = 0 dans le domaine r ≥ a, z > 0

avec les conditions limites

{

V = 0 pour z = 0

V = V0 pour r = a

• Application de la méthode des images :

Le cylindre conducteur et le sol sont remplacés par deux charges image linéaires
portant les densités de charges ρL et −ρL et placées à l’intérieur des conducteurs
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A

B

h
d

′

−ρL

ρL
d

a

Forme générale du potentiel :

V =
ρL
2πε0

ln
r−
r+

+K

Il faut :

• V (z = 0) = 0 ⇒ h − d
′

= d−d
′

2
et

K = 0

• V (A) = V (B) = V0

ρL
2πε0

ln
d− a

a− d′
=

ρL
2πε0

ln
d+ a

a+ d′

⇒ d
′

= a2/d

V0 =
ρL
2πε0

ln
d

a
=

ρL
2πε0

ln
h+

√
h2 − a2

a

C =
2πε0

ln h+
√

h2
−a2

a
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Polarisation électrique

Dans un milieu diélectrique, sous l’application d’un champ électrique :

• des dipôles élémentaires se créent et/ou s’organisent pour s’orienter dans le sens du
champ électrique appliqué = polarisation

• apparition de charges liées distribuées en volume ρpol et de charges liées
distribuées en surface σpol : charges liées ou de polarisation

• Soit ~P le moment dipolaire par unité de volume, on a :

ρliées = −~∇ · ~P
σliées = ~P · n̂
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• Vecteur déplacement électrique ~D :

~D = ε0 ~E + ~P

~∇ · ~D = ~∇ · (ε0 ~E + ~P ) = (ρlibres + ρliées)− ρliées = ρlibres

• Dans un milieu linéaire, homogène et isotrope

~P = ε0χ~E

~D = ε0(1 + χ) ~E = ε0εr ~E = ε ~E

χ est la susceptibilité électrique du milieu
εr est la permittivité relative du milieu
ε est la permittivité électrique du milieu
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Exercice 2.10 - Condensateur plan avec mat ériau di électrique

σ + σliées,1 −σ + σliées,2

ε0

~E~E

ε

−σ+σ

On considère un condensateur plan (à diélectrique, de permittivité ε) dont les plateaux
ont une surface S et sont séparés de d. Le condensateur est soumis à une différence de
potentiel de V0 volts.

1. Déterminez les expressions de la densité de surface des charges libres, σ, de la

densité de surface des charges liées, σliées1,2 , et du champ électrique ~E régnant
entre les plateaux.

2. Déduisez-en l’expression de la capacité C du condensateur.

3. Calculez les valeurs numériques de σ, σliées1,2 , ~E et C dans les deux cas suivants :

(a) S = 1 mm2, d = 1 mm, V0 = 10 V et εr = 1 (air),

(b) S = 1 mm2, d = 1 mm, V0 = 10 V et εr = 6 (mica).
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• Expression du potentiel et du champ électrique dans le condensateur: voir exercice
2.3 (effets de bord négligés)

V =
V0

d
z ~E = −V0

d
ẑ

• charges liées induites par polarisation : milieu linéaire homogène et isotrope
~P = ε0χ~E

• charges liées induites en volume ρliées = −~∇ · ~P = 0

• charges liées induites en surface

-+
+ -

-+
+ -

-+
+ --+

+ -
-+

+ -
-+

+ --+
+ -

-+
+ -

-+
+ -

−σlibres + σliées,2

σlibres + σliées,1

ε0

~E

σliées,1

−σlibres

σlibres

σliées,2

~Eε

σliées,1 = ~P · n̂ = −P = −ε0χE σliées,2 = ~P · n̂ = P = ε0χE
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• A la surface de la plaque supérieure :

ε0E = σlibres + σliées,1 ⇒ σlibres = ε0( 1 + χ)E = εE = ε
V0

d

• Pour V0 (ou E) fixé, la présence du diélectrique permet d’augmenter les charges
libres stockées sur les plateaux du condensateur

• Pour σlibres fixé, la présence du diélectrique permet de réduire le champ électrique
nécessaire

• Capacité du condensateur :

C =
Qlibres

V0

=
Sσlibres

V0

=
εS

d
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• Valeurs numériques :

E = 104 V/m

1. Condensateur à air :

Polarisation négligeable

σlibres = ε0E = 8.85 10−8 C/m2 σliées,1 = σliées,2 = 0

C = 8.85 10−3 pF

2. Condensateur à diélectrique de permittivité ε
Charges libres et charges liées induites par polarisation

σlibres = εE = 53.12 10−8 C/m2 σliées,1 = −σliées,2 = −44.27 10−8 C/m2

C = 53.12 10−3 pF
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Exercice 2.11 - Condensateur à deux di électriques

d = d1 + d2

z

~E
d2

ε0

εd2

d1

On considère un condensateur plan dont la
partie isolante est constituée de deux couches
diélectriques. La première couche est de l’air
(εr = 1) et a une épaisseur d1 = 0.1 mm. La
deuxième couche est composée de mica (εr = 6)
et a une épaisseur d2 = 0.9 mm. La surface des
plateaux vaut S = 1 cm2 et leur séparation vaut
d = 1 mm. Le condensateur est soumis à une
différence de potentiel constante, V0 = 2.5 kV.

1. Déterminez la valeur champ électrique dans chacune des couches de la partie
isolante. Le condensateur peut-il “claquer” ? (Champ de rupture de l’air :
Erupt = 2.7 MV/m, champ de rupture du mica : Erupt = 14 MV/m).

2. Déterminez la capacité du condensateur.

On négligera les effets de bord.
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−Q

Q

~E2

~E2

~E1~E1

~E = 0

~E = 0

ε

ε0
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Soit Q, −Q la charge portée par les deux armatures du condensateur

• Champ électrique ~E = E(z)ẑ

• dans l’air (d2 < z < d) : application du théorème de Gauss autour de l’armature
1 (surface de Gauss = parallélipipède de base S) :

Sε0E1 = Q ⇒ ~E1 = − Q

Sε0
ẑ

• dans le diélectrique (0 < z < d2) : application du théorème de Gauss autour de
l’armature 2 :

−SεE2 = −Q ⇒ ~E2 = − Q

Sε
ẑ

• Vérification : application du théorème de Gauss autour de l’interface entre l’air et
le matériau diélectrique

−Sε0E1 + SεE2 = 0

pas de charge libre sur la surface de séparation des deux milieux
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• Différence de potentiel V0 :

V0 =

∫ 2

1

~E · ~dℓ =
∫ d2

0

E2 dz +

∫ d1+d2

d2

E1 dz = Q(
d2
εS

+
d1
ε0S

)

• Capacité du système :

C =
1

d2
εS

+ d1
ε0S

=
1

1
C2

+ 1
C1

• Expression de E1 et E2 en fonction de V0

E1 =
V0

d

1

1− d2
d
(1− ε0

ε
)

E2 =
V0

d

1

1− d1
d
(1− ε

ε0
)
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z

E

dd2dd2

V

z

• Valeurs numériques :

E1 = 10 000 kV/m E2 = 1667 kV/m C = 3.54 pF

• Claquage ?

E1 > Erupt−air ⇒ la couche d’air “claque”

V0 appliqué à la couche de diélectrique d2

E
′

2 =
V0

d2
= 2778 kV/m < Erupt−die C

′

=
εS

d2
= 5.57 pF
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Exercices compl émentaires

1. Exercice EC. 1.5 :

• capacité unitaire d’une ligne bifilaire au-dessus d’un plan conducteur,

• application de la méthodes images,

• tenir compte de l’hypothèse a ≪ b, h pour placer les charges images.

2. Exercice EC. 1.6 :

• capacité unitaire d’un câble coaxial avec deux milieux : air + matériau diélectrique,

• supposez le champ électrique radial,

• recherchez la forme du potentiel V à partir de l’équation de Laplace.

3. Exercice EC. 1.7 :

• claquage d’un condensateur avec diélectrique et air,

• inspirez-vous de l’exercice 2.11.
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1. Induction magnétique ~B et champ magnétique ~H

• Exercice 3.1 :

– induction magnétique créée par une boucle de courant,
– application de la loi de Bio-Savart.

• Exercice 3.2 :

– induction magnétique créée par un conducteur rectiligne infiniment long,
– hypothèse : effets de bord négligés,
– par intégration directe de la loi de Bio-Savart,
– par application du théorème d’Ampère.

• Exercice 3.3 :

– induction magnétique créée par un solénoı̈de long,
– hypothèse : effets de bord négligés,
– application de la loi de Gauss,
– application du théorème d’Ampère.

• Exercice 3.4 :

– induction magnétique créée par un conducteur cylindrique,
– à l’intérieur du conducteur : croı̂t linéairement
– à l’extérieur du conducteur : résultat équivalent à celui du conducteur rectiligne.
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2. Inductances

• Exercice 3.5 :

– inductance unitaire d’un câble coaxial,
– application du théorème d’Ampère pour calculer l’induction magnétique dans

les diverses parties du câble,
– l’induction est nulle à l’extérieur du câble,
– l’inductance comporte 3 parties : inductance liée à l’induction dans chaque

conducteur, inductance liée à l’induction entre les deux conducteurs,
– calcul de l’inductance interne de chaque conducteur à partir de l’énergie

magnétique stockée,
– calcul de l’inductance liée à l’induction entre les deux conducteurs à partir du

flux embrassé.

• Exercice 3.6 :

– inductance unitaire d’une ligne bifilaire,
– même approche qu’à l’exercice 3.6.
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Loi de Bio-Savart

• Induction magnétique produite par un conducteur parcouru par un courant I continu
(dans le vide) :

I

0

~r
P~r

′

Id~ℓ ~B

~B(~r) =
µ0

4π

∫

C

I ~dℓ× (~r − ~r
′

)

|~r − ~r
′ |3

• Pour une distribution volumique de courant ~J(~r)

~J

~r
′ P

~r

0

~B(~r) =
µ0

4π

∫

V

~J(~r
′

)× (~r − ~r
′

)

|~r − ~r
′ |3 dV
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• Champ magnétique dans le vide :

~H =
~B

µ0

µ0 = 4π 10−7 H/m : perméabilité magnétique du vide

• Champ magnétique dans un matériau :

~H =
~B

µ

µ=µ0µr H/m : perméabilité magnétique du matériau

• Equations de Maxwell relatives à ~B et ~H , régime statique

~∇ · ~B = 0 (pas de “charge” magnétique)

~∇× ~B = µ ~J (théorème d’Ampère)
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Exercice 3.1 - Champ magn étique produit par une boucle de courant

On considère une boucle de courant de rayon a parcourue par un courant continu I .

Etablissez, par intégration directe, l’expression du champ magnétique produit le long de
l’axe de la boucle.

Schéma de résolution

• Coordonnées cylindriques

• Application de la loi de Bio-Savart :

θ̂
r̂

~r
′

~r
I

I ~dℓ

~r − ~r
′

x̂

ẑ

ŷ

θ

~H =
I

4π

∫

C

~dℓ× ~r − ~r
′

|~r − ~r
′ |3

~r = z ẑ ~r
′

= a r̂ ~dℓ = a dθ θ̂

Hr = 0 Hz =
a2I

2(a2 + z2)3/2
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Lignes de champ magnétique
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Exercice 3.2 - Conducteur rectiligne infiniment long

On considère un conducteur rectiligne infiniment long, parcouru par un courant continu I .

Etablissez l’expression du champ magnétique du système :

1. en intégrant la relation de Biot-Savart,

2. en utilisant le théorème d’Ampère.
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1. Application de la loi de Bio-Savart

~H =
I

4π

∫

C

~dℓ× (~r − ~r
′

)

|~r − ~r
′ |3

~r = r r̂ ~r
′

= z ẑ |~r − ~r
′ | =

√

r2 + z2

I ~dℓ = I dz ẑ

Hθ =
I

4π

∫
∞

−∞

r

(
√
r2 + z2)3

dz =
I

2πr

voir exercice 2.2 pour le calcul de l’intégrale.

~H =
I

2πr
θ̂.

ẑ

I ~dℓ

~r
′

~r r̂

~r − ~r
′

α

ẑ
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Théor ème d’Amp ère

Application du théorème de Stokes à l’équation ~∇× ~H = ~J

∫

C

~H · ~dℓ =
∫

S
(~∇× ~H) · ~dS =

∫

S

~J · ~dS.

En pratique :

• exploiter la ou les symétries du problème,

• choisir de manière judicieuse le contour C ,

• ~H tangent ou perpendiculaire au contour,

• ~H d’amplitude constante sur le contour.
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2. Application du théorème d’Ampère : contour = cercle de rayon r

• Par symétrie : ~H = H(r)θ̂

I =

∫

C

~H · ~dℓ = 2πrH(r)

H(r) =
I

2πr
~HC

I

rS
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Exercice 3.3 - Champ magn étique produit par un sol énoı̈de à air

Un solénoı̈de à air est constitué d’un fil conducteur enroulé en forme de cylindre de rayon
a et comporte n tours de fil conducteur par mètre de longueur. La longueur ℓ du
solénoı̈de est supposée beaucoup plus grande que son rayon a. Déterminez l’expression
de l’induction magnétique créée par ce solénoı̈de en tout point intérieur et extérieur
éloigné de ses extrémités. On exploitera judicieusement les hypothèses et symétries du
problème.
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S2

S1

r

S3
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• Effets de bord négligés, symétrie cylindrique : figure (a)

~H = Hr(r)r̂ +Hθ(r)θ̂ +Hz(r)ẑ.

• Montrons que Hr = 0 : par intégration de ~∇ · ~B = 0 sur le volume d’un cylindre
concentrique

∫

V

~∇ · ~B dV = 0 =

∫

S

~B · ~dS

∫

S
µ0

~H · d~S =

∫

S1

µ0HzdS −
∫

S2

µ0HzdS

︸ ︷︷ ︸

=0

+

∫

S3

µ0HrdS

= µ0 2πr Hr ℓ = 0 ⇒ Hr = 0 ∀r

car Hz est indépendant de z.
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• Montrons que Hθ = 0 ∀r : figure (b),
application du théorème d’Ampère

• pour r < a
∫

C1

~H · ~dℓ =
∫

S1

~J · ~dS = 0

2πrHθ = 0 ⇒ Hθ = 0

• pour r > a
∫

C2

~H · ~dℓ =
∫

S2

~J · ~dS = 0

2πrHθ = 0 ⇒ Hθ = 0

On suppose que les lignes de courant sont parfaitement circulaires
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• Détermination de Hz par application du théorème d’Ampère : figure (c)

• pour r > a
∫

DCC
′
D

′

~H · ~dℓ = Hz(r2) ℓ−Hz(r3) ℓ = 0

⇒ Hz(r2) = Hz(r3) = Cte ∀ r2, r3 > a.

Or Hz = 0 pour r → ∞ ⇒ Hz = 0 ∀r > a

• pour r < a
∫

ABCD

~H · ~dℓ = Hz(r1) ℓ−Hz(r2) ℓ = nIℓ

Hz(r2) = 0 ⇒ Hz(r1) = nI ∀r1 < a.
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Exercice 3.4 - Conducteur de section circulaire

On considère un conducteur de rayon a parcouru par un courant continu I réparti de
manière uniforme à l’intérieur du conducteur.

Etablissez l’expression du champ magnétique

1. à l’intérieur du conducteur,

2. à l’extérieur du conducteur.

ẑ~J
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• Effets de bord négligés : ~H = H(r) θ̂.

• Application du théorème d’Ampère sur un cercle de rayon r

• à l’intérieur du conducteur r < a
∫

C

~H · ~dℓ =
∫

S

~J · ~dS

densité de courant : ~J = I
πa2

ẑ

~J

~Hr

a

2πr H(r) = I
πr2

πa2

H(r) =
I

2π

r

a2

~H =
I

2π

r

a2
θ̂ ~B =

µcI

2π

r

a2
θ̂

ELEN0076 4 - 18



• à l’extérieur du conducteur r > a

~J

~H

r

a
2πr H(r) = I

H(r) =
I

2πr

~H =
I

2πr
θ̂ ~B =

µ0I

2πr
θ̂
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Flux d’induction magn étique

• Flux d’induction magnétique à travers une surface S:

ΦS =

∫

S

~B · ~dS.

• Flux embrassé par une boucle de courant : flux d’induction magnétique à travers la
surface limitée par la boucle de courant

I

~dS
~B

~B~B
λ = ΦS .

Pour un circuit à N spires (parcourues par un même
courant I) :

λ = N ΦS .
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Inductance

• Inductance du circuit : (système linéaire)

L =
λ

I
.

• Définition alternative de l’inductance : système capable de stocker une énergie
magnétique.

• Energie magnétique stockée dans un volume V

WM =
1

2

∫

V

~B · ~H dV =
1

2
LI2,

L =
2WM

I2
.
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Exercice 3.5 - Inductance d’un c âble coaxial

On considère un câble coaxial de longueur infinie alimenté par un courant continu I . Ses
caractéristiques géométriques sont les suivantes :

rayon du conducteur intérieur : a

rayon intérieur du conducteur extérieur : b

rayon extérieur du conducteur extérieur : c

perméabilité du milieu isolant : µ0

perméabilité du conducteur : µc

Déterminez l’expression du champ magnétique produit dans les différentes régions du
câble, ainsi que son inductance unitaire.
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Expression du champ magnétique par application du théorème d’Ampère :
contour = cercle de rayon r

∫

C

~H · ~dℓ =
∫

S

~J · ~dS,

densités de courant : ~Jint =
I

πa2
ẑ, ~Jext =

−I
π(c2−b2)

ẑ.

• A l’intérieur du conducteur intérieur : r < a

~Hr

a
~Jint

~H1 =
I

2π

r

a2
θ̂ , ~B1 =

µcI

2π

r

a2
θ̂

voir exercice 3.4.
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• Entre les deux conducteurs : a < r < b

~Jint

a

r

~H

~H2 =
I

2πr
θ̂ , ~B2 =

µ0I

2πr
θ̂

voir exercice 3.4.

• A l’intérieur du conducteur extérieur: b < r < c

~Jext
b

~H

r

~Jint

2πrH(r) = I

(

1− π(r2 − b2)

π(c2 − b2)

)

~H3 =
I

2πr

(

1− r2 − b2

c2 − b2

)

θ̂ , ~B3 =
µcI

2πr

(

1− r2 − b2

c2 − b2

)

θ̂.

• A l’extérieur du conducteur extérieur : r > c

~H = ~B = 0 Blindage !
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• Evolution de ~H en fonction de r

• Inductance : composée de trois parties

• Lcint : inductance liée au champ magnétique présent dans le conducteur
intérieur,

• Lcext : inductance liée au champ magnétique présent dans le conducteur
extérieur,

• Li : inductance liée au champ magnétique présent dans l’espace compris entre
les deux conducteurs.
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• Détermination de Li : recherche du flux total embrassé par la spire de courant (pour
1 m de longueur)

~H

I

I

S

Φ =

∫

S

~B2 · ~dS =
µ0I

2π

∫ b

a

dr

r
=

µ0I

2π
ln

b

a

Li =
Φ

I
=

µ0

2π
ln

b

a
H/m.
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• Détermination de Lcint : recherche de l’énergie magnétique emmagasinée dans 1 m
de conducteur

WM =
1

2

∫

V

~B1 · ~H1 dV =
µcI

2

16π

Lcint =
2WM

I2
=

µc

8π
H/m.

• Détermination de Lcext : recherche de l’énergie magnétique emmagasinée dans 1 m
de conducteur

WM =
1

2

∫

V

~B3 · ~H3 dV =
µcI

2

4π

(

c4

(c2 − b2)2
ln

b

c
−

1
4b

2 − 3
4c

2

c2 − b2

)

Lcext =
µc

2π

(

c4

(c2 − b2)2
ln

b

c
+

1
4b

2 − 3
4c

2

c2 − b2

)

H/m.
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Exercice 3.6 - Inductance d’une ligne bifilaire

On considère une ligne bifilaire, c’est-à-dire une ligne constituée de deux conducteurs
cylindriques de rayon a séparés de d et parcourus par des courants continus égaux et
opposés.

Déterminez l’inductance unitaire de la ligne. On supposera a ≪ d.

Schéma de résolution

• L = Li + Lc1 + Lc2

• Lc1 = Lc2 =
µc

8π
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• Li déterminé à partir du calcul du flux total embrassé par la boucle de courant (1m
de longueur).

• ~H est supposé nul en dehors de l’espace séparant les deux conducteurs.

• Dans l’espace entre les deux conducteurs :

H(x) =
I

2πx
+

I

2π(d− x)

−I I

H
−

H+a

d

x

I

I

~H

Φ =
µ0I

2π

∫ d−a

a
(
1

x
+

1

d− x
) dx =

µ0I

π
ln

d− a

a

Li =
µ0

π
ln

d− a

a
≃ µ0

π
ln

d

a
H/m.
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Exercices compl émentaires

1. Exercice EC. 2.1 :

• calcul de induction magnétique créée par un fil conducteur en coin à partir de la li
de Bio-Savart,

• calcul de induction magnétique créée par un ruban conducteur en coin
d’épaisseur w,

• décomposez le ruban en fils conducteurs élémentaires, utilisez la superposition et
le résultat du point 1.

2. Exercice EC. 2.2 :

• calcul de l’induction magnétique en un point de l’axe d’un solénoı̈de de longueur
finie,

• utilisez le résultat obtenu à l’exercice 3.1 pour la détermination de l’induction
créée par une boucle de courant et appliquez la superposition.
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1. Courant de conduction et courant de déplacement

• Exercice 4.1 :

– conductance d’un condensateur en régime statique, liée à l’existence d’un
courant de conduction,

– démarche analogue à celle utilisée pour la détermination de la capacité,
– relation entre G et C .

• Exercice 4.2 :

– expression du courant de déplacement en régime harmonique dans un
condensateur cylindrique,

– relation avec la règle de la théorie des circuits en régime quasi-statique.

• Exercice 4.3 :

– blindage électrique, principe de la cage de Faraday,
– importance de la mise à la masse.

• Exercice 4.4 :

– phénomènes dissipatifs dans un condensateur : pertes par effet Joule, pertes
liées à la polarisation du diélectrique,

– notion de permittivité effective,
– admittance équivalente d’un condensateur.
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2. Couplage magnétique, pertes dans des bobines

• Exercice 2.5 :

– force électromotrice parasite induite dans une ligne bifilaire,
– lignes d’induction magnétiques créées par une ligne bifilaire,
– influence sur une autre ligne placée à proximité, phénomène de diaphonie

entre deux paires de lignes.

• Exercice 2.6 :

– phénomènes dissipatifs dans une bobine,
– comparaison des pertes liées aux courants de Foucault et des pertes par

hystérésis.
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Equations de Maxwell en r égime variable

~∇ · ~D = ρ

~∇× ~E = −
∂ ~B

∂t

f.e.m induite

E = −
d

dt

∫

S

~B · ~dS

= −
dφ

dt

=

∫

C

~E · ~dℓ

~∇ · ~B = 0

~∇× ~H = ~J +
∂ ~D

∂t

courant de conduction

~JC = σ ~E IC =

∫

S

σ ~E · ~dS

courant de déplacement

~JD =
∂ ~D

∂t
ID =

∂

∂t

∫

S

ε ~E · ~dS
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Régime harmonique : recours aux phaseurs

~∇× ~̂E = −jω ~̂B ~∇× ~̂H = ~̂J + jω ~̂D

Hypoth èse des circuits localis és

Régime quasi-statique : la répartition des champs est identique à celle observée en
régime statique.

Pas d’accumulation de charges aux noeuds électriques ni dans les éléments. Champs
variables confinés à l’intérieur des éléments.

Conductance (résistance) : liée au courant de conduction

~̂JC = σ ~̂E ÎC = GV̂

Capacité : liée au courant de déplacement

~̂JD = jωε ~̂E ÎD = jωCV̂

Inductance : liée à la f.e.m induite

Ê = −jωLÎ
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Conductance d’un condensateur

Liée au courant de conduction
~J = σ ~E

σ est la conductivité du matériau diélectrique qui sépare les deux conducteurs.
Par définition, en régime statique, pour une différence de potentiel ∆V et un courant total
I constant traversant le matériau diélectrique :

∆VCS ~J ~E

+Q

−Q

I = Gc∆V ⇒ Gc =
I

∆V
=

∫

S
~J · ~dS

∫

C
~E · ~dℓ

S = surface fermée qui entoure un des conducteurs
C = chemin qui joint les deux conducteurs

On observe
Gc

C
=

σ

ε
avec C la capacité du condensateur

Pertes associées à Gc = pertes Joule
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Méthode de calcul : similaire à celle d’une capacité

1. Imposer la d.d.p ∆V entre les deux conducteurs

• rechercher l’expression du potentiel V et du champ électrique dans l’espace
entre les deux conducteurs (équation de Laplace)

• en déduire le courant I traversant le condensateur

2. Imposer le courant I

• rechercher l’expression du champ électrique dans l’espace entre les deux
conducteurs

• en déduire la d.d.p. ∆V entre les deux conducteurs.
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Exercice 4.1 - R éacteur chimique à électrodes sph ériques

Un réacteur chimique est constitué de deux électrodes sphériques concentriques de
rayons respectifs a = 1 cm et b = 3 cm. Le réacteur est rempli d’un liquide de
permittivité relative εr = 78 et de conductivité σ = 3 S/m. En régime, le réacteur est
parcouru par un courant continu.

Déterminez la résistance électrique et la capacité de ce réacteur.
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• Coordonnées sphériques

• Recherche du potentiel V dans l’espace entre les deux conducteurs : V = V (r)

• Problème :

Résoudre ∇2V = 0 dans le domaine a ≤ r ≤ b

avec les conditions limites

{

V = V0 pour r = a

V = 0 pour r = b

1

r2
∂

∂r
(r2

∂V

∂r
) = 0 ⇒ V = −

A

r
+B

C.L ⇒ V = V0

1

r
− 1

b
1

a
− 1

b

• Champ électrique ~E

~E = − ~∇V = −
∂V

∂r
r̂ =

V0

1

a
− 1

b

1

r2
r̂
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• Courant total I

Gc V0

I

V0
~J

S

~J = σ ~E =
σV0

1

a
− 1

b

1

r2
r̂ = J(r) r̂

I =

∫

S

~J · ~dS =
σV0

1

a
− 1

b

4π

S = surface d’une sphère de rayon r

• Conductance Gc et résistance :

Gc =
I

V0

=
4πσ
1

a
− 1

b

⇒ Rc =
1

Gc
=

1

4πσ
(
1

a
−

1

b
) = 1.8 Ω

• Capacité C :

C = Gc
ε

σ
=

4πε
1

a
− 1

b

= 128 pF
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Exercice 4.2 - Condensateur cylindrique et courant de d éplacement

Un condensateur cylindrique, constitué de deux cylindres de rayon a et b, de longueur ℓ
et rempli d’un matériau diélectrique de permittivité relative ǫr , est alimenté par une source
de tension sinusoı̈dale d’amplitude de crête V0.

1. Déterminez l’expression du courant de déplacement à travers toute surface
cylindrique de rayon a < r < b.

2. Montrez que le résultat est indépendant du choix du rayon r.

3. Montrez que ce courant est égal au courant de conduction existant dans le fil
conducteur alimentant le condensateur.

On suppose être en régime de fonctionnement quasi-statique.
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Soit v(t) = V0 cos(ωt+ ϕ)

Régime quasi-statique ⇒ la forme du champ électrique est identique à celle des champs
statiques (voir exercice 2.4) :

~E =
v(t)

ln b/a

1

r
r̂ ~D = ε ~E =

εv(t)

ln b/a

1

r
r̂

1. Courant de déplacement total : intégration sur une surface cylindrique de rayon r :

ID =

∫

S

(

∂ ~D

∂t

)

· ~dS r

∂ ~D

∂t
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2. En termes des phaseurs :

v(t) ↔ V̂ = V0 e
jϕ

~D ↔ ~̂D =
εV̂

ln b/a

1

r
r̂

∂ ~D

∂t
↔ jω ~̂D

Finalement :

ÎD =

∫

S

jω ~̂D · ~dS

=
jω2πℓε

ln b/a
V̂

= jωC V̂

= courant de charge du condensateur selon la théorie des circuits

L’amplitude du courant de déplacement ID = ωCV0 est indépendante de r !!
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3. Courant de conduction IC dans le fil ⇒ champ magnétique ~H avec
∫

C

~̂H · ~dℓ =

∫

S

( ~̂JC + ~̂JD) · ~dS

avec S, surface limitée par le contour C.
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a) Si S = S1 :

~̂JD = 0 et

∫

C

~̂H · ~dℓ = ÎC

b) Si S = S2

• surface latérale : ~̂JC = 0, ~̂JD 6= 0 à
l’intérieur du condensateur

• base : ~̂JC = 0, ~̂JD = 0

∫

C

~̂H · ~dℓ = ÎD IC

IC

S1

S2

C
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Exercice 4.3 - Blindage électrique - Cage de Faraday

Un écran métallique est placé entre les deux plateaux d’un condensateur à air.

Le système est alimenté par un générateur de
tension sinusoı̈dale (amplitude de tension V0,
fréquence f ). Au moment du montage et avant
la mise en service du générateur, l’écran est
non-chargé. La surface des plateaux est égale
à S.

Déterminez

a. les courants Î1 et Î2,

b. l’allure des lignes de champ électrique,

c. la distribution des charges sur l’écran,

dans chacun des deux cas suivants :

1. l’écran est à un potentiel flottant (il est isolé galvaniquement des autres éléments du
système),

2. l’écran est relié à la masse.
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1. Ecran à un potentiel flottant

• Circuit électrique équivalent

+-

Î1 Î2

R

C/2

CCV̂

R

L’écran forme avec les deux plaques deux condensateurs de capacité C = ε0S
d

connectés en série.

Î1 = Î2 =
V0

2R+ 2

jωC
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• Lignes de champ

~E = 0 à l’intérieur de l’écran

-

-

-

-

-

-

-

+

+

+

+

+

+

+

+-

La charge totale sur l’écran reste nulle.

Conclusion : l’écran n’empêche pas l’électrisation du plateau droit du condensateur
par le plateau gauche.
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2. Ecran relié à la masse

• Circuit électrique équivalent

+-

C

R

Î2V̂Î1

R

C

Î2 = 0 Î1 =
V0

R+ 1

jωC
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• Lignes de champ

les charges circulent via la masse

-

-

-

-

-

-

-

-

Conclusion : l’écran remplit son rôle de blindage, l’état électrique du plateau droit ne
dépend plus de celui du plateau gauche.
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Champs variables - Condensateur- Pertes totales

• Pour des champs variables : apparition de pertes liées à la polarisation du
diélectrique : pertes dues à la “friction” entre les dipôles induits par la polarisation.

Ces pertes sont modélisées

• à l’échelle microscopique par l’ajout d’une partie imaginaire à la permittivité :

ε = ε
′

− j ε
′′

• à l’échelle macroscopique par une conductance Gpol

• Prise en compte à la fois des pertes par effet Joule et de polarisation :

• permittivité effective :

ε̃ = ε
′

− j(ε
′′

+
σ

ω
) = ε

′

− jε
′′

tot

• conductance totale équivalente :

G = Gc +Gpol
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Admittance équivalente d’un condensateur

Exemple : condensateur plan

G C Y = jω ε̃S
d

= σS
d

+ ωε
′′

S
d

+ jω ε
′

S
d

=
ωε

′′

tot
S

d
+ jω ε

′

S
d

= Gc +Gpol + jωC = G+ jωC

Pour une géométrie différente : f(d) facteur dépendant de la géométrie des conducteurs

(C plan : f(d) = S
d

)

Y = jωε̃f(d) = σf(d) + ωε
′′

f(d) + jωε
′

f(d) = ωε
′′

totf(d) + jωε
′

f(d)

= Gc +Gpol + jωC = G+ jωC
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Exercice 4.4 - Condensateur avec pertes

Déterminez la conductance d’un condensateur plan au mica aux fréquences f1 = 50 Hz
et f2 = 1 GHz. Les caractéristiques du condensateur sont les suivantes :

Surface des plateaux : S = 10 cm2

Séparation des plateaux : d = 0.1 cm

Conductivité du mica : σ = 10−15 S/m

Propriétés diélectriques à f = 50 Hz : ε
′

= 6 ε0 et pertes diélectriques négligeables

Propriétés diélectriques à f = 1 GHz : ε
′

= 6 ε0 et ε
′′

tot = 1.6 10−3 ε0.
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1. à 50 Hz

G = Gc =
σS

d
= 10−15 S , Gpol négligeable

2. à 1 GHz

G = Gc +Gpol = ω(ε
′′

+
σ

ω
)
S

d
= ωε

′′

tot

S

d
= 89 10−6 S

On remarque qu’en hautes fréquences, Gc représente une partie négligeable de la
conductance totale.
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Exercice 4.5 - Force électromotrice parasite induite par une ligne bifilaire

Deux lignes de transmission bifilaires (conducteurs de rayon a séparés d’une distance
d ≫ a) sont placées dans les configurations illustrées ci-dessous :

Ligne 2

2 d

I I

Ligne 1 Ligne 2

Configuration 2 : 

I I

2 d

Ligne 1

0 d 3 d

d

Configuration 1 : 

Dans le cas où la ligne 1 est seule alimentée et parcourue par un courant alternatif
d’amplitude maximale I = 5 A et de fréquence f = 6 kHz :
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1. Tracez les lignes de l’induction magnétique générée par la ligne 1.

2. Pour la configuration 1, calculez l’amplitude de la force électromotrice induite par la
ligne 1 sur une unité de longueur de la ligne 2.

3. Pour la configuration 2, déterminez par un argument de symétrie si la force
électromotrice induite dans la ligne 2 est supérieure, égale, ou inférieure au résultat
du point 2.

ELEN0076 5 - 25



1. Lignes de champs

~B = ~B+ + ~B−

~B+ =
µ0i(t)

2πr+
~θ+ ~B− =

µ0i(t)

2πr−
~θ−

Forme des lignes de champ = forme des équipotentielles de deux conducteurs
cylindriques uniformément chargés (voir exercice 2.5)
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2. F.e.m induite

• Amplitude de l’induction magnétique en un point du plan situé entre les deux
conducteurs de la ligne 2 (2d+ a < x < 3d− a)

B(x) =
µ0i(t)

2π

(

1

x
−

1

x− d

)

• Flux d’induction magnétique à travers la surface séparant les deux conducteurs
(a << d):

Φ(t) =
µ0i(t)

2π
ln

3

4

• Amplitude de la F.e.m induite :

∣

∣

∣
V̂
∣

∣

∣
=

∣

∣

∣

∣

dΦ

dt

∣

∣

∣

∣

= µ0If ln
4

3
= 11 mV/m
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• Configuration 2

Les lignes de champ entrent et sortent de façon symétrique et génèrent un flux nul

∣

∣

∣
V̂
∣

∣

∣
=

∣

∣

∣

∣

dΦ

dt

∣

∣

∣

∣

= 0
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Exercice 4.6 - Pertes d’un bobinage : variation en fonction d e la fr équence

On considère un bobinage à noyau ferromagnétique. Comment varient les pertes
suivantes en fonction de la fréquence ?

1. Les pertes par hystérésis.

2. Les pertes dues aux courants de Foucault.

Dans chaque cas, on exprimera la puissance dissipée P sous la forme P ∝ fn, où n est
la puissance algébrique correspondante.
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1. Pertes par hystérésis

Energie dissipée par cycle dans le matériau
∮

cycle

H · dB

Pour 1 s : f cycles

Physt ∝ f

2. Pertes dues aux courants de Foucault

F.e.m créée par la variation du flux : V = dΦ
dt

∝ f

Pertes données par RI2 = V 2

R
avec R la résistance

du matériau

PFoucault ∝ f2
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Exercices compl émentaires

1. Exercice EC. 3.1 :

• calcul de la force électromotrice induite par un courant parcourant un conducteur
rectiligne dans une boucle rectangulaire,

• recherchez le flux d’induction magnétique traversant la boucle,

• utilisez les phaseurs.
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1. Ondes planes se propageant dans un milieu non dissipatif.
• Exercice 5.1 :

– estimation de la puissance moyenne totale émise par le soleil à partir de la
mesure de la densité de puissance moyenne à la surface de Mercure,

– illustration des propriétés d’une onde plane dans le vide.

2. Réflexion et absorption d’une onde plane par un milieu dissipatif.
• Exercice 5.2 :

– illustration des caractéristiques des ondes réfléchie sur et transmise dans un
bloc de matériau conducteur,

– expression des coefficients de réflexion et de transmission,
– évaluation des densités de puissance moyenne réfléchie sur et transmise dans

le bloc de matériau conducteur.
• Exercice 5.3 :

– évaluation de la puissance moyenne dissipée dans un bloc de matériau
conducteur via l’application du théorème de Poynting,

– confrontation du résultat avec celui obtenu au cours théorique à partir du calcul
de la puissance moyenne dissipée par effet Joule,

– établissement d’une relation entre l’intensité du champ magnétique à la surface
du bloc et l’intensité du courant traversant le bloc.
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Ondes planes, milieu lin éaire, homog ène et isotrope non dissipatif

• Equations d’ondes : milieu dépourvu de sources (ρ et ~J )

∇2 ~E − µε
∂2 ~E

∂t2
= 0 ∇2 ~H − µε

∂2 ~H

∂t2
= 0

• Solution générale : onde plane progressive, polarisation transverse, régime
harmonique

~E(z, t) = E0 cos(ωt− kz) x̂ = E0 cos(k(z − vt)) x̂

~H(z, t) = E0
k
ωµ cos(ωt− kz) ŷ

(

~∇× ~E = −µ ∂ ~H
∂t

)

• Caractéristiques de la propagation

• nombre d’onde : k = ω
√
εµ, vitesse de propagation : v = ω

k = 1√
εµ

• impédance caractéristique du milieu de propagation

η =
Ex

Hy
=

ωµ

k
=

√

µ

ε
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• Dans le vide :

v = c =
1√
ε0µ0

= 3108 m/s η = η0 =

√

µ0

ε0
= 377Ω

• Densité de puissance transportée : vecteur de Poynting :

~S(z, t) = ~E × ~H =
E2

0

η
cos2(ωt− kz) ẑ (W/m2)

Transport de puissance selon ẑ

~S
~H

~E

ẑ

ŷ

x̂
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• Dans le domaine fréquentiel : emploi des phaseurs

~E(z, t) = Re{E0e
j(ωt−kz) x̂} = Re{ ~̂E(z) ejωt} avec ~̂E(z) = E0 e

−jkz x̂

• équations d’ondes :

∇2 ~̂E + ω2µε ~̂E = 0 ∇2 ~̂H + ω2µε ~̂H = 0

• champs

~̂E(z) = E0 e
−jkz x̂ ~̂H(z) =

E0

η
e−jkz ŷ

• densité de puissance moyenne transportée

〈~S〉 = 1

T

∫

T

~S(z, t) dt =
1

2
Re{ ~̂E × ~̂H∗} =

E2
0

2η
ẑ
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Exercice 5.1 - Puissance solaire reçue par Mercure

La puissance du rayonnement solaire frappant la surface de Mercure vaut

approximativement S = 0.87 W/cm2.

1. En supposant que les ondes électromagnétiques sont émises par le soleil de façon
isotrope, estimez la puissance totale rayonnée par le soleil.

2. En assimilant le rayonnement à la surface de mercure à une onde plane, estimez la
valeur efficace du champ électrique produit par ce rayonnement.

Donnée : distance Mercure - Soleil, d = 60 Gm.
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• Densité de puissance moyenne du rayonnement émis à une distance

d = 60 109 m = amplitude du vecteur de Poynting |〈~S〉|
• Puissance moyenne totale émise :

P =

∫

S
〈~S〉 · ~dS = 4πd2|〈~S〉| = 3.94 1026 W

S = surface d’une sphère de rayon d centrée sur le soleil.
La puissance totale émise est la même quelle que soit la distance d considérée :
milieu non dissipatif.

• Ondes planes à la surface de Mercure : intensité du vecteur de Poynting :

|〈~S〉| = E2
0

2η0
= 0.87 104 W/m2 ⇒ Erms =

E0√
2
= 1.8 103 V/m
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Ondes planes dans un milieu dissipatif

• Prise en compte des phénomènes dissipatifs.

• Permittivité ε remplacée par la permittivité effective

ε̃ = ε
′ − j(ε

′′

pol +
σ

ω
)

• Nombre d’onde : jk = jω
√
µε̃ = α+ jβ

• Impédance intrinsèque du milieu:

η =

√

µ

ε̃
= r + jx = |η| ejφη
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• Champs :

~̂E = E0 e
−jkz x̂ = E0 e

−αz e−jβz x̂

~̂H =
E0

η
e−jkz ŷ =

E0

|η| e
−αz e−jβz e−jφη ŷ

~E(z, t) = E0 e
−αz cos(ωt− βz) ŷ

~H(z, t) =
E0

|η| e
−αz cos(ωt− βz − φη) ŷ

• Coefficient d’atténuation α, vitesse de phase v = ω/β
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Milieux bons conducteurs : effet de peau

• Hypothèses : ε
′′ ≃ 0 , σ ≫ ωε

• Nombre d’onde :

jk ≃ (1 + j)

√

ωµσ

2
= (1 + j)

1

δ

• δ =
√

2
ωµσ : épaisseur de peau

• Coefficient d’atténuation α = 1/δ ∝
√
f : dispersion !

• Vitesse de phase : v = ωδ ∝
√
f

• Impédance :

η = Zs ≃
1 + j

σδ
= Rs + jωLs
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Exercice 5.2 Absorption d’une onde plane par une plaque de cu ivre

Une onde plane de fréquence f = 1 GHz se propage dans l’air et frappe une plaque de
cuivre, à incidence normale.

Si

Hi

Ei

cuivre, ε0, µ0, σ
vide, ε0, µ0, σ = 0

Sr

Er

Hr

Et

Ht

St x̂

ŷ

ẑ

Sachant que la valeur de crête du champ électrique de l’onde incidente vaut
E0 = 1 V/m et que la conductivité électrique du cuivre vaut σ = 58 106 S/m,
déterminez la valeur moyenne de la puissance absorbée par unité de surface par le
cuivre.
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Réflexion et transmission d’une onde plane à incidence normale sur un plan
conducteur

3 ondes planes à incidence normale sur la paroi du conducteur :

• Onde incidente : se propage selon +z

~̂Ei = E0 e
−jkiz x̂ ~̂Hi =

E0

η0
e−jkiz ŷ

Nombre d’onde : jki = jω
√
µ0ε0 Impédance : η = η0 =

√

µ0

ε0
= 377 Ω

• Onde réfléchie : se propage selon −z

~̂Er = ρE0 e
jkrz x̂ ~̂Hr = −ρ

E0

η0
ejkrz ŷ

Nombre d’onde : jkr = jω
√
µ0ε0 Impédance : η = η0 =

√

µ0

ε0
= 377 Ω

ρ = coefficient de réflexion

ρ =
Êr

Êi

∣

∣

∣

∣

∣

z=0
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• Onde transmise dans le conducteur : se propage selon +z

~̂Et = τE0 e
−jktz x̂ ~̂Ht = τ

E0

η
e−jktz ŷ

Milieu dissipatif :

Nombre d’onde : jkt = jω
√
µ0ε̃ Impédance : η =

√

µ0

ε̃

τ = coefficient de transmission

τ =
Êt

Êi

∣

∣

∣

∣

∣

z=0

Milieu bon conducteur ?

σ

ωε
=

58 106

2π8.85 10−3
⇒ σ ≫ ωε

Epaisseur de peau

δ =

√

2

ωµ0σ
= 2.09 10−6 m

jkt ≃
1 + j

δ
η = Zs ≃

1 + j

σδ
= 8.25 10−3(1 + j) Ω
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• Conditions aux limites sur la paroi conductrice : pour z = 0

• continuité de la composante tangentielle de ~E :

(Êi + Êr)|z=0 = Êt|z=0 E0 + ρE0 = τE0

• continuité de la composante tangentielle de ~H :

(Ĥi − Ĥr)|z=0 = Ĥt|z=0
E0

η0
− ρ

E0

η0
= τ

E0

Zs

• On déduit :

ρ =
Zs − η0
Zs + η0

= −1 + j4.38 10−5 τ =
2Zs

Zs + η0
= 4.38 10−5(1 + j)

• On remarque :

|Zs| ≪ η0 ⇒ ρ ≃ −1 , τ ≪ ⇒
{

Ei ≃ −Er Hr ≃ Hi

Et ≃ 0 Ht ≃ 2Hi
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• Puissance moyenne transportée par l’onde incidente :

〈Si〉 =
1

2
Re(Êi Ĥi

∗
) =

1

2

E2
0

η0
= 1.33 mW/m2

• Puissance moyenne transportée par l’onde réfléchie :

〈Sr〉 =
1

2
Re(Êr Ĥr

∗
) =

1

2
|ρ|2 E

2
0

η0

Ces deux puissances moyennes sont indépendantes de z (milieu non dissipatif).

• Puissance moyenne absorbée par le cuivre = puissance transmise (en z = 0):

〈St〉 =
1

2
Re(Êt Ĥt

∗
) =

1

2
|τ |2 E2

0

|Zs|2
Re(Zs) = 1.16 10−7 W/m2

• En utilisant l’approximation Ht ≃ 2Hi :

〈St〉 =
1

2
Re(Zs)

(

2E0

η0

)2

= 1.16 10−7 W/m2
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Exercice 5.3 Application du th éor ème de Poynting à un bloc conducteur

On considère un bloc de cuivre semi-infini s’étendant dans l’espace z > 0, et une onde
plane incidente venant frapper le bloc à incidence normale.

Etablissez l’expression de la puissance dissipée dans le bloc de cuivre à partir du vecteur
de Poynting de l’onde transmise dans le bloc. Exprimez ensuite cette puissance en
fonction de l’amplitude du champ magnétique à la surface du bloc et vérifiez que le
résultat obtenu est identique à celui établi au cours par intégration directe de la puissance
dissipée par effet Joule.
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1. Calcul par intégration directe de la puissance dissipée par effet Joule : voir cours

• Champ électrique et densité de courant dans le cuivre :

~̂E = E0 e
−(1+j)z/δ x̂ ~̂J = σE0 e

−(1+j)z/δ x̂

• Puissance dissipée par effet Joule dans le bloc :

P =
1

2

∫

V
Re( ~̂J · ~̂E∗) dV

=
1

2
Rs

∆x

∆y
|Î|2

avec

- Rs =
1
σδ : la résistance par carré (1m largeur × 1 m hauteur)

- Î : le courant total traversant le bloc.

• Tout se passe comme si le courant se répartissait de manière uniforme sur une
épaisseur δ du bloc.
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2. Calcul à partir du vecteur de Poynting à la surface du bloc

Puissance totale dissipée dans le bloc = puissance pénétrant dans le bloc en z = 0

P =
1

2

∫

∆x

∫

∆y
Re( ~̂Et × ~̂H∗

t ) · dx dy ẑ

=
1

2
Re

∫

∆x

∫

∆y
(ZsĤ0Ĥ

∗
0 ) dx dy

=
∆x∆y

2
Rs |Ĥ0|2

avec |Ĥ0| l’amplitude du champ magnétique à la surface du bloc conducteur.

Il faut :
∆x∆y

2
Rs |Ĥ0|2 =

1

2
Rs

∆x

∆y
|Î|2 ⇒ |Ĥ0| =

|Î|
∆y
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3. Vérification par application du théorème d’Ampère

~̂H0

~̂J

ẑ

ŷ

x̂ C

BA

D Application du théorème d’Ampère sur
le contour ABCD (C,D → ∞)
∮

ABCD

~̂H · ~dℓ =
∫

S

~̂J · ~dS

= ∆y

∫ ∞

0
Ĵ dz

= Î = Ĥ0∆y

∫ B

A

~̂H · ~dℓ = Ĥ0∆y

∫ C

B

~̂H · ~dℓ =
∫ A

D

~̂H · ~dℓ = 0 ( ~H ⊥ ~dℓ)

∫ D

C

~̂H · ~dℓ = 0 ( ~H → 0 pour z → ∞)
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Exercice compl émentaire

1. Exercice EC. 4.1 :

• réflexion d’une onde plane à incidence normale sur un milieu diélectrique de
paramètre µr à déterminer à partir de la connaissance du champ magnétique
réfléchi,

• déterminez les expressions des impédances d’onde dans chaque milieu,

• déterminez les conditions aux limites des composantes des champs ~E et ~H , et
déduisez-en l’expression du coefficient de réflexion, et partant du champ
magnétique réfléchi à la surface du matériau.
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1. Paramètres caractéristiques de la propagation

• Exercice 6.1:

– ligne téléphonique de géométrie définie, de paramètres unitaires connus,
travaillant à une fréquence déterminée

– régime de haute ou basse fréquence ?
– hypothèse de ligne à faibles pertes ?
– calcul de paramètres caractéristiques de la propagation : α, Z0, vp.

2. Calcul des paramètres unitaires R, L, G et C de systèmes de propagation

• Exercice 6.2 :

– ligne microbande travaillant à une fréquence déterminée,
– calcul des paramètres unitaires pour une géométrie plane,
– régime de haute fréquence,
– R et L : prise en compte de l’effet pelliculaire.

• Exercice 6.3 :

– câble coaxial travaillant à deux fréquences données,
– détermination des paramètres en régime de basse et haute fréquence,
– R et L : prise en compte de l’effet pelliculaire,
– G : liée aux pertes dans le matériau diélectrique.
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Equations des t élégraphistes en r égime harmonique

Hypothèse : OTEM, champs ~E , ~H ⊥ direction de propagation z

• Modélisation de la ligne

Y dz

Î(z)

V̂ (z)

Î(z + dz)

V̂ (z + dz)

dz

V ~H~E
I

I

ẑ

Z dz

• Equations des télégraphistes

Lois de Kirchhoff sur le tronçon permettent d’obtenir

∂V̂ (z)

∂z
= −Z(ω)Î(z)

∂2V̂ (z)

∂z2
= Z(ω)Y (ω)V̂ (z)

∂Î(z)

∂z
= −Y (ω)V̂ (z)

∂2Î(z)

∂z2
= Z(ω)Y (ω)Î(z)
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Paramètres unitaires ou lin éiques

Y = G+ jωC :

C (pF/m): capacité associée à la distribution du champ électrique dans le
diélectrique séparant les deux conducteurs

G (S/m) : pertes ohmiques (courant de conduction selon x̂) et de polarisation dans
le diélectrique

Z(ω) = R+ jωL :

L (H/m): inductance totale liée à la distribution du champ magnétique à l’intérieur
(des) et entre les conducteurs; somme des inductance internes (influ-
ence de l’effet de peau) et externe

R (Ω/m) : pertes ohmiques (courants selon ẑ) dans le conducteur (influence de
l’effet de peau)
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Ondes V et I et param ètres de la propagation

• Solutions générales des équations des télégraphistes :

V̂ (z) = V̂+e
−γz + V̂−e

γz Î(z) =
V̂+

Z0
e−γz − V̂−

Z0
eγz

Somme d’ une onde incidente ou progressive se propageant selon +z et d’une onde
réfléchie se propageant selon −z

Expression temporelle

v(z, t) = |V̂+|e−αz cos(ω(t− z

v
) + 6 V̂+)) + |V̂−|eαz cos(ω(t+

z

v
) + 6 V̂−)

• Impédance caractéristique :

Z0 = R0 + jX0 =

√

Z

Y
=

√

R+ jωL

G+ jωC
=

V̂inc(z)

Îinc(z)

ELEN0076 7 - 5



• Constante de propagation

γ = α+ jβ =
√
ZY =

√

(R+ jωL)(G+ jωC)

α (Np/m) : coefficient d’atténuation β (rad/m) : vecteur d’onde

• Vitesse de phase et longueur d’onde :

v =
ω

β
λ =

2π

β
=

v

f

• Cas particuliers :

Z0 α β

Ligne idéale R = G = 0
√

L
C

0 ω
√
LC

Ligne à faibles pertes G ≪ ωC , R ≪ ωL
√

L
C

1
2

(

GZ0 +
R
Z0

)

ω
√
LC
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Exercice 6.1 Param ètres unitaires d’une ligne t éléphonique

Une ligne téléphonique de type bifilaire est constituée de deux conducteurs cylindriques
de rayon a = 0.2 mm placés parallèlement l’un à l’autre à une distance d = 0.6 mm.
Les fils sont isolés électriquement par un plastique (εr = 2). Les fils sont en cuivre
(σ = 5.8 107 S/m, εr = 1 et µr = 1).

A la fréquence de travail f = 1 kHz, on a mesuré les quatre paramètres unitaires
suivants : R = 100 Ω/km, C = 0.051 µF/km, L = 0.6 mH/km et G ≈ 0 S/m.

1. Cette ligne travaille-t-elle en régime de haute ou de basse fréquence ?

2. Travaille-t-elle en régime de faibles pertes ?

3. Déterminez l’impédance caractéristique, l’atténuation linéique et la vitesse de phase.

ELEN0076 7 - 7



1. Haute ou basse fréquence ?

Basse fréquence : courant ≃ uniformément réparti dans les conducteurs
Haute fréquence : effet pelliculaire, épaisseur de peau δ ≪ dimension du conducteur

Epaisseur de peau à la fréquence de f = 1 kHz :

δ =

√

2

ωµσ
= 2 mm ≫ a BF

2. Faibles pertes ?

R

ωL
=

100

2π1030.6 10−3
= 26.5 ≫ 1 non faibles pertes
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3. Impédance caractéristique :

Z0 =

√

R+ jωL

jωC
= 402.5−j387.6 Ω

(

≃
√

R

jωC
=

1− j√
2

√

R

ωC
= 395(1− j)

)

Constante de propagation :

γ =
√

jωC(R+ jωL) = 0.12 + j0.13 km−1

(

≃
√

jωRC =
1 + j√

2

√
ωRC = 0.12(1 + j)

)

Atténuation:

α = Re(γ) = 0.12 Np/km

Vitesse de phase :

v =
ω

β
= 49 103km/s
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Exercice 6.2 Param ètres unitaires d’une ligne microbande

Une ligne microbande (microstrip en anglais) est constituée d’un substrat isolant et
diélectrique, métallisé sur ses deux faces avec de l’aluminium. La face supérieure
véhicule un courant allant du générateur à la charge, le retour s’effectuant par la face
inférieure.

Déterminez les quatre paramètres unitaires C ,
L, R et G, l’impédance caractéristique Z0 et
le coefficient d’atténuation de cette ligne.

Donn ées :

Fréquence de travail : f = 18 GHz.

Aluminium : σ = 3.72 107 S/m, εr = 1 et µr = 1.

Diélectrique : Si02, σ et pertes diélectriques négligeables, εr = 3.8 et µr = 1.
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OTEM : dans un plan z = Cte : champ ~E réparti comme dans les problèmes

d’électrostatique, champ ~H réparti comme dans les problèmes de magnétostatique (dans
l’espace séparant les deux conducteurs).

1. Calcul de C

~E

-----------------

+++++++++++++ Effets de bord négligés, C d’un condensateur plan

C =
εw

d
= 168 pF/m

2. Calcul de G

σ et pertes diélectriques négligeables ⇒G = 0
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3. Calcul de Lext

• Inductance externe : due au champ ~H existant entre les conducteurs

ẑ

ŷ x̂

C
~H = 0

~H

I

I

S

Effets de bord négligés : ~H = H(x)ŷ
Application du théorème d’Ampère sur le contour C

∮

~H · ~dℓ = I = wH ⇒ ~H =
I

w
ŷ

Flux d’induction magnétique à travers la surface S de
1m de longueur:

φ =

∫

S

~B · ~dS =
µId

w
⇒ Lext =

φ

I
=

µd

w
= 0.25µH/m

ELEN0076 7 - 12



4. Impédance des conducteurs à la fréquence f = 18 GHz

HF ou BF ? Epaisseur de peau

δ =

√

2

ωµσ
= 0.62 µm ≪ h ⇒ HF

Bloc conducteur, impédance par carré : Zs =
1+j
σδ

. Pour un conducteur de largeur w et
de 1m de long (∆x = 1 , ∆y = w, voir cours théorique):

• Puissance dissipée par effet Joule :

P =
1

2

1

wσδ
|Î|2 = 1

2
R1|Î |2

Résistance de 1m de conducteur : R1 =
1

wσδ
= 4.35 kΩ/m

• Energie emmagasinée sous forme magnétique :

WM =
1

2

1

wωσδ
|Î|2 = 1

2
L1|Î |2

Inductance interne de 1 m de conducteur : L1 =
1

wωσδ
= 38 nH/m
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5. Paramètres unitaires

C =
εw

d
= 168 pF/m

L = Lext + 2L1 =
µd

w
+

2

wωσδ
= 0.33 µH/m

G = 0

R = 2R1 =
2

wσδ
= 8.7 kΩ/m
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6. Paramètres caractéristiques de la propagation :

Faibles pertes ?

R

ωL
= 0.233 ≪ 1 ???

G

ωC
= 0

valeur exacte hyp. faibles pertes

Z0

√

R+jωL
jωC

√

L
C

44.6− j5.13Ω 44.3Ω

γ
√

(R+ jωL)jωC R
2Z0

+ jω
√
LC

97.5 + j847.7 m−1 98.2 + j842.1 m −1
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Exercice 6.3 Param ètres unitaires d’un c âble coaxial

Un câble coaxial présente les paramètres suivants :

Paramètres géométriques : a = 1 mm, b = 1 cm et d = 1 mm.

Conducteurs : cuivre, σ = 5.8 107 S/m, ε = ε0 et µ = µ0.

Diélectrique : polystyrène, σ = 10−16 S/m, µ = µ0, et ε
′

= 2.5ε0,

ε
′′

/ε
′

= 10−5 à f = 1 kHz ; ε
′′

/ε
′

= 2 10−4 à f = 1 GHz

On demande de déterminer les paramètres unitaires C , L, R et G, l’impédance
caractéristique Z0 et le coefficient d’atténuation de ce câble, aux deux fréquences f = 1
kHz et f = 1 GHz.

Interprétez les différences observées.
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1. Calcul de C : paramètre indépendant de la fréquence

Effets de bord négligés, C d’un câble coaxial (voir exercice 2.4)

C =
2πε

ln b
a

= 60.3 pF/m

2. Calcul de Lext

Inductance externe : due au champ ~H existant entre les conducteurs, paramètre
indépendant de la fréquence

Lext d’un câble coaxial (voir exercice 3.5)

Lext =
µ

2π
ln

b

a
= 0.46 µH/m
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3. Calcul de G : lié au courant de conduction dans le diélectrique et aux pertes liées à la
polarisation

• permittivité complexe :

ε̃ = ε
′ − jε

′′

tot = ε
′ − j(ε

′′

+
σ

ω
)

• conductance (voir exercice 4.4)

G = ωε
′′

totf(d) =
ωε

′′

tot2π

ln b
a

= (σ + ωε
′′

)
2π

ln b
a

• ε
′′

différents à f = 1 kHz et 1 GHz

f = 1 kHz f = 1 GHz

ωε′′ = 1.4 10−12 ≫ σ ωε′′ = 2.8 10−5 ≫ σ

pertes diélectriques dominent

G = 3.8 10−12 S/m G = 75.8 µS/m
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4. Impédance des conducteurs

• HF ou BF ? Epaisseur de peau δ =
√

2
ωµσ

• f = 1 kHz , δ = 2 mm > a, d : BF

• f = 1 GHz , δ = 2 µm ≪ a, d : HF

• Bloc conducteur cylindrique, impédance pour un m de conducteur : Z = R+ jωL
BF - 1 kHz HF - 1 GHz

≃ courant uniformément réparti sur la
section

≃ courant uniformément réparti sur
épaisseur de peau δ

R1 =
1

σπa2
R1 =

1
σ2πaδ

R2 =
1

σπ((d+b)2−b2)
R2 =

1
σ2πbδ

L1 =
µc

8π L1 =
R1

ω

L2 = Lcext L2 =
R2

ω

voir exercice 3.5
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5. Paramètres unitaires

f = 1 kHz

C =
2πε

ln b
a

= 60.4 pF/m

L = Lext + L1 + L2 =
µ

2π
ln

b

a
+

µc

8π
+

µc

2π

(

c4

(c2 − b2)2
ln

b

c
−

1
4b

2 − 3
4c

2

c2 − b2

)

L = 0.52 µH/m avec c = b+ d

G = 3.8 10−12 S/m

R = R1 +R2 =
1

σπa2
+

1

σπ ((b+ d)2 − b2)
= 5.8 mΩ/m
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f = 1 GHz

C =
2πε

ln b
a

= 60.4 pF/m

L = Lext + L1 + L2 =
µ

2π
ln

b

a
+

1

σω2πδ
(
1

a
+

1

b
) = 0.46 µH/m ≃ Lext

G = 75.8 µS/m

R = R1 +R2 =
1

σ2πδ
(
1

a
+

1

b
) = 1.44 Ω/m
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6. Paramètres caractéristiques de la propagation :

à f = 1 kHz

• Faibles pertes ? non
R

ωL
≃ 1

• Impédance caractéristique :

Z0 =

√

R+ jωL

G+ jωC
= 114− j66.5 Ω

• Atténuation :

γ =
√

(R+ jωL)(G+ jωC) = 25 10−6 + j43 10−6

α = Re(γ) = 25 10−6 Np/m
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à f = 1 GHz

• Faibles pertes ? oui

R

ωL
= 5.2 10−4 ≪ 1

G

ωC
= 210−4 ≪ 1

• Impédance caractéristique :

Z0 ≃
√

L

C
= 87.4 Ω

• Atténuation :

α ≃ R

2Z0
+

Z0G

2
= 0.012 Np/m
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Exercices compl émentaires

1. Exercice EC. 5.1 :

• calcul des paramètres unitaires et des paramètres de la propagation pour une
ligne bifilaire.
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1. Lignes de transmission : ondes stationnaires en régime harmonique

• Exercice 6.4:

– ligne de transmission idéale fermée sur une impédance de charge complexe,
– calcul du coefficient de réflexion ρ et du taux d’ondes stationnaires S,
– détermination de l’impédance équivalente vue à l’entrée de la ligne,
– illustration des ondes stationnaires : localisation des maxima et minima et tracé

de l’amplitude de la tension le long de la ligne.

• Exercice 6.5 :

– application : mesure d’une impédance en haute fréquence,
– l’impédance ZL à déterminer est connectée à l’extrémité d’une ligne idéale,
– mesures : Vmax, Vmin et la localisation d’un minimum de l’amplitude de la

tension,
– on déduit : S ⇒ |ρ|, emplacement du minimum ⇒ 6 ρ, ρ ⇒ ZL.
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2. Ligne quart-d’onde

• Exercice 6.6 :

– illustration des caractéristiques de la propagation sur une ligne de transmission
de longueur égale à λ/4,

– allures de |V̂ (z)| et |Î(z)|, pour différentes terminaisons : court-circuit, circuit
ouvert, résistance de charge.

• Exercice 6.7 :

– illustration du principe de l’adaptation d’une charge à sa ligne d’alimentation,
– calcul de divers paramètres de la propagation.

ELEN0076 8 - 3



Ligne termin ée sur une imp édance de charge ZL

z0−ℓ

Z0 ZL

• Ondes de tension et de courant:

V̂ (z) = V̂+e
−γz+V̂−e

γz = V̂+(e
−γz+ρeγz)

Î(z) =
V̂+

Z0
e−γz − V̂−

Z0
eγz

• Coefficient de réflexion (à la charge):

ρ =
V̂−

V̂+

=
ZL − Z0

ZL + Z0

• Impédance vue de l’entrée de la ligne :

Zin(ℓ) =
V̂ (z = −ℓ)

Î(z = −ℓ)
= Z0

ZL cosh(γℓ) + Z0 sinh(γℓ)

Z0 cosh(γℓ) + ZL sinh(γℓ)

Cas de la ligne idéale :

Zin(ℓ) = Z0
ZL + jZ0 tan(βℓ)

Z0 + jZL tan(βℓ)
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Cas particuliers

ZL Zin ρ

Ligne adaptée Z0 Z0 0

Ligne cc. ZL = 0 jZ0 tan(βℓ) -1

Ligne ouverte ZL = ∞ −jZ0 cot(βℓ) 1
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Lignes id éales : ondes stationnaires

• Coefficient de réflexion généralisé :

Γ(z) =
V̂refl(z)

V̂inc(z)
=

V̂−e
jβz

V̂+e−jβz
= ρe2jβz = |ρ|ej(2βz+θρ)
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• Allure de |V̂ (z)| le long de la ligne

V̂ (z) = V̂+e
−jβz(1 + Γ(z))

|V̂ (z)| = |V̂+||1 + Γ(z)| = |V̂+|
√

1 + |ρ|2 + 2|ρ| cos(2βz + θρ)

zmin

zmax

Vmax = |V̂+|(1 + |ρ|) Vmin = |V̂+|(1− |ρ|)
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Phase des ondes incidente et réfléchie :

onde incidente

onde réfléchie

π

2π

π
zmin

zmax zmin
zmax
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• Maxima=ventre de la tension lorsque onde incidente et onde réfléchie sont en phase

−βz = βz + θρ + 2kπ ⇒ zmax = − λ

4π
θρ − k

λ

2

Deux maxima successifs sont séparés de λ/2

• Minima=noeud de la tension lorsque onde incidente et onde réfléchie sont en
opposition de phase

−βz = βz + θρ + (2k + 1)π ⇒ zmin = − λ

4π
θρ − k

λ

2
− λ

4

Deux minima successifs sont séparés de λ/2
Un maximum et un minimum sont séparés de λ/4

• Taux d’ondes stationnaires :

S =
Vmax

Vmin
=

1 + |ρ|
1− |ρ| ⇒ |ρ| = S − 1

S + 1
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Courant et imp édance

Î(z) =
V̂+

Z0
(e−jβz − ρejβz) =

V̂+

Z0
e−jβz(1− Γ(z))

• En un maximum de tension, ondes incidente et réfléchie de courant sont en
opposition de phase ⇒ minimum de courant (Z0 réel)

Imin =
|V+|
Z0

(1− |ρ|)

Zmax =
V̂ (zmax)

Î(zmax)
= Z0

V̂+(1 + |ρ|)
V̂+(1− |ρ|)

= SZ0 impédance réelle !

• En un mimimum de tension, ondes incidente et réfléchie de courant sont en phase ⇒
maximum de courant

Imax =
|V+|
Z0

(1 + |ρ|)

Zmin =
V̂ (zmin)

Î(zmin)
= Z0

V̂+(1− |ρ|)
V̂+(1 + |ρ|)

=
Z0

S
impédance réelle !
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Exercice 6.4 - Allure de l’amplitude de la tension le long d’u ne ligne en r égime
harmonique

Une ligne de transmission idéale d’impédance caractéristique Z0 = 75 Ω et de longueur
ℓ = 0.6λ est terminée sur une charge d’impédance ZL = 100 + j150 Ω.

1. Déterminez le taux d’ondes stationnaires S et la position des maxima et minima de la
tension le long de la ligne.

2. Esquissez l’allure de |V̂ (z)|.
3. Déterminez l’impédance vue au droit de l’emplacement z = −0.4λ, l’impédance

d’entrée de la ligne ainsi que les impédances Zmin et Zmax vues au droit des
minima et maxima de tension.
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1. Taux d’ondes stationnaires S et emplacement des maxima et minima de |V |
• Coefficient de réflexion

ρ =
ZL − Z0

ZL + Z0
= 0.51 + j0.42 = 0.66ej0.7

• |ρ| → S :

S =
Vmax

Vmin
=

1 + |ρ|
1− |ρ| = 4.9

• θρ → zmax, zmin :

−zmax = θρ
1

2β
+ k

π

β
ou β =

2π

λ

−zmax = θρ
λ

4π
+ k

λ

2
= 0.056λ + k

λ

2

Longueur de la ligne : ℓ = 0.6λ ⇒
2 maxima : −zmax,1 = 0.056λ (k = 0), −zmax,2 = 0.556λ (k = 1)

1 minimum : −zmin,1 = −zmax,1 +
λ
4 = 0.306λ
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2. Allure de |V̂ (z)|

|V̂ (z)| = |V̂+||1 + Γ(z)| = |V̂+|
√

1 + |ρ|2 + 2|ρ| cos(2βz + θρ)

z

−ℓ

−0.056λ−0.306λ−0.556λ

Vmin

Vmax
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3. Impédances

Zin(z = −ℓ) = Z0
ZL + jZ0 tan(βℓ)

Z0 + jZL tan(βℓ)

• Impédance vue de z = −ℓ1 = −0.4λ

βℓ1 = 0.8π ⇒ Zin = 22 + j47.6 Ω

• Impédance d’entrée de la ligne : ℓ = 0.6λ

βℓ = 1.2π ⇒ Zin = 133.6− j165.7 Ω

• Impédance aux maxima de la tension :

Zmax = SZ0 = 367.5 Ω

• Impédance aux minima de la tension :

Zmin =
Z0

S
= 15.3 Ω
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Exercice 6.5 - Mesure d’une imp édance en hautes fr équences

Une ligne idéale d’impédance caractéristique Z0 = 50 Ω alimente une impédance de
charge ZL, que l’on cherche à déterminer. La mesure de la tension le long de la ligne
fournit un taux d’ondes stationnaires S = 3. Le premier minimum de la tension est
également localisé à une distance zmin = 0.33 λ de la charge.

Déterminez la valeur de l’impédance de charge ZL.
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Principe

• S → |ρ|
• ℓmin → θρ

• ρ → ZL

S =
1 + |ρ|
1− |ρ| ⇒ |ρ| = S − 1

S + 1
=

1

2

ℓmin = θρ
λ

4π
+

λ

4
⇒ θρ = 0.32π = 1

ρ = 0.5ej1 ⇒ ZL = Z0
1 + ρ

1− ρ
= 52.5 + j59.1 Ω
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Exercice 6.6 - Ligne id éale quart d’onde

On considère un tronçon de ligne idéale d’impédance caractéristique Z0 et d’une
longueur ℓ égale au quart de la longueur d’onde du signal transmis. Pour chacune des
situations suivantes :

1. ligne laissée ouverte à son extrémité;

2. ligne court-circuitée;

3. ligne terminée sur une résistance de charge R1 < Z0;

4. ligne terminée sur une résistance de charge R2 > Z0;

déterminez :

• le coefficient de reflexion et le taux d’ondes stationnaires ;

• l’expression et l’allure du module de la tension et du courant le long de la ligne ;

• l’impédance vue de l’entrée de la ligne.
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Ligne d’une longueur d’un quart de la longueur d’onde :

ℓ =
λ

4
, βℓ =

2π

λ

λ

4
=

π

2

1. Ligne ouverte.

ZL = ∞ , ρ =
ZL − Z0

ZL + Z0
= 1 S =

1 + |ρ|
1− |ρ| = ∞

V̂ (z) = V̂+e
−jβz + V̂+e

jβz = 2V̂+ cosβz

Î(z) =
V̂+

Z0
e−jβz − V̂+

Z0
ejβz = −2jV̂+

Z0
sin βz

Zin1 =
V̂ (−ℓ)

Î(−ℓ)
= 0

|Î(z)|

z

|V̂ (z)|

z
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2. Ligne court-circuitée.

ZL = 0 , ρ =
ZL − Z0

ZL + Z0
= −1 S =

1 + |ρ|
1− |ρ| = ∞

V̂ (z) = V̂+e
−jβz − V̂+e

jβz = −2jV̂+ sin βz

Î(z) =
V̂+

Z0
e−jβz +

V̂+

Z0
ejβz =

2V̂+

Z0
cosβz

Zin2 =
V̂ (−ℓ)

Î(−ℓ)
= ∞

|Î(z)|

z

|V̂ (z)|

z
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3. Résistance de charge R1 < Z0.

ZL = R1 , ρ =
R1 − Z0

R1 + Z0
< 0 θρ = π

|V̂ (z)| = |V̂+|
√

1 + |ρ|2 + 2|ρ| cos(2βz + π)

maximum en zmax = −λ

4
minimum en zmin = 0

|Î(z)| = |V̂+|
Z0

√

1 + |ρ|2 + 2|ρ| cos(2βz)

maximum en zmax = 0 minimum en zmin = −λ

4

Zin3 = Z0
R1 + jZ0tgπ

2

Z0 + jR1tgπ
2

=
Z2
0

R1
> Z0

|Î(z)|

z

|V̂ (z)|

z
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4. Résistance de charge R2 > Z0.

ZL = R2 , ρ =
R2 − Z0

R2 + Z0
> 0 θρ = 0

|V̂ (z)| = |V̂+|
√

1 + |ρ|2 + 2|ρ| cos(2βz)

maximum en zmax = 0 minimum en zmin = −λ

4

|Î(z)| = |V̂+|
Z0

√

1 + |ρ|2 + 2|ρ| cos(2βz + π)

maximum en zmax = −λ

4
minimum en zmin = 0

Zin4 = Z0
R2 + jZ0tgπ

2

Z0 + jR2tgπ
2

=
Z2
0

R2
< Z0

|Î(z)|

z

|V̂ (z)|

z

On remarque que dans les situations 3 et 4 :

ZL.Zin = Z2
0
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Exercice 6.7 - Adaptation par tronçon de ligne quart d’onde

Une ligne de longueur ℓ1 = 10 m et d’impédance caractéristique Z01 = 300 Ω doit être
connectée à une deuxième ligne, d’impédance caractéristique Z02 = 150 Ω, de
longueur ℓ2 = 20 m, et terminée sur une charge ZL = 150 Ω.

Les lignes sont constituées de câbles coaxiaux remplis avec un diélectrique de
permittivité relative εr = 2.25 et sont considérées sans perte. La fréquence de travail est
f = 50 MHz.

1. Si les deux lignes sont connectées directement, déterminez le taux d’ondes
stationnaires dans le tronçon de longueur ℓ1.

Z02 = 150Ω

ℓ2ℓ1

ZLZ01 = 300Ω
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2. On souhaite à présent connecter les deux lignes par l’intermédiaire d’un adaptateur
quart d’onde, constitué d’un câble coaxial rempli avec le même diélectrique.

Z01 = 300Ω Z02 = 150Ω

ℓ1 λ

4

ℓ2

ZL

adaptateur

Z0

(a) Déterminez la longueur ℓ et l’impédance caractéristique Z0 du tronçon
intermédiaire permettant de réaliser l’adaptation à la première ligne.

(b) Déterminez le coefficient de réflexion au droit de l’entrée de la deuxième ligne
(impédance caractéristique Z02) et au droit de l’entrée de l’adaptateur. En
déduire le taux d’ondes stationnaires dans le tronçon de longueur ℓ1 et celui dans
l’adaptateur.
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1. Lignes en cascade sans adaptateur.

• Impédance vue à l’entrée du tronçon de ligne 2 :
la ligne est adaptée (ZL = Z02) et Zin(−ℓ2) = Z02

• Taux d’ondes stationnaires dans le tronçon de ligne 1:

• la ligne 1 est terminée sur l’impédance équivalente Zeq = Zin(−ℓ2) = 150Ω

• coefficient de réflexion correspondant :

ρ =
Zeq − Z01

Zeq + Z01
= −1/3

• taux d’ondes stationnaires :

S =
1 + |ρ|
1− |ρ| = 2
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2. Adaptation par tronçon quart d’onde.

(a) Adaptation au tronçon de ligne 1 si à l’entrée de l’adaptateur Zin = Z01

L’adaptateur est terminé sur l’impédance équivalente Zeq = Z02. Pour une longueur

d’adaptateur de λ
4 :

Zin =
Z2
0

Z02

On déduit l’impédance caractéristique de l’adaptateur :

Z0 =
√

Z01Z02 = 212.1Ω

Longueur de l’adaptateur :

vp =
1√
εµ0

=
3108√

εr
= 2108 m/s , λ =

vp
f

= 4m , ℓ =
λ

4
= 1m
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(b) Coefficients de réflexion et taux d’ondes stationnaires

• dans l’adaptateur terminé sur Zeq = Z02

ρ =
Z02 − Z0

Z02 + Z0
= −0.17 , S =

1 + |ρ|
1− |ρ| = 1.4

• dans le tronçon de ligne 1 : ligne adaptée

ρ = 0 , S = 1
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Exercices compl émentaires

1. Exercice EC. 5.2 :

• ligne de transmission terminée sur une impédance de charge RC,

• calcul de divers paramètres de la propagation,

• allure de |V̂ (z)|.
2. Exercice EC. 5.3 :

• adaptation de deux lignes de transmissions de type câble coaxial par un
adaptateur quart d’onde,

• déterminez tout d’abord l’impédance caractéristique que doit présenter
l’adaptateur,

• recherchez ensuite les dimensions et/ou la permittivité du diélectrique qui
permettent d’obtenir cette impédance caractéristique.
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1. Adaptation de la ligne à son impédance de charge

• Exercice 6.8 :

– adaptation d’un réseau d’antennes par ajout d’un “stub” en court-circuit en
parallèle sur la ligne,

– illustration de l’adaptation par l’ajout d’un stub : où placer le stub sur la ligne ?,
quelle longueur pour le stub ?

– utilisez les admittances des éléments pour réaliser la mise en parallèle des
deux tronçons de ligne.

2. Bilan de puissance dans une ligne idéale

• Exercice 6.9 :

– ligne de transmission alimentée par un générateur et fermée par une
impédance de charge,

– détermination des valeurs de la la tension à l’entrée et à la sortie de la ligne,
– calcul de la puissance moyenne transmise à la charge.
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3. Forme des champs ~E et ~H pour le mode TEM

• Exercice 6.10 :

– ligne de transmission vue comme un guide d’ondes propageant un mode TEM,

– illustration de la forme des champs ~E et ~H pour une géométrie coaxiale,

– relations entre les champs ~E et ~H et les ondes V̂ et Î ,
– recours au vecteur de Poynting pour la dérivation de la puissance moyenne

transportée.
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Exercice 6.8 - Adaptation d’un r éseau d’antennes par ajout d’un “stub”

Un réseau d’antennes est constitué de la mise en parallèle d’un ensemble de 10 antennes
identiques, chacune alimentée par une ligne idéale. Chaque antenne est adaptée à sa
ligne d’alimentation de sorte que l’impédance caractéristique de chaque ligne
d’alimentation Z0 est égale à l’impédance de l’antenne ZL = 50Ω. On désire réaliser
l’adaptation de ce réseau d’antennes à sa ligne d’alimentation principale d’impédance
caractéristique Z0 = 50Ω. A cette fin, on place en parallèle sur la ligne d’alimentation
principale, à une distance ℓ1 du réseau d’antennes, un stub en court-circuit de même
impédance caractéristique Z0 et de longueur ℓ2.

Déterminez les valeurs de ℓ1 et ℓ2 qui réalisent l’adaptation. Pour ces valeurs, que vaut le
taux d’ondes stationnaires (i) dans la ligne au droit du réseau d’antennes, (ii) dans le stub
au droit du court-circuit ?

Donn ées :

Fréquence de travail : f = 1 GHz.

Constantes caractéristiques des lignes : εr = 2.3 et µr = 1.
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Principe

• Soit Y1(ℓ1) = G1(ℓ1) + jB1(ℓ1) l’admittance vue en z = −ℓ1 au droit du tronçon
de ligne terminé sur le réseau d’antennes

• Soit Ycc(ℓ2) = −jY0 cot(βℓ2) = jB2(ℓ2) l’admittance du stub cc. de longueur ℓ2

• Les deux éléments sont connectés en parallèle, l’admittance équivalente vaut :

Y = G1(ℓ1) + jB1(ℓ1) + jB2(ℓ2)

• Pour réaliser l’adaptation, il faut : Y = Y0 avec Y0 réel

1. Déterminer ℓ1 tel que G1(ℓ1) = Y0

2. ℓ1 fixé, on a : Y1 = Y0 + jB1 avec B1 connu

3. Déterminer ℓ2 tel que B2(ℓ2) = −B1
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• Impédance du réseau de 10 antennes en parallèle : ZL = Z0/10 = 5 Ω

• Longueur d’onde :

λ =
v

f
= 19.8 cm avec v =

1√
εµ

= 1.98 108 m/s

• Admittance Y1

Y1(ℓ1) = Y0
Z0 + jZL tan(βℓ1)

ZL + jZ0 tan(βℓ1)

• Il faut :

Re(Y1) = Y0 ⇔ 250 + 250 tan2(βℓ1) = 25 + 2500 tan2(βℓ1)

tan(βℓ1) = ±
√

1

10

• deux solutions possibles pour ℓ1:

ℓ
(a)
1 = 0.049λ = 0.96 cm ℓ

(b)
1 = 0.451λ = 8.94 cm
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• On trouve

B1(ℓ
(a)
1 ) = −2.846Y0 B1(ℓ

(b)
1 ) = 2.846Y0

• Solution (a) : ℓ1 = 0.049λ

Il faut : B2(ℓ2) = 2.846Y0

Y0 cot(βℓ2) = −2.846Y0 ⇒ ℓ2 = 0.446λ = 8.83 cm

• Solution (b) : ℓ1 = 0.451λ

Il faut : B2(ℓ2) = −2.846Y0

Y0 cot(βℓ2) = 2.846Y0 ⇒ ℓ2 = 0.054λ = 1.07 cm
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Taux d’ondes stationnaires :

• Dans le tronçon de ligne [−ℓ1, 0]:

ρ =
ZL − Z0

ZL + Z0

= −0.82 S =
1 + |ρ|
1− |ρ| = 10.1

• Dans le stub cc. :
ρ = −1 S = ∞

• Dans le tronçon de ligne [−ℓ,−ℓ1]:

ρ = 0 S = 1

Pas de réflexion, adaptation !
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Exercice 6.9 - Bilan de puissance dans une ligne quart d’onde

Un générateur de tension efficace Vg = 15 V et d’impédance interne Zg = 75 Ω
alimente une charge d’impédance ZL = 60 Ω par l’intermédiaire d’une ligne de
transmission idéale d’impédance caractéristique Z0 = 75 Ω et de longueur ℓ = λ/4.

1. Que vaut l’impédance d’entrée Zin(−ℓ) ?

2. Que vaut la puissance moyenne délivrée à la ligne ?

3. Quelle est la tension développée aux bornes de la charge, en z = 0 ?

4. Quelle est la puissance moyenne dissipée par la charge ?

5. Esquissez l’allure de |V̂ (z)| pour −ℓ < z < 0.
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1. Impédance d’entrée :

ℓ =
λ

4
⇒ Zin(−ℓ) =

Z2
0

ZL
= 93.75 Ω

2. Circuit électrique équivalent : remplacer la ligne fermée sur ZL par l’impédance
d’entrée Zin

+
-

Î(−ℓ)

V̂g Zin

z = −ℓ

Zg

V̂ (−ℓ)

V̂ (−ℓ) = V̂g
Zin

Zg + Zin
= 8.33 V

Î(−ℓ) =
V̂g

Zg + Zin
= 89 mA

Pin = Re(V̂ (−ℓ)Î∗(−ℓ)) = 0.74 W

Les amplitudes de v et i sont exprimées en valeur efficace !!
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3. Exprimer les conditions aux limites à l’entrée de la ligne (au générateur) et à la
charge :

au générateur z = −ℓ :V̂ (−ℓ) = V̂+(e
jβℓ + ρe−jβℓ) = 8.33

avec ρ =
ZL − Z0

ZL + Z0
= −0.11 ⇒ V̂+ = −7.5j

à la charge z = 0 :V̂ (0) = V̂+(1 + ρ) = −j6.67

v(t)|z=0 =
√
2 6.67 cos(ωt− π

2
) V

4. Puissance consommée par la charge :

z = 0

ZL

ÎL = Î(0) = V̂L

ZL

V̂L = V̂ (0)

PL = Re(V̂LÎ
∗
L) = Re(

V 2
L

Z∗
L

) = 0.74 W = Pin !!

Ligne idéale, pas de pertes dans la ligne.
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5. Allure de |V̂ (z)|

|V̂ (z)| = |V̂+|
√

1 + |ρ|2 + 2|ρ| cos(2βz + π) = 7.5

√

1.012− 0.22 cos(
4π

λ
z)

zmax = −λ

4
= −ℓ zmin = 0

|V |

z/λ

On vérifie :

S =
1 + |ρ|
1− |ρ| =

1.11

0.89
=

8.33

6.67
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Exercice 6.10 - Propagation d’un mode TEM dans un c âble coaxial

Un câble coaxial est caractérisé par les paramètres suivants :

rayons intérieur et extérieurs : a = 1.2 mm, b = 3.25 mm

épaisseur du conducteur extérieur : d = 2 mm

propriétés diélectriques à f = 100 MHz : ε
′

= 1.3ε0 et ε
′′ ≈ 0

conducteurs considérés parfaits.

Le câble est alimenté par un signal sinusoı̈dal d’amplitude de crête V0 = 500 V et de
fréquence f = 100 MHz. Ce signal se propage sous la forme d’un mode TEM (onde
progressive).

1. Esquisser l’allure des lignes de champ de ~E et ~H dans une section transverse.

2. Déterminer les expressions des phaseurs ~̂E et ~̂H en fonction de V0 et des
paramètres du câble. Travailler en coordonnées cylindriques.

3. Déterminer l’expression et la valeur numérique de la puissance moyenne transportée
par le signal, (i), en utilisant le vecteur de Poynting, (ii), en utilisant la théorie des
lignes de transmission (pour rappel, Z0 = (η/2π)ln[b/a]).
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• Propagation selon z, symétrie selon θ

~̂E(r, z) = ~̂E(r)e−γz ~̂H(r, z) = ~̂H(r)e−γz

• Mode TEM : Êz = Ĥz = 0, pas de pertes : γ = jβ = jω
√
εµ

• Dans un plan transverse à la direction de propagation, c-à-d z fixé, les champs
présentent une forme semblable à celle des champs statiques

~̂E(r) = Êr(r)r̂ ~̂H(r) = Ĥθ(r)θ̂

1. Lignes de champ :

-
-
-
-
-

-
-

-----
-

-
-
-

-
-

+
+
+ + +

+
+++

σS = n̂ · ~E

- -

~JS = n̂× ~H
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2. Expressions des phaseurs Ê et Ĥ

Dans une section transverse, on définit :

• la tension : V̂ (z) =
∫ b

a
~̂E(z) · ~dℓ et le courant : Î(z) =

∮

C
~̂H(z) · ~dℓ

!! Les contours d’intégration sont entièrement contenus dans un plan transverse

• par application du théorème de Gauss sur une surface cylindrique de rayon r, on

dérive : ~̂E(r) = Â
r
r̂ et en z = 0 (pris au générateur)

V̂0 =

∫ b

a

Â

r
r̂ · r̂dr = Â ln b/a ⇒ Â =

V̂0

ln b/a

Expression du champ électrique :

~̂E(r, z) =
V̂0

ln b/a

1

r
e−jβz r̂

~E(r, z, t) =
V0

ln b/a

1

r
cos(ωt− βz)r̂
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• De ~∇× ~̂E = −jωµ ~̂H on tire :

∂Êr

∂z
= −jωµĤθ

Êr = ηĤθ avec η =

√

µ

ε

Expression du champ magnétique:

~̂H(r, z) =
V̂0

η ln b/a

1

r
e−jβz θ̂

~H(r, z, t) =
V0

η ln b/a

1

r
cos(ωt− βz)θ̂
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3. Puissance moyenne transportée

a. A partir du vecteur de Poynting

< ~S > =
1

2
Re( ~̂E × ~̂H∗)

=
V 2
0

2η(ln b/a)2
1

r2
ẑ

Puissance moyenne transportée :

P =

∫

S

< ~S > · ~dS

=
π

η

V 2
0

ln b/a
= 2.4 kW

ẑ~S
~E

~H
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b. A partir de la théorie des lignes de transmission

P =
1

2
Re(V̂ (z)Î∗(z)) =

1

2

|V̂ (z)|2
Z0

Z0 =
V̂ (z)

Î(z)
est l’impédance caractéristique de la ligne

Expressions des tension et courant :

V̂ (z) =

∫ b

a

~̂E · ~dℓ = V̂0e
−jβz

Î(z) =

∮

~̂H · ~dℓ = 2π

η ln b/a
V̂0e

−jβz

Z0 =
η

2π
ln b/a = 52 Ω

Finalement

P =
V 2
0

2Z0
=

π

η

V 2
0

ln b/a
= 2.4 kW
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Exercices compl émentaires

1. Exercice EC. 5.4 :

• adaptation d’une impédance complexe par un adaptateur quart d’onde et un stub
en court-circuit,

• s’inspirer de l’exercice 6.8 pour déterminer la longueur du stub en court-circuit de
manière à obtenir une admittance équivalente réelle,

• résoudre ensuite le problème classique de l’adaptation à une charge résistive par
un adaptateur quart d’onde.

2. Exercice EC. 5.5 :

• vérification de l’adaptation par ajout d’un stub ouvert,

• s’inspirer de l’exercice 6.8.
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• Exercice 7.1 :

– propagation d’une impulsion brève de tension dans une ligné idéale fermée sur
une résistance de charge,

– détermination des réflexions se produisant aux deux extrémités de la ligne,

– prise en compte des ondes de tension et de courant,

– analyse de l’énergie dissipée aux cours des réflexions.

• Exercice 7.2 :

– propagation d’un échelon de tension dans une ligne idéale,

– détermination des réflexions se produisant aux deux extrémités de la ligne,

– application du principe de superposition pour déterminer la valeur finale de la
tension.

• Exercice 7.3 :

– charge d’un condensateur au travers d’une ligne,

– régime transitoire : pas de notion d’impédance

– appliquer les conditions aux limites aux extrémités de la ligne pour déterminer la
tension aux bornes du condensateur.
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Lignes en temporel

• Transmission de signaux 6= signaux sinusoı̈daux : impulsion, échelon, ...

• Spectre de fréquences large

• Superposition : traiter propagation de chaque composante de Fourier

• Sous l’ hypothèse d’une ligne idéale:

• vitesse vp indépendante de ω : toutes les composantes fréquentielles se
propagent à la même vitesse, pas de distorsion du signal;

• atténuation nulle : α = 0

• impédance caractéristique réelle

• ⇒ le signal se propage sans modification de forme

• considérer la propagation du signal temporel de forme inchangée à la vitesse vp

• appliquer les conditions aux limites aux extrémités de la ligne (z = 0 et z = −ℓ)

on ne peut plus parler d’impédances Z , d’admittances Y ou de phaseurs !!
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Exercice 7.1 - Propagation d’une impulsion carr ée dans une ligne id éale

+
-

Rg

RL

Z0

Vg

1 V

1 ns

t

z
0−ℓ

ligne idéale
Vg

Une ligne idéale d’impédance caractéristique Z0 = 50 Ω, de longueur ℓ = 2 m et de
vitesse de phase vp = 108 m/s est terminée sur une résistance de charge RL = 20 Ω,
et alimentée par un générateur de résistance interne Rg = 30 Ω. Ce générateur délivre
un signal sous forme d’impulsions carrées de durée ∆ = 1 ns et de tension V0 = 1 V.

On demande

1. de tracer l’allure de la tension et du courant en fonction du temps, au droit de z = 0
et z = −ℓ/2. On se limitera aux deux premières impulsions reçues à ces positions ;

2. de calculer la fraction de l’énergie fournie au générateur qui est dissipée dans la
charge RL.
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1. t = 0
Une impulsion est émise par le générateur = onde incidente, pas encore d’onde
réfléchie.

Conditions aux limites à l’entrée de la ligne : l’impulsion “voit” l’impédance
caractéristique Z0 (réelle !).
La ligne peut être remplacée par son impédance caractéristique Z0

+
- V (−ℓ)

I(−ℓ)Rg

Z0Vg

z = −ℓ

V (−ℓ, 0) = V+ = Vg
Z0

Rg + Z0
= 0.625 V

I(−ℓ, 0) = I+ =
V+

Z0
= 12.5 mA

2. L’onde se propage le long de la ligne : temps nécessaire pour atteindre l’extrémité
z = 0 : T = ℓ

vp
= 20 ns

Hypothèse : ∆≪ T : impulsion “quasi” instantanée (pas de superposition d’ondes
le long de la ligne, uniquement aux extrémités)
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3. t = T :

L’impulsion subit une réflexion sur la résistance de charge RL en z = 0.
Conditions aux limites :

VL = RLIL = V (0, T ) = V+ + V
−

IL = I(0, T ) = I+ + I
−
=

V+

Z0
−

V
−

Z0

On déduit :

V
−
=

RL − Z0

RL + Z0
V+ = ρL V+ = −0.429V+ = −0.268 V

I
−
= −

V
−

Z0
= −ρLI+ = 5.36 mA

L’onde V+ est réfléchie avec le coefficient de réflexion ρL

4. T < t < 2T :

L’onde V
−

se propage vers le générateur.
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5. t = 2T :

L’onde V
−

subit une réflexion sur le générateur avec un coefficient

ρg =
Rg − Z0

Rg + Z0
= −0.25

V+2 = ρg V−
= ρLρg V+ = 0.067 V I+2 = −ρgI− = ρLρgI+ = 1.34 mA

6. 2T < t < 3T :

L’onde V+2 se propage vers la charge.

7. t = 3T :

L’onde V+2 subit une réflexion sur la charge avec le coefficient ρL

V
−2 = ρL V+2 = ρ2Lρg V+ = −0.029 V , I

−2 = −ρLI+2 = −ρ
2
LρgI+ = 0.58 mA

8. 3T < t < 4T :

L’onde V
−2 se propage vers le générateur.

Le processus de réflexions successives se poursuit indéfiniment.
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Schéma temporel des réflexions :

20

10

z = −ℓ/2

V
−
+ V2+ = −0.201 V

I
−
+ I2+ = 6.70 mA

I2+ + I2− = 1.92 mA

V2+ + V2− = 38 mV

I+ + I
−
= 17.86 mA

V+ + V
−
= 0.357 V

V2−

V2+

V
−

V+

t (ns) t

z

On vérifie : (t > ∆)

V (−ℓ, t) +RgI(−ℓ, t) = 0 V (0, t) = RLI(0, t)
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• Tension et courant à la charge (z = 0)

0.357

t (ns)

I(0)

17.86

1.92

V (0)

t (ns)

0.038

6020 20 60

• Tension et courant à la moitié de la ligne (z = −ℓ/2)

50

5.36

1.34

12.5

10

0.067

-0.268

0.625

5010

I(−ℓ/2)V (−ℓ/2)

t (ns)t (ns)
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Energie dissip ée

• Energie fournie par le générateur (1ère impulsion) : E = VgI+∆

• Energie transportée par la 1ère impulsion incidente dans la ligne :
E+ = V+I+∆ = E Z0

Z0+Rg

La différence E −E+ est consommée par la résistance Rg : E −E+ = RgI
2
+∆

• A la première réflexion à la charge :

• la fraction E
−
= −V

−
I
−
∆ = ρ2LE+ est réfléchie dans la ligne vers le

générateur

• la fraction E+(1− ρ2L) = V (0)I(0)∆ est dissipée dans la charge RL

• A la première réflexion au générateur :

• la fraction E+2 = V+2I+2∆ = ρ2Lρ
2
gE+ est réfléchie dans la ligne vers la

charge

• la fraction E
−
(1− ρ2g) est dissipée dans la charge Rg
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Diagramme des réflexions

temps t E dissipée dans Rg E dissipée dans RL

0 E
Rg

Z0+Rg

0 < t < T → E+

T (1− ρ2L)E+

T < t < 2T ← ρ2LE+

2T (1− ρ2g)ρ
2
LE+

2T < t < 3T → ρ2Lρ
2
gE+

3T (1− ρ2L)ρ
2
Lρ

2
gE+

3T < t < 4T ← ρ4Lρ
2
gE+

4T (1− ρ2g)ρ
4
Lρ

2
gE+

4T < t < 5T → ρ4Lρ
4
gE+

5T (1− ρ2L)ρ
4
Lρ

4
gE+

...
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• Energie totale dissipée dans RL

EL = (1− ρ2L)(1 + ρ2Lρ
2
g + ρ4Lρ

4
g + . . .)E+ =

1− ρ2L
1− ρ2Lρ

2
G

Z0

Z0 +Rg
E

• fraction de l’énergie fournie par le générateur et consommée dans RL :

EL

E
=

1− ρ2L
1− ρ2Lρ

2
G

Z0

Z0 +Rg
= 51.5 %

• Remarque : si la ligne était adaptée (RL = Z0), il n’y aurait aucune réflexion
(ρL = 0); l’énergie dissipée dans RL est donnée par E+ :

EL

E
=

Z0

Z0 +Rg
= 62.5 %
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Exercice 7.2 - Propagation d’un échelon de tension dans une ligne id éale

Une ligne idéale a pour paramètres Z0 = 50 Ω, ℓ = 2 m et vp = 2 108 m/s.

Elle est terminée sur une résistance de charge RL = Z0/2, et alimentée par un
générateur de résistance interne Rg = Z0/2. Ce générateur délivre un signal échelon
d’amplitude V0 =1 V.

ligne idéale
+

-

−ℓ 0

t = 0Rg

Z0 = 50Ω

Vg

z

Esquissez l’allure de la tension en z = −ℓ en fonction du temps durant les 50 premières
millisecondes après l’établissement de l’échelon de tension.
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• Même schéma de résolution qu’à l’exercice 7.1 (circuit résistif)

• Coefficients de réflexion à la charge et au générateur

ρL = ρg = ρ = −
1

3
puisque RL = Rg =

Z0

2

1. Propagation de l’échelon le long de la ligne à la vitesse vp

Onde incidente :

V+ =
Z0

Z0 +Rg
V0 =

2

3
V0

V+

z = −ℓ

V (z)

z

Temps nécessaire pour atteindre la charge : T = ℓ/vp = 10 ns
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2. t = T : Réflexion sur la résistance RL, onde réfléchie se propageant vers le
générateur

V
−
= ρV+ = −

1

3
V+ = −

2

9
V0

Principe de superposition : ondes incidente et réfléchie s’additionnent : T < t < 2T

V+ + V
−

V+

z = −ℓ

V (z)

z

3. t = 2T : Réflexion sur Rg , onde réfléchie se propageant vers la charge

V+2 = ρV
−
= ρ2V+ =

2

27
V0

2T < t < 3T

z

V (z)

z = −ℓ
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Diagramme des réflexions

V2+

V
−

V+

t (ns) t

z

10

V2−

V+ + V
−
+ V2+ + V2−

0.494 V

V+(1 + ρ+ ρ2 + ρ3)

V+(1 + ρ) = 0.444 V

V+ + V
−

V+(1 + ρ+ ρ2) = 0.519 V

V+ + V
−
+ V2+
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T t

0.5V0

V (0, t)
0.5V0

tT

V (−ℓ, t)

Les tensions convergent finalement vers :

V (0, t→∞) =
2

3
V0(1 + ρ+ ρ2 + ρ3 + ρ4 + . . .)

=
2

3

V0

1− ρ
=

1

2
V0

= V (ℓ, t→∞)

= résultat circuit localisé, régime continu établi (λ→∞)
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Exercice 7.3 - Charge d’un condensateur en r égime transitoire

Un générateur alimente un condensateur de capacité C par l’intermédiaire d’une ligne de
transmission idéale. En supposant que l’interrupteur est fermé en t = 0 et que le
condensateur est initialement non chargé, déterminez l’allure de la tension V (z, t) le
long de la ligne.

ligne idéale
-

+

z
0

C

Rg = Z0

V0

t = 0

Z0

−ℓ
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• Charge = condensateur : pas de coefficient de réflexion

• Ecrire les équations temporelles exprimant les conditions aux limites à l’extrémité de
la ligne

1. t < T : Propagation de l’échelon le long de la ligne à la vitesse vp.

Onde incidente :

V+ =
Z0

Z0 +Rg
V0 =

1

2
V0

V0/2

z

V (z)

z = −ℓ

Temps nécessaire pour atteindre la charge : T = ℓ/vp
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2. t = T : réflexion au condensateur. On a

VC = V+ + V
−

IC =
V+

Z0
−

V
−

Z0

IC = C
dVC

dt

On déduit :
dVC

dt
+

VC

Z0C
=

V0

Z0C
La solution est :

VC(t) =

{

0 pour 0 < t < T , C non chargé initialement

V0(1− e−(t−T )/τ ) pour t > T , avec τ = Z0C , Cte de temps

L’onde réfléchie vaut :

V
−
= VC − V+ =

V0

2
(1− 2e−(t−T )/τ ) t > T
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3. t > T : L’onde réfléchie V
−

se propage vers le générateur et s’ajoute à l’onde
incidente V+

Arrivée au générateur, il y a adaptation (Rg = Z0) et plus aucune réflexion

4. Résumé

0 < t < T , VC(t) = 0

V0/2

z

V (z)

z = −ℓ

T < t < 2T , VC(t) = V0(1− e−(t−T )/τ )

V+

V0/2

z

z = −ℓ

V+ + V
−

V
−
(z)

z = −ℓ

V (z)

z
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t > 2T , VC(t) = V0(1− e−(t−T )/τ )

t→∞

V0
V+ + V

−

z

V (z)

z = −ℓ z = −ℓ

V (z)

z
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Exercices compl émentaires

1. Exercice EC. 6.1 :

• ligne alimentée par un générateur de tension continue et laissée ouverte,

• analyse des réflexions aux deux extrémités de la ligne,

• s’inspirer de l’exercice 7.2.

2. Exercice EC. 6.2 :

• analyse de l’influence de la présence d’un défaut résistif présent sur une ligne
adaptée à ses deux extrémités,

• considérez la réflexion se produisant au niveau du défaut.
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