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Tri

Un des problèmes algorithmiques les plus fondamentaux.

En général, on veut trier des enregistrements avec une clé et des
données attachées.

Record1 Record2 Record3 Record
n

Key1 Key2 Key3 . . . Key
n

Data1 Data2 Data3 Data
n

Ici, on va ignorer ces données satellites et se focaliser sur les
algorithmes de tri

Le problème de tri :
I Entrée : une séquence de n nombres ha1, a2, . . . , ani
I Sortie : une permutation de la séquence de départ ha01, a02, . . . , a0ni

telle que a01  a02  . . .  a0
n
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Applications
Applications innombrables :

Tri des mails selon leur ancienneté

Tri des résultats de requête dans un moteur de recherche

Tri des facettes des objets pour l’a�chage dans les jeux 3D

Gestion des opérations bancaires

...

Le tri sert aussi de brique de base pour d’autres algorithmes :

Recherche binaire dans un tableau trié

Recherche des éléments dupliqués dans une liste

Recherche du k ème élément le plus grand dans une liste

...

Des études montrent qu’environ 25% du temps CPU des ordinateurs est
utilisé pour trier

Algorithmes de tri 159



Di↵érents types de tri

Tri interne : tri en mémoire centrale. Tris externes : données sur
un disque externe.

Tri de tableau : tri qui trie un tableau. Extensible à toutes
structures de données o↵rant un accès en temps (quasi) constant à
ses éléments.

Tri générique : peut trier n’importe quel type d’objets pour autant
qu’on puisse comparer ces objets.

Tri comparatif : basé sur la comparaison entre les éléments (clés)
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Di↵érents types de tri

Tri itératif : basé sur un ou plusieurs parcours itératifs du tableau

Tri récursif : basé sur une procédure récursive

Tri en place : modifie directement la structure qu’il est en train de
trier. Ne nécessite qu’une quantité très limitée de mémoire
supplémentaire.

Tri stable : conserve l’ordre relatif des éléments égaux (au sens de
la méthode de comparaison).
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Jusqu’ici

Algorithme Complexité En place ?

Pire Moyenne Meilleure

Insertion-Sort ⇥(n2) ⇥(n2) ⇥(n) oui

Selection-Sort ⇥(n2) ⇥(n2) ⇥(n2) oui

Bubble-Sort ⇥(n2) ⇥(n2) ⇥(n) oui

Merge-Sort ⇥(n log n) ⇥(n log n) ⇥(n log n) non

? ? ⇥(n log n) oui

? ? ⇥(n log n) oui
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Tri rapide

Quicksort en anglais

Inventé par Hoare en 1960

Dans le top 10 des algorithmes du 20-ième siècle (SIAM)

L’exemple le plus célèbre de la technique du “diviser pour régner”

Tri en place, comme tri par insertion, et contrairement au tri par
fusion

Complexité : ⇥(n2) dans le pire des cas, ⇥(n log n) en moyenne
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QuickSort : principe

Pour trier un sous-tableau A[p . . r ] :

Partitionner A[p . . r ] en deux sous-tableaux : A[p..q � 1] et
A[q + 1 . . r ] tels que tout élément de A[p . . q � 1] est  A[q] et
A[q] < à tout élément de A[q + 1 . . r ].

(diviser)

Appeler récursivement l’algorithme pour trier A[p . . q � 1] et
A[q + 1 . . r ]

(régner)

Remarques :

A[q] est appelé le “pivot”

Par rapport au tri par fusion, il n’y a pas d’opération de combinaison
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QuickSort : principe

p

q

r A.length1

p r A.length1



 >

>
p q � 1 q + 1q r

partitionner

trier trier
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QuickSort Algorithm

QuickSort(A, p, r)

1 if p < r
2 q = Partition(A, p, r)
3 QuickSort(A, p, q � 1)
4 QuickSort(A, q + 1, r)

Appel initial : Quicksort(A, 1, A. length)
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Partition : principe

p r

i j
x x > x ?A

On sélectionne le dernier élément A[r ] comme le pivot

On initialise un indice i à p � 1

On parcourt le tableau de gauche à droite avec un indice
j = p to r � 1

Si A[j ]  A[r ], on incrémente i et on échange A[j ] et A[i ]

En sortie de boucle, on échange A[i + 1] et A[r ] et on renvoie i + 1
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Partition : illustration
172 Chapter 7 Quicksort

2 8 7 1 3 5 6 4
p,j ri

(a)

2 8 7 1 3 5 6 4
p,i rj

(b)

2 8 7 1 3 5 6 4
p,i rj

(c)

2 8 7 1 3 5 6 4
p,i rj

(d)

2 871 3 5 6 4
p rj

(e)
i

2 8 71 3 5 6 4
p rj

(f)
i

2 8 71 3 5 6 4
p rj

(g)
i

2 8 71 3 5 6 4
p r

(h)
i

2 871 3 5 64
p r

(i)
i

Figure 7.1 The operation of PARTITION on a sample array. Array entry AŒr ! becomes the pivot
element x. Lightly shaded array elements are all in the first partition with values no greater than x.
Heavily shaded elements are in the second partition with values greater than x. The unshaded el-
ements have not yet been put in one of the first two partitions, and the final white element is the
pivot x. (a) The initial array and variable settings. None of the elements have been placed in either
of the first two partitions. (b) The value 2 is “swapped with itself” and put in the partition of smaller
values. (c)–(d) The values 8 and 7 are added to the partition of larger values. (e) The values 1 and 8
are swapped, and the smaller partition grows. (f) The values 3 and 7 are swapped, and the smaller
partition grows. (g)–(h) The larger partition grows to include 5 and 6, and the loop terminates. (i) In
lines 7–8, the pivot element is swapped so that it lies between the two partitions.

The indices between j and r ! 1 are not covered by any of the three cases, and the
values in these entries have no particular relationship to the pivot x.

We need to show that this loop invariant is true prior to the first iteration, that
each iteration of the loop maintains the invariant, and that the invariant provides a
useful property to show correctness when the loop terminates.

A[r ] est le pivot
A[p . . i ] contient des éléments  au
pivot
A[i + 1 . . j � 1] contient des éléments >
que le pivot
A[j . . r � 1] est la partie du tableau non
encore examinée
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Partition : pseudo-code

Partition(A, p, r)

1 x = A[r ]
2 i = p � 1
3 for j = p to r � 1
4 if A[j ]  x
5 i = i + 1
6 swap(A[i ], A[j ])
7 swap(A[i + 1], A[r ])
8 return i + 1
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Partition : correction

Partition(A, p, r)

1 x = A[r ]
2 i = p � 1
3 for j = p to r � 1
4 if A[j ]  x
5 i = i + 1
6 swap(A[i ], A[j ])
7 swap(A[i + 1], A[r ])
8 return i + 1

Pré-condition : {A[p . . r ], un tableau de nombres}
Post-condition : {A[p . . i ]  A[i + 1] < A[i + 2 . . r ]}
Invariant :

1. Les valeurs dans A[p . . i ] sont  au pivot

2. Les valeurs dans A[i + 1 . . j � 1] sont > que le pivot

3. A[r ] = pivot
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Partition : correction

Avant la boucle : i = p � 1 et j = p ) A[p . . i ] et A[i + 1 . . j � 1] sont
vides

Pendant la boucle :

p r

i j
x x > x ?A

Si A[j ] > x , on incrémente juste j . Donc si l’invariant était vrai
avant l’exécution du corps, il reste vrai après.

Si A[j ]  x , on échange A[j ] et A[i + 1] et i et j sont incrémentés.
L’invariant reste donc vérifié également

Après la boucle :

p r

i j
x x > xA

En sortie de boucle, l’invariant est vérifié et on a j = r . Echanger A[i + 1]
et A[r ] établit la post-condition.
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Algorithme complet

Partition(A, p, r)

1 x = A[r ]
2 i = p � 1
3 for j = p to r � 1
4 if A[j ]  x
5 i = i + 1
6 swap(A[i ], A[j ])
7 swap(A[i + 1], A[r ])
8 return i + 1

QuickSort(A, p, r)

1 if p < r
2 q = Partition(A, p, r)
3 QuickSort(A, p, q � 1)
4 QuickSort(A, q + 1, r)
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Illustration

4 0 7 2 6 9 5 1 8 3

3 40 72 6 9 51 8

20 1

10

0

4 76 9 5 8

8 96 5 7

75 6

5 6321 7 840 9
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Complexité de Partition

Partition(A, p, r)

1 x = A[r ]
2 i = p � 1
3 for j = p to r � 1
4 if A[j ]  x
5 i = i + 1
6 swap(A[i ], A[j ])
7 swap(A[i + 1], A[r ])
8 return i + 1

T (n) = ⇥(n)
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Complexité de QuickSort

QuickSort(A, p, r)

1 if p < r
2 q = Partition(A, p, r)
3 QuickSort(A, p, q � 1)
4 QuickSort(A, q + 1, r)

Pire cas : (quand se produit-il ?)

I q = p ou q = r
I Le partitionnement transforme un problème de taille n en un

problème de taille n � 1

T (n) = T (n � 1) + ⇥(n)

I Même complexité que le tri par insertion :

T (n) = ⇥(n2)
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Complexité de QuickSort

QuickSort(A, begin, end)

1 if begin < end
2 q = Partition(A, begin, end)
3 QuickSort(A, begin, q � 1)
4 QuickSort(A, q + 1, end)

Meilleur cas :
I q = bn/2c
I Le partitionnement transforme un problème de taille n en deux

problèmes de taille dn/2e et bn/2c � 1 respectivement

T (n) = 2T (n/2) + ⇥(n)

I Même complexité que le tri par fusion :

T (n) = ⇥(n log n)
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Complexité moyenne de QuickSort : intuitivement

Complexité moyenne identique à la complexité du meilleur cas

T (n) = ⇥(n log n)

Intuitivement :
I En moyenne, on s’attend à une alternance de “bons” et de “mauvais”

partitionnements
I La complexité d’un mauvais partitionnement suivi d’un bon est

identique à la complexité d’une bon partitionnement directement
(seule la constante est modifiée).

Lecture Notes for Chapter 7: Quicksort 7-5

Intuition for the average case

! Splits in the recursion tree will not always be constant.
! There will usually be a mix of good and bad splits throughout the recursion

tree.
! To see that this doesn’t affect the asymptotic running time of quicksort, assume

that levels alternate between best-case and worst-case splits.

n

0 n–1
n

(n–1)/2 (n–1)/2

Θ(n) Θ(n)

(n–1)/2(n–1)/2 – 1

! The extra level in the left-hand figure only adds to the constant hidden in the
‚-notation.

! There are still the same number of subarrays to sort, and only twice as much
work was done to get to that point.

! Both figures result in O.n lg n/ time, though the constant for the figure on the
left is higher than that of the figure on the right.

Randomized version of quicksort

! We have assumed that all input permutations are equally likely.
! This is not always true.
! To correct this, we add randomization to quicksort.
! We could randomly permute the input array.
! Instead, we use random sampling, or picking one element at random.
! Don’t always use AŒr ! as the pivot. Instead, randomly pick an element from the

subarray that is being sorted.

RANDOMIZED-PARTITION.A; p; r/

i D RANDOM.p; r/
exchange AŒr ! with AŒi !
return PARTITION.A; p; r/

Randomly selecting the pivot element will, on average, cause the split of the input
array to be reasonably well balanced.

RANDOMIZED-QUICKSORT.A; p; r/

if p < r
q D RANDOMIZED-PARTITION.A; p; r/
RANDOMIZED-QUICKSORT.A; p; q ! 1/
RANDOMIZED-QUICKSORT.A; q C 1; r/
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Complexité moyenne de QuickSort : mathématiquement

Modèle mathématique :

Nombre de comparaisons pour le partitionnement : n + 1

Probabilité que le pivot soit à la position k : 1/n

Tailles des sous-tableaux dans ce cas-là : k � 1 et n � k

Les sous-tableaux sont aussi triés aléatoirement

Le nombre moyen de comparaisons utilisées par le quicksort est donné
par la récurrence suivante :

C1 = 0

C
n

= n � 1 +
nX

k=1

1

n
(C

k�1 + C
n�k

) (si n > 1)
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Formulation analytique

C
n

= n � 1 +
nX

k=1

1

n
(C

k�1 + C
n�k

)

Par symétrie :

C
n

= n � 1 +
2

n

nX

k=1

C
k�1

En multipliant par n :

nC
n

= n(n � 1) + 2
nX

k=1

C
k�1

En soustrayant la même formule pour n � 1 :

nC
n

� (n � 1)C
n�1 = 2(n � 1) + 2C

n�1

En rassemblant les termes :

nC
n

= (n + 1)C
n�1 + 2(n � 1)
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On divise par n(n + 1) :

C
n

n + 1
=

C
n�1

n
+

2(n � 1)

n(n + 1)

Téléscopage :

C
n

n + 1
=

C
n�1

n
+

2(n � 1)

n(n + 1)
=

C
n�2

n � 1
+

2(n � 2)

(n � 1)n
+

2(n � 1)

n(n + 1)

=
C1

2
+

2 · 1

2 · 3
+ . . . +

2(n � 2)

(n � 1)n
+

2(n � 1)

n(n + 1)

=
nX

k=2

2(k � 1)

k(k + 1)
=

nX

k=2

2

(k + 1)
�

nX

k=2

2

k(k + 1)

En négligeant la deuxième somme devant la première, on obtient :

C
n

= 2(n + 1)
nX

k=1

1

k
� 3(n + 1)

En utilisant l’approximation de la série harmonique du transparent 128 :

C
n

⇠ 2n ln n 2 ⇥(n log n),
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Variantes de Quicksort

Choix du pivot :
I Prendre un élément au hasard plutôt que le dernier.
I Prendre la médiane de 3 éléments
I Diminue drastiquement les chances d’être dans le pire cas

Randomized-Partition(A, p, r)

1 i = Random(p, r)
2 swap(A[end ], A[i ])
3 return Partition(A, p, r)

Median-Of-3-Partition(A, p, r)

1 i = median(A, p, b(p + r)/2c, r)
2 swap(A[r ], A[i ])
3 return Partition(A, p, r)
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Variantes de Quicksort

Petits sous-tableaux
I Quicksort est trop lourd pour des petits tableaux
I Utiliser un tri näıf (par ex., par insertion) sur les sous-tableaux de

longueur inférieure à k (k ⇡ 20).

QuickSort(A, p, r)

1 if r � p + 1  CUTOFF
2 InsertionSort(A, p, r)
3 return

4 q = Partition(A, p, r)
5 QuickSort(A, p, q � 1)
6 QuickSort(A, q + 1, r)
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Conclusion sur QuickSort

Rapide en moyenne ⇥(n log n)

Pire cas en ⇥(n2) mais très improbable avec choix du pivot bien fait

Bonne performance au niveau du cache

Tri en place (mais utilise de la mémoire pour la trace récursive)

Pas stable

En pratique souvent un peu plus rapide que Merge-Sort

Complexité en espace O(log n) si bien implémenté (récursif terminal,
en développant d’abord la partition la plus petite)
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Jusqu’ici

Algorithme Complexité En place ?

Pire Moyenne Meilleure

Insertion-Sort ⇥(n2) ⇥(n2) ⇥(n) oui

Selection-Sort ⇥(n2) ⇥(n2) ⇥(n2) oui

Bubble-Sort ⇥(n2) ⇥(n2) ⇥(n) oui

Merge-Sort ⇥(n log n) ⇥(n log n) ⇥(n log n) non

QuickSort ⇥(n2) ⇥(n log n) ⇥(n log n) oui

? ? ⇥(n log n) oui
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Tri par tas : introduction

Heapsort en anglais

inventé par Williams en 1964

basé sur une structure de données très utile, le tas

complexité bornée par ⇥(n log n) (dans tous les cas)

tri en place

mise en oeuvre très simple

Suite du cours :
I Introduction aux arbres
I Tas
I Tri par tas
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Arbres : définition

Définition : Un arbre 2 (tree) T est un graphe dirigé (N, E ), où :
I N est un ensemble de nœuds, et
I E ⇢ N ⇥ N est un ensemble d’arcs,

possédant les propriétés suivantes :
I T est connexe et acyclique
I Si T n’est pas vide, alors il possède un nœud distingué appelé racine

(root node). Cette racine est unique.
I Pour tout arc (n1, n2) 2 E , le nœud n1 est le parent de n2.

I La racine de T ne possède pas de parent.
I Les autres nœuds de T possèdent un et un seul parent.

FSAC 1650 - Arbres et arbres binaires

Pierre Dupont

pdupont@info.ucl.ac.be

– Typeset by FoilTEX –

11 mai 2005 Arbres

Plan

• Les TADs Arbre et Arbre Binaire
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Le TAD Arbre
Le TAD Arbre est utile pour représenter des hiérarchies ou structures arbores-
centes comme, par exemple :
• la structure hiérarchique d’une organisation
• un système de fichiers organisés en répertoires et sous-répertoires
• la structure des classes en Java liées par une relation d’héritage
• la table des matières d’un ouvrage

Tree ADT
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Basic Algorithms Binary Trees Tree Data Structures

................

........ ........ ........ ........ ........

La TAD Arbre constitue un cas d’école pour l’étude de la récursion
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Notions de base sur les arbres
Le noeud A est la racine de l’arbre

B est le parent de D et E

D et E sont les enfants de B

D et E sont frères (ou siblings)

Les ancêtres de I sont H, C, A

D, E, F, G, I sont des noeuds externes
ou feuilles, (cfr. � dans DSAJ-3)
A, B, C, H sont des noeuds internes

La profondeur de E est 2, la hauteur
de l’arbre est 3

Le degré du noeud C est 3

A

B C

F

I

G HD E

P. Dupont 3

2. En théorie des graphes, on parlera d’un arbre enraciné.
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Arbres : terminologie

Si n2 est le parent de n1, alors n1 est le fils (child) de n2.
Deux nœuds n1 et n2 qui possèdent le même parent sont des frères
(siblings).
Un nœud qui possède au moins un fils est un nœud interne.
Un nœud externe (c’est-à-dire, non interne) est une feuille (leaf) de
l’arbre.
Un nœud n2 est un ancêtre (ancestor) d’un nœud n1 si n2 est le
parent de n1 ou un ancêtre du parent de n1.
Un nœud n2 est un descendant d’un nœud n1 si n1 est un ancêtre de
n2.

FSAC 1650 - Arbres et arbres binaires

Pierre Dupont

pdupont@info.ucl.ac.be

– Typeset by FoilTEX –

11 mai 2005 Arbres

Plan

• Les TADs Arbre et Arbre Binaire
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Notions de base sur les arbres
Le noeud A est la racine de l’arbre

B est le parent de D et E

D et E sont les enfants de B

D et E sont frères (ou siblings)

Les ancêtres de I sont H, C, A

D, E, F, G, I sont des noeuds externes
ou feuilles, (cfr. � dans DSAJ-3)
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de l’arbre est 3

Le degré du noeud C est 3
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Arbres : terminologie

Un chemin est une séquence de nœuds n1, n2, . . . , n
m

telle que
pour tout i 2 [1, m � 1], (n

i

, n
i+1) est un arc de l’arbre.

Remarque : Il n’existe jamais de chemin reliant deux feuilles
distinctes.

La hauteur (height) d’un nœud n est le nombre d’arcs d’un plus long
chemin de ce nœud vers une feuille. La hauteur de l’arbre est la
hauteur de sa racine.

La profondeur (depth) d’un nœud n est le nombre d’arcs sur le
chemin qui le relie à la racine.
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Arbre binaire

Un arbre ordonné est un arbre dans lequel les ensembles de fils de
chacun de ses nœuds sont ordonnés.

Un arbre binaire est un arbre ordonné possédant les propriétés
suivantes :

I Chacun de ses nœuds possède au plus deux fils.
I Chaque nœud fils est soit un fils gauche, soit un fils droit.
I Le fils gauche précède le fils droit dans l’ordre des fils d’un nœud.

Un arbre binaire entier ou propre (full or proper) est un arbre binaire
dans lequel tous les nœuds internes possèdent exactement deux fils.

Un arbre binaire parfait est un arbre binaire entier dans lequel toutes
les feuilles sont à la même profondeur.
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Propriétés des arbres binaires entiers
A"

B" C"

H"

Le nombre de nœuds externes est égal au nombre de nœuds internes
plus 1.

Le nombre de nœuds internes est égal à n�1
2 , où n désigne le

nombre de nœuds.

Le nombre de nœuds à la profondeur (ou niveau) i est  2i .

La hauteur h de l’arbre est  au nombre de nœuds internes.

Le lien entre hauteur et nombre de nœuds peut être résumé comme
suit :

n 2 ⌦(h) et n 2 O(2h) (ou h 2 O(n) et h 2 ⌦(log n))
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Tas : définition
Un arbre binaire complet est un arbre binaire tel que :

Si h dénote la hauteur de l’arbre :
I Pour tout i 2 [0, h � 1], il y a exactement 2i nœuds à la profondeur i .
I Une feuille a une profondeur h ou h � 1.
I Les feuilles de profondeur maximale (h) sont “tassées” sur la gauche.

Un tas binaire (binary heap) est un arbre binaire complet tel que :

Chacun de ses nœuds est associé à une clé.

La clé de chaque nœud est supérieure ou égale à celle de ses fils
(propriété d’ordre du tas).

6-2 Lecture Notes for Chapter 6: Heapsort

Example
Of a max-heap. [Arcs above and below the array on the right go between parents
and children. There is no significance to whether an arc is drawn above or below
the array.]

16 14 10 8 7 9 3 2 4 1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1

2 3

4 5 6 7

8 9 10

16

14 10

8 7 9 3

2 4 1

Heap property

! For max-heaps (largest element at root), max-heap property: for all nodes i ,
excluding the root, AŒPARENT.i/! ! AŒi !.

! For min-heaps (smallest element at root), min-heap property: for all nodes i ,
excluding the root, AŒPARENT.i/! " AŒi !.

By induction and transitivity of ", the max-heap property guarantees that the max-
imum element of a max-heap is at the root. Similar argument for min-heaps.
The heapsort algorithm we’ll show uses max-heaps.
Note: In general, heaps can be k-ary tree instead of binary.

Maintaining the heap property

MAX-HEAPIFY is important for manipulating max-heaps. It is used to maintain
the max-heap property.
! Before MAX-HEAPIFY, AŒi ! may be smaller than its children.
! Assume left and right subtrees of i are max-heaps.
! After MAX-HEAPIFY, subtree rooted at i is a max-heap.

MAX-HEAPIFY.A; i; n/

l D LEFT.i/
r D RIGHT.i/
if l " n and AŒl ! > AŒi !

largest D l
else largest D i
if r " n and AŒr ! > AŒlargest!

largest D r
if largest ¤ i

exchange AŒi ! with AŒlargest!
MAX-HEAPIFY.A; largest; n/
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Propriété d’un tas

Soit T un arbre binaire complet contenant n entrées et de hauteur
h :

I n est supérieur ou égal à la taille de l’arbre parfait de hauteur h � 1
plus un, soit 2h�1+1 � 1 + 1 = 2h

I n est inférieur ou égal à la taille de l’arbre parfait de hauteur h, soit
2h+1 � 1

2h  n  2h+1 � 1 , 2h  n < 2h+1

, h  log2 n < h + 1

, h = blog2 nc
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Example
Of a max-heap. [Arcs above and below the array on the right go between parents
and children. There is no significance to whether an arc is drawn above or below
the array.]

16 14 10 8 7 9 3 2 4 1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1

2 3

4 5 6 7

8 9 10

16

14 10

8 7 9 3

2 4 1

Heap property

! For max-heaps (largest element at root), max-heap property: for all nodes i ,
excluding the root, AŒPARENT.i/! ! AŒi !.

! For min-heaps (smallest element at root), min-heap property: for all nodes i ,
excluding the root, AŒPARENT.i/! " AŒi !.

By induction and transitivity of ", the max-heap property guarantees that the max-
imum element of a max-heap is at the root. Similar argument for min-heaps.
The heapsort algorithm we’ll show uses max-heaps.
Note: In general, heaps can be k-ary tree instead of binary.

Maintaining the heap property

MAX-HEAPIFY is important for manipulating max-heaps. It is used to maintain
the max-heap property.
! Before MAX-HEAPIFY, AŒi ! may be smaller than its children.
! Assume left and right subtrees of i are max-heaps.
! After MAX-HEAPIFY, subtree rooted at i is a max-heap.

MAX-HEAPIFY.A; i; n/

l D LEFT.i/
r D RIGHT.i/
if l " n and AŒl ! > AŒi !

largest D l
else largest D i
if r " n and AŒr ! > AŒlargest!

largest D r
if largest ¤ i

exchange AŒi ! with AŒlargest!
MAX-HEAPIFY.A; largest; n/
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Implémentation par un tableau

6-2 Lecture Notes for Chapter 6: Heapsort

Example
Of a max-heap. [Arcs above and below the array on the right go between parents
and children. There is no significance to whether an arc is drawn above or below
the array.]

16 14 10 8 7 9 3 2 4 1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1

2 3

4 5 6 7

8 9 10

16

14 10

8 7 9 3

2 4 1

Heap property

! For max-heaps (largest element at root), max-heap property: for all nodes i ,
excluding the root, AŒPARENT.i/! ! AŒi !.

! For min-heaps (smallest element at root), min-heap property: for all nodes i ,
excluding the root, AŒPARENT.i/! " AŒi !.

By induction and transitivity of ", the max-heap property guarantees that the max-
imum element of a max-heap is at the root. Similar argument for min-heaps.
The heapsort algorithm we’ll show uses max-heaps.
Note: In general, heaps can be k-ary tree instead of binary.

Maintaining the heap property

MAX-HEAPIFY is important for manipulating max-heaps. It is used to maintain
the max-heap property.
! Before MAX-HEAPIFY, AŒi ! may be smaller than its children.
! Assume left and right subtrees of i are max-heaps.
! After MAX-HEAPIFY, subtree rooted at i is a max-heap.

MAX-HEAPIFY.A; i; n/

l D LEFT.i/
r D RIGHT.i/
if l " n and AŒl ! > AŒi !

largest D l
else largest D i
if r " n and AŒr ! > AŒlargest!

largest D r
if largest ¤ i

exchange AŒi ! with AŒlargest!
MAX-HEAPIFY.A; largest; n/

Un tas peut être représenté de manière compacte à l’aide d’un tableau A.

La racine de l’arbre est le premier élément du tableau.

Parent(i) = bi/2c
Left(i) = 2i

Right(i) = 2i + 1

Propriété d’ordre du tas : 8i , A[Parent(i)] � A[i ]
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Principe du tri par tas

On construit un tas à partir du tableau à trier !
Build-max-heap(A).

Tant que le tas contient des éléments :
I On extrait l’élément au sommet du tas qu’on place dans le tableau

trié et on le remplace par l’élément le plus à droite
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Example
Of a max-heap. [Arcs above and below the array on the right go between parents
and children. There is no significance to whether an arc is drawn above or below
the array.]

16 14 10 8 7 9 3 2 4 1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1

2 3

4 5 6 7

8 9 10

16

14 10

8 7 9 3

2 4 1

Heap property

! For max-heaps (largest element at root), max-heap property: for all nodes i ,
excluding the root, AŒPARENT.i/! ! AŒi !.

! For min-heaps (smallest element at root), min-heap property: for all nodes i ,
excluding the root, AŒPARENT.i/! " AŒi !.

By induction and transitivity of ", the max-heap property guarantees that the max-
imum element of a max-heap is at the root. Similar argument for min-heaps.
The heapsort algorithm we’ll show uses max-heaps.
Note: In general, heaps can be k-ary tree instead of binary.

Maintaining the heap property

MAX-HEAPIFY is important for manipulating max-heaps. It is used to maintain
the max-heap property.
! Before MAX-HEAPIFY, AŒi ! may be smaller than its children.
! Assume left and right subtrees of i are max-heaps.
! After MAX-HEAPIFY, subtree rooted at i is a max-heap.

MAX-HEAPIFY.A; i; n/

l D LEFT.i/
r D RIGHT.i/
if l " n and AŒl ! > AŒi !

largest D l
else largest D i
if r " n and AŒr ! > AŒlargest!

largest D r
if largest ¤ i

exchange AŒi ! with AŒlargest!
MAX-HEAPIFY.A; largest; n/

Implémentation par un tableau
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Example
Of a max-heap. [Arcs above and below the array on the right go between parents
and children. There is no significance to whether an arc is drawn above or below
the array.]

16 14 10 8 7 9 3 2 4 1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1

2 3

4 5 6 7

8 9 10

16

14 10

8 7 9 3

2 4 1

Heap property

! For max-heaps (largest element at root), max-heap property: for all nodes i ,
excluding the root, AŒPARENT.i/! ! AŒi !.

! For min-heaps (smallest element at root), min-heap property: for all nodes i ,
excluding the root, AŒPARENT.i/! " AŒi !.

By induction and transitivity of ", the max-heap property guarantees that the max-
imum element of a max-heap is at the root. Similar argument for min-heaps.
The heapsort algorithm we’ll show uses max-heaps.
Note: In general, heaps can be k-ary tree instead of binary.

Maintaining the heap property

MAX-HEAPIFY is important for manipulating max-heaps. It is used to maintain
the max-heap property.
! Before MAX-HEAPIFY, AŒi ! may be smaller than its children.
! Assume left and right subtrees of i are max-heaps.
! After MAX-HEAPIFY, subtree rooted at i is a max-heap.

MAX-HEAPIFY.A; i; n/

l D LEFT.i/
r D RIGHT.i/
if l " n and AŒl ! > AŒi !

largest D l
else largest D i
if r " n and AŒr ! > AŒlargest!

largest D r
if largest ¤ i

exchange AŒi ! with AŒlargest!
MAX-HEAPIFY.A; largest; n/

Un tas peut être représenté de manière compacte à l’aide d’un tableau A.

La racine de l’abre est le premier élément du tableau.

Parent(i) = bi/2c
Left(i) = 2i

Right(i) = 2i + 1

Propriété d’ordre du tas : 8i , A[Parent(i)] � A[i ]

Algorithmes de tri 38

I On rétablit la propriété de tas en tenant compte du fait que les
sous-arbres de droite et de gauche sont des tas !
Max-Heapify(A, 1)

(Tout se fait dans le tableau initial ! en place)
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Max-Heapify
Procédure Max-Heapify(A, i) :

I Suppose que le sous-arbre de gauche du nœud i est un tas
I Suppose que le sous-arbre de droite du nœud i est un tas
I But : réarranger le tas pour maintenir la propriété d’ordre du tas

Ex : Max-Heapify(A, 2)
6.2 Maintaining the heap property 155
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Figure 6.2 The action of MAX-HEAPIFY.A; 2/, where A:heap-size D 10. (a) The initial con-
figuration, with AŒ2! at node i D 2 violating the max-heap property since it is not larger than
both children. The max-heap property is restored for node 2 in (b) by exchanging AŒ2! with AŒ4!,
which destroys the max-heap property for node 4. The recursive call MAX-HEAPIFY.A; 4/ now
has i D 4. After swapping AŒ4! with AŒ9!, as shown in (c), node 4 is fixed up, and the recursive call
MAX-HEAPIFY.A; 9/ yields no further change to the data structure.

children to satisfy the max-heap property. The node indexed by largest, however,
now has the original value AŒi !, and thus the subtree rooted at largest might violate
the max-heap property. Consequently, we call MAX-HEAPIFY recursively on that
subtree.

The running time of MAX-HEAPIFY on a subtree of size n rooted at a given
node i is the ‚.1/ time to fix up the relationships among the elements AŒi !,
AŒLEFT.i/!, and AŒRIGHT.i/!, plus the time to run MAX-HEAPIFY on a subtree
rooted at one of the children of node i (assuming that the recursive call occurs).
The children’s subtrees each have size at most 2n=3—the worst case occurs when
the bottom level of the tree is exactly half full—and therefore we can describe the
running time of MAX-HEAPIFY by the recurrence
T .n/ ! T .2n=3/C‚.1/ :
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Max-Heapify

Max-Heapify(A, i)

1 l = Left(i)
2 r = Right(i)
3 if l  A.heap-size ^ A[l ] > A[i ]
4 largest = l
5 else largest = i
6 if r  A.heap-size ^ A[r ] > A[largest]
7 largest = r
8 if largest 6= i
9 swap(A[i ], A[largest])

10 Max-Heapify(A, largest)

Complexité ? La hauteur du nœud : T (n) = O(log n) (Transp. 193)
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Construction d’un tas

Build-Max-Heap(A)

1 A.heap-size = A. length
2 for i = bA. length/2c downto 1
3 Max-Heapify(A, i)

(Invariant : chaque nœud i, i+1,. . . , n est la racine d’un tas)

6-4 Lecture Notes for Chapter 6: Heapsort

Building a heap

The following procedure, given an unordered array, will produce a max-heap.

BUILD-MAX-HEAP.A; n/

for i D bn=2c downto 1
MAX-HEAPIFY.A; i; n/

[Parameter n replaces both attributes A: length and A:heap-size.]

Example
Building a max-heap from the following unsorted array results in the first heap
example.
! i starts off as 5.
! MAX-HEAPIFY is applied to subtrees rooted at nodes (in order): 16, 2, 3, 1, 4.

1

2 3

4 5 6 7

8 9 10

1

2 3

4 5 6 7

8 9 10

4

1 3

2 9 10

14 8 7

16

4 1 23 16 9 10 14 8 7

16

14 10

8 9 3

2 4 1

7

A

i

2 3 4 5 6 7 8 9 101

Correctness

Loop invariant: At start of every iteration of for loop, each node i C 1,
i C 2, . . . , n is root of a max-heap.

Initialization: By Exercise 6.1-7, we know that each node bn=2c C 1, bn=2c C 2,
. . . , n is a leaf, which is the root of a trivial max-heap. Since i D bn=2c before
the first iteration of the for loop, the invariant is initially true.

Maintenance: Children of node i are indexed higher than i , so by the loop invari-
ant, they are both roots of max-heaps. Correctly assuming that iC1; iC2; : : : ; n
are all roots of max-heaps, MAX-HEAPIFY makes node i a max-heap root.
Decrementing i reestablishes the loop invariant at each iteration.

Termination: When i D 0, the loop terminates. By the loop invariant, each node,
notably node 1, is the root of a max-heap.

La tableau initial est interprété comme un arbre binaire complet
On tasse les nœuds internes de bas en haut et de droite à gauche
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Complexité de Build-Max-Heap

Borne simple :
I O(n) appels à Max-Heapify, chacun étant O(log n) ) O(n log n).

Analyse plus fine :
I Pour simplifier l’analyse, on suppose que l’arbre binaire est parfait.
I On a donc n = 2h+1 � 1 pour un h � 0, qui est aussi la hauteur de

l’arbre résultant
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Complexité de Build-Max-Heap

* * ** * ** *

* ** *

*

*

*

* Noeuds sur lesquels on doit appeler Max-Heapify

h prof. noeuds

4 0 1

3 1 2

2 2 4

1 3 8

0 4 16

Il y a 2i nœuds à la profondeur i (= hauteur h � i).
On doit appeler Max-Heapify sur chacun d’eux
Chaque appel est au pire ⇥(h � i).
Nombre d’opérations en fonction de h au pire cas :

T (h) =
h�1X

i=0

2i⇥(h � i) = ⇥(
h�1X

i=0

2i (h � i))

Algorithmes de tri 199



Complexité de Build-Max-Heap

En utilisant les théorèmes des transparents 120 et 123, on obtient :

nX

i=0

2i = 2n+1 � 1,

nX

i=0

i2i = (n � 1)2n+1 + 2.

D’où on tire que :

T (h) 2 ⇥(h(2h � 1) � (h � 2)2h � 2)

= ⇥(2h+1 � h � 2)

Puisque h 2 ⇥(log n) pour un tas (transp. 192), on a (au pire cas) :

T (n) 2 ⇥(n).
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Tri par tas : algorithme

Heap-Sort(A)

1 Build-Max-Heap(A)
2 for i = A. length downto 2
3 swap(A[i ], A[1])
4 A.heap-size = A.heap-size � 1
5 Max-Heapify(A, 1)

Invariant :

A[1 . . i ] est un tas contenant les i éléments les plus petits de A[1 . . A. length] et

A[i + 1 . . A. length] contient les n � i éléments les plus grands de

A[1 . . A. length] triés.
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Tri par tas : illustration

Tableau initial : A = [7, 4, 3, 1, 2]

6-6 Lecture Notes for Chapter 6: Heapsort

Example
Sort an example heap on the board. [Nodes with heavy outline are no longer in the
heap.]

(a) (b)

(c) (d)

(e)

1 2 3 4 7

2

1 3

4 7

1

2 3

4 7

3

2 1

74

4

2 3

71

7

4 3

21

A

i

i

i

i

Analysis

! BUILD-MAX-HEAP: O.n/
! for loop: n ! 1 times
! exchange elements: O.1/
! MAX-HEAPIFY: O.lg n/

Total time: O.n lg n/.
Though heapsort is a great algorithm, a well-implemented quicksort usually beats
it in practice.

Heap implementation of priority queue

Heaps efficiently implement priority queues. These notes will deal with max-
priority queues implemented with max-heaps. Min-priority queues are imple-
mented with min-heaps similarly.
A heap gives a good compromise between fast insertion but slow extraction and
vice versa. Both operations take O.lg n/ time.

Priority queue

! Maintains a dynamic set S of elements.
! Each set element has a key—an associated value.
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Complexité de Heap-Sort

Heap-Sort(A)

1 Build-Max-Heap(A)
2 for i = A. length downto 2
3 swap(A[i ], A[1])
4 A.heap-size = A.heap-size � 1
5 Max-Heapify(A, 1)

Build-Max-Heap : O(n)

Boucle for : n � 1 fois

Echange d’éléments : O(1)

Max-Heapify : O(log n)

Total : O(n log n) (pour le pire cas et le cas moyen)

Le tri par tas est cependant généralement battu par le tri rapide
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Résumé

Algorithme Complexité En place ?

Pire Moyenne Meilleure

Insertion-Sort ⇥(n2) ⇥(n2) ⇥(n) oui

Selection-Sort ⇥(n2) ⇥(n2) ⇥(n2) oui

Bubble-Sort ⇥(n2) ⇥(n2) ⇥(n) oui

Merge-Sort ⇥(n log n) ⇥(n log n) ⇥(n log n) non

Quick-Sort ⇥(n2) ⇥(n log n) ⇥(n log n) oui

Heap-Sort ⇥(n log n) ⇥(n log n) ⇥(n log n)⇤ oui

⇤ pas montré dans ce cours
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Peut-on faire mieux que O(n log n) ?

Non, si on se restreint aux tri comparatifs, c’est-à-dire :
I Aucune hypothèse sur les éléments à trier
I Nécessité de les comparer entre eux

Complexité d’un problème algorithmique versus complexité d’un
algorithme

Dans ce cas, un algorithme de tri est :
I Une suite de comparaisons d’éléments suivant une certaine méthode
I Un processus qui transforme un tableau [e0, e1, . . . , en�1] en un autre

tableau [e�0 , e�1 , . . . , e�n�1 ] où (�0, �1, . . . , �n�1) est une permutation
de (0, 1, . . . , n � 1).
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Arbre de décision : exemple

Un algorithme de tri = un arbre binaire de décision (entier)

a1?a2

a3a1a2
a1a3a2

a2a3a1
a3a2a1

a2a1a3

a1a2a3

a2?a3

a1?a3

a1?a3

a2?a3

 >









>

>

>

>

(arbre de décision pour le tri par insertion du tableau [e0, e1, e2])

Exercice : construire l’arbre pour le tri par fusion
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Arbre de décision : définition

Un algorithme de tri = un arbre binaire de décision

feuille de l’arbre : une permutation des éléments du tableau initial

tri : le chemin de la racine à la feuille correspondant au tableau trié

hauteur de l’arbre : le pire cas pour le tri

branche la plus courte : le meilleur cas pour le tri

hauteur moyenne de l’arbre : la complexité en moyenne du tri

Algorithmes de tri 207



Arbre de décision : propriété

Un arbre binaire de hauteur h a au plus 2h feuilles (cf transp. 190)

Le nombre de feuilles de l’arbre de décision est exactement n! où n
est la taille du tableau à trier
(par l’absurde : si moins que n! certains tableaux ne seraient pas
correctement triés)

On a donc :
n!  2h ) log(n!)  h

Formule de Stirling :

n! =
p

2⇡n(
n

e
)n(1 + ⇥(

1

n
)) ) n! � (

n

e
)n

h � log(n!) > log((
n

e
)n) = n log n � n log e ) h = ⌦(n log n)

Le problème du tri comparatif est ⌦(n log n)
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Ce qu’on a vu

Catégorisation des algorithmes de tri

QuickSort (tri en place en ⇥(n log n))

Analyse du cas moyen d’un algorithme

Notre première structure de données : le tas

HeapSort (tri en place en ⇥(n log n))

Borne inférieure sur les tris comparatifs

Illustration :
I

http://www.sorting-algorithms.com/

I
http://www.youtube.com/user/algorythmics
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Ce qu’on n’a pas vu

Analyse du meilleur cas du tri par tas

Invariant pour le tri par tas

Méthodes de tri linéaire

Méthodes de sélection : trouver l’élément de rang i
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