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Méthodes de résolution de problèmes

Quelques approches génériques pour aborder la résolution d’un
problème :

Approche par force brute : résoudre directement le problème, à
partir de sa définition ou par une recherche exhaustive

Diviser pour régner : diviser le problème en sous-problèmes, les
résoudre, fusionner les solutions pour obtenir une solution au
problème original

Programmation dynamique : obtenir la solution optimale à un
problème en combinant des solutions optimales à des sous-problèmes
similaires plus petits et se chevauchant

Approche gloutonne : construire la solution incrémentalement, en
optimisant de manière aveugle un critère local
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Approche par force brute (brute-force)

Consiste à appliquer la solution la plus directe à un problème

Généralement obtenue en appliquant à la lettre la définition du
problème

Exemple simple :
I Rechercher un élément dans un tableau (trié ou non) en le parcourant

linéairement
I Calculer an en multipliant a n fois avec lui-même
I Implémentation récursive näıve du calcul des nombres de Fibonacci
I . . .

Souvent pas très e�cace en terme de temps de calcul mais facile à
implémenter et fonctionnel
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Exemple : tri

Approches par force brute pour le tri :

Un tableau est trié (en ordre croissant) si tout élément est plus petit
que l’élément à sa droite

) tri à bulle : parcourir le tableau de gauche à droite en échangeant
toutes les paires d’éléments consécutifs ne respectant pas cette
définition

Complexité : O(n2)

) tri par sélection : trouver le minimum du tableau, l’échanger avec
le premier élément, répéter pour trier le reste du tableau

Complexité : ⇥(n2)
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Recherche exhaustive

Une solution par force brute au problème de la recherche d’un
élément possédant une propriété particulière

Générer toutes les solutions possibles jusqu’à en obtenir une qui
possède la propriété recherchée

Exemple pour le tri :
I Générer toutes les permutations du tableau de départ (une et une

seule fois)
I Vérifier si chaque tableau permuté est trié. S’arrêter si c’est le cas.
I Complexité : O(n! · n)

Généralement utilisable seulement pour des problèmes de petite taille

Dans la plupart des cas, il existe une meilleure solution

Dans certains cas, c’est la seule solution possible
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Problème du voyageur de commerce

Etant donné n villes et les distances entre ces villes

Trouver le plus court chemin qui passe par toutes les villes
exactement une fois avant de revenir à la ville de départ

A B

C D

2

4

7

8

5
3

Tour Coût
A-B-C-D-A 17
A-B-D-C-A 21
A-C-B-D-A 20
A-C-D-B-A 21
A-D-B-C-A 20
A-D-C-B-A 17

Recherche exhaustive : O(n!)

On n’a pas encore pu trouver un algorithme de complexité
polynomiale (et il y a peu de chance qu’on y arrive)
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Force brute/recherche exhaustive

Avantages :

Simple et d’application très large

Un bon point de départ pour trouver de meilleurs algorithmes

Parfois, faire mieux n’en vaut pas la peine

Inconvénients :

Produit rarement des solutions e�caces

Moins élégant et créatif que les autres techniques

Dans ce qui suit, on commencera la plupart du temps par fournir la
solution par force brute des problèmes, qu’on cherchera ensuite à
résoudre par d’autres techniques
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Méthodes de résolution de problèmes

Quelques approches génériques pour aborder la résolution d’un
problème :
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partir de sa définition ou par une recherche exhaustive

Diviser pour régner : diviser le problème en sous-problèmes, les
résoudre, fusionner les solutions pour obtenir une solution au
problème original

Programmation dynamique : obtenir la solution optimale à un
problème en combinant des solutions optimales à des sous-problèmes
similaires plus petits et se chevauchant

Approche gloutonne : construire la solution incrémentalement, en
optimisant de manière aveugle un critère local
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Approche diviser-pour-régner (Divide and conquer)

Principe général :

Si le problème est trivial, on le résoud directement

Sinon :
1. Diviser le problème en sous-problèmes de taille inférieure (Diviser)
2. Résoudre récursivement ces sous-problèmes (Régner)
3. Fusionner les solutions aux sous-problèmes pour produire une solution

au problème original
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Exemples déjà rencontrés

Merge sort :
1. Diviser : Couper le tableau en deux sous-tableaux de même taille
2. Régner : Trier récursivement les deux sous-tableaux
3. Fusionner : fusionner les deux sous-tableaux

Complexité : ⇥(n log n) (force brute : ⇥(n2))

Quicksort :
1. Diviser : Partionner le tableau selon le pivot
2. Régner : Trier récursivement les deux sous-tableaux
3. Fusionner : /

Complexité en moyenne : ⇥(n log n) (force brute : ⇥(n2))

Recherche binaire (dichotomique) :
1. Diviser : Contrôler l’élement central du tableau
2. Régner : Chercher récursivement dans un des sous-tableaux
3. Fusionner : trivial

Complexité : O(log n) (force brute : O(n))
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Exemple 1 : Calcul du minimum/maximum d’un tableau

Approche par force brute pour trouver le minimum ou le maximum
d’un tableau

Min(A)

1 min = A[1]
2 for i = 2 to A. length
3 if min > A[i ]
4 min = A[i ]
5 return min

Max(A)

1 max = A[1]
2 for i = 2 to A. length
3 if max < A[i ]
4 max = A[i ]
5 return max

Complexité : ⇥(n) (n � 1 comparaisons)

Peut-on faire mieux ?

I Non, pas en notation asymptotique (le problème est ⇥(n))
I Par contre, on peut diminuer le nombre total de comparaisons pour

calculer à la fois le minimum et le maximum
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Exemple 1 : Calcul du minimum/maximum d’un tableau

Approche par force brute pour trouver le minimum ou le maximum
d’un tableau

Min(A)

1 min = A[1]
2 for i = 2 to A. length
3 if min > A[i ]
4 min = A[i ]
5 return min

Max(A)

1 max = A[1]
2 for i = 2 to A. length
3 if max < A[i ]
4 max = A[i ]
5 return max
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Calcul simultané du minimum et du maximum

Approche diviser-pour-régner pour le calcul simultané du minimum
et du maximum

Max-Min(A, p, r)

1 if r � p  1
2 if A[p] < A[r ]
3 return (A[r ], A[p])
4 else return (A[p], A[r ])
5 q = b p+r

2 c
6 (max1, min1) = Max-Min(A, p, q)
7 (max2, min2) = Max-Min(A, q + 1, r)
8 return (max(max1, max2),min(min1, min2))

Appel initial : Max-Min(A, 1, A.length)

Correct ? Oui (preuve par induction)

Complexité ?
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Analyse de complexité
En supposant que n est une puissance de 2, le nombre de
comparaisons T (n) est donné par :

T (n) =

⇢
1 si n = 2
2T (n/2) + 2 sinon

qui se résoud en :

T (n) = 2T (n/2) + 2

= 4T (n/4) + 4 + 2

= 8T (n/4) + 8 + 4 + 2

= 2iT (n/2i ) +
iX

j=1

2j

= 2log2(n)�1T (2) +

log2(n)�1X

j=1

2j

= 3/2n � 2

C’est-à-dire 25% de comparaisons en moins que les méthodes
séparées
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Exemple 2 : Recherche de pics

1 2 6 5 3 7 4�1 �1

Soit un tableau A[1 . . A. length]. On supposera que
A[0] = A[A. length + 1] = �1.

Définition : A[i ] est un pic s’il n’est pas plus petit que ses voisins :

A[i � 1]  A[i ] � A[i + 1]

(A[i ] est un maximum local)

But : trouver un pic dans le tableau (n’importe lequel)

Note : il en existe toujours un
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Approche par force brute

Tester toutes les positions séquentiellement :

Peak1d(A)

1 for i = 1 to A. length
2 if A[i � 1]  A[i ] � A[i + 1]
3 return i

Complexité : ⇥(n) dans le pire acas
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Approche par force brute 2

Le maximum global du tableau est un maximum local et donc un pic

Peak1d(A)

1 m = A[0]
2 for i = 1 to A. length
3 if A[i ] > A[m]
4 m = i
5 return m

Complexité : ⇥(n) dans tous les cas
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Une meilleure idée

Approche diviser-pour-régner :

Sonder un élément A[i ] et ses voisins A[i � 1] et A[i + 1]

Si c’est un pic : renvoyer i

Sinon :
I les valeurs doivent crôıtre au moins d’un côté

A[i � 1] > A[i ] ou A[i ] < A[i + 1]

I Si A[i � 1] > A[i ], on cherche le pic dans A[1 . . i � 1]
I Si A[i + 1] > A[i ], on cherche le pic dans A[i + 1 . . A. length]

1 2 6 5 3 7 4�1 �1>

A quel position i faut-il sonder ?
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Algorithme

Peak1d(A, p, r)

1 q = b p+r

2 c
2 if A[q � 1]  A[q] � A[q + 1]
3 return q
4 elseif A[q � 1] > A[q]
5 return Peak1d(A, p, q � 1)
6 elseif A[q] < A[q + 1]
7 return Peak1d(A, q + 1, r)

Appel initial : Peak1d(A, 1, A.length)
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Analyse

Correction : oui
I On doit prouver qu’il y aura un pic du côté choisi
I Preuve par l’absurde :

I Supposons que A[q + 1] > A[q] et qu’il n’y ait pas de pic dans
A[q + 1 . . r ]

I On doit avoir A[q + 2] > A[q + 1] (sinon A[q + 1] serait un pic)
I On doit avoir A[q + 3] > A[q + 2] (sinon A[q + 2] serait un pic)
I . . .
I On doit avoir A[r ] > A[r � 1] (sinon A[r � 1] serait un pic)
I Comme A[r ] > A[r + 1] = �1, A[r ] est un pic, ce qui contredit

l’hypothèse

Complexité :
I Dans le pire cas, on a T (n) = T (n/2) + c1 et T (1) = c2 (idem

recherche binaire)
I ) T (n) = O(log n)
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Extension à un tableau 2D

Soit une matrice n ⇥ n de
nombres

Trouver un élement plus
grand ou égal à ses 4
voisins (max)

2D�Peak�Finding
• 
����� ������
����������

• ������������������
�����������������ȋ�����Ȍ�
Ͷ����������ǣ

ʹ ͳ ʹ ͳ ͳ ͳ ͳ
ͺ ͻ ͺ Ͳ ͷ ͵ Ͳ
ͻ Ͳ ͸ Ͳ Ͷ ͸ Ͷ
͹ ͸ ͵ ͳ ͵ ʹ ͵
ͻ ͺ ͻ ͵ ʹ Ͷ ͺ
͹ ʹ ͷ ͳ Ͷ Ͳ ͵
ͻ ͵ ͷ ʹ Ͷ ͻ ͺ

൑
൒

2D�Peak�Finding
• 
����� ������
����������

• ������������������
�����������������ȋ�����Ȍ�
Ͷ����������ǣ

ʹ ͳ ʹ ͳ ͳ ͳ ͳ
ͺ ͻ ͺ Ͳ ͷ ͵ Ͳ
ͻ Ͳ ͸ Ͳ Ͷ ͸ Ͷ
͹ ͸ ͵ ͳ ͵ ʹ ͵
ͻ ͺ ͻ ͵ ʹ Ͷ ͺ
͹ ʹ ͷ ͳ Ͷ Ͳ ͵
ͻ ͵ ͷ ʹ Ͷ ͻ ͺ

൑
൒

(Demaine & Leiserson)

Approche par force brute : O(n2)

Recherche du maximum : ⇥(n2)

Résolution de problèmes 377



Approche diviser-pour-régner

Chercher le maximum global dans la
colonne centrale

Si c’est un pic, le renvoyer

Sinon appeler la fonction
récursivement sur les colonnes à
gauche (resp. droite) si le voisin à
gauche (resp. droite) est plus grand

Divide�&�Conquer�#1
• ���������������������
• 	���������������������
• �������ǣ����������
• ����ǣ
– �����������Ȁ��������������
– �������������������������
– ���������������Ȁ����������

• ���������ǣ ͳ�������
– ������������������������

ʹ ͳ ʹ ͳ ͳ ͳ ͳ
ͺ ͻ ͺ Ͳ ͷ ͵ Ͳ
ͻ Ͳ ͸ Ͳ Ͷ ͸ Ͷ
͹ ͸ ͵ ͳ ͵ ʹ ͵
ͻ ͺ ͻ ͵ ʹ Ͷ ͺ
͹ ʹ ͷ ͳ Ͷ Ͳ ͵
ͻ ͵ ͷ ʹ Ͷ ͻ ͺ

ͻ ͻ ͻ ͵ ͷ ͻ ͺ
(Demaine & Leiserson)
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Analyse : correction

On doit prouver qu’il y a bien un pic du côté choisi

Preuve par l’absurde :
I Supposons qu’il n’y ait pas de pic
I Soient A[i , j ] le maximum de la colonne centrale et A[i , k] le voisin le

plus grand (k = j � 1 ou k = j + 1)
I A[i , k] doit avoir un voisin A[p1, q1] avec une valeur plus élevée

(sinon, ce serait un pic)
I A[p1, q1] doit avoir un voisin A[p2, q2] avec une valeur plus élevée

(sinon, ce serait un pic)
I . . .
I Le voisin doit toujours rester du même côté de la colonne centrale

(puisque A[i , k] > A[i , j ] et A[i , j ] est le maximum de la colonne j)
I A un certain point, on va manquer de points
I Il doit donc y avoir un pic
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Analyse : complexité

⇥(n) pour trouver le maximum d’une colonne

O(log n) itérations

O(n log n) au total

Peut-on faire mieux ? Oui, il est possible de proposer un algorithme
en O(n) (pas vu dans ce cours)
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Exemple 3 : Achat/vente d’actions

68 Chapter 4 Divide-and-Conquer

4.1 The maximum-subarray problem

Suppose that you been offered the opportunity to invest in the Volatile Chemical
Corporation. Like the chemicals the company produces, the stock price of the
Volatile Chemical Corporation is rather volatile. You are allowed to buy one unit
of stock only one time and then sell it at a later date, buying and selling after the
close of trading for the day. To compensate for this restriction, you are allowed to
learn what the price of the stock will be in the future. Your goal is to maximize
your profit. Figure 4.1 shows the price of the stock over a 17-day period. You
may buy the stock at any one time, starting after day 0, when the price is $100
per share. Of course, you would want to “buy low, sell high”—buy at the lowest
possible price and later on sell at the highest possible price—to maximize your
profit. Unfortunately, you might not be able to buy at the lowest price and then sell
at the highest price within a given period. In Figure 4.1, the lowest price occurs
after day 7, which occurs after the highest price, after day 1.

You might think that you can always maximize profit by either buying at the
lowest price or selling at the highest price. For example, in Figure 4.1, we would
maximize profit by buying at the lowest price, after day 7. If this strategy always
worked, then it would be easy to determine how to maximize profit: find the highest
and lowest prices, and then work left from the highest price to find the lowest prior
price, work right from the lowest price to find the highest later price, and take
the pair with the greater difference. Figure 4.2 shows a simple counterexample,

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

120
110
100

90
80
70
60

Day 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

Price 100 113 110 85 105 102 86 63 81 101 94 106 101 79 94 90 97
Change 13 !3 !25 20 !3 !16 !23 18 20 !7 12 !5 !22 15 !4 7

Figure 4.1 Information about the price of stock in the Volatile Chemical Corporation after the close
of trading over a period of 17 days. The horizontal axis of the chart indicates the day, and the vertical
axis shows the price. The bottom row of the table gives the change in price from the previous day.

Soit le prix d’une action au cours de n jours consécutifs (prix à la
fermeture)

On aimerait déterminer rétrospectivement :
I à quel moment, on aurait dû acheter et
I à quel moment, on aurait dû vendre

de manière à maximiser notre gain
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Exemple 3 : Achat/vente d’actions
Première stratégie :

Acheter au prix minimum, vendre au prix maximum

Pas correct : Le prix maximum ne suit pas nécessairement le prix
minimum

Deuxième stratégie :

Soit acheter au prix minimum et vendre au prix le plus élevé qui suit

Soit vendre au prix maximum et acheter au prix le plus bas qui
précède

Pas correct :

Troisième stratégie :

Tester toutes les paires (force brute)

Correct ? Complexité ?
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Soit vendre au prix maximum et acheter au prix le plus bas qui
précède
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minimum

Deuxième stratégie :

Soit acheter au prix minimum et vendre au prix le plus élevé qui suit
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Exemple 3 : Achat/vente d’actions
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4.1 The maximum-subarray problem 69

0 1 2 3 4

11
10

9
8
7
6

Day 0 1 2 3 4

Price 10 11 7 10 6
Change 1 !4 3 !4

Figure 4.2 An example showing that the maximum profit does not always start at the lowest price
or end at the highest price. Again, the horizontal axis indicates the day, and the vertical axis shows
the price. Here, the maximum profit of $3 per share would be earned by buying after day 2 and
selling after day 3. The price of $7 after day 2 is not the lowest price overall, and the price of $10
after day 3 is not the highest price overall.

demonstrating that the maximum profit sometimes comes neither by buying at the
lowest price nor by selling at the highest price.

A brute-force solution
We can easily devise a brute-force solution to this problem: just try every possible
pair of buy and sell dates in which the buy date precedes the sell date. A period of n
days has !

n

2

" such pairs of dates. Since !
n

2

" is ‚.n2/, and the best we can hope for
is to evaluate each pair of dates in constant time, this approach would take !.n2/
time. Can we do better?

A transformation
In order to design an algorithm with an o.n2/ running time, we will look at the
input in a slightly different way. We want to find a sequence of days over which
the net change from the first day to the last is maximum. Instead of looking at the
daily prices, let us instead consider the daily change in price, where the change on
day i is the difference between the prices after day i ! 1 and after day i . The table
in Figure 4.1 shows these daily changes in the bottom row. If we treat this row as
an array A, shown in Figure 4.3, we now want to find the nonempty, contiguous
subarray of A whose values have the largest sum. We call this contiguous subarray
the maximum subarray. For example, in the array of Figure 4.3, the maximum
subarray of AŒ1 : : 16" is AŒ8 : : 11", with the sum 43. Thus, you would want to buy
the stock just before day 8 (that is, after day 7) and sell it after day 11, earning a
profit of $43 per share.

At first glance, this transformation does not help. We still need to check!
n!1

2

"
D ‚.n2/ subarrays for a period of n days. Exercise 4.1-2 asks you to show

Troisième stratégie :

Tester toutes les paires (force brute)

Correct ? Complexité ?
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Achat/vente d’actions : transformation

68 Chapter 4 Divide-and-Conquer

4.1 The maximum-subarray problem

Suppose that you been offered the opportunity to invest in the Volatile Chemical
Corporation. Like the chemicals the company produces, the stock price of the
Volatile Chemical Corporation is rather volatile. You are allowed to buy one unit
of stock only one time and then sell it at a later date, buying and selling after the
close of trading for the day. To compensate for this restriction, you are allowed to
learn what the price of the stock will be in the future. Your goal is to maximize
your profit. Figure 4.1 shows the price of the stock over a 17-day period. You
may buy the stock at any one time, starting after day 0, when the price is $100
per share. Of course, you would want to “buy low, sell high”—buy at the lowest
possible price and later on sell at the highest possible price—to maximize your
profit. Unfortunately, you might not be able to buy at the lowest price and then sell
at the highest price within a given period. In Figure 4.1, the lowest price occurs
after day 7, which occurs after the highest price, after day 1.

You might think that you can always maximize profit by either buying at the
lowest price or selling at the highest price. For example, in Figure 4.1, we would
maximize profit by buying at the lowest price, after day 7. If this strategy always
worked, then it would be easy to determine how to maximize profit: find the highest
and lowest prices, and then work left from the highest price to find the lowest prior
price, work right from the lowest price to find the highest later price, and take
the pair with the greater difference. Figure 4.2 shows a simple counterexample,

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
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Day 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

Price 100 113 110 85 105 102 86 63 81 101 94 106 101 79 94 90 97
Change 13 !3 !25 20 !3 !16 !23 18 20 !7 12 !5 !22 15 !4 7

Figure 4.1 Information about the price of stock in the Volatile Chemical Corporation after the close
of trading over a period of 17 days. The horizontal axis of the chart indicates the day, and the vertical
axis shows the price. The bottom row of the table gives the change in price from the previous day.
Transformation du problème :

I Calculer le tableau A[i ] = (prix du jour i)-(prix du jour i-1) (de taille
A.length = n en supposant qu’on démarre avec un prix au jour 0)

I Déterminer la sous-séquence non vide contiguë de somme maximale
dans A

I Soit A[i . . j ] cette sous-séquence. Il aurait fallu acheter juste avant le
jour i (juste après le jour i � 1) et vendre juste après le jour j .

Exemple dans le tableau ci-dessus : A[8 . . 11] est la sous-séquence
maximale de somme 43 ) acheter juste avant le jour 8 et vendre
juste après le jour 11.

Si on peut trouver la sous-séquence maximale dans un tableau, on
aura une solution à notre problème d’achat/vente d’actions
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Approche par force brute
70 Chapter 4 Divide-and-Conquer

13
1
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–25
3
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4
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–23
7 8 9 10

maximum subarray

11
18

12
20

13
–7

14
12

15
7
16

–5 –22 15 –4A

Figure 4.3 The change in stock prices as a maximum-subarray problem. Here, the subar-
ray AŒ8 : : 11!, with sum 43, has the greatest sum of any contiguous subarray of array A.

that although computing the cost of one subarray might take time proportional to
the length of the subarray, when computing all ‚.n2/ subarray sums, we can orga-
nize the computation so that each subarray sum takes O.1/ time, given the values
of previously computed subarray sums, so that the brute-force solution takes ‚.n2/
time.

So let us seek a more efficient solution to the maximum-subarray problem.
When doing so, we will usually speak of “a” maximum subarray rather than “the”
maximum subarray, since there could be more than one subarray that achieves the
maximum sum.

The maximum-subarray problem is interesting only when the array contains
some negative numbers. If all the array entries were nonnegative, then the
maximum-subarray problem would present no challenge, since the entire array
would give the greatest sum.

A solution using divide-and-conquer
Let’s think about how we might solve the maximum-subarray problem using
the divide-and-conquer technique. Suppose we want to find a maximum subar-
ray of the subarray AŒlow : : high!. Divide-and-conquer suggests that we divide
the subarray into two subarrays of as equal size as possible. That is, we find
the midpoint, say mid, of the subarray, and consider the subarrays AŒlow : : mid!
and AŒmidC 1 : : high!. As Figure 4.4(a) shows, any contiguous subarray AŒi : : j !
of AŒlow : : high! must lie in exactly one of the following places:
! entirely in the subarray AŒlow : : mid!, so that low ! i ! j ! mid,
! entirely in the subarray AŒmidC 1 : : high!, so that mid < i ! j ! high, or
! crossing the midpoint, so that low ! i ! mid < j ! high.
Therefore, a maximum subarray of AŒlow : : high! must lie in exactly one of these
places. In fact, a maximum subarray of AŒlow : : high! must have the greatest
sum over all subarrays entirely in AŒlow : : mid!, entirely in AŒmid C 1 : : high!,
or crossing the midpoint. We can find maximum subarrays of AŒlow : : mid! and
AŒmidC1 : : high! recursively, because these two subproblems are smaller instances
of the problem of finding a maximum subarray. Thus, all that is left to do is find a

Implémentation näıve :
I On génère tous les sous-tableaux
I On calcule la somme des éléments de chaque sous-tableau
I On renvoie les bornes du (d’un) sous-tableau de somme maximale

Complexité : ⇥(n2) sous-tableaux et O(n) pour le calcul de la
somme d’un sous-tableau ) O(n3)

On peut l’implémenter en ⇥(n2)
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Approche par force brute

Max-subarray-brute-force(A)

1 n = A.length
2 max-so-far = �1
3 for l = 1 to n
4 sum = 0
5 for h = l to n
6 sum = sum + A[h]
7 if sum > max-so-far
8 max-so-far = sum
9 low = l

10 high = h
11 return (low , high)

Complexité : ⇥(n2)
Peut-on faire mieux ?
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Approche diviser-pour-régner

Nouveau problème :
I trouver un sous-tableau maximal dans A[low . . high]
I fonction maximum-subarray(A, low , high)

Diviser :
I diviser le sous-tableau en deux sous-tableaux de tailles aussi proches

que possible
I choisir mid = b(low + high)/2c

Régner :
I trouver récursivement les sous-tableaux maximaux dans ces deux

sous-tableaux
I appeler maximum-subarray(A, low , mid) et

maximum-subarray(A, mid + 1, high)

Fusionner : ?
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Approche diviser-pour-régner4.1 The maximum-subarray problem 71

(a) (b)

lowlow midmid highhigh
crosses the midpoint

midC 1midC 1

entirely in AŒlow : : mid! entirely in AŒmidC 1 : : high!

i

j

AŒi : : mid!

AŒmidC 1 : : j !

Figure 4.4 (a) Possible locations of subarrays of AŒlow : : high!: entirely in AŒlow : : mid!, entirely
in AŒmid C 1 : : high!, or crossing the midpoint mid. (b) Any subarray of AŒlow : : high! crossing
the midpoint comprises two subarrays AŒi : : mid! and AŒmid C 1 : : j !, where low ! i ! mid and
mid < j ! high.

maximum subarray that crosses the midpoint, and take a subarray with the largest
sum of the three.

We can easily find a maximum subarray crossing the midpoint in time linear
in the size of the subarray AŒlow : : high!. This problem is not a smaller instance
of our original problem, because it has the added restriction that the subarray it
chooses must cross the midpoint. As Figure 4.4(b) shows, any subarray crossing
the midpoint is itself made of two subarrays AŒi : : mid! and AŒmidC 1 : : j !, where
low ! i ! mid and mid < j ! high. Therefore, we just need to find maximum
subarrays of the form AŒi : : mid! and AŒmidC 1 : : j ! and then combine them. The
procedure FIND-MAX-CROSSING-SUBARRAY takes as input the array A and the
indices low, mid, and high, and it returns a tuple containing the indices demarcating
a maximum subarray that crosses the midpoint, along with the sum of the values in
a maximum subarray.
FIND-MAX-CROSSING-SUBARRAY.A; low; mid; high/

1 left-sum D "1
2 sum D 0
3 for i D mid downto low
4 sum D sumC AŒi !
5 if sum > left-sum
6 left-sum D sum
7 max-left D i
8 right-sum D "1
9 sum D 0

10 for j D midC 1 to high
11 sum D sumC AŒj !
12 if sum > right-sum
13 right-sum D sum
14 max-right D j
15 return .max-left; max-right; left-sum C right-sum/

Fusionner :
I Rechercher un sous-tableau maximum qui traverse la jonction
I Choisir la meilleure solution parmi les 3

max-crossing-subarray(A, low , mid , high)
I Force brute : ⇥(n2) (car n/2 choix pour l’extrémité gauche, n/2 choix

pour l’extrémité droite)
I Meilleure solution : on recherche indépendamment les extrémités

gauche et droite
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max-crossing-subarray
Max-crossing-subarray(A, low ,mid , high)

1 left-sum = �1
2 sum = 0
3 for i = mid downto low
4 sum = sum + A[i ]
5 if sum > left-sum
6 left-sum = sum
7 max-left = i
8 right-sum = �1
9 sum = 0

10 for j = mid + 1 to high
11 sum = sum + A[j ]
12 if sum > right-sum
13 right-sum = sum
14 max-right = j
15 return (max-left,max-right, left-sum + right-sum)

Complexité : ⇥(n)

4.1 The maximum-subarray problem 71

(a) (b)

lowlow midmid highhigh
crosses the midpoint

midC 1midC 1

entirely in AŒlow : : mid! entirely in AŒmidC 1 : : high!

i

j

AŒi : : mid!

AŒmidC 1 : : j !

Figure 4.4 (a) Possible locations of subarrays of AŒlow : : high!: entirely in AŒlow : : mid!, entirely
in AŒmid C 1 : : high!, or crossing the midpoint mid. (b) Any subarray of AŒlow : : high! crossing
the midpoint comprises two subarrays AŒi : : mid! and AŒmid C 1 : : j !, where low ! i ! mid and
mid < j ! high.

maximum subarray that crosses the midpoint, and take a subarray with the largest
sum of the three.

We can easily find a maximum subarray crossing the midpoint in time linear
in the size of the subarray AŒlow : : high!. This problem is not a smaller instance
of our original problem, because it has the added restriction that the subarray it
chooses must cross the midpoint. As Figure 4.4(b) shows, any subarray crossing
the midpoint is itself made of two subarrays AŒi : : mid! and AŒmidC 1 : : j !, where
low ! i ! mid and mid < j ! high. Therefore, we just need to find maximum
subarrays of the form AŒi : : mid! and AŒmidC 1 : : j ! and then combine them. The
procedure FIND-MAX-CROSSING-SUBARRAY takes as input the array A and the
indices low, mid, and high, and it returns a tuple containing the indices demarcating
a maximum subarray that crosses the midpoint, along with the sum of the values in
a maximum subarray.
FIND-MAX-CROSSING-SUBARRAY.A; low; mid; high/

1 left-sum D "1
2 sum D 0
3 for i D mid downto low
4 sum D sumC AŒi !
5 if sum > left-sum
6 left-sum D sum
7 max-left D i
8 right-sum D "1
9 sum D 0

10 for j D midC 1 to high
11 sum D sumC AŒj !
12 if sum > right-sum
13 right-sum D sum
14 max-right D j
15 return .max-left; max-right; left-sum C right-sum/
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Max-subarray

Max-subarray(A, low , high)

1 if high == low
2 return (low , high,A[low ])
3 else mid = b(low + high)/2c
4 (left-low , left-high, left-sum) = Max-subarray(A, low ,mid)
5 (right-low , right-high, right-sum) = Max-subarray(A,mid + 1, high)
6 (cross-low , cross-high, cross-sum) =
7 Max-crossing-subarray(A, low ,mid , high)
8 if left-sum � right-sum and left-sum � cross-sum
9 return (left-low , left-high, left-sum)

10 elseif right-sum � left-sum and right-sum � cross-sum
11 return (right-low , right-high, right-sum)
12 else return (cross-low , cross-high, cross-sum)
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Analyse

Si on suppose que n est un multiple de 2, le nombre d’opérations
T (n) est donné par :

T (n) =

⇢
c1 si n = 1
2T (n/2) + c2n sinon

Même complexité que le tri par fusion ) ⇥(n log n)

Peut-on faire mieux ? On verra plus loin que oui
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Diviser pour régner : résumé

Mène à des algorithmes très e�caces

Pas toujours applicable mais quand même très utile

Applications :
I Tris optimaux
I Recherche binaire
I Problème de sélection
I Trouver la paire de points les plus proches
I Recherche de l’enveloppe convexe (convex-hull)
I Multiplication de matrice (méthode de Strassens)
I . . .
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