
Chapitre 7

Techniques de dénombrement
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Introduction

Objectifs de ce chapitre : Etudier des techniques de
dénombrement d’ensembles.

Exemples d’applications pratiques :

I Déterminer le temps et l’espace requis pour résoudre un
problème algorithmique donné ?

I Les techniques de dénombrement sont à la base de la
théorie des probabilités (second semestre)

I A l’origine de deux techniques de démonstration
importantes : le principe des tiroirs et les démonstrations
combinatoires.
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I Dans la séquence de 90 nombres à 25 chi↵res ci-dessous,
est-il possible de trouver deux sous-ensembles de nombres
partageant la même somme ?
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Bijections

Définition : Une fonction f : X ! Y est une bijection si et
seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

I (8y 2 Y )(9x 2 X ) (f (x) = y)

I (8x
1

, x
2

2 X ) [(f (x
1

) = f (x
2

)) ) (x
1

= x
2

)].

Exemples :

I La fonction représentée ci-dessous est une bijection.

X Y

1
2
3
4
5

a
b
c
d
e
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I Les fonctions représentées ci-dessous ne sont pas des
bijections.

X Y

1
2
3
4

a
b
c
d
e

X Y

1
2
3
4
5

a
b
c
d

Propriété : S’il existe une bijection f : A! B , alors |A| = |B |.
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Application : Soient

I A = l’ensemble des possibilités pour sélectionner 12
objets lorsqu’il en existe 5 sortes di↵érentes ;

I B = l’ensemble des séquences de 16 bits comportant
exactement quatre “1”.

On peut représenter biunivoquement les manières de
sélectionner 12 objets parmi 5 sortes disponibles par les
séquence de 16 bits comportant exactement quatre “1” :

00|{z}
Sorte A

1 |{z}
Sorte B

1 000000| {z }
Sorte C

1 00|{z}
Sorte D

1 00|{z}
Sorte E

On a donc |A| = |B |.
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178 Counting I

problems
sequence−counting

S

T

all counting problems

bijection

This is precisely the strategy we’ll follow. In particular, we’ll get really good at count-
ing sequences. When we want to determine the size of some other set T , we’ll find a bi-
jection from T to a set of sequences S. Then we’ll use our super-ninja sequence-counting
skills to determine |S|, which immediately gives us |T |. We’ll need to hone this idea
somewhat as we go along, but that’s pretty much the plan!

In order to pull this off, we need to clarify some issues concerning sequences and sets.
Recall that a set is an unordered collection of distinct elements. A set is often represented
by listing its elements inside curly-braces. For example, {a, b, c} is a set, and {c, b, a} is
another way of writing the same set. On the other hand, {a, b, a} is not a set, because
element a appears twice.

On the other hand, a sequence is an ordered collection of elements (called components
or terms) that are not necessarily distinct. A sequence is often written by listing the terms
inside parentheses. For example, (a, b, c) is a sequence, and (c, b, a) is a different sequence.
Furthermore (a, b, a) is a perfectly valid three-term sequence.

The distinction between sets and sequences is crucial for everything that follows. If
you don’t keep the distinction clear in your mind, you’re doomed!

14.2 Two Basic Counting Rules

We’ll harvest our first crop of counting problems with two basic rules.

14.2.1 The Sum Rule

My mother used to have a Peanuts comic strip on her refrigerator. As I recall, Linus had
decided to allocate his big sister, Lucy, a quota of 20 crabby days, 40 irritable days, and 60
generally surly days. She immedaiately smacks him in the head and says, “I still have 19
crabby days, all my irritables, and I haven’t even touched the generally surly!” I’m not
sure what my mother was trying to communicate, but I’d love to find the original comic
strip; if anyone finds it, please email me at e lehman@mit.edu!

Stratégie générale pour le dénombrement :

I Apprendre à compter certains types d’objets

I Utiliser la règle de bijection pour compter tout le reste

Dans ce cours, on va apprendre à dénombrer les séquences.

Une séquence est une collection ordonnée d’éléments (appelés
composants ou termes).

Exemple : (a,b,c) et (c,b,a) sont deux séquences di↵érentes
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Produits cartésiens

Définition (rappel) : Si P
1

, P
2

, . . . , Pn sont des ensembles,
alors le produit cartésien

P
1

⇥ P
2

⇥ · · ·⇥ Pn

est l’ensemble de toutes les séquences (p
1

, p
2

, . . . , pn) avec
p

1

2 P
1

, p
2

2 P
2

, . . . , pn 2 Pn.

Propriété : Si P
1

, P
2

, . . . , Pn sont des ensembles, alors

|P
1

⇥ P
2

⇥ · · ·⇥ Pn| = |P
1

| · |P
2

| · · · |Pn|.
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Application : sous-ensembles

Soit X = {x
1

, x
2

, . . . , xn} un ensemble comportant n éléments.

Question : Combien existe-t-il de sous-ensembles de X ?

Exemple : L’ensemble X = {x
1

, x
2

, x
3

} admet 8
sous-ensembles :
{}, {x

1

}, {x
2

}, {x
3

}, {x
1

, x
2

}, {x
1

, x
3

}, {x
2

, x
3

}, {x
1

, x
2

, x
3

}.
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Réponse : Bijection entre l’ensemble des sous-ensembles de X
et les séquences de n bits :

S 7! (b
1

, b
2

, . . . , bn),

I S ✓ X ,

I bi = 1 si et seulement si xi 2 S .

sous-ensemble : { x
2

, x
3

, x
5

, x
7

, x
10

}
séquence : ( 0 1 1 0 1 0 1 0 0 1 )

Comme l’ensemble des séquences de n bits est
{0, 1}⇥ {0, 1}⇥ · · ·⇥ {0, 1} = {0, 1}n, il en existe 2n.

L’ensemble X admet donc 2n sous-ensembles.
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Unions disjointes

Propriété : Si A
1

, A
2

, . . . , An sont des ensembles disjoints, alors

|A
1

[ A
2

[ · · · [ An| = |A
1

| + |A
2

| + · · · + |An|.

Remarque : Si les ensembles A
1

, A
2

, . . . , An ne sont pas
nécessairement disjoints, alors le calcul de |A

1

[ A
2

[ · · · [ An|
est plus compliqué, et sera étudié plus tard.
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Application : mots de passe

Considérons un programme dans lequel un mot de passe est
dit valide si

I il contient entre 6 et 8 caractères,

I son premier caractère est une lettre (majuscule ou
minuscule), et

I les autres caractères sont soit des lettres, soit des chi↵res.

Question : Combien existe-t-il de mots de passe valides ?
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Réponse : Définissons F et S par

I F = {a, b, . . . , z , A, B , . . . , Z},
I S = {a, b, . . . , z , A, B , . . . , Z , 0, 1, . . . , 9}.

L’ensemble des mots de passe valides est

(F ⇥ S5) [ (F ⇥ S6) [ (F ⇥ S7).

Comme (F ⇥ S5), (F ⇥ S6) et (F ⇥ S7) sont disjoints, on a

|(F ⇥ S5) [ (F ⇥ S6) [ (F ⇥ S7)|
= |(F ⇥ S5)| + |(F ⇥ S6)| + |(F ⇥ S7)|
= 52 · 625 + 52 · 626 + 52 · 627

⇡ 1, 8 · 1014 mots de passe valides.
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Principe des tiroirs (Pigeonhole principle)

Principe des tiroirs : Si |X | > |Y |, alors, pour toute fonction
f : X ! Y , il existe deux éléments distincts de X qui sont
associés au même élément de Y .

Source : http ://en.wikipedia.org/wiki/Pigeonhole principle
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Exemples

I Si n chaussettes occupent m tiroirs, et si n > m, alors au
moins un tiroir doit contenir strictement plus d’une
chaussette. (version française du “pigeonhole principe”)

I Un tiroir dans une chambre sombre contient des
chaussettes rouges, des chaussettes vertes et des
chaussettes bleues. Combien faut-il en retirer du tiroir
pour être sûr d’avoir deux chaussettes de la même
couleur ?

I S’il y a n personnes qui se serrent la main (n > 1), il y a
toujours deux personnes qui saluent le même nombre de
personnes.

I Tout algorithme de compression sans perte ne
fonctionnera pas pour certaines entrées (le taux de
compression sera inférieur à 1).
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Principe des tiroirs généralisé : Si |X | > k · |Y |, alors toute
fonction f : X ! Y fait correspondre au moins k + 1 éléments
distincts de X vers le même élément de Y .

Exemple : Démontrons qu’au moins 5 liégeois ont exactement
le même nombre de cheveux

I Environ 900.000 personnes habitant la province de Liège
ne sont pas chauves. Soit A cet ensemble.

I Le nombre de cheveux sur une personne est au plus de
200.000. Soit B = {1, 2, . . . , 200.000}.

I On a |A| > 4 · |B|.
I Dès lors, au moins 5 liégeois ont exactement le même

nombre de cheveux.
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Application : sous-ensembles partageant la même

somme

I Dans la séquence de 90 nombres à 25 chi↵res ci-dessous,
est-il possible de trouver deux sous-ensembles de nombres
partageant la même somme ?
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I Considérons un ensemble S de 90 nombres à 25 chi↵res.

I Soit A l’ensemble des sous-ensembles de S .

I Soit B l’ensemble des sommes potentielles.

I Il y a |A| = 290 sous-ensembles possibles. On a
290 � 1, 237 · 1027.

I La somme de tout sous-ensemble vaut au maximum
90 · 1025. Les sommes potentielles sont donc
B = {0, 1, . . . , 90 · 1025}. Il y en a
90 · 1025 + 1  0, 901 · 1027.

I On a |A| > |B |.
I Par le principe des tiroirs, deux sous-ensembles partagent

la même somme.
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Produits cartésiens généralisés

Propriété : Soit S un ensemble de séquences, chacune de
longueur k . S’il y a

I n
1

possibilités pour les premiers éléments,

I n
2

possibilités pour les deuxièmes éléments quand le
premier élément est fixé,

I n
3

possibilités pour les troisièmes éléments quand le
premier et le deuxième élément sont fixés, etc.,

alors
|S | = n

1

· n
2

· n
3

. . . nk .
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Application : permutations

Définition : Une permutation d’un ensemble S est une
séquence qui contient chaque élément de S exactement une
fois.

Exemple : Les permutations de l’ensemble {a, b, c} sont

(a, b, c), (a, c , b), (b, a, c), (b, c , a), (c , a, b), (c , b, a).

Question : Considérons un ensemble de n éléments. Combien
de permutations de cet ensemble existe-t-il ?
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Réponse :

I Il y a n choix possibles pour le premier élément.

I Pour chacun d’entre-eux, il y a n � 1 choix possibles pour
le deuxième élément.

I Une fois que les deux premiers éléments sont fixés, il y a
n � 2 possibilités pour le troisième élément, etc.

I Il y a donc

n · (n � 1) · (n � 2) · · · 3 · 2 · 1 = n!

permutations possibles pour un ensemble à n éléments.
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Règle de division

Définition : Soit f : X ! Y une fonction. Cette fonction est
une fonction k-vers-1 si et seulement si elle fait correspondre
exactement k éléments de X vers chaque élément de Y .

Exemple de fonction 2-vers-1 :

personne A

Personne B

Personne C

oreille 1

oreille 2

oreille 3

oreille 4

oreille 5
oreille 6

Propriété : Si f : X ! Y est une fonction k-vers-1, alors
|X | = k · |Y |.
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Application : permutations cycliques

Question : De combien de manières peut-on disposer n
personnes autour d’une table ronde ?

Remarque : Les deux dispositions suivantes sont équivalentes :

c
1

c
4

c
2

c
3

c
3

c
2

c
4

c
1
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Réponse :

I Soit A l’ensemble des permutations des n personnes.

I Soit B l’ensemble des dispositions possibles.

I Soit f : A! B la fonction qui fait correspondre les
permutations aux dispositions correspondantes.

I Cette fonction est une fonction n-vers-1.

I Par la règle de division, on obtient

|B| =
|A|
n

=
n!

n
= (n � 1)!
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Union de deux ensembles

Propriété : Soit S
1

et S
2

deux ensembles non nécessairement
disjoints. On a

|S
1

[ S
2

| = |S
1

| + |S
2

|� |S
1

\ S
2

|.

S
1

S
2
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Union de trois ensembles

Propriété : Soient S
1

, S
2

et S
3

trois ensembles non
nécessairement disjoints. On a

|S
1

[ S
2

[ S
3

| = |S
1

| + |S
2

| + |S
3

|
�|S

1

\ S
2

|� |S
1

\ S
3

|� |S
2

\ S
3

|
+|S

1

\ S
2

\ S
3

|.
S

1

S
2

S
3
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Application

Considérons les permutations de l’ensemble {0, 1, 2, . . . , 9}
dans lesquelles au moins une des conditions suivantes est
satisfaite :

I 4 précède directement 2,

I 0 précède directement 4, ou

I 6 précède directement 0.

Question : Combien existe-t-il de telles permutations ?
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Réponse :
I Soient P

42

, P
60

et P
04

l’ensemble des permutations dans
lesquelles 42, 60 et 04 apparaissent respectivement.

I Il existe une bijection entre P
42

et l’ensemble des
permutations de {42, 0, 1, 3, 5, 6, 7, 8, 9}. On a donc
|P

42

| = 9!.
I Idem pour P

60

= P
04

= 9!.
I Il existe une bijection entre P

42

\ P
60

et l’ensemble des
permutations de {42, 60, 1, 3, 5, 7, 8, 9}. On a donc
|P

42

\ P
60

| = 8!.
I Il existe une bijection entre P

60

\ P
04

et l’ensemble des
permutations de {604, 1, 2, 3, 5, 7, 8, 9}. On a donc
|P

60

\ P
04

| = 8!.
I On a aussi |P

42

\ P
04

| = 8! et |P
60

\ P
04

\ P
42

| = 7!.
I On obtient

|P
42

[ P
04

[ P
60

| = 9! + 9! + 9!� 8!� 8!� 8! + 7!.
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Union de n ensembles

Propriété (Principe d’inclusion-exclusion) : Soient
S

1

, S
2

, . . . , Sn des ensembles non nécessairement disjoints. On
a

|S
1

[ S
2

[ · · · [ Sn|
= la somme des tailles des ensembles individuels

� la somme des tailles des intersections de 2 ensembles

+ la somme des tailles des intersections de 3 ensembles

� la somme des tailles des intersections de 4 ensembles

+ . . .

Plus formellement :�����

n[

i=1

Si

����� =
X

;6=I✓{1,...,n}

(�1)|I |+1

�����
\

i2I

Si

�����
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Calcul de la fonction indicatrice d’Euler

Rappel : La fonction indicatrice d’Euler �(n) désigne le
nombre d’entiers de {0, 1, 2, . . . , n � 1} premiers avec n.

On peut calculer �(n) par le principe d’inclusion-exclusion.

I Soit S l’ensemble des entiers non négatifs plus petits que
n qui ne sont pas premiers avec n. On a �(n) = n � |S |.

I Supposons la factorisation suivante de n :

n = pe
1

1

. . . pem
m ,

où pi sont des nombres premiers distincts.
I Soit Ca l’ensemble des entiers positifs plus petit que n et

divisible par a, on a :

S =
m[

i=1

Cpi
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I Les tailles des intersections entre Cpi
sont faciles à

calculer.
I Par exemple, Cpi

\ Cpj
\ Cpk

est l’ensemble des entiers
(< n) divisibles par pi ,pj et pk . Comme pi , pj et pk sont
des premiers distincts, Cpi

\ Cpj
\ Cpk

est l’ensemble des
entiers (< n) divisibles par pi · pj · pk :

|Cpi \ Cpj \ Cpk
| =

n

pipjpk
.

I En appliquant le principe d’inclusion-exclusion, on
obtient :

|S | =

�����

m[

i=1

Cpi

�����

=

mX

i=1

|Cpi |�
X

1i<jm

|Cpi \ Cpj |

+

X

1i<j<km

|Cpi \ Cpj \ Cpk
|� . . . + (�1)

m�1

�����

m\

i=1

Cpi

�����
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|S | =

n
⇣Pm

i=1

1

pi
�

P
1i<jm

1

pi pj
+

P
1i<j<km

1

pi pj pk
� . . . + (�1)

m�1

1

p
1

p
2

...pm

⌘

I Finalement, on a

�(n) = n � |S |

= n

0

@
1�

mX

i=1

1

pi
+

X

1i<jm

1

pipj
� . . . + (�1)

m 1

p
1

p
2

. . . pm

1

A

= n
mY

i=1

✓
1� 1

pi

◆
.

I En remplaçant n par sa factorisation :

�(n) =

mY

i=1

pei

i

✓
1� 1

pi

◆

=

mY

i=1

(pei

i � pei�1

i ).
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