
Bachelier ingénieur civil
Mathématiques appliquées - MATH-0504

Examen d’exercices

5 janvier 2026

Seules les réponses rédigées dans les cadres seront prises en considération. En cas de manque de place,
vous pouvez utiliser les feuilles supplémentaires à la fin du questionnaire, en prenant soin d’indiquer dans
l’exercice la présence d’une suite sur ces feuilles.

Remarques :
— Lisez attentivement les énoncés. Plus d’un élément peut être demandé dans une sous-question.
— Essayez toutes les sous-questions, beaucoup sont indépendantes.
— Justifiez vos développements et expliquez vos démarches.
— Les calculatrices, smartphones et montres connectées sont interdits.
— L’examen dure 2h.
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Énoncé et solutions

Exercices

E1 : Séparation de variables (10 points)

Considérer l’équation de diffusion (†) de la chaleur 1D dans un domaine de longueur L, qu’on suppose
adiabatique (pas de flux de chaleur au bord, i.e. ux(0) = ux(L) = 0) :

ut = αuxx, (†)

où α > 0 est la diffusivité et x ∈]0, L[. On impose sur le domaine la condition initiale suivante

u(x, 0) = ϕ(x). (‡)

(a) (1 Point) On note E(t) =
∫ L

0
u(x, t) dx l’énergie totale du système au temps t. En utilisant l’équation

(†) et les conditions aux limites, montrer que l’énergie est conservée au cours du temps, c’est-à-dire
que dE

dt
= 0.

(b) (7 Points) En utilisant la séparation u(x, t) = X(x)T (t), trouver toutes les solutions séparables de
(†) compatibles avec les conditions limites énoncées précédemment.

Montrer, en justifiant votre démarche, que la solution générale de (†) avec les conditions limites peut
s’écrire sous la forme

u(x, t) =
+∞∑
n=n0

An cos (knx)e
−ωnt. (⋆)

Donner la valeur de n0 ainsi que, pour tout n, les valeurs de kn et ωn, en fonction de α et L.

Sans faire de calculs, expliquer si les coefficients An peuvent être déterminés à partir de la condition
initiale ϕ(x).
Indice : Résoudre la partie spatiale en premier devrait mener à une résolution plus simple.

(c) (2 Points) Vérifier que la solution générale (⋆) conserve comme attendu l’énergie E(t) au cours du
temps. Donner une expression de cette énergie si les coefficient An sont connus.

Solution :

(a) En admettant qu’on peut faire fasser la dérivée sous le signe intégral, on a

dE

dt
=

∫ L

0

ut(x, t) dx (1)

=

∫ L

0

αuxx(x, t) dx (2)

= α [ux(x, t)]
L
0 (3)

= α(ux(L, t)− ux(0, t)) = 0. (4)

En effet, les conditions aux limites imposent que les dérivées spatiales en 0 et L sont nulles.
(b) En introduisant l’ansatz u(x, t) = X(x)T (t) dans l’équation, il vient
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Énoncé et solutions

X(x)T ′(t) = αX ′′(x)T (t). (5)

En divisant par u, on obtient

T ′

T
= α

X ′′

X
. (6)

L’expression de gauche ne dépend que du temps, et celle de droite que de x. Ces expressions sont
donc constantes. On note C la constante X′′

X
, et la constante relative au temps est alors αC.
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Énoncé et solutions

Discussion selon C
— Si C > 0, la fonction spatiale est une combinaison de fonctions hyperboliques : X(x) = A sinh

√
Cx+

B cosh
√
Cx. On a X ′(0) =

√
C(A cosh 0 + Bsinh 0 = 0 qui implique A = 0 (vu sinh 0 = 0).

La condition X ′(L) = B
√
C sinh

√
CL ne peut être respectée que si B est également nul. Il n’y

a donc pas de solution non-null pour C > 0.
— Si C = 0, la fonction spatiale est linéaire. Les conditions limites imposent une pente nulle.

Toute fonction constante est donc une solution valide. La fonction temporelle est alors également
constante, et on obtient la solution séparée u(x, t) = Cst.

— Si C = −k2 < 0, la solution spatiale est trigonométrique : X(x) = A cos kx + B sin kx. La
dérivée nulle en 0 impose B = 0, et dans ce cas, X ′(L) = −kA sin kL = 0 implique k = n π

L
.

Pour tout naturel positif n, il existe donc une solution un(x, t) = cos (knx)e
−αk2nt où kn = nπ

L
.

En exploitant la linéarité de l’équation, on peut construire un ensemble de solutions via des combi-
naisons linéaires des solutions séparables. En notant que cos 0 = 1, on peut écrire de façon compacte
cette combinaison :

u(x, t) =
∞∑
n=0

An cos (nπ
x

L
)e

−
(
αn2π2

L2

)
t
. (7)

On arrive donc à la forme demandée en prenant n0 = 0, kn = nπ
L

et ωn = αk2
n. Au temps initial, les

exponentielles valent 1, et les coefficients peuvent être déduits d’une série de Fourier.
(c) Tous les cosinus sont de moyenne spatiale nulle, et seul le terme n = 0 contribue à l’énergie totale.

On a donc E = A0L, qui est constant au cours du temps. Autrement dit, le terme n = 0 représenet
l’énergie moyenne dans la condition initiale.
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Énoncé et solutions

E2 : Caractéristiques & Green (15 Points)

La transformation de Cole-Hopf est une technique utilisée pour résoudre certaines équations différen-
tielles partielles non linéaires en les transformant en équations linéaires plus faciles à résoudre. Elle est
particulièrement connue pour son application aux équations de Navier Stokes qui étudient le comporte-
ment de fluides visqueux. En supposant l’absence de forces volumiques et en négligeant le gradient de
pression (∇p = 0), ces équations peuvent s’écrire comme

∂tu+ u · ∇u = ν∇2u,

avec u la vitesse du fluide et ν sa viscosité cinématique, supposée constante. En faisant l’hypothèse d’un
problème unidirectionnel selon ex et en posant u = u(x, t)ex, cette équation devient

ut + uux = νuxx, x ∈ R, t ≥ 0. (□)

Cette dernière forme est connue sous le nom d’équation visqueuse de Burgers.
Si on considère la condition initiale

u(x, 0) =

{
a, x < 0

b, x > 0
(†)

avec a, b ∈ R+
0 et a > b. Il vous est demandé de trouver et discuter les solutions analytiques en appliquant

deux approches différentes.

A. Caractéristiques

Dans un premier temps, on vous demande de considérer que la viscosité cinématique est négligeable, telle
que ν = 0. Pour ce faire et en appliquant la méthode des caractéristiques, il vous est demandé de suivre
les consignes ci-dessous.
(a) (3 Points) Déteminer les équations des lignes caractéristiques et les solutions de ce problème en

fonction de la condition initiale.
(b) (2.5 Points) Evaluer la vitesse de propagation du choc s(t).

Rappel : la formule de Rankine-Hugoniot est donnée ci-dessous :

s(t) =
A(u+)− A(u−)

u+ − u− ,

où u− et u+ sont les solutions de part et d’autre du choc.
(c) (0.5 Point) Donner l’équation de la ligne de choc.

B. Solution de Green

En considérant la viscosité dans la forme générale □, et en utilisant la transformation dite de Cole-Hopf

U(x, t) = −2ν ln(ϕ(x, t)), ∀ϕ(x, t) ∈ R+
0 , (△)

l’équation de Burgers □ peut se réécrire sous la forme d’une équation de diffusion :

ϕt = νϕxx, ∀ϕ(x, t) ∈ R+
0 .

Pour résoudre au problème, il vous est demandé de suivre les consignes ci-dessous. Tout résultat intermé-
diaire d’une sous-question peut être réutilisé pour répondre aux points suivants.

5



Énoncé et solutions

(a) (1 Point) Tout d’abord, considérer la substitution suivante :

Ux = u.

Montrer que l’équation de Burgers peut se réécrire comme

Ut = νUxx −
1

2
(Ux)

2 + g(t), (⋆)

avec g(t) une expression constante selon la direction x et considérer que Utx = Uxt.

(b) (1 Point) Utiliser la relation de Cole-Hopf (△) pour simplifier l’Eq.(⋆) en supposant g(t) = 0, et
montrer qu’elle se ramène à une équation de diffusion :

ϕt = νϕxx , ∀ϕ(x, t) ∈ R+
0 .

(c) (4 Points) Trouver la solution ϕ(x, t) du problème de diffusion et montrer que la solution de l’équation
de Burgers peut s’écrire comme

u(x, t) =

∫ +∞
−∞

x−y
t

exp
[
− (x−y)2

4νt
− 1

2ν

∫ y

0
u(z, 0)dz

]
dy∫ +∞

−∞ exp
[
− (x−y)2

4νt
− 1

2ν

∫ y

0
u(z, 0)dz

]
dy

.

Pour ce faire, noter que la solution fondamentale de l’équation de diffusion est donnée par

ϕ(x, t) =
1√
4πνt

∫ +∞

−∞
exp

(
−(x− y)2

4νt

)
ϕ(y, 0)dy.

Utiliser la condition initiale

Ux(x, 0) = u(x, 0) i.e. U(x, 0) =

∫ x

0

u(z, 0)dz;

ainsi que la relation suivante

∂x

∫ +∞

−∞
f(x, y)dy =

∫ +∞

−∞
∂xf(x, y)dy.

(d) (1 Point) Appliquer la condition initiale (†) dans l’expression de U(x, 0) et donner sans résoudre la
solution générale u du problème de Burgers.

(e) (1.5 Point) Interpreter l’influence du paramètre de viscosité cinématique ν sur le résultat, pour t > 0,
à partir de la solution simplifiée de l’équation suivante (a > b)

u(x, t) = a+
b− a

1 + q(x, t) exp

(
b− a

2ν

[
x− a+ b

2
t

]) , où q(x, t) =

erfc

(
x− at

2
√
νt

)
erfc

(
bt− x

2
√
νt

) .

Indices : La fonction erfc est le complément de la fonction erreur, permettant de connaitre les limites
de la fonction q(x, t) suivante

lim
ν→0

q(x, t) =


∞, x < bt,

1, at > x > bt,

0, x > at.

(f) (0.5 Point) Quel lien établissez-vous le lien entre l’absence de viscosité dans cette formulation et la
vitesse du choc obtenue au point A?
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Solution

A. Caractéristiques

(a) Lignes caractéristiques : {
x(t) = a t+ x0, x0 < 0

x(t) = b t+ x0, x0 > 0

Solutions : {
u−(x, t) = a, x0 < 0

u+(x, t) = b, x0 > 0

(b) Vitesse du choc

s =
1

2
(a+ b)

(c) Equation ligne de choc

xs(t) =
1

2
(a+ b) t

B. Solution de Green

(a) Commencer par écrire l’équation de Burgers sous une forme plus simple

ut + uux = νuxx

⇒ ut +
1

2
(u2)x = νuxx.

Utiliser maintenant la substitution donnée Ux = u, pour obtenir

Utx +
1

2
((Ux)

2)x = νUxxx, (Uxt = Utx)

i.e., sous intégration et en utilisant l’astuce donnée

Ut +
1

2
(Ux)

2 = νUxx,

⇒ Ut = νUxx −
1

2
(Ux)

2.

(b) Considérer la relation de Cole-Hopf (△) pour écrire chaques dérivées de U qui apparaissent dans
l’Eq.(⋆) : 

Ut = −2ν∂t ln(ϕ(x, t)) = −2ν
ϕt

ϕ

Ux = −2ν
ϕx

ϕ

Uxx = −2ν

(
ϕxx

ϕ
− ϕxϕx

ϕ2

)
.

Substituer ensuite ces résultats dans l’Eq.(⋆)

−2ν
ϕt

ϕ
= −2ν2ϕxx

ϕ
+ 2ν2 (ϕx)

2

ϕ2
− 1

2

(
4ν2 (ϕx)

2

ϕ2

)
.

En simplifiant chaque terme, l’équation de diffusion s’écrit

ϕt = νϕxx.
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(c) Utiliser la solution fondamentale de l’équation de diffusion donnée et écrire l’expression de ϕ(x, 0)
pour obtenir

ϕ(x, t) =
1√
4πνt

∫ +∞

−∞
exp

(
−(x− y)2

4νt
− 1

2ν

∫ y

0

u(z, 0)dz

)
dy. (8)

Ecrire ensuite, avec la relation de Cole-Hopf (△),

U(x, t) = −2ν ln

[
1√
4πνt

∫ +∞

−∞
exp

(
−(x− y)2

4νt
− 1

2ν

∫ y

0

u(z, 0)dz

)
dy

]
.

Trouver la solution du problème u(x, t)

u(x, t) =

∫ +∞
−∞

x−y
t

exp
[
− (x−y)2

4νt
− 1

2ν

∫ y

0
u(z, 0)dz

]
dy∫ +∞

−∞ exp
[
− (x−y)2

4νt
− 1

2ν

∫ y

0
u(z, 0)dz

]
dy

.

(d) En se basant sur la solution intégrale donnée au point précédant, introduire la condition initiale
u(z, 0) = a pour z < 0 et u(z, 0) = b pour z > 0 :

∫ y

0

u(z, 0)dz =


ay

2ν
, y < 0,

by

2ν
, y > 0.

=

∫ 0

−∞

ay

2ν
dy +

∫ +∞

0

by

2ν
dy,

en scindant l’intégrale en deux parties : la contribution de a ( y < 0) et la contribution de b (y > 0).
Les exponentielles deviennent 

exp

[
−(x− y)2

4νt
− ay

2ν

]
, y < 0,

exp

[
−(x− y)2

4νt
− by

2ν

]
, y > 0.

(9)

(e) Utiliser l’expression donnée pour étudier ν → 0 (la viscosité diminue), . Ainsi, en utilisant les limites
données et en posant c = a+b

2
, l’exponentielle donne

lim
ν→0

exp

(
b− a

2ν

[
x− a+ b

2
t

])
=

{
∞, x < ct,

0, x > ct.

Afin de regrouper tous les éléments, on note que a > b implique que c = a+b
2

> b (le cas q → ∞ ne
doit plus être considéré). Ainsi,

lim
ν→0

u(x, t) =

{
a+ 0 = a, x < ct,

a+ b− a = b, x > ct.

L’effet du terme de diffusion est de lisser immédiatement la discontinuité du saut initial (fonction
step), transformant rapidement la solution en une transition douce entre ses deux valeurs initiales (a
et b). L’effet de lissage est d’autant plus important que la viscosité est grande.

(f) .
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