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Avant-propos

Du point de vue de son enseignement, la logique formebenéfitaire se trouve dans
une situation paradoxale. D’'une part, cet enseignementaestisé par plusieurs facteurs
objectifs mais, d’autre part, les résultats obtenus soavent décevants. Nous développons
ici brievement ces deux points, et proposons quelquesssiur améliorer la situation.
Quelques atouts. Citons d’abord trois raisons pour lesquelles un cours ighiction a la
logigue formelle devrait étre un cours facile a donnefaeile a assimiler.

— La matere proprement dite est objectivement facile.
Analyser une formule propositionnelle, teliép A q) = r) = (p = (¢ = 1)),
est plus simple qu’analyser une formule arithmétique @eélalique telle qua/ab <
(a + b)/2. En effet, les propositions ne peuvent étre que vraies vssks, tandis que
les nombres forment un ensemble infini. Cela a pour consegugue les opérations,
les regles et les méthodes de la logique propositionrselie moins nombreuses et
plus simples que celles de I'algebre élementaire. D'omamiere analogue, il est plus
facile d’analyser une formule du calcul des prédicatdetque (exemple classique)
Vo (P(x) = Q(x)) = (Vz P(z) = Va Q(x)), que de résoudre une équation intégrale,
telle quey(x) = 1+ [ y(t) dt. Enfin, comme nous le verrons, presque tous les théoréemes
de la logique élémentaire se démontrent de manierei qyasematique, alors que
chaque théoreme de mathématique elémentaird,dlisi vieux que celui de Pythagore,
ressemble a un défi.

— Les ieferences de bonne quaitaccessiblea I'autodidacte, ne manquent pas.
Méme si, a I'echelle des mathématiques, la logique @lenest un domaine plutdt
jeune, il a quand méme plus d’'un siecle; le plus récestltat que nous verrons, le
principe de résolution, date de 1965 (il est méme nett¢é@rg@rieur en ce qui concerne
la logique propositionnelle). En mathématique, tous mwaines de base ont fait I'objet
de présentations didactiques nombreuses et soignédsgitpie n’échappe pas a la
regle. La situation est moins favorable pour des domaihesrgcents et moins fondés
théoriguement, comme les systemes experts ou les réseatonaux artificiels.

— Les matlématiques pEparenta la logique.
La logique est la science du raisonnement et de I'expredsramelle du raisonnement.
Tout étudiant est amené a raisonner et a exprimer ledeuses cogitations oralement ou
par écrit ... Bien plus, les écueils traditionnels de lgidoe €lémentaire (implication,
démonstration, variables libres et liees, etc.) onad#g rencontrés ailleurs, dans des
contextes mathématiques souvent plus difficiles. La noti@mplication formalise le
lien existant entre I’hnypothese d’'un theoreme et sag¢haotion familiere aux étudiants
qui distinguent condition nécessaire et condition suffisaet qui, plus généralement,
ont une certaine expérience des démonstrations. Digtirigs roles des variablesety
dans la formule/z P(z,y) n'est pas plus difficile que distinguer les rolestdst = dans
lintégrale [, f(t) dt, ou ceux de etj dansy_, Aj;x;.

Quelques probemes ... Pourquoi alors l'étudiant, reconnaissant rapidement atss
hésitation la validité des formulggp A ¢) = r) = (p = (¢ = 1)), et aussi celle de

Vab < (a +b)/2, hésitera-t-il devant des questions innocentes, telies q
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SoientA, B, X etY des formules quelconques.

Onposed’ =45 (X = (A=Y))etB =45 (X = (B=Y)).

Si A = B estvrai, que peut-ondire d¢= A, deA’ = B etB' = A'?
et

Quel lien logique y a-t-il entre les formules
Ve Vy (P(x) = Q(y)) et 3z P(x) = Yz Q(z) ?

Nous n’avons naturellement pas d’explication définiavee probleme, et encore moins
de remede infaillible, mais on peut néanmoins exploreiaques pistes. Tout d’abord, les trois
points cités plus haut, bien qu’objectivement favorabtesont pas dépourvus d’effets pervers.

— La facilité de la matiere peut susciter trois types dectiens négatives. Tout d’abord,
“si c’est trop simple, ce n'est pas utile”. Les applicatioran triviales de la logique
sont pourtant nombreuses, mais le temps manque parfoislggaborder. Ensuite, et
cela surtout a propos de la logique propositionnelle, fgaai vouloir formaliser et
théoriser a propos d’une arithmétique simpliste, lgmit 0 (faux) et 1 (vrai) ?”. Enfin,
la facilité conduit a I'imprudence, qui elle-méme menBerreur! La logique renferme
quand méme quelques pieges ...

— Les bons livres existent, sans aucun doute, mais ne corrdgpt pas toujours aux
attentes et besoins du lecteur. Un simple exposé du typeothgtico-déductif”
habituellement utilisé en mathématique ne convient pgamne si paradoxalement la
logique élémentaire s’y préte tres bien. Ce genre disgpse lit avec peu d’effort mais
conduit seulement a une compréhension passive des dsne¢pion a une maitrise
active de l'outil qu’est la logique pour un informaticienn Butre, un tel exposé ne
donne pas de justification a I'existence méme de la logiga¢hématique et ne fera
gu’amplifier les réactions négatives évoquées plus.hau

— Notons enfin que la maturité mathématique de I'appremastaccompagne pas toujours
d’'une motivation pour aborder une nouvelle branche desénadltiques. . .

Quelques solutions. Les remedes existent. Une approche historique et philogop des
concepts [L1] est un excellent moyen de contrer les réastiteégatives, en montrant que
beaucoup d’efforts ont été nécessaires pour abouticangepts simples et épurés sur lesquels
se base la logique moderne. Elle montre aussi que les progatisés au cours des siecles
I'ont souvent été a I'occasion de problemes concrets yait enfin que la formalisation de
I'expression des raisonnements a été la voie royale deadua une meilleure compréhension
de ceux-ci. L'inconvénient de cette approche est qu’ellenge grandement la taille de
I'exposé, surtout si on le compléte d’une introductiotes problemes de nature informatique
[L2] auxquels la logique apporte une solution partielle ompléete. Tout en restant persuadé
de l'intérét pédagogique d’'une approche historiquelakopophique de cette matiere, nous
devons admettre qu’elle est peu compatible avec la duréénmake de 30 heures prévue au
programme (travaux pratiques non compris), surtout posiadditeurs fortement sollicités par
ailleurs.

Un moyen radical de balayer les objections de simplicit@’etutilité est de dépasser
guelque peu la matiere reconnue comme indispensablentorthaticien, et d’aborder
guelques grands problemes tels l'incomplétude et €mdabilite de I'arithmétique, ou
l'indécidabilité de la logique prédicative, conduisarde séveres limitations dans les domaines
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de l'algorithmique, de la démonstration automatique stsiestemes experts, notamment. On
obtient alors un cours de mathématique plutdt volumiretudifficile, dont I'introduction dans
un curriculum de sciences appliquées serait malais@stdi¢r. (Recommandons néanmoins
[CL] et [BM] a I'amateur.) Leffort a fournir par I'eétudint peu habitué a l'algebre et aux
mathématiques abstraites devient alors lourd, mémedyl@ameur s’'ingénie avec succes a
motiver tout résultat et a en donner une bonne intuitiaanéd’en exposer une démonstration
rigoureuse [S].

Il semble donc que les problemes liés a I'enseignemetd tEgique se résolvent surtout
par des développements supplémentaires, dont le singilene peut rebuter I'étudiant.
Signalons quand méme que peu de domaines progressentagidement que la logique pour
l'informatique ; le “Handbook of Logic in Computer Sciencemporte six volumes, dont le
premier contient plus de 800 pages [AGM].

En dépit de cette inquiétante inflation, on constate qpaitte de la logigue mathématique
réellementnécessaire a l'informaticien est plutdt réduite, etitpaiséement s’exposer en
30 heures et s’assimiler concrétement et pratiquementOeheBres supplémentaires ... a
condition de respecter une stricte discipline. Une doublagaraison va nous permettre de
préciser ce point. L'étudiant en sciences appliquégsearul, assimile et utilise une grande
guantité de théoremes d’analyse mathématique, aoprdp fonctions réelles et complexes,
d’integrales et d’équations differentielles, de tfansées de Laplace et de Fourier, etc. En
contrepartie, si I'on peut dire, I'assimilation n’est pasijpurs tres profonde. On mémorise,
ou on sait ou retrouver, les formules d’intégration et@d@sformation de fonctions, mais on
s’'interroge moins, ou avec moins de succes, sur les conditile validité de ces formules.
Le plus souvent, il n’y a pas de conséquences facheuseas,padois un résultat aberrant
sera admis sans hésitation. A 'opposé, I'étudiantihdgt que peu de résultats d’arithmétique,
et presque exclusivement des résultats elémentaisggmendant, il est parfaitement “a l'aise”
dans ce petit domaine ; en particulier, sa perception iméuites nombres lui permettra le plus
souvent de détecter un résultat aberrant (d0i a unereteesigne, d’un facteur 10, etc.).

Le point crucial est que l'étudiant doit assimiler la logég €lémentaire comme
I'arithmétique élémentaire ; il doit pouvoir “doublele raisonnement méthodique et rigoureux
par une compréhension intuitive des formules. Il doitvami par exemple, gejeter'’@énoncé
de logique (incorrect!)

SiA = Bestvrai, alor§X = (A=Y)) = (X = (B=Y)) estvrai.
aussi rapidement que I'énoncé algébrique (incorrect!)
Sia < bestvrai, alorsy —a) —z < (y —b) — x est vrai.

En mathématique, il est extrémement pénible de mémodes démonstrations vues comme
des textes linéaires dont tous les mots ont la méme impaetall est de loin préférable
d’associer a un théoreme un objet concret (au sens largajtir duquel on peut reconstituer
aisément la démonstration du théoreme.

Le dessin de gauche de la figure 1 comporte deux carrésemt&rdont les dimensions
sonta etb ainsi que deux rectangles de cdtést b. Ce dessin illustre notamment la formule
(a+b)? = a® + 2ab+ b*. Le dessin de droite comporte un carré intérieur de diiens ainsi
gue quatre triangles rectangles de petits catésb et d’hypoténuse. Laire totale des deux
rectangles étant égale a celle des quatre trianglé® t@alea”® + b des deux carrés intérieurs



a

FIG. 1 — Clef du théoreme de Pythagore.

a gauche est égale a l'airé du carré intérieur a droite. Cette derniére égaliéle théoréme
de Pythagore.

Deux pistes prometteuses ... Ce genre d'objet (ici, une paire de dessins) est naturetieme
tres utile, mais il n’est pas évident de le découvrir.s€'eependant moins difficile en logique
formelle qu’en algébre ou en analyse, et notre principgailf, en écrivant ce texte, est de
montrer comment ces objets peuvétie cecouverts et utiligs; ce seront souvent des objets
bien connus de l'informaticien, tels les tableaux, leseBset les arbres. Nous essayerons
aussid’arithmétiser la logique ce qui permet d’importer en logique I'expérience et Liition
acquises en arithmétique élementaire. En particuésrdémonstrations paraitront simples au
lecteur qui observera leur caractére constructif et itiflli@ plus souvent, une deémonstration
donne lieu a un programme (récursif) construisant I'odpnt le théoreme démontré affirme
I'existence.



1 Introduction

Dans ce bref chapitre, on présente les objectifs de laleyi@n montre certaines analogies
existant entre la logique et I'arithmétique. On montreilite de la logique pour une meilleure
compréhension des théoremes et des programmes, etpausdiécriture méme de certains
programmes.

Qu’'est-ce que la logique ? La logique est la science du raisonnement et de I'expression
précise du raisonnement. Tout étre humain raisonne etl@st concerné par la logique.
Raisonner, c’est produire de I'information a partir démfation préexistante et de certains
mécanismes de transformation de I'information.

Raisonnement et calcul. Le raisonnement est proche du calcul, qui lui aussi transfor
linformation. Etant donné un triangle dont la base et latear sont de 6 cm (information
préexistante), on sait que l'aire du triangle est de 18 ¢fmouvelle” information). Le
mécanisme de production est la régle classigjue (B x H)/2.

La logique la plus simple est celle des propositions. Il $’agen d’un calcul, dans lequel
les objets ne sont pas les nhombres et les expressions mu@&rimais les valeurs de vérité
(“vrai” et “faux”) et les propositions et formules suscdiis d'étre vraies ou fausses. Voici un
exemple typique de ce calcul. L'information préexistardenporte deux énonces :

Pour sortir sous la pluie, je prends mon parapluie.
Je suis dehors sans parapluie.

Le mécanisme de calcul, ou plutdt de déduction, est kasii

A= B, -B
-A

“Si A implique B est vrai, et siB est faux, alorsA est faux.” Linformation nouvelle que I'on
peut obtenir ici est “Il ne pleut pas”. Oniastancé A en “il pleut” et B en “je sors muni d’'un
parapluie”.

On notera I'emploi de la convention habituelle : la ligneibontale sépare lggrémisses’'un
raisonnement (au-dessus de la ligne) et@aclusion(au-dessous de la ligne).

Logique et arithmétique. Dans le raisonnement précédent, le calcul propremeneddit
extremement simple. C’est une arithmétique des plusmadtaires, ou on ne dispose que de
deux “nombres”, noté§' (faux) etV (vrai), ou encore, pour parfaire I'analogie, 0 et 1. Les
tables correspondant a I'implication et aux quelquesesutipérations logiques seront donc
bien plus simples que la table de multiplication par exemplesque les tables logiques ne
comportent que deux entrées. Une difficulté de la logicarergapport a I'arithmétique est le
caractere informel du langage utilisé (le francaisippfiormation représentée pat peut étre
écrite “je sors muni d’un parapluie”; on a donc implicitemhadmis que la phrase “Pour sortir
sous la pluie, je prends mon parapluie.” est synonyme ddéltgmplique je sors muni d’'un
parapluie”. On concoit aisement que, dans des raisonmesnpdus €laborés, une hypothese



de ce type peut rapidement devenir doutéu3eutefois, ce probleme est du ressort de la
linguistique et nous ne I'aborderons pas ici. Plus pamisnt, nous ne considérerons pas de
raisonnement dont la formalisation ne soit eléementaioire méme déja faite. L'objet de la
logigue mathématique sera donc la représentation etliyaa des raisonnements formalisés. A
titre d’exemple, considérons les tables de la négatiate &implication :

Lz [y [e=>y]
ElE32 VIiVv] Vv
VI F V| F F
F|V F |V A\

F | F A\

Ces tables permettent d’établir la validité du mécaeisia raisonnement utilisé au paragraphe
précédent. Par simple combinaison, on obtient immédiant la table ci-dessous :

F

= = < <
o < <
< <™ <
<| || <| =

F
\%
\%

Valider le mécanisme de raisonnement utilisé dans noeeple (c’est le “Modus Tollens”)
consiste a vérifier que, dans tous les cas ou les deuxiggési = B et —B sont vraies,
la conclusion—A est également vraie. Dans les trois premieres lignes ldeaa, I'une des
prémisses est fausse. Ces lignes correspondent a des adlodus Tollens ne s’applique
pas. La quatrieme ligne correspond au cas ou les deuxiggémsont vraies, c’est-a-dire au
cas ou le mécanisme de raisonnement étudié s’appliqonegbserve que la conclusion est
également vraie, ce qui acheve la vérification.

Trop simple, la logique ? On peut se demander a quoi sert la logique en tant que science
puisqu’elle ne recouvre, dans le contexte élémentairg dous ne sortirons pas, que des
connaissances évidentes. Nous aurons amplement I'oocdsi souligner plus loin qu'il est
certaines évidences méritant d’étre soulignées rpaig, I'informaticien en particulier, I'utilité

de la logique est du méme ordre que celle de I'arithmétiGedte utilité est liee a la dimension
des problemes traités, et a I'intérét, au dela d’ueréaine taille tres vite atteinte, d’automatiser
la résolution de ces problemes. On “produi6’ x 6)/2 = 18 sans effort, mais il n’en va
pas de méme pouwd5 234 x 765 864 = 264402292 176; on utilisera ici une calculatrice, ou
un ordinateur dont la programmation a requis la mise en calevrégles arithmétiques bien
formalisées. Plus peut-étre que la taille des problemiest leur généralisation qui requiert
I'elaboration d’une science. L'égalitt+ 2 + --- + 10 = 55 présente un intérét nettement
moindre que I'égalit§) " ;i = (n x (n + 1))/2. Cette égalité ne se déduit pas seulement
de tables arithmétiques, si détaillées soient-elle®;“science” arithmétique est nécessaire. Il

IMéme dans notre exemple, certains problémes surgissemtarticulier, il peut avoir commencé a pleuvoir
apres que je sois sorti (sans parapluie) ; je peux ausség@n parapluie en cours de route.
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en va de méme en logique, ou I'on formalise des regleggdes, telle la classique regle de
récurrence :
P(0), Vn[P(n) = P(n+1)]
Vn P(n)

L'effet de dimension est également présent en logiqueynge en téemoignent deux petites
énigmes amusantes.

1. Les étudiants ayant participé a I'examen de logiquediifit par le le prénom, la
nationalité et le sport favori pratiqué par chacun d’édm.demande de reconstituer
le classement et de déterminer qui est le Francais et gté# sport pratiqué par
Richard, sur base des indices suivants.

Il'y a trois étudiants.

Michel joue au football.

Michel est mieux classé que '’Américain.
Simon est Belge.

Simon a surclassé le joueur de tennis.
Le nageur s’est classé premier.

SORALONR

2. Les occupants de maisons alignées différent par la rediténla couleur de la
maison, la marque de cigarette favorite, la boisson peéfét I'animal familier. On
demande de reconstituer la situation, et en particuli€lediifier le propriétaire du
zébre et le buveur d’eau, sur base des indices suivants.

1. Les numeéros des maisonssontl1, 2, 3, 4, 5.

2. L’Anglais habite la maison verte.

3. L’Espagnol posséde un chien.

4. On boit du café dans la maison rouge.

5. On boit du thé chez I'Ukrainien.

6. La maison rouge suit la maison blanche.

7. Le fumeur de Old Gold éléve des escargots.

8. On fume des Gauloises dans la maison jaune.

9. On boit du lait au numéro 3.
10. Le Norvégien habite au numéro 1.
11. Le fumeur de Chesterfield et le propriétaire du renand @aisins.
12. Le fumeur de Gauloises habite a coté du propriéthireheval.
13. Le fumeur de Lucky Strike boit du jus d’orange.
14. Le Japonais fume des Gitanes.
15. La maison bleue jouxte celle du Norvégien.

Formaliser ces énigmes, c’est-a-dire les convertir emées a analyser, est facile. L'analyse
proprement dite est tout aussi facile, mais, vu la taillefdesules, peut demander un certain
temps, et une bonne organisation du trav&laturellement, on peut programmer un ordinateur
pour faire le travail ; nous préterons une attention palitice aux questions algorithmiques.

Mieux comprendre les theoremes. La logique formelle a été au départ développée par
des mathématiciens, pour éclairer divers problemésalé survenant en algebre, en analyse,
en géométrie, etc. Ce point n'a pas tellement d'intp@ir I'informaticien, mais il importe

2Si on n’est pas habitué a résoudre ce type d’énigme, ohgiattendre & une demi-heure de tatonnement
avant de découvrir la solution de la seconde, méme si unatmsuffit pour la premiére . ..



de reconnaitre d’emblée le statut acquis par la logiquéh@maatique : elle contribue au
développement d’autres branches des mathématiquesestaune meilleure compréhension
de celles-ci. Inversement, une certaine maturité mastiguore favorise I'apprentissage de la
logique.

Nous ne donnerons ici qu’un exemple de la symbiose entrquegit mathématique, mais
il est capital. Dans n'importe quelle branche des mathigmes, un théoreme évoque une
catégorie d'objets et affirme que tout objet vérifiant ployhese vérifie aussi la these. Ceci est
un exemple typique d’évidence qu’il est opportun de samdigDans le domaing des entiers
relatifs, on a le théoreme suivant :

Tout carré est positif.

La paraphrase suivante donne lieu a une traduction imatedi
Pour toutn, n est un carré implique est positif.
On peut en effet formaliser I'énoncé en

Vn[C(n) = P(n)].

Comme souvent en mathématique, on sous-entend une partimfdrmation; dans le cas
présent, la formule ne reprend pas (notamment) le faitrqueprésente un entier relatif et
non, par exemple, un nombre complexe. Ce théoreme exgedes quatre classes d’entiers
relatifs que I'on peut a priori former (C-P : carré-posi@-nP : carré-non-positif, nC-P : non-
carré-positif, nC-nP : non-carré-non-positif), la sede est vide. On a en effet

C-P |0,1,4,...,100,...
C-nP

nC-P |2,3,5,...,99, 101, ...
nC-nP| -1, -2, -3, ...,-100, ...

Cela illustre la regle logique disant qu'une implicatipn=- ¢ est fausse si et seulement
si 'antécédenp est vrai et le conséquentest fauxd En particulier, une implication dont

'antécédent est faux est toujours vraie. Par exempbmolhcé “si 2+2=5, alors 2+2=6" est
vrai, ce qui ne I'empéche pas d’étre sans intérét puatiq

Mieux comprendre les programmes. La logique est utile a I'informaticien, et en particulier
au programmeur. Elle permet dpécifierun programme :

{zo € N} (x,y) := (x0,1); whilex > 0do(y,z) := (yxz,2—1); F =y {F = 0!} .

Cette écriture exprime une relation utile entre la donnget le résultatF'. La logique permet
aussi dedlonner un argument de conforméntre le programme et sa spécification, par exemple
un invariant de boucle ; cet invariant est ici

$>5E0,y€N/\0§x§ony*x!:xO!

3Le théoreme affirme que la seconde des quatre classeslestiMi’interdit pas qu'éventuellement une des
trois autres classes soit vide aussi.



Enfin, la logique permet deérifier la validité de I'argumentUn élément crucial de cette
vérification est le fait que le corps de la boucle, lorsgest exécuté, restaure l'invariant. En
appelant cet invariant, on doit avoir

{I N z>0}(y,x) := (yxz,2—1) {1},

ou encore
(I ANz>0)= Iy x/yxz,z—1]

oul[y,z / yxx,x—1] désigne la formulé dans laquelle on a remplacé les occurrencesg ete
dex pary xx etz — 1, respectivement. En définitive, pour établir que le pangme est correct,
il faut prouver que la formule

VaVroVy ([0<z<zg A yxa! =x0!] = [0<z—1<zy A (y*x)* (x—1)! = z0!])

est vraie, ce qui peut se faire en utilisant les proprig@hmeétiques usuelles, notamment
I'associativité de la multiplication et le fait quex (n — 1)! = n! pour tout entier: strictement
positif. Le fait que la logique soit plutdt simple rend pibds I'automatisation du raisonnement,
gui est vu comme un calcul d’'un genre particulier. La logigsiedonc une clef de I'intelligence
artificielle et permet en particulier la programmation dstegnes experts, aptes a la résolution
automatique d’énigmes comme celle du zebre ou, d’'une@énanioins ludique, a I'élaboration
de diagnostic de pannes dans les réseaux informatiquasnpalonner qu’un exemple.

Un algorithme est une recette de calcul permettant de desain probleme sans devoir
réflechir. Toute la réflexion nécessaire a été ardieipar 'auteur de I'algorithme, ce qui
explique la difficulté potentielle de la tache du concapté’algorithme. Un programme de
calcul implique des régles de calcul et la mise en ceuvre sleggges. Dans un programme
classique, tel celui calculant la factorielle, ces deuxé&dgents sont intimement mélangeés,
et les regles mathématiques de base qui ont été esli@associativité de la multiplication,
par exemple) n'apparaissent explicitement que lors d’@ndigation systématique et détailleée
de I'exactitude de I'algorithme. Dans la mesure ou cal¢ubésonnement ne sont que deux
facettes d’'un méme processus, on peut envisager de ségsadeux ingrédients. Un algorithme
de mise en ceuvre de regles logico-mathématiques edt Wi fois pour toutes, et cet
algorithme est particularisé a un probleme particiyier I'adjonction des regles relatives a ce
probleme. Cette technique de “programmation (par la)jogi est trés puissante, notamment
dans les cas ou la programmation classique est déce\Raie. ce contexte, pour trier un
tableauX en un tablead’, il suffira de donner deux “indices” :

Y est une permutation d¥ ;
les elements d& forment une suite croissante.

Trier de cette maniere sera cependant tres inefficaces Baméme contexte de programmation
logique, il suffira de donner les indices et la question @éaijime évoquée plus haut pour
résoudre celle-ci. Dans la mesure ou on ne connait pdgodithme classique de résolution
d’énigme, I'approche logique est ici tres attrayante.

Programmer en logique. Puisque la logique est, dans une certaine mesure, un calleul,
peut donner naissance a un langage de programmation. §@gaiPROLOG (“PROgrammer
en LOGique”) est le plus utilisé des langages basés sundmue. En dépit de certaines
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limitations, il se préte bien a la résolution d’'une vadtesse de problemes. A titre d’exemple,
nous donnons a la page suivante un programme PROLOG po@sdéution de I'eénigme du
zebre donnée plus haut. Ce programme décrit d’'une pajg’'est une énigme et, d’autre part,
les particularités de I'énigme du zebre. Le systeme PRG calcule la réponse en utilisant les
algorithmes de résolution et d’unification, préserstés fin de ce cours.

prc(A B, [A B, CDE) prc(A, C[ABCDE). prc(ADI[ABCD,E)
prc(A E [A B, CDE) prc(B,C [A B, CDE) prc(B,D,[A B, C D E])
prc(B,E [AB,CDE) prc(C D, [A B, CDE) prc(C E [A B, CDE])
prc(D E[A B CD,E)

one(A [A B C D E).

three(C,[A B, C D, E])

nei ghbor (A, B,[A B, C D E]). neighbor(B,C [A B, CD,E])

nei ghbor (C, D, [A B,C, D E]). neighbor(D E[A B, C D,E])

nei ghbor (B, A, [A B,C, D E]). neighbor(C B,[A B,C, D,E])

nei ghbor (D, C,[A B, C D, E]) nei ghbor (E, D, [ A B, C D, E])
nation(h(N,C, A B T),N.

color(h(N,C A B T), 0.
ani nmal (h(N, C, A B, T),A).
drink(h(N, C, A B :

t obacco(h(N, C A B, T),T).

go(X, YY) :- St = [h(NL,C1, AL, B1, T1), h(N2, C2, A2, B2, T2),
h( N3, C3, A3, B3, T3), h( N4, C4, A4, B4, T4), h( N5, C5, A5, B5, T5) ],
menber ( X2, St), nation(X2, english), color(X2,green),
nmenber ( X3, St), nation( X3, spani sh), ani nal (X3, dog),
nmenber ( X4, St), col or(X4,red), drink(X4,coffee),
menber ( X5, St), nation( X5, ukrainian), drink(X5,tea),

nei ghbor ( X6a, X6b, St), prc(X6b, X6a, St), col or (X6a, red), col or(X6b,white),

menber ( X7, St), tobacco(X7, ol dgol d), animal (X7, snails),

nmenber ( X8, St), col or (X8, yell ow), tobacco(X8, gaul oi ses),

three(X9, St), drink(X9,mlKk),

one( X10, St), nation(X10, norwegi an),

nei ghbor ( X11a, X11b, St), tobacco(Xlla, chesterfield), ani mal (X11b, fox),
nei ghbor ( X12a, X12b, St), tobacco(X12a, gaul oi ses), ani mal (X12b, hor se),
nmenber ( X13, St), tobacco(X13, | uckystrikes), drink(X13, orangej ui ce),
nmenber ( X14, St), nation(X14,japanese), tobacco(X14, gitanes),

nei ghbor ( X15a, X15b, St), nati on(X15a, norwegi an), col or(X15b, bl ue),
menber (Q St), animal (Q zebra), nation(Q X),

menber (R, St), drink(R water), nation(R Y).

On observe que ce texte ressemble plus & une varianteragmté du probléme qu’'a un
programme pour résoudre le probleme. Il n’est en fait gg’donnée pour la version Prolog
des algorithmes de résolution et d’unification.

Le texte est composé atausequi décrivent des prédicats. Il y a deux sortes de clauses :

a.
a:- b,c,d.

10



La premiere exprime un fait (axiome, postulat, définijidalle peut se lire “On &” ou
“a est (toujours) vrai”. La seconde clause exprime une régleossibilité d’obtenir le faia a
partir des faitd, ¢ etd. On peut lire “Sib, ¢ etd sont vrais, alors: est vrai”, ou encore “Pour
avoir (établir)a, il suffit d’avoir (d’établir)b, c etd”.

Les clauses préliminaires constituent des définitionsiliaires, pour les notions de
précédence (une maison précede une autre si le nure@eoplemiere est plus petit que celui
de la seconde), de premiere maison, de maison du milieumadkons voisines. On note par
exemple que, dans une structure de cinq éléemeAtsB, C, D, E] , les maison® et B sont
mitoyennes, de méme qiet A, BetC, ... et enfinD et E. On précise aussi qu’'une maison
est décrite par cinq attributs qui sont, dans I'ordre, t@omalité du propriétaire, la couleur de
la facade, I'animal familier, la boisson favorite et la mpae de tabac.

La clause principale définit le prédicgb. Les cing premieres lignes correspondent a
'indice 1; les lignes suivantes correspondent aux quat@utres indices, sauf les deux
dernieres lignes qui correspondent aux deux questiorigeidtexemple, voici une paraphrase
du dernier indice : “la structurt comporte deux maisons mitoyenneksa et X15b telles
gue l'occupant d&X15a est de nationalité norvégienne, et gxie5b est de couleur bleue”.
La premiere question se traduit en “la struct@te comporte une maison (inconnu®@) dont
'occupant est de nationalit€ et possede un zebre”.

L'exécution de ce programme est représentée ci-dessous

?- go(ZebraOmer, Wat er Dri nker) .
ZebraOmner = j apanese

Wat er Dri nker = norwegi an ? ;

no

Le “no” indique I'absence d’une seconde solution ; sur base desdadil est donc certain que
le Japonais possede le zebre et que le Norvégien boiede.I’

Notre but n’est pas ici de présenter Prolog, mais de moqgtrerles algorithmes logiques
gue nous étudierons sont suffisamment puissants pourneremdcharge la résolution d’'un
probléme non trivial. Ces algorithmes sont préprogramefficacement et une fois pour toutes
dans le systeme Prolog, mais peuvent naturellement ébgrgmmeés dans n’'importe quel
langage ; nous verrons d’ailleurs comment, aux chapitces ét cing.

Nous terminons ce chapitre par une trés breve introductiox deux algorithmes utilisés
par Prolog. Considérons le petit programme suivant.

O OO O T
ocoTpp
- O —h

Le logicien écrira plutot

{A,B,A=C,(ANF)=D,(BNC)=D,(CANF)=E}.
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La derniere formule, par exemple, signifie qué’'stt F' sont vrais, alord” est vrai. Essayons,
sur base de nos six clauses, de voilDsest vrai, et siF est vrai. Pour avoilD, d’apres la
cinquieme clausg,il suffit d’avoir B et C. On a B (deuxiéme clause) et, pour avdi, il
suffit (troisieme clause) d’avoid, que I'on a par la premiére clause. La réponse a la premie
guestion est donc “oui”. D’autre part, pour avdit il suffit d’avoir C' et F. On a bienC' (on

a vu comment), mais aucune clause ne permet d'espéreriobteba réponse a la seconde
guestion est donc “non”. Ces raisonnements, illustresfiglire 2, sont des exemples typiques
de ce qu’étudie ldogique des propositiongbordée aux chapitres deux et trois. Les numéros
des nceuds des arbres de la figure 2 indiquent I'ordre dansllege noeuds sont créés et
exploités.

© e

@ c f

@ af

3 f
X

(® oui

FIG. 2 — Arbres de vérification systématique de faits.

Considérons maintenant un autre programme.

append([],Ys, Ys).
append([ X| Xs], Ys,[X] Zs]) :- append(Xs, Ys, Zs).

La notationappend( Xs, Ys, Zs) signifie “la concaténation de la lisis et de la listeYs
est la listeZs”. Le programme ci-dessus correspond donc a la définigoansive classique
de I'opération de concaténation de deux listes. (Li@cei[ X| Xs] représente la liste dont le
premier €léement esf et dont le reste est la lisis.) On peut demander a Prolog

? append(Xs, Ys,[a, b]).

Cela signifie “Existe-t-il des listeXs et Ys dont la concaténation donne la ligta, b] ?”.
Prolog cherche une preuve constructive de I'énoncé, atigoiant lunificationdes termes. En
particulier, il établit que I'on a bieappend( Xs, Ys, [ a, b] ), sil'on choisitXs =[ a] et

Ys =[ b] . Cette recherche systématique produit trois solutiolis gst illustrée a la figure 3.
C’est une application typique dellagique des pedicats abordée aux chapitres quatre et cing.

4Utiliser la quatriéme clause conduit & une impasse, cowmn le voit a la figure 2.
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appendXs, Ys, [a,b]) ?

Xs, Vs, Ys! — [],[a,0],[a,b]\ Xs, Ys, X', Zs' «— [a|Xs'], Ys!,a,[b]

appendXs', Ys' [b]) ?

Xst, Vsl X2 Zs? — [b| Xs?], Ys2,b,[]

(4) appendXs?, Ys% [])?
{Xs, Ys = [a], [b]}

Xs?, Vs, Ys* ][], ]

{Xs, Ys =a,b],[]}

FiG. 3 — Arbre de recherche systématique des solutions.

2 Logique propositionnelle : syntaxe et emantique

2.1 Introduction

L'objet de la logique propositionnelle est I'étude despwsitions et de certaines opérations
qui permettent de les combiner. Nous montrons dans cetti@isecou proviennent ces objets
et ce qu’ils sont.

2.1.1 Cereralités sur les propositions

Une propositionest une phrase susceptible d’étre vraie ou fausse. Enaisgran parle
souvent de “phrase énonciative”. Voici quelques exemgiéepropositions, écrites en langage
naturel, en formalisme mathématique ... ou dans un méldag deux.

1. Un plus deux égalent trois.
2. 1+1=3.
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T > e.

Il n’existe que cing polyedres réguliers convexes.

Il existe une infinité de nombres premiertels quer + 2 est aussi premier.
Le procompsognathus est un deutérostomien anamniote.

Il fera beau a Liege le 29 avril de I'an 2021.

2 4 y? =22

Il pleut.

10. Je donne cours de logique le mardi.

11. Jedonnecours(matiere, jour).

12. Un plus deux égalent trois et la terre tourne autour trilso

13. Un plus deux égalent trois parce que la terre tourneuadiosoleil.
14. Cette phrase est fausse.

15. La phrase suivante est vraie.

16. La phrase précédente est fausse.

17. Cecin’est pas une phrase.

18. Cette phrase n’est pas une proposition.

© ©® N O O~

On observe immédiatement que la nature propositionnélieedphrase n’'implique pas la
connaissance automatique de la valeur de vérité de dethse. Les trois premiers exemples
paraissent non problématiques, mais on pourrait hé&siteur attribuer une valeur de vérité
par méconnaissance du francais ou de I'arithmétigaiméhtaire ; on pourrait aussi ignorer ou
refuser les conventions habituelles des mathématiciensecnant les constantes numériques
importantes, tellesr = 3.14159... ete = 2.71828.... Les exemples 4 a 7 montrent que
ignorance est une cause excusable et méme inévitableodeattribution. On peut savoir
ce qu’est un polyedre régulier convexe, mais le non-gratticien ignore généralement leur
nombre. L'exemple 5 a un sens clair, mais il s’agit d'une eonjre de l'arithmétique :
les spécialistes pensent qu’elle est vraie, mais n'ontrpassi a la demontrer. Le sens de
la phrase 6 et a fortiori sa valeur de vérité échapperanmhan-biologiste. Enfin, faire une
prévision météeorologique a tres long terme est catgohent irréaliste.

Les exemples 8 a 11 posent une difficulté d’une autre nat@® phrases sont claires et
élémentaires, mais leur valeur de vérité dépend dteste La pertinence de ce contexte peut
apparaitre explicitement, via des parametres t&ls"y”, “ 2", “matiere”, “jour”, ou de maniere
implicite : qui est “Je”? Ou et quand est prononcée la ghfdgpleut”? On ne peut attribuer
une valeur de vérité a ces exemples sans connaitredatexe.

Les exemples 1 a 11 étaient des propositiammniques les exemples 12 et 13 sont des
propositionscompoges les deux composants sont les propositions atomiques “Usigetux
égalent trois” et “La terre tourne autour du soleil”. Cesnpmsants sortonnecéspar “et” et
par “parce que”.

Les exemples 14 a 16 sont dearadoxes on les comprend, aucune culture et contexte
particuliers ne sont nécessaires a leur analyse, maist iheanmoins impossible de leur
attribuer une valeur de vérité sans aboutir a une coiatiad (le cauchemar du logicien!).
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Ce phénomene est lié alitoreference: ces phrases parlent d’elles-mémes. Les exemples 17
et 18 montrent que I'autoréférence n'implique pas totgde paradoxe : il s'agit bien de deux
propositions, toutes deux fausses.

Dans l'approche formelle de la logique propositionnell@ys voulons nous affranchir de
tous les problémes non liés au raisonnement propremehtii moyen radical d’y parvenir
est de restreindre le sens d’'une proposition a sa valeuréde& yexactement comme, en
arithmétique, le sens d’'une multiplicité est réduitataille. On évoque le nombre “13”
par exemple, sans se soucier d’évoquer une multipli@t&ci@te comportant 13 élements.
En fait, 'arithmétique ne nous apprend rien sur les nomlenex-mémes, mais a pour objet
les relations qui existent entre les nombres, dont I'eristeest tout simplement postulée et
admise. Le lexique de I'arithmétique se limite donc awatiohs identifiant les nombres (suites
de chiffres), aux variables représentant les nombres/éauwles lettresy, y, a, b, etc.) et aux
symboles représentant les opérations par lesquellesutrcpmbiner et comparer les nombres
(+, =, <, etc.). L'écriturez? + y?> = 2% est un énoncé de I'arithmétique ; c’est aussi une
proposition. Pour attribuer une valeur de vérité a gettgosition, il faut connaitre les valeurs
(numériques) de, y et z, mais rien d’autre (inutile, par exemple, de savoir si lesybres en
questions représentent des longueurs, ou des vitessdesaombres de pommes contenues
dans des paniers).

En arithmétique, on distingue les énona&dides qui sont toujours vrais, les énoncés
inconsistants ou contradictoires qui sont toujours faux, et les énoncésntingents ou
simplement consistantgui sont vrais ou faux selon le contexte, c’est-a-direséts valeurs
que I'on attribue aux variables qu’ils contiennent. Unigc®valide peut contenir des variables,
tel 22 + y? > 2xy ou n'évoquer que des constantes2tel 3 = 5. Il en va de méme pour les
énonceés inconsistants’(+-y* < 2xy, 2+3 = 6). En revanche, un énoncé contingent comporte
toujours une variable au moing K 3).

La méme classification sera adoptée en logique propositite. Les énoncésue et
false = p sontvalides; seul le second comporte une variable prapostlle. L'énonc® = ¢
est contingent, tandis que I'eénonb&e = false est contradictoire.

Deux differences essentielles existent entre la logiquathmétique. Tout d’abord, il
n’existe que deux valeurs en logique, contre une infinit@ahmétique ; de plus, la notion
de proposition existe en arithmétique (les énoncésragtiques sont des propositions, au
méme titre que les énoncés de mécanique des fluides xpanpée), alors que la notion de
nombre n'apparait pas en logique propositionnelle. Bnl&logique “précede” I'arithmétique,
car on ne peut pas faire d'arithmétique sans faire, comsoient ou non, de la logique. En
contrepartie, I'arithmétique est “plus riche” que la lggé ; on pourra identifier le calcul des
propositions a un calcul numérique particulier, mais empaurra pas identifier le calcul sur les
nombres a une logique propositionnelle particuliere.

SD’apres Larousse, la logique est la “science du raisonnéestelui-méme, abstraction faite de la matiere a
laquelle il s’applique et de tout processus psychologique”
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2.1.2 Cenreéralités sur les connecteurs

Les opérateurs combinant les propositions sont appad@secteursLa logique des
propositions est en fait la logique des connecteurs, conamthimétique est plus la science
des opérations (addition et multiplication surtout) gekbecdes nombres proprement dits.

Les opérations de I'arithmétique (au sens large) sonfalegions dont les arguments (en
général, un ou deux) prennent des valeurs numériquesjdar du résultat est numérique, ou
une valeur de vérité. Voici quelques opérations co@snt

— L'addition : +:ZX7Z — Z: (x,y)—z+y.
— Le passage a l'opposé : — 7 — 7Z: x+— —u.
— Ladivisibilité : |0 ZxZo — {V,F}: (z,y) — z|y.
— La primarité : Pr: No; — {V,F}: 2+ Pr(z).

Rappelons que, siest un nombre entier plus grand que 1 Pest vrai six est premier,

c’est-a-dire n’est divisible que par lui-méme et par 1.
Il existe une infinité d’opérations arithmétiques, etathématicien s’autorisera a en créer une
nouvelle, qu’il nommera et notera de maniere appropdeés,que le besoin s’en fera sentir.
Toutefois, quand on étudie I'arithmétique, on se limingralement a une demi-douzaine
d’opérations. On retient, d’'une part, celles dont I'nétépratique est évident et, d’autre part,
celles dont les propriétés sont les plus attrayantesqilies élégantes. Ces deux criteres sont
souvent concordants ; de plus, les opérations non reterumesie primitives peuvent souvent
se dériver des opérations primitives ... au moyen de lggleg On définit par exemple la
divisibilité (ne pas confondre avec la division) a pader'égalité et de la multiplication :

zly =g Fz(x2=19).
On se sert de cette nouvelle opération pour définir la piteha
Pr(z) =45 2>1 AYylylz = (y=1Vy=u1x).
En logique propositionnelle aussi, nous aurons des coemextfondamentaux et des

connecteurs dérivés.

Notons aussi que certaines “opérations” arithméetiquesont pas considérées comme
telles par les mathématiciens, parce qu’elles dépemienseulement des nombres eux-mémes
mais aussi de points annexes, par exemple le formalismgéypibur les représenter. Ainsi, la
“longueur” d’'un nombre n’est pas une véritable opératithmeétique, puisqu’elle n’est pas
“numérifonctionnelle” :

0(13) = 2,
((6+7) =3,
0(78/6) = 4,
¢(1101) = 4,
((treize) = 6,
((thirteen = 8,
(XN = 4.

En logique aussi, les connecteurs non “vérifonctionns¢sbnt éliminés.

Les connecteurs propositionnels sont nombreux dans laiéafrgngaise ; nous en avons
rencontré deux exemples :
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— Un plus deux égalent troet la terre tourne autour du soleil.

— Un plus deux égalent troparce quda terre tourne autour du soleil.

Le connecteuet est vérifonctionnel : la proposition4' et B” sera vraie si et seulement si
les propositions A” et “ B” sont toutes deux vraies. En revanche, il n’est pas evidétablir
un éventuel lien de cause a effet entre deux faits, et Goeras valeurs de vérité ded” et
de “B” ne permet généralement pas de connaitre la valeur i@ ke “A parce queB”. Les
propositions composées suivantes, dont nous supposoogiigosantes vraies, montrent que
le connecteur “parce que” n’est pas vérifonctionnel :

— La voiture dérapearce quda route est mouillée.
— Laroute est mouilleparce quda voiture dérape.

Dans un contexte ou une voiture a dérapé sur une routelldeuia premiere proposition
composée semble vraie mais la seconde est quasi certaitifmgse. Or, les deux propositions
simples contenues dans les propositions composées i@ ycela montre que la valeur de
VErité d’une proposition composée avec “parce que”emedd pas uniguement des valeurs de
Vérité des composantes.

Voici quelgues exemples d’emploi des connecteurs véetfonnels les plus frequemment
utilisés en francais.

— Jiirai au théatreu bienj’irai au cinéma.
Il pleutouil vente.

Sil pleut, alorsla route est mouillée.

Le ciel est bletetla neige est blanche.

Il n’estpasbéte.

Sic’est pilealorsje gagnesinontu perds'!
Elle reussisti elle travaille.

Elle reussiseulement stlle travaille.

Elle reussiti et seulement slle travaille.
Elle travaille,doncelle réussit.

[lls n’ont] ni Dieu, ni maitre !

Dans ces exemples, la valeur de vérité de la propositiomposée se déduit aisement de
la valeur de vérité des composants; les connecteurs sotlmen vérifonctionnels. Dans ce
cadre, il est possible de rendre compte de la validité daiosrraisonnements, tel le suivant :

1. Tous les hommes sont mortels.

2. Sitous les hommes sont mortels et si Socrate est un homme,
alors Socrate est mortel.

3. Socrate est un homme.
4. Donc, Socrate est mortel.

Ce raisonnement est uiestance c’est-a-dire un exemple, du schéma

A, (ANB)=C, B
C
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et nous verrons plus loin que toutes les instances de censcftfii comporte trois prémisses
et une conclusion) sont valides. On observe cependant qusree logique (informelle) la
prémisse
2. Sitous les hommes sont mortels et si Socrate est un homme,
alors Socrate est mortel.

semble redondante, car elle exprime une tautologie, &'&lte une évidence. Comme nous
I'avons signalé plus haut, le probleme est que la validit raisonnement

1. Tous les hommes sont mortels.
3. Socrate est un homme.
4. Donc, Socrate est mortel.

ne peut pas étre établie dans le cadre du calcul des ptigpesinais seulement dans celuli,
plus puissant, du calcul des prédicats. Notons enfin quaugsi, des curiosités linguistiques
peuvent compliquer 'emploi de la logique en langage natvaci un exemple classique de
raisonnement qui, formellement, pourrait sembler vali@ggsnui, clairement, ne I'est pas.

1. Jacques est un personnage intelligent.
2. Un personnage intelligent a découvert la relativité.
3. Donc, Jacques a découvert la relativité.

En voici un autre :
1. Tout ce qui est rare est cher.
2. Une Rolls-Royce bon marché est rare.
3. Donc, une Rolls-Royce bon marché est chere.

Le calcul des prédicats classique ne pourra pas rendreteaees problemes, qui sont plus
du ressort de la linguistique que de la logique.

2.1.3 Les connecteurs@rifonctionnels

Le nombre d’opérations arithmétiquesiaarguments est infini et, de plus, il n'est pas
possible de donner une table explicite exhaustive pour pésations arithmétiques, car les
opérandes peuvent prendre une infinité de vale@ss limitations n’existent pas en calcul
des propositions, puisqu’il N’y a pour les opérandes qud@leurs possibles. Une table de
connecteur sera explicite et exhaustive : on éEnumerelsimgnt tous les cas possibles. Chaque
opérande peut prendre deux valeurs ; pour un opératearguments, la table comportera donc
2" lignes. Chaque ligne peut correspondre a un résultaburaiun résultat faux ; il y aura donc
22" connecteurs (vérifonctionnelsyaarguments. En particulier, il y a 2 constantes (opérateurs
sans argument), 4 connecteurs unaires et 16 connectearsebirdont les tables sont reprises
aux figures 4 et 5.

Dans la suite, nous n’utiliserons que des connecteurwetionnels, simplement qualifiés
de connecteurs.

6La table de multiplication, par exemple, ne concerne quedesbres de 1 & 10; des régles suppléementaires
sont utilisées pour traiter les cas ou les valeurs desopies n’appartiennent pas a cet intervalle.
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[ x [[o1] 0] os]o4]
V[V|VI]F|F
F|V|F|V | F

FIG. 4 —Les quatre connecteurs unaires.

H Ol‘02‘03‘04‘05‘06‘07‘08‘09‘010‘011‘012‘013‘014‘015‘016‘
VI V| V| V|V |F |F|F | F|F|F
VF|F|F|F|V V|V V| F
F/V|V|F|F V|V |F|F |V
F/V|F| V| F V| F|V|F |V

|| < < =

y
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F
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F
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| | |
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Fic. 5 —Les seize connecteurs binaires.

2.1.4 Les connecteurs usuels

On voitimmédiatement que, des quatre connecteurs una@elle troisieme sera vraiment
utile ; on l'appelle lanégation (Les autres sont les deux constantes et I'identité.) Laiéndes
connecteurs binaires ont recu un nom, et un ou plusieurbalgs. lls sont repris a la figure 6.

| op. | nom | symbole| se lit |
oy | disjonction V ou
o3 | implication = est impliqué par
inverse
o5 | implication = implique
o7 | équivalencg = est équivalent a
og | conjonction A et
o9 1 nand(en électronique)
010 | ou exclusif P xor
015 ! nor (en électronique)

FiG. 6 —Les connecteurs binaires usuels.

Lestables de @rité des connecteurs importants, les plus frequemmentesilsdnt reprises
alafigure 7.
Remarque.Les symboles utilisés pour représenter les connecteewnsenmt differer d’'un
ouvrage a l'autre. Nous avons adopté les notations les gdurantes ; on notera cependant
que “D” est souvent utilisé au lieu de="; en Prolog, le symbole:*- ” est employé a la place
de “<” et la virgule remplace la conjonction.

Disposer de nombreux connecteurs permet une expressindconcise des propositions
composées, mais rend le formalisme plus complexe, et aate @lus fastidieuse. Avec la
négation et un connecteur binaire bien choisi, il est fbdsgle tout exprimer. Supposons par
exemple, comme le font souvent les mathématiciens, queol@secteurs “primitifs” sont la
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(zly[r[v][=[o]=]
v[-w] [V]|V]|V|V|V]F]|V
V| F V| F|F |V | F |V |F
F |V F|V|F|V|F| V|V

F|F|F|F|V | F|V

FIG. 7 —Les connecteurs importants.

négation et I'implication. On peut alors introduire legras connecteurs comme suit :
(CL\/b) =def (_|CL:>b), (a/\b) =def _|(CL:>_|b),...

On montre facilement qug—,Vv} et {—, A} constituent aussi des “paires primitives”
acceptables, au contraire fle, =} et{—, ©}. Curieusement, le connecteur bingjrpermet a
lui seul de définir tous les autres ; on a par exemple=,.; (a T a) et(a Ab) =4 ((a 1
b) T (a 1 b)). Lopérateur| est le seul autre connecteur binaire jouissant de cetteiptép

En francais, I'un des rares connecteurs ternaires d’'usagent est “si-alors-sinon”. La
proposition “siA alors B sinonC” a la valeur deB si A est vrai, et celle dé’ si A est faux. Ce
connecteur permet lui aussi de dériver tous les autres) kii@djoint les constantes de base
true etfalse’ Il peut lui-méme s’exprimer en termes de connecteurs tesait de la négation :
“si A alors B sinonC” a méme valeur de vérité quéA A B) V (-A A C)), ou encore que
(A= B)A (A= 0)).

On a aussi le résultat suivant.
Théoréme. Tout opérateum-aire (» > 2) peut se réduire a une combinaison d’opérateurs
binaires et de négations.
Remarque.En logique, les theoremes affirmant I'existence d’unaiarbbjet se démontrent
souvent de fagcomonstructive la preuve du théoreme est une méthode (un algorithme) de
construction de I'objet en question. En outre, la preuveastesbuvent parécurrence cela
revient a dire que l'algorithme de construction est reéfuEnfin, une fois que I'on sait cela,
il suffit de mémoriser une simple ligne pour reconstituedésail de la preuve. Dans le cas
présent, cette ligne peut étre

M(p17"'7pn) = [(pn/\M(pla"wpnfbtrue)) \ (_‘pn/\M(pla"wpnfbfalse))]'

Cette ligne est en fait une preuve du résultat suivant :

Lemme.Tout opérateun-aire (» > 2) peut se réduire a une combinaison de deux opérateurs
(n — 1)-aires, d’opérateurs binaires et de négations.

Corollaire. Les connecteurs-aires (o > 2) peuvent étre ignorées.

Corollaire. Toute la logique propositionnelle peut étre développéebase du seul connecteur
binaireT (ou de son dual).

’On a par exempléa V b) =g4.s [Sia alorstruesinonb].
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2.2 Syntaxe du calcul des propositions
2.2.1 Les egles de base

SoitIl = {p,q,r, ...}, unlexique propositionnelc’est-a-dire un ensemble de symboles
arbitraires appelépropositions atomiquesu atomes La notationp € II signifie quep
appartienta II, ou est unélementde II. Signalons aussi que I'ensemble vide, celui qui ne
contient aucun élément, est ngté

Définition. Uneformuledu calcul des propositions est une chaine de symbolesgémpar la
grammaire

formula = p, pourtoutp € 11
formula = true | false

formula = —formula

formula ::= (formula op formula
op = VIA|= =<

Chaque ligne s'interprete simplement. Par exemple, ssrsavons déja queA” est un
opérateur (connecteur) et quép” = ¢)” et “—r” sont des formules, la quatrieme ligne
nous permet de conclure qué“=- q) A —r” est une formule. On appelldérivation un
développement détaille montrant qu’un assemblage abeles est une formufeVoici deux
exemples de dérivations, montrant que\ ¢) et ((p = ¢) = (-¢ = —p)) sont des formules :

1. formula

2. (formula = formula)

3. ((formula = formula) = formula)
1. formula 4. ((p = formula) = formula)
2. (formula op formula 5. ((p= q) = formula)
Z. (fo:\r?u:%/\ Iformula) 6. ((p= q) = (formula = formula))
5. (p A ormula) 7. ((p = q) = (~formula = formula))

. (pNq) 8. ((p=q) = (—q = formula))
9. ((p = q) = (~g = ~formula))
10. ((p=q) = (=g = —p))

L'ordre des dérivations n’est pas total mais partiel ; il @snc naturel de représenter une
dérivation par un arbre. Les arbres de dérivation de lardigimontrent I'importance des
parenthéses. Deux formules peuvent ne differer que pardsitions des parentheses et avoir
des sens tres differents.

8Formellement, cette grammaire comporte deux symbolesaraririauxformulaetop. Une formule est donc
un mot du langage engendré par la grammaire, dépourvundedags non terminaux. C’est le dernier terme d’une
dérivation dont le premier terme est le symbole non terhdisiinguéformula

%Le méme phénomene se produit en arithmétique ; les esiores arithmétiquas+ (b + c) et(a * b) 4 c ont
généralement des valeurs différentes.
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VAN
= P =
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= = q -
SN SN i
p ¢ ~- - =
! ! VAN
q P q -
!
p
(p=4q) =(mg= —p)) (p=(¢g=-(¢g=p)))

Fic. 8 — Deux arbres de dérivation.

2.2.2 Les egles simplificatrices

by

Les regles simplificatrices de la logique propositionmedbnt analogues a celles de
l'arithmétique. Elles sont destinées a abréger itaoe des formules et a en faciliter la lecture.
Voici d’abord deux regles d’'un emploi habituel.

— Omission des parenthéeses extérieures :

on écritp A g au lieu de(p A q), et g = —(q¢ = —q) au lieu de(q = —(q = —q)).
— Utilisation de I'associativité des opératewst Vv :1°
on écritp VgV raulieudepVg)VroupV(qgVr).
Certains ouvrages utilisent en outre les regles suivantes
— Groupement a gauche des opérateurs non associatifs :
on écrit parfoip = ¢ = r au lieu de(p = ¢q) = r.
— Priorité des opérateurs :
en arithmétique, on écrit souvemntt- b « ¢ poura + (b * ¢); de méme on convient par
exemple que V g A r équivaut g V (g Ar) etnona(p Vv q) Ar.
La suite—, A, V, =, <, = reprend les connecteurs logiques, par ordre décroisgant d
priorité.
Dans la suite, seules les deux premieres regles de sioapilifin seront utilisees. On s’autorisera
aussi, pour faciliter la lecture, a remplacer certaindeepade parenthéses par des paires de
crochets.

2.2.3 Les notations polonaises

Les logiciens polonais ont proposé des notations permtetia se passer completement
des parentheses. La notation polonaise directe, ou pegfoonsiste a écrire I'opérateur avant
ses opérandes; la notation polonaise inverse, ou pastiixsiste a écrire I'opérateur apres

100n verra plus loin comment déemontrer cette propriété.
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ses opérandes. La notation habituelle est dite infixéan@ér de notation revient a changer
I'ordre de parcours des nceuds dans I'arbre de dérivatidittedd’exemple, les trois parcours
possibles pour les arbres de dérivation de la figure 8 spnésentés a la figure 9.

Notation infixée | (p=q)=(—g= —p)) | (p= (¢=-(¢= —p)))
Notation simplifiee| (p = q¢) = (~¢ = —p) |p= (¢=—-(¢= —p))
Notation préfixée |==pqg=-q¢-p =Sp=qg=qp
Notation postfixée|| pg=q¢—-p - == pqqgp- ===

FIG. 9 — Les notations polonaises.

Les calculatrices de poche Hewlett-Packard proposent posent I'usage de la notation
postfixée, ce qui a contribué a rendre cette notationlfaraiaux non-logicienst

2.2.4 Formules et sous-formules

La formule A est unesous-formulele B si I'arbre syntaxique (I'arbre de dérivation) de
est un sous-arbre de 'arbre syntaxiqueRlela formule A est unesous-formule propree B
si A est une sous-formule d@, maisA n’est pas identique &.
Exemplesp = ¢ est une sous-formule propre de = ¢) = (-g = —p) ; en revanche,
p = ¢ est une sous-formule impropre ge= ¢ ; enfin,q = —¢ n'est pas une sous-formule de
(p=q)=(-qg=p).

On notera aussi qu’une sous-formule peut avoir plusieucaroences dans une formule.
Par exemple, la (sous-)formute a deux occurrences dans I'équivalenrge= —(p < —p);
la (sous-)formule a trois occurrences dans I'implicatipn= (p VV —p).

2.2.5 Exemples deé&currence non nunerique

L'ensemble des formules du calcul des propositionsrekictif en ce sens qu’il admet un
principe de récurrence :

Si une propriét@ est vraie de toute proposition élémentaire,

et si, chaque fois qu’elle est vraie des formufest B,

elle I'est aussi des formulesA, (AN B), (AV B), (A= B) et(A = B),
alors elle est vraie de toute formule.

On appelle souvergrincipe d’inductiontout principe de récurrence non numeérique.

Ce principe peut étre utilisé pour déemontrer des peips variees. Un exemple simple
consiste a demontrer que toute formule (en notation éefixion simplifiee) comporte un
nombre pair de parenthéses. D’une part, c’est vrai poupltepositions eélémentaires qui
comportent zéro parenthese. D’autre partAscomportea parentheses, sB comportes
parentheses et si et § sont des nombres pairs, alorsl comportea parentheses (nombre

1Un bon exercice de programmation consiste a écrire leséolres permettant de passer d’une notation a
l'autre.
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pair) et(A A B), (AV B), (A = B) et(A = B) comportentx + [ + 2 parenthéses (nombre
pair), d’ou la conclusion.

Un propriété plus intéressante affirme que toute fornemlenotation infixée peut s’écrire
en notation préfixée et en notation postfixée. C’esté@viighour les propositions élementaires.
D’autre part, siles versions préfixées det B sonta et 3, alors les versions préfixées del,
(AANB), (AVB), (A= B)et(A = B) sontrespectivementa, Aaf, Vaf, =af et=af. Le
principe d’induction permet de conclure. On peut aussiat@ner que la traduction est unique.

2.3 Smantique du calcul des propositions
2.3.1 Definitions

Une sémantique est une fonction qui donne un sens aux ofbjets langage. Une
sémantique est compositionnelle si le sens d’'une entit&gposée au moyen d’un mécanisme
donné dépend uniguement du sens des composants. Dangirke @a la logique des
propositions, compositionnel signifie vérifonctionn€n sait notamment que la formule
conjonctive(A A B) est vraie si et seulement si les formuldset B sont toutes les deux
vraies. Le caractere non compositionnel des sémantiggekangages naturels est la premiere
cause de leur complexité (et de leur richesse).

Une sémantique compositionnelle est non seulement facdiléliser mais aussi facile a
décrire. Il suffit en fait d’enrichir les regles syntaxa&gide construction des formules de regles
sémantiques, permettant d’en construire le sens. Aurseyntaxiques rappelées ci-dessous

formula = p, pourtoutp € 11
formula = true | false

formula = —formula

formula ::= (formula op formula
op = VA==«

correspondent des regles semantiques, permettargigiidter, c’est-a-dire de donner un sens
a chaque formule.

Une interprétation propositionnellel est basée sur une fonction: II — {V,F} qui
attribue unevaleur de erité quelconque a chaque atome. Linterprétatiomiont le domaine
est 'ensemble des formules construites au moyen du lexigest I'unique fonction respectant
les conditions suivantes :

I(p) = v(p), pourtoutp € 11,

I(true) =V, I(false) = F,
I(=p) =V sil(p) =F, I(-~p) =Fsil(p) =V,
I( op b) = S(op, I(9), I(1))) ,

la derniere condition est la définition de la fonction sétiquesS, resumée a la figure 10.
RemarqueConceptuellement, la formuteue (objet syntaxique) et la valeur de vérke(objet
sémantique) sont des objets tres differents. L'usagealseule notation pour les deux objets
est cependant frequent, et peu génant en pratfue.

12En arithmétique, il est inhabituel de distinguer I'exmmies arithmétique réduite au seul terme 13 (objet
syntaxique) et sa valeur (objet semantique) qui est le memgprésenté par 13.
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| A [ I(A) ]| I(4y) [ I(A) ]

AlVA, | F | F F
ALV Ay sinon A%
AL N Ay \% \ A% A%
AL N Ay sinon F
Al = A2 A% ‘ F F
Al = Ay sinon A%
Al = A2 F ‘ A% F
A<= Ay sinon A%
A=Ay || 1(A) = I(Ay) \%
Ay = Ay || 1(A)) # I(Ay) F

FIG. 10 — Fonction sémantique pour les opérateurs binaires.

Théoreme.La fonction d'interprétations se prolonge en une et une seule interprétafion
C’est une conséquence immédiate de I'unicité de I'aslgreaxique (arbre de dérivation) d’une
formule.

Ceci signifie seulement que, si on fixe l'interprétation gespositions élémentaires que
contient une formule, on fixe ipso facto I'interprétatianld formule elle-méme. La réciproque
n'est généralement pas vraie. Si on impose que, par exemph —¢ soit vrai, alors
nécessairement est vrai etq est faux. En revanche, si on impose que —¢ soit faux, on
ne peut pas déduire avec certitude les valeurs de vét@éhées a et q.

RemarquesCet énoncé est effectivement immédiat mais on peut méars le démontrer.
Cette démonstration (il en existe plusieurs variantes) emeévidence les caractéristiques
des démonstrations en logique : construction de I'objééwspgue I'énoncé, raisonnement
par récurrence ou par induction. Les régles de la figureerthettent de calculef(—¢) et
I(¢ op ) & partir del(¢) et (). On voit donc que si («) existe et est unique pour toute
formule o comportant (strictement) moins deconnecteurs, alors(«) existe et est unique
pour toute formulex comportant exactementconnecteurs. D’autre part, pour une formale
comportant O connecteur, c’est-a-dire une propositiora &(«) = v(«) par définition. Cela
montre I'existence et I'unicité de l'interprétatidnprolongement sur le domaine des formules
de lexiquell de la fonction d’interprétation (de domaindl).

On observera aussi que la figure 10 est en faalgorithme(récursif), pour le calcul dé(«).

La démonstration ci-dessus est une preuve d’exactitude pet algorithme. Notons enfin
gue, I étant univoquement déterminé a partirwgdl n’est pas indispensable d’utiliser deux
notations differentes, ni de distinguer interprétagbmonction d’interprétation. Dans la suite,
nous parlerons uniqguement d’interprétation, et utibsarindifferemment etv pour noter une
interprétation quelconque.

La mise en ceuvre de la sémantique propositionnelle estdrifaire ; on attribue d’abord une
valeur de vérité a toutes les propositions intervenansda formule a interpréter, c’est-a-dire a
toutes les feuilles de I'arbre syntaxique corresponddmf@armule. On “remonte” ensuite dans
I'arbre, la valeur d’une sous-formule (correspondant aoeud interne de I'arbre) dépendant
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uniguement des valeurs attribuées a ses composantssditesbre syntaxique étant fini, on
termine en attribuant une valeur a la formule elle-mérnegespondant a la racine de I'arbre.

Exemple.La fonction d'interprétatiorv = {(p, V), (¢, F),(r, V), (s, V)} se prolonge en
une interprétation/ unique sur I'ensemble de toutes les formules basées suexigue
II={p,qr s} LecasddpV s) = (s Aq) esttraité alafigure 11.

FIG. 11 — Interprétation d’'une formule composée.

Remarquele fait que toute fonction d’interprétation se prolonge en une et une seule
interprétation/ nous autorise, en pratique, a confondre les deux notions.

Remarquel’examen exhaustif des interprétations d’une formule posée se fait souvent au
moyen d’unetable de erité; cette notion sera approfondie plus loin, mais nous en dasino
déja un exemple a la figure 12. Cette table montre que tadt® (p = ¢) = (—q¢ = —p) est
vraie pour chacune des quatre interprétations possibles.

lpla]r=aq]l9=-v]lp=9=>(q=p]
VIV] V v v
VIF| F F v
F| V] V v v
F|F| V v Y

FIG. 12 — Table de vérité d@ = q) = (—qg = —p).

2.3.2 Les connecteurs naturels

Les connecteurs vérifonctionnels utilises en logiquet sdes versions simplifiees et
idéalisées de leurs homologues naturels. Par exemmenteecteur “et” de la langue francaise
n’est pas toujours compositionnel, comme le montrent lesgtes suivants :

— Il eut peur et il tua l'intrus.
— Il tua l'intrus et il eut peur.

Dans un contexte ou les deux composants sont vrais, ureprdassises par exemple,
les deux phrases ont des sens nettement differents. Measnadans la plupart des cas, le
connecteur “et” s’emploie de maniere vérifonctionne#leec parfois une surcharge de sens,
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indiquant une nuance temporelle ou causale. Il en va de niEsieersions naturelles de la
négation, de la disjonction et de I'équivalence.

Le connecteur d’'implication pose toutefois un problemes Phrases telles que

— Si2 + 2 = 4, alors la terre tourne autour du soleil.

— Sila terre tourne autour du soleil, al@sg- 2 = 4.

— Si2+2=5,alors2+2==6
sont vraies selon les régles semantiques de la logiquegitionnellel® elles pourraient bien
étre tenues pour fausses (ou “absurdes”) par le non-gidise fait que, la plupart du temps,
la notion d’implication n’est pas vérifonctionnelle.

Nous avons déja noté dans le chapitre introductif quedlication logique correspondait
exactement a I'implication mathématique. Il n"'empécjue, dans les théoremes “utiles”, le
lien entre I'hypothése (ou la conjonction des hypothpstda thése n’est pas seulement
vérifonctionnel; il s’y ajoute un autre lien, I'existencBune démonstration permettant de
“passer” de I'hypothese a la theése. Il n’en est pas maiasgu’un énonce tel que “8€i+2 = 5
alors2 + 2 = 6” est un théoreme de I'arithmétique, aussi valide quiieu

On peut aborder le probleme autrement. Il n’existe que b&iecteurs binaires, et donc 16
possibilités de définir une approximation vérifonctietie de I'implication. En outre, certains
choix sont d’office exclus. En particulier, on admet aisétrgue la valeur de vérité d’'une
implication(p = ¢) ne peut dépendre du seul antécédeou du seul conséquemt on admet
de méme que les rbles de I'antécédent et du conségeesdmt pas interchangeables. Si I'on
se réfere a la figure 5, les seuls candidats possible o, o1, etoq4. Si on admet en outre
que, quand l'antécédent est vrai, I'implication a la waldu conséquent, il ne reste qug
c’est-a-dire I'implication logique telle qu’elle a éti&finie plus haut.

Une comparaison plus poussée entre la logique et I'agtlyué fournira une autre
“justification” de la notion d’implication (Fig. 13).

2.3.3 Formalisation d’'un texte en langage naturel

Comment formaliser le raisonnement ci-dessous en logigygogitionnelle ?

Si le récit biblique de la création est strictement exbrgoleil n'a pas été créé
avant le quatriéme jour. Et si le soleil n’a pas été aednt le quatrieme jour, il ne
peut avoir été la cause de l'alternance de lumiére etatobité pendant les trois
premiers jours. Mais soit le sens du mot “jour” dans la bilgedfférent du sens
habituel, soit le soleil a bien été la cause de I'altereashe lumiére et d’obscurité
pendant les trois premiers jours. Il s’en suit DONC que ktrbiblique de la
création n’est pas strictement exact ou que le sens du mat”flans la bible est
différent du sens habituel.

Introduisons les propositions suivantes :
— FE :lerécit bibligue de la création est strictemétact ;
— @ : le soleil a été créé avant {guatrieme jour;

130n admet que les propositions élementaires contenuesaanphrases ont les valeurs de vérité que leur
assignent les mathématiques et I'astronomie . ..
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— A le soleil a été la cause dediternance de lumiere et d’'obscurité
pendant les trois premiers jours;

— D :le sens du mot “jour” dans la bible ebifferent du sens habituel.

Le raisonnement se formalise en

EF=-Q,-Q=-A, DVA
-EvV D

On peut vérifier que toute interprétation rendant vraes trois prémisses rend vraie la
conclusion. En effet, si la conclusion est fausse pourdtiiptétationv, on a nécessairement
v(E) =V etuv(D) = F. Les valeurs de vérité des trois prémisses sont alors

1. v(E=-Q)=v(-Q);

2. v(—Q = -A);

3. v(DVA) =vA).
On vérifie immédiatement qu’aucune des quatre mani€egiduer des valeurs de vérité a
Q@ et A ne permet de rendre simultanément vraies les formugs(—-Q = —A) et A. En
anticipant sur la section suivante, on peut donc affirmerguaisonnement est correct.

RemarqueNotre analyse ne permet évidemment pas de porter un judesuera véracité
des trois premisses. Une simple lecture de la Genese peleneérifier la véracité de la
premiere. Pour admettre la seconde, il faut admettre motwrh que la cause doit précéder
(temporellement) I'effet. L'analyse de chacune des psses et de la conclusion requiert
naturellement une bonne connaissance du francais. Enlfest difficile d’inventorier avec
précision les connaissances, €lementaires mais noisdsenécessaires a la validation de ce
raisonnement.

2.3.4 Logique et arithmétique

Si on assimile les valeurs de vérite et V aux nombres) et 1, respectivement, les
connecteurs logiques deviennent les restrictions au dunjaj 1} d’'opérations arithmétiques.
Naturellement, les opérations arithmétiques dont lesieoteurs logiques sont des restrictions
ne sont pas univoquement déterminées. Par exemple, &idornidentité sur{0,1} est la
restriction non seulement de la fonction identité Bumais aussi, entre autres, de la fonction
carré puisqué)> = 0 et 12 = 1. Il est intéressant de considérer que les connecteuts son
les restrictions d’opérations arithmétiques aussim&hntaires et utiles que possible. Nous
proposons les rapprochements repris a la figure 13.

Remarquel’expressiom mod n, dans laquelle est un entier et un entier strictement positif,
désigne le reste de la division dearn, c’est-a-dire 'unique entier € {0,...,n— 1} tel que
'équationa = ng + r admette une solution (nécessairement unique et appetpetient).

Le role de l'implication en logique est analogue a celuyotal, de la relation d’ordre
numeérique en arithmétique. Comme il n’existe que deurwa de vérité, I'implication jouit
de propriétés particulieres. Par exemple, si on camsidine formuleA(p) comportant une
seule occurrence d’'une propositiprtomme une fonction dg, cette fonction est croissante,
si A(false) = A(true) est valide (voir paragraphe suivant), ou décroissantel (&iue) =
A(false) est valide) ou les deux a la fois (di(false) = A(true) est valide). Cette propriété,
qui n'est pas vérifiee en arithmétique, permettra ddifaci’analyse de certaines formules.
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a=b|a=b

a=bla<b

aAb | min(a,b) Ou encorea b
aVb | max(a,b)

a®b | a+#bouencore(a+ b) mod 2
—a 1—a

FIG. 13 — Interprétation arithmétique des connecteurs.

2.4 Relation de conéguence logigue

Un raisonnement est un mécanisme, ou un algorithme, ptmmtetle dériver une
proposition, laconclusion a partir d’'un ensemble de propositions données plésnisses
Un raisonnement esorrect ouvalide si dans tout contexte ou les prémisses sont vraies, la
conclusion est vraie aussi. On dit alors que la conclusibcoesequence logiquée 'ensemble
des prémisses. Dans cette section, nous abordons leepreldentral de la logique, qui est
de déterminer si une formule est ou n’est pas conséquenague d'un ensemble donné de
formules.

Un probleme plus simple est de déterminer si une formulenée (ou un ensemble de
formules) est vrai pour toutes les interprétations pdssjpour au moins une, ou pour aucune.
C’est ce probleme que nous allons aborder en premier lieu.

2.4.1 Consistance et validé

Consistance et validié d’une formule isoe. Soit A une formule propositionnelle.
— Une interprétatiom de A est unmocklede A siv(A) = V.
— A estsatisfaisableu consistantesi A a au moins un modele.

— A estvalide ou A est unegautologie siv(A) = V pour toute interprétation.
La notation= A exprime queA est valide.

— A estinsatisfaisableou inconsistantesi A n’est pas satisfaisable, c’est-a-dire si, pour
toute interprétation, on av(A) = F.

Remarque’(In)satisfaisabilite” est le terme propre ; “(in)consiace” est souvent préféré par
euphonie.

Théoreme.Une formuleA est valide si et seulement si sa négatiof est insatisfaisable.
DémonstrationLes quatre énoncés suivants sont équivalents.

— A estvalide;

v(A) = V, pour toute interprétation;
v(=A) = F, pour toute interprétation;
—A est insatisfaisable.

Consistance et validi€ d’'un ensemble de formules. Soit £ un ensemble de formules.
— Lelexiquell de E est la réunion des lexiques des éléement&de
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— Une interprétation de £ est une fonctionv de II dans{V,F}; elle admet un
prolongement unique permettant d’interpréter toutesfodesiules dont le lexique est
inclus dandl et, en particulier, toutes les formules He

— Une interprétation de £ est unmocklede £ si elle est un modele de tous les éléments
de E, c'est-a-dire sb(A) = V pour toute formuled € E.

— F estsatisfaisableou consistansi £ a au moins un modele.

— FE estinsatisfaisableou inconsistantsi £ n’est pas satisfaisable, c’est-a-dire si, pour
toute interprétatiom, on av(A) = F, pour au moins une formulé € E.

Voici trois conséquences immédiates de ces définitions.
— Toute interprétation est un modele de I'ensemble dide
— Les modeles du singletdm } sont les modeéles de la formule

— Les modeles de I'ensemble figi4;,..., A,} sont les modeéles de la conjonction
AT NN A,

RemarquesOn peut définir la validité d’un ensemblecomme le fait que toute interprétation
est un modele d&'. Cela n’est guéere intéressant car un ensemble validé aquasn ensemble
de formules valides. La situation est differente en ce guicerne la consistance. Il est clair
que les éléements d’'un ensemble consistant sont des fesncohsistantes, mais un ensemble
de formules consistantes peut &tre inconsistant ; c’esmanple le cas de la paife, —p}.
Une interprétatiom d’'un ensembldini £ = {A,, ..., A,} estun modéle d& si et seulement
si c’est un modele de la formulé, A --- A A,,; c’est pourquoi on parle parfois d’ensemble
“conjonctif” de formules. Notons enfin que les notions ddirgrétation et de consistance
restent pertinentes dans le cas d’'un ensemble infini de fesn&n revanche, la notion de
“conjonction infinie” ou de “formule infinie” n’existe pas da notre contexte, parce qu’elle
correspondrait & un arbre sémantique infini, objet (mfmique) difficilement manipulable.

Theoreme.Si £/ C FE, tout modele dd” est un modele dé’.

Corollaire. Tout sous-ensemble d’'un ensemble consistant est cortsistan

Corollaire. Tout sur-ensemble d’'un ensemble inconsistant est indansis

Remarquela notationE’ C E représente I'énoncé “tout élement Béest un élément d&”.

2.4.2 Congquence logiquegquivalence logique

Une formuleA estcongquence logiqud’'un ensembld’ de formules si tout modele dé
est un modele dd. La notationE = A exprime qued est conséquence logique e

RemarqueSi F est valide, et en particulier & est vide,A est conséquence logique fesi et
seulement sH est valide. On peut donc voir la notation

= A

comme une abréviation de la notation

0 A

Autrement dit, une formule est valide si et seulement si efie conséquence logique de
'ensemble vide. On notera aussi qu’'une formule est validetsseulement si elle est
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conséquence logique de tout ensemble. Dans le méme didiee,da notation

E | false

exprime que I'ensembl& est inconsistant. En effet, le seul moyen que tout modele deit
un modele dé¢alse est que 'ensembl& n’admette aucun modele.

Nous introduisons maintenant un résultat, immédiat ingg®rtant, permettant de ramener
la question A est-elle conséquence logique de?” a la question £ U {—A} est-l
inconsistant ?”.

Théoréme de la 8duction (cas fini)Soit A une formule et soit/ = {4, ..., A,,} un ensemble

fini de formules. Les trois conditions suivantes sont égjeintes :

— A estune conséquence logiquelde U |= A;

— I'ensembley U {—A} estinconsistant]/ U {-A} [ false;

— limplication (A; A ... A A,) = Aestvalide;= (A1 A...ANA,) = A
Théoreme de la duction (cas gréral). Soit A une formule et soiff un ensemble de formules.
Les deux conditions suivantes sont équivalentes :

— A estune conséquence logiquelde E |~ A;
— I'ensembler’ U {—A} estinconsistant F' U {—A} = false.

La théoried’un ensemblg” de formules est I'ensemble des conséquences logique’s siait
T(E) ={A: E E A}, les éléements d& sont lesaxiomesou lespostulatset les éléments
de7 (F) sont leghéoremes Cette notion est surtout employée dans le cadre de ladegigs
prédicats.

Théoreme.Soit £ un ensemble de formules et sbitun ensemble de conséquences logiques
de E. Les ensemblef et £ U U admettent exactement les mémes modeles.

Corollaire. On préserve la consistance d’un ensemble de formules ppression de formules
(quelconques) et aussi par adjonction de conséquenciegiésy on préserve l'inconsistance
d'un ensemble par adjonction de formules (quelconques)ussiapar suppression de
conséquences logiques (de ce qui n’est pas supprimé!).

Deux formules propositionnelled; et A, sont diteslogiguementequivalenteqce qui
se noteA; < A, ou parfoisA; ~ A,) si elles ont les mémes modeles, c’est-a-dire si
v(A;) = v(As) pour toute interprétation.

En pratique, on peut vérifier simplement I'équivalenagdoie de deux formules, en passant
en revue toutes les interprétations définies sur la ckudes lexiques des deux formules. On
établit par exemple

pVq < qVp

en dressant le tableau suivant :

lolpVg) [v(gVp)]

o o< <
| < | <<

\'% \'%
\'% \'%
\'% \'%
F F
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Remarquele mot “équivalence” est employé dans trois cas bienrmlitsi que nous allons
enumeérer.

1. Ce mot désigne des objetsldngage formegu’est la logique propositionnelle. On peut
ecrire
— Le symbole= représente le connecteur d’équivalence.
— Laformule(p Vv ¢) = (¢ V p) est une équivalence valide ;
— Laformulep = ¢ est une équivalence contingente ;
— Laformulep = —p est une équivalence inconsistante.

2. Ce mot intervient aussi dansr@talangagec’est-a-dire le formalisme, comportant des
notations spécifiques, qui permet de parler des objetquegi On peut écrire

— Le symbole«~ représente la relation d’équivalence logique.

— L'expressionpVq) <« (qVp) n'estpas une formule, mais un énoncé du métalangage ;
cet énoncé est vrai et exprime que les formyjes q) et (¢ V p) sont logiquement
eéquivalentes.

— L'énoncép < ¢ appartient au métalangage ; il est faux parce que les fespudt ¢
ne sont pas logiqguement équivalentes.

3. Enfin, le mot “équivalence” est employé en francaidategue qui nous permet d’écrire
ce texte, et d’évoquer les objets du langage et du métatgndn peut écrire

— Les expressions (A = B) et A < B appartiennent toutes les deux au métalangage ;
ce sont des énoncés interchangeable€quivalentsparce gu’ils sont tous les deux
vrais, ou tous les deux faux, selon les formules que lesbl@asgdu métalangage)
et B représentent.

— Les énoncés “tout sous-ensemble d’'un ensemble conisisst consistant” et
“tout sur-ensemble d’'un ensemble inconsistant est instar®’” appartiennent a la
langue francaise (et non au métalangage); ils ®mptivalents parce qu'ils sont
interchangeables ; un raisonnement (informel et eléane)tpermet de déduire un
énoncé de l'autre.

— La phrase francaise “Les énoncks (A = B) et A < DB sont équivalents”
n'appartient pas au métalangage, mais exprime un fait) (xekatif a deux énoncés
du métalangage.

L'usage d’'un méme mot pour désigner des concepts différse justifie (ou au moins
s’explique) par les liens étroits existant entre ces cptec€es liens apparaissent par exemple
dans le théoreme suivant, qui exprime I'équivalence gans 3) entre deux énoncés du
métalangage.

Pour toutes formuled; et A;, on aA; < A, sietseulementsionja (4; = A,).

Ce théoreme, dont la démonstration €lementaire és¢da au lecteur, exprime que deux
formules sont logiqguement équivalentes (sens 2) si eeswiit si I'eéquivalence (sens 1) dont
elles sont les deux termes est valide.

Selon les formules représentées fdaret A,, les quatre énoncés

4pour “chicaner” un peu plus, signalons que la locution “ssetilement si” est utilisée, en francais, pour
exprimer I'équivalence (au sens 3) entre deux énoncésé&talangage . .. et parfois aussi entre deux énoncés du
francais, c’est-a-dire entre deux phrases énoncmtjuelconques. (Rassurons le lecteur qui nous a suivi jicsqu’
c’est fini sur ce point!)
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- A — A,

- E (A4 = A).

- }: (Al = AQ) et ): (A2 = Al)

- {Al} }: A2 et {AQ} }: Al.
sont, ou bien tous vrais, ou bien tous faux.
RemarquesOn écrit souventd = B au lieu de{A} = B, et E,A,B = C au lieu de
EU{A, B} = C. De plus, certains auteurs écriveni= A au lieu dev(A) = V. Cela vient de
ce que I'on assimile parfois l'interprétatiora I'ensemble des formules domest un modele.
Mieux vaut éviter cette surcharge de sens pour une notgipartante.

2.4.3 Echange et substitution uniforme

En arithmétique et en algebre, on est souvent amené plaeer une variable ou une
sous-expression d’'une expression ou d’'une équation edopar une autre expression. Ce
remplacement est intéressant s’il respecte certaingsiptés de I'expression ou de I'équation
initiale. Deux cas particuliers sont d’'usage frequenut™abord, si une expressiancontient
une sous-expressighégale a une troisieme expressignhon peut remplacer dansune ou
plusieurs occurrences gdepar~ sans changer la valeur de Supposons par exemple

a =go5 287 +3(B+6)2(y—1)  etf =1~.
On a, entre autres, les égalités suivantes :
o =20z + 3(v+0) (y—1)" = 2Bz 4+ 3(8+6)*(y—1)" = 26z + 3(v+0)*(y—1)".

Un autre type de remplacement est souvent employé daesgjlegions. De I'égalité bien
connue
(z+y)* = 2"+ 2zy +°,

on tire par exemple
(ab+ 3c)* = (ab)® + 2ab3c + (3¢c)>.

Notons deux difféerences importantes entre les deux typesmplacements :
— Dans le premier cas on exige I'égalité du terme rempiaeadu terme remplacé, mais
pas dans le second.
— Dans le second cas on exige le remplacement uniforme, desttes occurrences du
terme remplacé, mais pas dans le premier.
Ces deux résultats paraissent évidents mais on doit $ierm@ur au moins trois raisons.
La premiere est que les mathématiques fourmillent dsultats évidents” ... mais faux. La
propriété d’associativité de I'addition, souventugge par la formule

a+(b+c) = (a+b)+c

permet, dans un enchainement d'additions, de former ramgiment des résultats
intermédiaires, et de calculer indiffemmént+ (b +c)) + d ou (a + b) + (¢ + d), les résultats
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étant egaux. Cette propriété est valable pour toutenserinie, mais pas pour toute somme
infinie (série), comme le montre I'exemple suivat :

?

I=1+[-D)+1]+ -+ [(-D+1]+---=[1+(-D]+ -+ [1+(=D]+---=0.

La deuxieme raison est que les résultats susmentiorsiédyidents qu’ils paraissent,
deviennent faux dans certains contextes particuliersefample, on apprend en astronomie
que “I'eétoile du berger” est en fait une planete, Vénus;apprend aussi que les planetes,
au contraire des étoiles dites “fixes”, tournent autour aleis Un imprudent remplacement
conduirait a confondre les phrases

Jacques sait que Vénus tourne autour du Soleil.
et
Jacques sait que I'étoile du berger tourne autour du Soleil

alors que pour beaucoup de gens la premiere phase est \a@ipas la seconde. Voici un autre
exemple :

L'expressionz + y)* s'écrit en moins de 10 caractéres,
donc I'expression? + 3z%y + 3zy? + y® s’écrit en moins de 10 caracteres.

La troisieme raison pour laquelle il n’est pas inutile @erdntrer des “résultats évidents”
est que les preuves sont parfois aussi instructives quehBaémes correspondants. En
particulier, la validite du premier principe de rempla@nhévoqué plus haut tient a une
propriété essentielle des opérateurs mathématigioiles ; laquelle ?

Lemme de remplacement. La propriété cruciale des opérateurs mathématicalozs est
que la valeur de la formég(ey, ..., e,) ne dépend que de l'opératefiret de lavaleur des
opérandes;, ..., e, ; en particulier, sie; = ¢}, alors f(eq,...,e,) = f(€),...,e). On dit
gue les opérateurs mathématico-logiques sont composiis, ou encore dénotationnels;
en logique propositionnelle, on a déja noté que “contpmsiel” signifie “vérifonctionnel”.
L'opérateur “Je sais” n'est pas vérifonctionnel ; il é®nc pas étonnant qu’il mette en défaut
les principes évoqués plus haut.
Formellement, le lien entre vérifonctionnalité et reag@ment s’exprime comme suit.

Lemme (remplacementyoientA, B, C' des formules et une interprétation. On suppose que
A apparait au moins une fois comme sous-formulé€'det de plus que(A) = v(B). Si D est
le résultat du remplacement d’'une occurrencelger B dansC, alorsv(D) = v(C).

Premiere cemonstration du lemmén considere I'arbre syntaxique relatif a la formdle
Chaque nceud de I'arbre correspond a une sous-formulede C'; il peut étre étiqueté par
la valeur de vérité(p,,). Le fait que les connecteurs soient vérifonctionnels igique la
valeur attachée a un nceud intérieune dépend que du connecteur principalgeet des
valeurs associées aux descendants directs de remplacement d’'une occurrenceAipar B
correspond au remplacement d’un sous-arbre par un autss coaimev(A) = v(B), ceci ne
change ni I'étiquette de la racine du sous-arbre, ni lieggiéttes des ancétres, dont la racine de
l'arbre. Cela implique/(C) = v(D).

15Ce fait nous parait maintenant évident, mais a été dapadsé a I'origine d’erreurs graves.
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RemarqueCette démonstration se réesume tres bien en un dessinpgsesuggérons au lecteur
de tracer. La démonstration qui suit, plus dans le stylencdhématiciens, n'implique pas la
représentation, méme mentale, d’'un objet graphique ;titiseuau lieu de cela la notion de
profondeur d’'une sous-formule dans une formule ... ce quiai, revient au méme.

Seconde @monstration du lemm@n raisonne pamnductionsur la profondeur! de la sous-
formule A dansC, qui correspond a la profondeur de la racine du sous-ayintexsiqueA dans
I'arbre C.*® Soitv une interprétation telle qug A) = v(B).
—d=0:A=CetB=D,doncu(C) =v(D).
—d > 0:C estdelaforme-C’ ou(C" opC"). Dans le premier cas} est de profondeur
d — 1 dansC” et, en nommanb’ le résultat du remplacement depar B dansC’, on
a (hypothése inductive)(C’) = v(D’); commeC = —-C’ et D = —D’, on a aussi
v(C) = v(D). Dans le second cas, si I'occurrence a remplacer se troanve(d, on a
aussiv(C") = v(D’), d’'otv(C) = v(C' opC”) = v(D' opC”) = v(D).}’

Théoreme de lechange. Le théoreme suivant est une conséquence immédiatardudeade
remplacement.

Théoreme de EchangeSoient A et B deux formules; soien€’ une formule admettant
comme sous-formule, € la formule obtenue en remplacant une ou plusieurs ocote(eh
de A par B dansC. On a

(A=B) = (C=D).

Démonstrationll suffit de montrer que, pour toute interprétationsi v(A) = v(B), alors
v(C) = v(D). Dans le cas particulier ol s’obtient par remplacement d’'une seule occurrence
de A, on applique le lemme de remplacement. Dans le cas géaéraloccurrences sont
remplacées, il suffit d’appliquer fois le lemme de remplacement.

Démonstration directeConsidérons une table de vérité pour la formaleElle comporte
une colonne pou€’ elle-méme, et une colonne pour chacune des sous-formeléseal en
particulier une colonne relative4 Pour obtenir une table de vérité pauril suffit de

1. Juxtaposer a la colonne relativedaune table relative & (I'ordre des lignes étant le
méme).

2. Remplacer les tétes de colonne comportant les occ@samenplacées par la formule
résultant du remplacement; le reste de la colonne n'estlpa®.

3. Supprimer les colonnes inutiles.

Corollaire. Avec les notations du théoreme de I'échange,Asiet B sont logiqguement
équivalents, aloré’ et D sont logiquement équivalents.

8 a notion de profondeur d’une sous-formule peut se défiairipduction, sans évoquer la notion d’arbre
syntaxique X est de profondeur 0 dar§; si X est de profondeuf dansY’, alors X est de profondeuf + 1
dans—Y, dansY = Z, etc. On notera aussi qu’'une formule peut contenir plusiegcurrences d’'une sous-
formule (cf.§ 2.2.4) ; ces occurrences peuvent avoir des profondeumnsalis.

LCe dernier point utilise explicitement le caractere fogrctionnel deop.

18Cela s’écrit, si= (A = B), alorsk= (C = D).
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ExempleSoient les formules

A:p=gq
B: —pVyqg
C:(p=gAr)V(p=q =r)
D:((=pVgAr)V(lp=q) =r)

Une table de vérité relative@ est

= < <|HE HE <] <=

4
=
Q

[p=qllp=Ar|(p=

r
\%
F
\%
F
\%
F
\%

| = | < < <] <=
| <= << < H| <=
) <H|| << <= <

| < | < = | | <

<< <= <

F

On introduit les colonnes supplémentaires nécessadgiesie seule) :

| < <[ EHE <] <=

v
E

lp=a]pVa|lp=)Ar|(p=

.
\%
F
\%
F
\%
F
\%

| | | | < <] <] <
dl<| <<= <<
< << <lHH <<
| < = < = | <
H <\ H < < < H <=
<Ll < < < <

eS|

On change les tétes de colonnes concernées par le remmglacéci, deux), sans changer
les colonnes elles-mémes :

(p=q =r]| D]

M| | < <) H| | <) <<

>
=

lp=q[-pVa|(-pVyq

o o < < <] <l
Hl < 1l < < <1 <=
Hl < 1 < < < |- <

r
\'%
F
\'%
F
v
F
\'%
F

<l << <l HH < <
<l << < "< <
| < | <| 1| - - <
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Enfin, on supprime les colonnes devenues inutiles (ici, agcue résultat est une table de
Vérité pourD.

Corollaire. Avec les notations du théoreme de I'échange,Asiet B sont logiquement
équivalents, aloré’ et D sont logiquement équivalents.

ExempleOn donneA =4 p, B =45 - p €t C =45 (p = q¢) = (—g = —p). Trois
choix sont possibles poup :

— D =4t (-p=q) =(-qg= p);

= D =4 (p=4q) = (~g=—p);

- D =4y (mp=4q)=(~g=—7p).
CommeA et B sont logiquement équivalents,et D le sont aussi.

Applications du théoreme de léchange. La figure 14 donne une série d’équivalences
logiques qui, via le théoreme de I'échange, permettentsinplifier des formules. Ces

équivalences logiques sont des lois algébriques, anafogux identités remarquables utilisées
en arithmétique et en algebre.

(X ANX) - X < (XVX)
(X ANY) < (Y ANX)
(X VY) <« (Y Vv X)

(X AY)ANZ) & (X AN XY AN Z)
(X VYY)V Z) <« (XV(YVZ2)
(X =X) < true
(X=Y)A(Y=X) <« (X =Y)
(X=Y)ANY=2)=(X=2)) < true
(X=Y) o (XAY)=X)
(X=Y) o (XVY)=Y)
XANY VD))o (XANY)V(XAZ)
(XVYANZ)(XVY)ANKXVDID)
X=¥Y=2) <« (X=Y)=X=2)
(X V =X) & true ; (X A =X) < false

(X V true) < true ; (X A true) < X
(X V false) <~ X ; (X A false) < false
=X - X
—|(X ANY) « (mX Vv YY)

(X VY) o (=X A YY)

FIG. 14 — Quelques équivalences logiques.

— On utilise souvent ces lois algébriques, combinées aoréme de I'échange, pour
simplifier les formules. Voici un exemple :

pA(pVq) <« (pA-p)V(PAq) < falseV (pANq) — pAg

19Cela s’écrit, si= (A = B), alorsk= (C = D).
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— Ces équivalences décrivent des proprietes des ctaursc telles I'associativité,
la commutativité et I'idempotence de, Vv, la transitivitt de I'implication et de
I'équivalence, etc.

— D’un point de vue sémantique, des formules telles gue- ¢ et -p vV ¢ ne doivent
pas étre distinguées. L'ensemble des formules conssristir un lexique donné et
dans lequel des formules logiquement équivalentes ne gtamt’ que pour une seule
formule est intéressant a étudier. Cela suggere (authanaticiens ...) I'etude de
I'ensemble-quotientb;;/ <, ou ®y; désigne I'ensemble des formules basées sur le
lexiquell. Cet ensemble-quotient est ualgebre de Boolgarticuliere (appeléalgebre
de Lindenbaur) dont les opérations sont naturellement les connect&uls = {p},
I'algébre correspondante comporte quatre éléments; An= {false, p, —p, true}. Si
IT = {p, ¢}, 'algébre correspondante comporte seize éléments;Ay= { false, p A q,
PADG P NG P ANTG D, PG, pDGP=¢pV g PV g pVg p Vg,
true }. L'algebre A, est isomorphe &(E,), ou E,, est un ensemble 2" éléments.
La négation, la conjonction, la disjonction, 'implicati et I'eéquivalence correspondent
respectivement a la complémentation, l'intersectiamélunion, I'inclusion et I'égalité.

Théoréme de la substitution uniforme. Soient A; et A, des formules etB la formule
A; = (A; Vv Ay). Laformule B peut étre treés longue, mais on “voit” immédiatement He’e
est valide, comme “instance” de la formule valide> (p V ¢). Si C est une formule, on note
Clp,q/ A1, Ay] la formule obtenue en remplaganutesles occurrences des propositignet

q dansC' par les formulesd; et A,, respectivement. On note augsiq / A;, As] la fonction
(dite “substitution uniforme double”) qui a toute formuleassocie la formul€'[p, g / A;, As).
Remarque.Les formulesC|p,q/ A1, As], Clp/Aillq/As] et Clq/Aq][p/A1] peuvent étre
distinctes; c’est le cas par exemple(Siestp V ¢ et si A; et A, sontq et p, respectivement.
Dans le cas particulier ou aucune propositigm’intervient dans les éléments de I'ensemble
{A4,..., A}, la substitution uniforme:-uple est diteindépendante on note alors que les
formulesClpy,...,pn/ A1, ..., As] €t Clp1/A4] ... [pn/A,] SONt Nnécessairement identiques.
Ceci montre que toute substitution uniformeuple indépendante est la composée (dans
n’importe quel ordre) des substitutions simples correspondantes. Ce résultatdsse le
programmeur, qui peut remplacer I'affectatiouple

(X1, ... ) = (€1,...,€n)
par la séquence
L1 = €15...,Tp = €y,
a condition que les expressions affectantes ne conti¢pasres variables affectées.

Remarque.Toute substitution uniforme:-uple est la composition de deux séries de
substitutions uniformes simples indépendarfes.

Lemme de substitution uniformeSoient C, A,,..., A, des formules etp,...,p, des
propositions deux a deux distinctes. &iest une interprétation, définie sur un lexique

20La  démonstration est laissee au lecteur. On pourra ertilisla décomposition
d’'une affectationn-uple (z1,...,z,) := (e1,...,e,) €n une séquence équivalente Zleaffectations simples
t1:=e15...5tp i=en;T1 :=t1;...; 2, 1= t,, OU lest; sontn “nouvelles” variables.

38



comportant toute proposition intervenant dahsu dans I'un des;, et telle quey(p;) = v(A;)
(t=1,...,n),alorsona(C[p1,...,pn/ A1,..., As]) = v(C).

Exemple de substitution uniforntgoit

C =g MV (@=D2), At =gef D2 NP1V T), Ay =gep P1V Q.

On a alors
Clp1,p2/ A1, As) =aer (P2 A(p1 V1))V (g= (p1Va)).

Si on choisitv =4 {(p1,F), (p2, V), (q, V), (r,F)}, onav(A;) = v(p1) = F etv(A4y) =
v(p2) = V;onaaussi(|p,p2/ A, As]) = v(C) = V.

Démonstration du lemméans le cas ou la substitution est indépendante; désigne le
nombre d’'occurrences de dansC, il suffit d’appliquerr; + --- + r,, fois le lemme de
remplacement (ow fois le theoreme de I'échange). On laisse au lecteutdigsion au cas
des substitutions non indépendantes.

Theoreme de substitution uniformesoientC, A4, ..., A, des formules ep,,...,p, des
propositions deux a deux distinctes ;(Siest une tautologie, aloiS[py, ..., p,/A1, . .., A
est une tautologie.

DémonstrationOn suppose d’abord que la substitution est indépendaotaina; n’apparait
donc dang( A, ..., A,}, pas plus que danS’ =4.; Clp1,...,pn/ A1,..., A,]. Soitv, une
interprétation quelconque d€, etw I’ extensiorde v obtenue en posant(p;) =4; v(A4;).
Le lemme de substitution uniforme impliqugC’) = w(C'). Par hypothése on@a(C) = V
et par construction ona(C") = v(C"). On adona(C’) = V.

RemarqueSi lesp; intervenaient dans led,, la technique pourrait ne pas fonctionner. De
= p = ——p, on ne déduit pas immédiatement gagp V r) = ——(p Vv r) car l'interprétation
v:o(p) = F,o(r) = V telle quev(A) = v(p vV r) = V n"admet pas d’extension telle
quew(p) = V. Le remeéde est simple. De p = ——p on déduit= ¢ = ——¢q, d’ou on déduit
F(Vr)=-a(pVvr).

Suite de la é@monstration. Si en revanche leg; interviennent dans{A;,..., A,},
on se donne une famille de nouveaux atomgs Si C' est une tautologie, alors
C"  =4r C(m/q1,--.,pn/q,) €St une tautologie. D’autre part)’ peut s’écrire
C" gy yqn / Av,y ..., Ay, OU les g n'interviennent pas dans leg,; C’ est donc une
tautologie.

Remarque.Ou l'exigence d'uniformité de la substitution est-elldilisée dans cette
démonstration ?

Tables de \erité abrégees. On vérifie un énoncé tel que VvV q) < (¢ V p) au moyen
d'une table de veérité (de quatre lignes). Il semble natdee vérifier un énoncé tel que
(AVB) < (BVA)delaméme maniére, sans recourir a un théoreme detstibstuniforme.
Cette méthode est acceptable et se justifie comme suit. Girvpie la “pseudo-table” relative
a(Av B) < (BV A)comme une abréviation de la table compléte, potentigidrtres
longue, relative a une instance du schéma, telle que

(p=q)Vr] < [rV(p=q).

39



Il est clair que chaque ligne de la table compléte est “représentée” dans la “pseabi@?t,
par la ligne qui attribue & la valeurv(p = ¢) et aB la valeurr. En revanche, certaines lignes
de la pseudo-table peuvent ne correspondre a aucune liglzetdble complete. C'est le cas
par exemple si est instancié par une formule valide : les lignes de la pse¢able concernant
les cas olA est faux n’ont pas de correspondant dans la table comgléeta.a la conséquence
Suivante.

— SiC est une formule valide, aloS(p; /Ay, . .., p,/A,) estune formule valide ;

— Si C est une formule inconsistante, alo€3(p,/A,...,p,/A,) est une formule

inconsistante;;

— SiC est une formule simplement consistante, on ne peut rien dire
Donnons un contre-exemple trés simple pour le dernier st C' =,.; p. On voit que
C est simplement consistante, tandis quig/(q V —q)] est valide et qu&’[p/(q A —q)] est
inconsistante.

2.5 Quelques tleoremes ¢mantiques
2.5.1 Interpolation et définissabilite

Introduction. Considérons des fonctions réell¢set ¢ de domaineR? et un ensemble
D c R? tels que

V(z,y,2) € D: f(z,y) < g(,2).
Existe-t-il une fonctionnterpolanteh : R — R telle que

V(z,y,2) € D: [f(a,y) < hx) < g, 2)]7

Cela dépend du domaire. Si par exempld> = D, x Dy x D3, deux interpolantes possibles
sont

x+— sup f(z,y) et x — inf g(x,2)
yED2 z€Ds

Sien revanche on 8 = {(0,0,0), (0,1, 1)}, I'hypothése devient
£(0,0) < ¢(0,0) A f(0,1) < g(0,1)
et la these devient
£(0,0) < h(0) < g(0,0) A f(0,1) < h(0) < g(0,1).

On voit que, dans ce cas, l'interpolante peut ne pas exister.

DansR*, I'equationz?> = x + 1 caractérise un nombre unique (le “nombre d’or”).
Autrement dit, siy? = y + 1 etz? = z + 1, on ay = z, et 'équation définit implicitement le
nombre d’or. L'explicitation de ce nombre n’est possible guion introduit une fonction non
rationnelle (la racine carrée) ; on a alars- (1 + /5)/2.

La définissabilite et linterpolation correspondent a tésolution d’équations et
d’'inéquations. Ces concepts existent aussi en logique,“€” et “=" deviennent
respectivement=-"et “=".
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Théoreme d'interpolation de Craig. En logique propositionnelle, I'interpolation doit
permettre notamment I'optimisation des circuits digitaure formule comportant variables
propositionnelles distinctes correspond a un circuiitdiga n entrées et une sortie. Le plus
souvent, un circuit digital n’est pas completement djeat le concepteur peut mettre a
profit les degrés de liberté tolérés par la spécificagiour obtenir un circuit aussi simple que
possible. Dans le cas ou la spécification prend la forme ditervalle logique, le theoreme
d’interpolation donne lieu a une technique de simplifadti

Théoréme.SoientA et B deux formules propositionnelles. 5i A = B, il existe une formule
C', ne contenant que des propositions communésaB, telle que= A = C et C = B.
DémonstrationOn raisonne panductionsur 'ensemblél des propositions communesizet

B. Cela signifie que I'on démontre d’abord le théoreme dawss particulier ou I'ensemblé
est vide (cas de base). On suppose ensuite que le théosérraiedans le cas d’un ensemble,
guelconque mais fixé, ne contenant pas une propositi@aetisi quelconque mais fixée (cette
supposition est I'hypothese inductive), puis on demmqtre le théoreme reste vrai dans le cas
de cet ensemble augmenté de cette proposition.

Cas de baseSi Il = (), A = B impligue queA est inconsistante (et on choisit
C =4 false)ou queB estvalide (et on choisit’ =,.; true). Cela se démontre par 'absurde.
S'il existait des interprétationsetv (de domaines disjoints) telles quéA) = V etu(B) = F,
linterprétationw =,4.; u U v serait telle quev(A = B) =F.

Cas inductif. Si p € II, I'hypothése inductive affirme I'existence d’'interpolas Cr
etCp relatives 8A(p/true), B(p/true) et aA(p/ false), B(p/ false), respectivement.

On vérifie immédiatement que la formule A Cr) V (—p A Cr) interpoleA et B.

Théoreme de @finissabilité de Beth. Théoreme.Soit A une formule ne contenant qini
telle que[A(p/q) N A(p/r)] = (¢ = r) est une tautologie. Il existe une formubene contenant
pasp, q etr telle queA = (p = B) soit une tautologie.

Remarquel’hypothese affirme quel caracérise(la valeur de) la propositiop, donc que
A définit implicitementp. La these affirme qu’'une certaine formulg existe, qui définit
explicitementp. Le théoreme affirme donc qu’en logique propositionneliee définition
implicite peut toujours étre explicitée. De ce point deeyde domaine des formules
propositionnelles se distingue de la plupart des domainathématiques, dans lesquels
I'explicitation des définitions implique souvent I'indlaction d’outils nouveaux. Dans une
logique plus puissante que la logique propositionnell@péek a I'intelligence artificielle,
on peut concevoir, sur base du theoreme de Beth, des tpempermettant d’expliciter une
information donnée implicitement (résolution d’énigepar exemple).

DémonstrationOn a successivement

= [A(p/a) NAp/r)] = (g =1)],

= [A(p/a) NAlp/r)] = (¢ =7)],

= [A(p/a) NAp/r) Nl =T,

= [A(p/a) Na] = [Alp/r) = 1].

Soit B une interpolante (théoreme de Craig), ne contenanppgs. On a

= [A(p/q) A q] = B, etdonc

= A(p/q) = (¢ = B), et par substitution

= Alp/r) = (r = B).
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D’autre part, on a

= B = [A(p/r) = r],dou

= [BAA(p/r)] = r,dou

= A(p/r) = (B = r), et par substitution
= Alp/q) = (B=q).

On en déduit la thése, sous la forme

= A(p/q) = (¢ = B), ou sous la forme
= A(p/r) = (r = B), ou encore

A= (p=DB).

2.5.2 Theoreme de compaci

Préliminaires. La majorité des theoremes mathématiques évoqueplicégment ou non,
des objets infinis ou des ensembles infinis d’objets. La difficvient de ce que les propriétés
des objets et ensembles finis ne s’étendent pas systémai@nt aux objets et ensembles
infinis. Par exemple, I'addition finie est toujours assoeeét commutative ; I'addition infinie
(séries) ne l'est que dans des cas patrticuliers. Certaissnebles structurés, ditompacts
héritent de la plupart des propriétés intéressantegdsembles finis.

En logique propositionnelle, 'ensemble des interpiétes devient infini si 'ensemble des
propositions est lui-méme infini. La compacité est icidaulté de ne considérer qu’un sous-
ensemble fini (de propositions, d’interprétations, derfgles, ...) pour tirer des conclusions
portant sur un ensemble infini. Plus concretementy @st un ensemble de formules 4t
une formule, on souhaite que, di est conséquence logique d& alors il existe un sous-
ensemble finik’ C F tel queA soit conséquence logique d&. D’'une maniere équivalente,
il faudrait que tout ensemble inconsistant (par exeniple { - A}) admette un sous-ensemble
fini inconsistant (par exemple’ U {—A}). Ou encore (contraposition), que chaque ensemble
finiment consistantc’est-a-dire dont toutes les parties finies sont consieta soit lui-méme
consistant.

Ensembles finiment consistants maximaux. Définitions. Un ensemble estfiniment
consistansi tous ses sous-ensembles finis sont consistabts.ensemble finiment consistant
estmaximals’il n"'admet pas de sur-ensemble finiment consistant.

Théoreme.SoientIl un ensemble de propositions @tI'ensemble des formules construites
surll. Un ensembley C & est finiment consistant maximal si et seulement s'il existe u
interprétatiorv surll telle queE = {p € ¢ : v(p) = V}.

Corollaire. Tout ensemble finiment consistant maximal est consistamdetet un modele
unique.

DémonstrationLa preuve montre la correspondance biunivoque entre legpir@tations et les
ensembles finiment consistants maximaux (pour un lexig@g.fix

21Tout ensemble consistant est donc finiment consistant tldeoette section est de montrer que 'inverse est
vrai aussi.
220n écrira parfois “f.c.” et “f.c.max” au lieu de “finiment osistant” et “finiment consistant maximal”.
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La condition est suffisanteé’ensembleF = {¢ € ¢ : v(p) = V} est (finiment) consistant,
puisqu’il admet le modele (unique) et est maximal, parce quesi¢ E, 'ensembleE U {¢}
contient le sous-ensemble fini inconsistént), ¢ }.

La condition est acessaire.On se restreint au cas ou le lexiglieest denombrable, soit
IT = {p1,p2, ...}. Soit E un sous-ensemble f.c. maximal de

— Pour touti, E contient exactement un des éléments de la daire-p; }. D’une part, il
ne peut contenir les deux éléments, puisfue—p;} est inconsistant. D’autre part, si
pi € E, 'ensemblel U {p,;} n'est pas finiment consistant Btadmet un sous-ensemble
fini £’ tel queE’ U {p;} est inconsistant; on a alois’ = {-p;}. On en déduit que
E U {-p;} estfiniment consistant [§i” C FE, tout modeéle d&” U £’ est un modele de
E" U {-p;}] dou, vu la maximalité;-p; € E.

— Pour touti, soit ¢; l'unique élément de{p;,—p;} appartenant &’ ; ces éléments
déterminent une interprétation unique, rendant vraiss ttes /;. On notewv cette
interprétation, dont on va montrer qu’elle est celle reguar I'énonce.

— On commence par démontrer l'inclusiéh C {¢y € ¢ : v(p) = V}. Soity € E
et{p;,...,pi, } les propositions intervenant dapsCommeFE est finiment consistant,
son sous-ensemblé; , ..., ¢; , ¢} est consistant, d'ou(y) = V.

— On conclut en observant que, I'ensembie étant finiment consistant maximal,
I'inclusion £ C {¢ € ® : v(yp) = V} doit étre une égalité puisqye € ¢ : v(p) = V}
est visiblement consistant, donc aussi finiment consistant

Théoreme.Tout ensemble finiment consistant est consistant.

Remarquell suffit de prouver que tout ensemble finiment consistantiesius dans un
ensemble finiment consistant maximal.

Démonstration.Soit D un ensemble finiment consistant. On pdsg = D et, sin > 0,
E, = E,_1 U{p,} sicet ensemble est finiment consistdiit,= £, 1 U {-p,} sinon.

On démontre par récurrence que tousAgsont finiment consistants. C’est trivial pour= 0.
PourE,, c’est trivial siE,_; U {p, } est finiment consistant. Sinon, il existe un sous-ensemble
fini ' C E,_; tel queE’ U {p,} est inconsistant, et donc qu€¢ |~ —p,. Dans ce cas,

E, = E,_1U{-p,} estfiniment consistant, car pour tout sous-ensemblé&fini F, ;, tout
modele de&” U E’ est aussi un modele d&’ U {—p,}.

On poseE =4 |, E». Lintersection{p;, =p;} N E contient un élément uniqug. Ces/;
déterminent une interprétation uniquéelle quev(y) = V pour touty € E. LensembleD,
comme I'ensemblé’, est donc inclus dans I'ensemble maxiffiale © : v(¢) = V}.

Remarquele théoreme de compacité facilite I'emploi de I'outigigue, mais indique aussi
une certaine faiblesse de cet outil. Par exemple, en agtime (théorie des nombres entiers),
un ensemble infini de formules peut &tre inconsistant tauttant finiment consistant. Sj
est une constante sur le domaiieon poseFE,, = {(z > z) : z € Z}. Cet ensemble
est inconsistant, puisque pour toute interprétatiori’entier v(z,) admet des minorants.
Néanmoins, tout sous-ensemble fini g est consistant. Un tel ensemble s’édrit >

z9) : z € A}, ou A est un ensemble fini d’entiers. Un modeéles’obtient en posant
v(z9) = (inf A) — 1. Cela montre simplement que le calcul des propositions n@gtepas
d’exprimer toute la théorie arithmétique.

Variante de la @monstrationOn peut combiner la construction d’'un sur-ensemble maxanal
la démonstration du theoreme de compacité. Il suffibd&rver que dil est denombrable, alors
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¢ l'est aussi; en effet, on@ = | J,, ,, ou®,, est 'ensemble (fini) des formules construites
avec le lexiqugpy, . .., p, } et comportant au plus connecteurs. On peut alors considérer une
énumeératior{yy, o, . . .) de 'ensembleb et récrire la démonstration comme suit.

Soit D un ensemble finiment consistant. On pése= D et, sin > 0, £, = E,,_1 U{p,}
si cet ensemble est finiment consistait,= F,,_; U {—, } sinon.

On démontre par récurrence que tousAgessont finiment consistants. C’est trivial pour= 0.
PourE,, c'esttrivial siE,,_; U {p,} est finiment consistant. Sinon, il existe un sous-ensemble
fini E' C FE, ; tel queE’ U {p,} est inconsistant, et donc tel qé® ~ —,. Dans ce cas,
E, = E, 1 U {—p,} est finiment consistant, car pour tout sous-ensemblefinc £, 1,
tout modeéle de&” U E’ est aussi un modéle d&”’ U {—y,,}. On poseE =, U, E,. Par
construction, pour tout > 0, I'intersection{p;, —p;} N E contient un élément uniqug. Ces
eléments déterminent une interprétatiodont on montre qu’elle est un modele BeEn effet,
soity € E et{p;,...,p;, } les propositions intervenant daps Soit k le plus petit naturel
tel que I'ensembleF;, comporte tous les éléments dé;,,...,¢; , ¢} (k existe toujours).
CommekE}, est finiment consistant, son sous-ensefbile . .., ¢; , ¢} est consistant et admet
un modele. Ce modele ne peut étre qu@u plus exactement la restriction deau lexique

{pi1> s >pin})’ d'ou U(QD) =V.
Remarquons qu’en arithmétique ce résultat est faux.deerble

{n>0n>1,...,n>143,...}

est inconsistant, car aucun nombre n’est plus grand quelésusutres, mais tous ses sous-
ensembles finis sont consistants.

Pourquoi ce théoréme est-il important? Pour plusieus®ns, mais nous n’en citons que
deux. La premiéere raison est technique. Supposons quaumaife A soit conséquence logique
de I'ensemble infini¥’ de formules. A priori, on pourrait craindre qu’une infindé formules
de E soient des hypothéses nécessaires pour obtenir la st Le théoréme de compacité
montre que cette crainte n'est pas fondée. En effed, ast conséquence logique dg alors
E U {-A} estinconsistant et, par le théoreme de compacité,stexin sous-ensemble fiAl
de £ tel queE’ U {—A} soit inconsistant, et donc tel quesoit conséquence logique d&.

La seconde raison est plus philosophique. L'une des maiivatle Frege, dans sa tentative
remarquablement réussie de formaliser la logique, @mitréduire” les mathématiques a la
logigue. Ce “logicisme”, dans la lignée du projet leibeizide “calculus ratiocinator”, ne
peut réussir que de maniere tres partielle. Le théerdm compacité (surtout dans le cadre
prédicatif, que nous aborderons plus loin) montre quethiarétique ne peut se réduire a la
logique. Les célebres résultats d’'incomplétude ddébinontrent que cela a des conséquences
importantes.
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3 Procédures de acision analytiques

Le théoréme de la déduction permet de ramener le prabfemdamental de la logique
a la détermination de la consistance d’'un ensemble deulesnen réduisant la question
“la formule A est-elle conséquence logique de I'ensemble de formibl@s a la question
“I'ensemble de formule&' U{—A} est-il inconsistant ?”. En pratique, on développe surtiest
algorithmes de détermination de la consistance d’'unedt@mou d’'un ensemble de formules.
Un tel algorithme permet aussi de résoudre le probléma dalidité : un ensemble de formules
est valide si et seulement si tous ses éléements sont s&lide une formule est valide si
et seulement si sa négation est inconsistante. Une foresilsimplement consistante, ou
contingente, si elle n’est ni valide ni inconsistante.

3.1 La méthode des tables deearité

Le principe de cette méthode est tres simple. Toute faenmaintient un nombre fini
d’atomes et admet donc un nombre fini d’interprétationsc@rséquence, on peut déterminer
la valeur de vérité de la formule pour toutes ses integpidns. On présente souvent le résultat
sous forme d’'unéable de erité, appelée aussableau matriciel

On voit immédiatement que la méthode est tres inefficacka;formule a analyser contient
n atomes distincts, elle admgt interprétations. L'algorithme est donc exponentiel @mps
et espace) en fonction du nombre de propositions interteders la formule. Cela signifie
gue le temps nécessaire a la mise en ceuvre de cet algoatigneente treés vite en fonction du
nombre de propositions intervenant dans la formule. Ladd@rillustre la méthode des tables
de vérité pour trois formules simples.

Le probleme de la consistance en logique des propositsri$e-complet. On ne s’attend
donc pas a trouver un algorithme polynomial mais, en puatign escompte une méthode qui
soit exponentielle en pire cas, et non dans tous les cas.itead®ice chapitre est consacrée
a des méthodes qui, le plus souvent, sont nettement mnefieque la méthode des tables de
VErité.

On peut améliorer la méthode des tables de vérité eisaril diverses simplifications. La
plus importante consiste a ne pas attendre la fin de la cmtistn de la table pour tirer une
conclusion.

Considérons I'exemple de la formule

p=agVig=r).

C’est une disjonction de deux implications. La premierglication n’est fausse que siest
vrai etq faux, mais dans ce cas la deuxieme implication est vraitoritaule est donc valide.

Nous n’approfondissons pas ici les raffinements que I'ort ppporter a la méthode des
tables de vérité, parce qu'il existe d’autres méthoddtement plus efficaces.

23Rappelons ici qu’un ensemble de formules consistantesgdeuinconsistant.
24La méthode des tables de vérité (avec simplificationsferentéressante pour résoudre certaines questions
théoriques et surtout pour analyser “a la main” des foanties courtes.
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lplalr=a]la9=-v]lp=9=>(q=p]
VIV] V v v
VIF| F F v
F| V] V v v
F|F| V v Y

Table de vérité de la formule valide = ¢) = (—q = —p).

(pla[phq]
V|V Vv
V| F F
F |V F
F | F F

Table de vérité de la formule simplement consistante;.

lplalpVval-p|-g](VaA-pA—qg
VIV V |F|F F
VIF| V |[F |V F
FIV| V |V |F F
F|F| F |V |V F

Table de vérité de la formule inconsistagey ¢) A —p A —g.

FiIG. 15 — Application de la méthode des tables de vérité.

3.2 Lestableaux émantiques
3.2.1 Introduction

La méthode des tables de vérité consiste a passer ee tewtes les interprétations
possibles d'une formule donnée. La valeur attribuée par une interprétation fraule ¢
est calculée en parcourant I'arbre syntaxiquegsddu bas vers le haut, des feuilles vers la
racine. On utilise le fait que la valeur de vérité d’'unanoite est déterminée par les valeurs de
ses composants.

La méthode des tableaux sémantiques consiste en la chehgystématique d’'un modele
d’'une formulep donnée® Le fait d'imposer une valeur de vérité a une formule paedniner
univoguement la valeur des composants de la formule, ou @inate laisser plusieurs choix
possibles. La recherche systématique d’'un modele coadaiconstruction progressive d’'une

250n peut aussi rechercher un antimodéle, une interpoétatii falsifie la formulep. Il est inutile de considérer
explicitement cette variante, puisqu’un modeéledest un antimodele de.
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structure arborescente particuliere, appédddeau €mantiques®

3.2.2 Technique de construction du tableau

Un exemple introductif. Considérons la formule =, (p = ¢) A =(p = r), en vue de
la recherche systématique d’'un modele. La formule &@taetconjonction, tout modele de
sera un modele de ses deux composants (et réciproquement) un modele de I'ensemble
{p=¢q, ~(p = r)}. Le deuxiéme élément de cet ensemble est la négatioredoplication;

il sera vrai si et seulement si 'antécédent est vrai ebfesséquent faux. L'analyse geest donc
réduite a celle de 'ensemblg = ¢, p, —r}. Enfin, le premier élément est une implication,
que l'on rend vraie en falsifiant 'antécédent ou en varnfile conséquent; il y a la deux
possibilités (non exclusives). Les modeles gsont donc, d’'une part, ceux de I'ensemble
{=p, p, —r} et, d'autre part, ceux de I'ensemHtle, p, —r}.

A ce stade, la décomposition de la formule est achevéeepgue les ensembles ne
comportent plus que ddigtéraux Un littéral est un atome (littéral positif) ou la négatid’'un
atome (littéral négatif). En effet, un ensemble de Hdtéx est consistant si et seulement s'il
ne contient pas simultanément un littéral et son opposét-a-dire ungpaire compémentaire
du type{p, —p}; ceci se détermine par simple inspection. On voit notanirgea I'ensemble
{-p, p, —r} estinconsistant et que I'ensemHle, p, —r} est consistant; les modeéles de la
formule o sont ceux de ce dernier ensemble.

La méthode des tableaux sémantiques consiste donwaeéd question (complexe) “la

formule A est-elle consistante ?” a la question (triviale) “la fde(ffinie) .A d’ensembles de
littéraux contient-elle un élément consistant ?”.

Il est commode d’organiser la recherche sous forme d’'ureadppelé&ableau €mantique
Celui correspondant a la formujeest représenté a la figure 16.

(=9 AN =(p=r) (p=q9 AN =(p=r)
i !
p=q,(p=r) p=q,(p=r)
! / \
p=q,p,r —p,~(p =) ¢, ~(p=r)
/ \ ! l
_|p7p7_|r q7p7_|r _|p7p7_|r q7p7_|r

FIG. 16 — Deux tableaux sémantiques.

Une formule peut donner lieu a plusieurs tableaux sémaes differents suivant I'ordre
d’application des regles de construction, mais tous cizedd a la méme conclusion (la
bonne!) concernant la consistance de la formule. La sigiidio commune des deux tableaux
de lafigure 16 est

26Cette structure est bien un arbre, mais ne doit pas &treedué, d’'une part, avec la notion d’arbre syntaxique
déja introduite ni, d'autre part, avec la notion d’arbeemntique qui sera introduite plus loin.
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Une interprétation est un modéle de la formgle= q) N —(p =)
si et seulement si c’est un modéle de I'un des ensemblesp, —r}, {q,p, —r}.

Construction des tableaux &mantiques. La construction des tableaux sémantiques est
basée sur la partition des formules en trois catégories :

— les littéraux;

— les formules conjonctives;

— les formules disjonctives.

La formule—(X = Y’) est conjonctive car elle est équivalente & la conjonaties deux
formules (plus simplesX et—Y. La formule X = Y est disjonctive car elle est équivalente
a la disjonction de-X etY. Le connecteut= est exclu ici’ et on convient d’assimiler—X
alx.

La construction est basée sur deux types de regles deg@sition de formules : les regles
de prolongation(type «) et les regles deamification(type (). Dans le contexte des tableaux
sémantiques on utilise les reglespour les formules conjonctives; les regl@spour les
formules disjonctives® La figure 17 répertorie les formules conjonctives et disfimes, ainsi
que les résultats de I'application a ces formules dekesede prolongation et de ramification,
respectivemert’

[ o Joa[a] L B8 16 [5]
—|(A1 V Ag) —A; | A, —\(Bl A Bg) -B; | 7By
—|(A1 = Ag) A1 —|A2 Bl = Bg —\Bl Bg
—|(A1 = Ag) —|A1 A2 Bl = Bg Bl _|BQ

FIG. 17 — Les regles de décomposition.

Le processus général de construction d’un tableau séao@rpour une formule donnée
est décrit a la figure 18. Ce tableau est un arbre dont champuel est étiqueté par un ensemble
de formules. Un noeud egrminalquand son étiquette ne comporte que des littéraux. Qaand |
construction du tableau est achevée, toutes les feudl@sdes nceuds terminaux. On convient
de marquer un nceud terminal garsi I'étiquette est consistante (feuilkeivertg, et parx si
I'étiquette est inconsistante (feuilfermée.

On utilise parfois deassertionlutdt que des formules, une assertion étant I'attrdyuti
d’une valeur de vérité a une formule. La figure 19 compartéableau classique, en notation
“formule”, et sa variantsigrée en notation “assertion”.

270On remplacera donc une équivaledte= Y par une formule conjonctiveX = Y) A (Y = X), ou par une
formule disjonctivg X AY) V (=X A =Y), au choix. On élimine de méme les formules du type> Y.

28Ce point sera nuanceé plus loin.

2Dans la suite, on notera souventune formule conjonctive ef une formule disjonctive ; les composants
respectifs seront notés respectivementet s, et 5, et B;. Soulignons qu’en général il s’agit de composants
sémantiques et non de composants syntaxiques ; par exempplest pas un composant syntaxique de la formule
disjonctivep = q.
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— Initialisation. On crée une racine étiquetée}.
— Itération.On sélectionne une feuille non marquée’étiquettel/ (7).
— SiU({) estun ensemble de littéraux :
— siU(¢) contient une paire complémentaire,
alors marguef comme étant fermée ;
— sinon, marquef comme étant ouverte.
— SiU(¢) n'est pas un ensemble de littéraux,
sélectionner une formule dabg/) :
— sic’est unex-formule A,
créer un nouveau nceudt descendant dé
et étiqueter’ avec

U= (UW) —{A}) U{ay, as};

— sic’est unegj-formule B,
créer deux nouveaux nceud<t ¢’, descendants de
et étiqueter’ avec

Uy = (U(0) = {B}) u{p}
et étiqueter” avec
U(t") = (U(€) — {B}) U{B:}.
— TerminaisonlLa construction est achevée
quand toutes les feuilles sont marquéesou ‘()'.

FIG. 18 — Algorithme de construction d’un tableau sémantique.

pA=(gAp) pA-(gAp) =V
! !
p, (g Ap) p=V,qAp=F
/ \ / \
P, q p,p p=V,q=F p=V,p=F
O X X

FIG. 19 — Tableau classique et tableau signé.

Remarque.Si on adopte cette variante, les liemsonjonction ets-disjonction ne sont plus
valable tels quels; par exemple, I'assertjpon ¢ = V est de typey, I'assertionp A ¢ = F
est de type3. En revanche, les liens-prolongation et3-ramification subsistent. C’est pour
éviter ces complications (a tout le moins, ces apparedeemplication) que nous n’avons
pas directement introduit les tableaux signés, pourtéguiemment utilisés.

Programmation de la méthode. La méthode des tableaux sémantiques est facilement
programmable. Pour économiser I'espace mémoire, onieohde ne pas créer un nouveau
nceud lors de I'application d’'une regle et de ne pas étiqueter un nceudvec une formule
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qui étiquete déja uancétreden. Avec ces conventions, le tableau

(pVa)A(=pA—q)
!
pVq,pA—q
!
pVq,7p,—q
/ N
D, 7D, ¢ q, 7D, q
X X

prend la forme plus compacte suivante :

(pVaq)A(=pA—g),
pVq,p/A\—q,p,q

. N
D q
X X

Une autre économie possible est de ne pas étiqueter ledsndaectement avec des sous-
formules, mais plutdt avec des pointeurs vers les sougsrtorrespondants dans l'arbre
syntaxique. Enfin, certaines branches d’un tableau séguansont trés semblables. Il est
possible d’éviter aussi les redondances de ce type erautilnon plus une structure d’arbre,
mais une structure de graphe sans cycle. Ces raffinemetgsisdu cadre de ces notes (voir
[L2] pour plus de détails).

Terminaison de l'algorithme de construction. Théoreme. La construction d’'un tableau
sémantique se termine.

Principe de la @monstration.Chaque étape remplace une formule par une ou deux formules
strictement plus simples. Comme la complexité des formet limitée, on ne peut appliquer
qgu’un nombre fini d’étapes.

RemarqueOn peut, sans restriction essentielle, supposer que leecteur d’équivalence n’est
pas employé. Cette restriction simplifie la forme de la meBid définie dans la démonstration.
DémonstrationSoit'V le tableau d’'une formulel, a une étape quelconque de sa construction,
soit/ une feuille quelconque d¥ ; soientb(¢) le nombre de connecteurs binaires d&iig) et

n(¢) le nombre de négations dab'$/).

On définith/ (¢) = 2b(¢) + n(¢). Quelle que soit la régle utilisée, toute étape de latraoson
crée un nouveau ncedtiou deux nouveaux nceuds ¢ tels quelV (¢') < W (¢) et W (¢") <

W (¢). Or, W (¢) prend ses valeurs dab, il ne peut donc y avoir de branche infinie dévis
RemarquelLa démonstration peut étre étendue au cas sl ét “@” apparaissent dans la
formule (exercice).

Un tableaucomplet(dont la construction est achevée) &siré si toutes ses feuilles sont
fermées. Sinon, il egtuvert
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3.2.3 Propriétés de la néthode des tableaux&mantiques

La méthode des tableaux sémantiques est le plus souvkséeipour montrer la validité
d’une formule (ou I'inconsistance de sa négation), ou empour montrer I'inconsistance d’un
ensemble fini de formules. On souhaite naturellement queethade donne uniquement des
résultats corrects; elle ne peut conclure, par exempl@aonsistance d’'une formule, que
si la formule est effectivement inconsistante. Cette pedprest’adéquationde la méthode.
D’autre part, on souhaite que, si une formule est incondistda méthode mette ce fait en
évidence ; c’est la propriété dmmpEtude En résumé, une méthode est adéquate si elle est
correcte ; elle est complete si elle est assez puissante.

Dans le cas présent, prouver 'adéquation revient aymokun des énoncés suivants :
siT(A) est fermé, alors! est inconsistante ;
siT(—B) est fermé, alors3 est valide ;
si A est consistante, alofiS( A) est ouvert;
si B n'est pas valide, alor§(—B) est ouvert.

Prouver la complétude revient a prouver la réciproqiestea-dire I'un des énoncés suivants :

— si A estinconsistante, alofi§(A) est fermé ;

— siB estvalide, alor§’(—B) est fermé;

— SiT(A) est ouvert, alors! est consistante ;

— sSiT(—B) est ouvert, alor$? n'est pas valide.

Théoréme d’a@quation.SiT'(A) est fermé A est inconsistante.
DémonstrationOn suppose que l'arbré(A) est fermé (tous ses sous-arbres le sont aussi).
On démontre par induction sur la hautéulu nceud: dansT’(A) que pour tout sous-arbre de
racinen deT'(A) I'ensemblel/ (n) est inconsistant. La hauteur d’une feuille est O; la hauteur
d’'un nceudy est celle de son fils, plus 1; la hauteur d'un noguekt celle du plus haut de ses
fils, plus 1.

— h = 0 : n est une feuille fermée donG(n) contient une paire complémentaire de

litteraux etU (n) est inconsistant.
— h > 0:unereglex ou ( a été utilisée pour créer le(s) descendant(s).de

Reglea: n: {a} U U
il
' {aq,an} UU

On ah(n’) < h(n) et 'hypothése inductive s’applique au sous-arbre (Brrdé
racinen’; 'ensembleU(n’) est inconsistant. Pour toute interprétationil y a une
formule A’ € U(n') telle quev(A’) = F'; trois cas sont possibles :

1. soitA’ € Uy C U(n);

2. soitA’ = a; :v(ay) = Fd'otv(a) = F (cf. réglesa) ;

3. soitA’ = ay 1 v(ae) = Fd'olv(a) =F.
Dans les trois cas, il y a une formule ddi&:) quew rend faussey étant quelconque,
U(n) est donc inconsistant.

Regles : n: {B}UUy
e N\
n': {61} Ul n” 1 {Ba} UUp
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h(n') < h(n) et h(n") < h(n); les ensembled/(n’) et U(n”) sont tous deux
inconsistants. Pour toute interprétatign

1. soitily aune formulet’ € Uy C U(n) :v(A") =F

2. soitv(f;) = v(f) = F, d’ouv(8) = F (cf. regless).
Dans les deux cas, il y a une formule ddng:) quev rend faussey étant quelconque,
on en déduit qué/(n) est inconsistant.

Ensembles de Hintikka. Les méthodes de la logique sont en général construdive.
particulier, si une formulel est consistante, non seulement tout tableau sémantiquiegtie
formule doit &tre ouvert, mais en outre il doit étre poksitbe construire un modele dé a
partir de ce tableau.

Cette construction est possible et méme tres simple. Qter@ontrer dans ce paragraphe
gue toute interprétation vérifiant I'étiquette d’uneifée ouverte vérifie aussi I'étiquette de tout
ancétre de cette feuille, et en particulier de la racineathletiu.

ExempleLes tableaux de la figure 20 sont ouverts. A chaque feuilleedavcorrespond un
modele de la formule-racine. Il peut se faire que cette fdentcomporte une proposition
n'apparaissant pas dans 'étiquette de la feuille ; cgaiie que tout prolongement du modele
spécifié par cette étiquette rend vraie la formule-racire tableau de droite indique que toute
interprétatiorv vérifiantp est un modele de la formujeV (¢ A —¢q) (et ceci, quelle que soit la
valeur attribuée a(q)).

pA (=g V —p) pV(gA—q)
| / N
p,—qV p p qN—q
/ \ O |
p,q p, P q,7q
O X X

FIG. 20 — Deux tableaux sémantiques ouverts.

Définition : Soit U un ensemble de formuleé! est unensemble de Hintikkai les trois
conditions suivantes sont satisfaites :

1. Pour tout atome, p ¢ U ou—p ¢ U
2. Sia € U estunex-formule, alorso; € U etay, € U.
3. Sip € U estunej-formule, alors3; € U oufy € U.

Lemme de la branche ouvert®oit b une branche ouverte d’'un tableau complet. L'ensemble
U =4 U,e, U(n) estun ensemble de Hintikka.
DémonstrationOn montre qué/ respecte les trois conditions caractérisant les ensesnilele
Hintikka.
1. On note! la feuille (ouverte) dd. Pour tout littérabtn (m € {p, —p}), m € U implique
m € U({) car aucune regle ne décompose les littéraux/@st un nceud ouvert, sans
paire complémentaire; on a dope U ou—p & U.
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2. Pour toutex-formule o € U, I'arbre étant complet, la regle correspondante a da &tre
utilisée a un certain nceud Par constructiony;, a, € U(n') C U.

3. Pour toute3-formule 8 € U, I'arbre étant complet, la reglé correspondante a di &tre
utilisée & un certain noeud Par constructiong, € U(n') et, € U(n"), etU(n') C U
oulU(n") CU,doup; e Uoup, € U.

Lemme de Hintikkalout ensemble de Hintikka est consistant.

Démonstration.Soit U un ensemble de Hintikka et sdit = {py,...,p.} 'ensemble des
atomes apparaissant dans les formule& dBéfinissons une interprétatiorde U :

vip) =V si pgU
vip)=F si -peU

Linterprétationv assigne une et une seule valeur de vérité a chaque atohhéade U est un
ensemble de Hintikka). Il faut démontrer que pour tdu€ U, on av(A) = V. Cela se fait
par induction sur la structure dé:
— A estun litéral. Par définition de» on a :
— SiA =p, alorsv(A) =v(p) = V.
— SiA = —p, alorsv(p) = F, d'otv(A) = V.
— A est unen-formulea. On aay, ay € U, donc par hypothése inductivei;) = V et
v(ag) =V, d'otuv(a) =V par définition des regles.
— A est uneg-formule 3. On aB, € U ou (B, € U, donc par hypothése inductive,
v(B1) = Vouuv(fs) =V, douv(3) =V par définition des regles.

Théoréme de comptude.Si T (A) ouvert, alorsA est consistante.

DémonstrationSi 7'(A) est ouvert, il existe une branche ouverte dad). La réunion des
ensembles de formules étiquetant les nceuds de cette bréorale un ensemble de Hintikka
(donc consistant) ; cet ensemble contient la formiilgui est donc consistante.

Résung.La méthode des tableaux sémantiques est un algorithmioieah pour la validité (la
consistance, l'inconsistance) dans le calcul des prapasitLa formuleA est inconsistante si
et seulement $i'(A) est un tableau fermé ; la formuleest valide si et seulementB{—B) est
un tableau fermé ; la formul€ est simplement consistante si et seulemefit(si) et7'(—C')
sont des tableaux ouverts.

3.2.4 Exercice sur la néthode des invariants

La preuve d’adéquation et de complétude que nous avonsédoast classique et se
trouve dans beaucoup de livres de logique mathématiquest ljuand méme intéressant, a
titre d’exercice, de développer une vue plus “informatitjde cette double propriété et de sa
preuve.

On note d'abord que la méthode des tableaux sémantiquegssentiellement un
algorithme itératif, constitué d’'une simple boucle (Fig). Si on néglige le marquage par des
ronds et des croix, les éléments constitutifs de cetteleaont I'instruction d’initialisation, la
garde de la boucle et le corps de la boucle. L'instructionitidlisation consiste en la création
de la racine du tableau et de son étiquette, composée amint de la formule de départ.
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La garde exprime I'existence d’'un noeud, “feuille provisdirdont I'étiquette comporte une
formulea ou 3. Le corps de la boucle consiste en la génération du ou dessseur(s) direct(s)
d’'une “feuille provisoire” du tableau.

Rien n’empéche donc 'application de la méthode des ianss. En fait, cette application
est simple et éclairante ; I'invariant de boucle est la p&ip suivante :

Les modéles de la formule de départ sont exactement lepnétations
qui sont modéles d’au moins une étiquette de feuille Faive.

Lorsque le tableau est achevé, le mot “provisoire” dispata clairement, la formule de
départ est consistante si et seulement si le tableau coengnomoins une feuille ouverte.

En ce qui concerne la terminaison, le raisonnement faithows reste valable dans le cadre
de la méthode des invariants.

3.2.5 La methode en pratique

Si on présuppose qu’une formulé est inconsistante, on construira d’abd@rdX) ; si on
présuppose qu’elle est valide, on construira d’abibfeh X'). Si le tableaul’'(Y") est fermé,
I'analyse est terminée : on sait qiieest inconsistant et queY” est valide. Si le tableali(Z)
est ouvert, on sait qug& est consistant et queZ n’est pas valide; il faut construiré(—-2)
pour en savoir plus.

On tient compte en pratique de trois regles simplificagrig@mentaires :
— Une branche peut étre fermée lorsqu’une paire compiéire de formules (pas
seulement de littéraux) apparait.
— Les formules inchangées ne doivent pas étre recopi@esndeud a son descendant
(économie d’espace).
— Des heuristiques peuvent éventuellement écourterbleda (par exemple, utiliser les
reglesa avant les regles).

3.3 La méthode analytique des squents
3.3.1 Introduction

La méthode des tableaux sémantiques admet une méthade, dite “des séquents”.
Nous donnons d’abord I'algorithme qui transforme un tablsamantique en une dérivation
de séquent. La figure 21 présente un tableau sémantiqua dérivation de séquent
correspondante.

— On opere une symeétrie d’axe horizontal, amenant lefiésien haut et la racine en bas.

(La construction directe d’une dérivation de séquentde donc de bas en haut.)

— Chagque étiquette du nouvel arbre se compose des négdtsreléments de I'étiquette
correspondante du tableau sémantique; de plus, chaimeett¢ est précédée du
symbole—.

— Les arcs du tableau deviennent des lignes horizontaleslda@rivation de séquent.

— Les symbole§) et x sont remplacés respectivement par les symhdlesA.

Un tableau sémantique et la dérivation de séquent quoretante ne se rapportent donc pas

a une méme formule. On peut éliminer cette divergencen@ins en apparence) en utilisant la
notation signée plutdt que la notation classique powé&sgnter le tableau (voir figure 22).
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pA (=g V -p)
l p\rolonga_tion (typex) H A
regleconjonctive — P, q = TP mification (typed)
p,qV p : o)
v RN (P~ AND g (o

regledisjonctive P! Id'g' i yp

P74 p,p — —pV(gAp) COCTHONEHE

O X

FIG. 21 — Un tableau sémantique et une dérivation de séquent.

pV(gAp)=F
l prolongation (typex) H A
regleconjonctive — =P, q — —p,p
p=V,gAp=F ' ' ramification (type3)
ramification (type3) s —p.gAD regleconjonctive
</ N régledisjonctive p‘ro:ogggtlont_(typ@)
regledisjonctive
O X

FIG. 22 — Un tableau sémantique signé et une dérivation giecsé.

3.3.2 Interprétation

Fondamentalement, le contenu sémantique d’une davale séquent est le méme que

celui du tableau correspondant, mais la dualité permeté&kepter ce contenu differemment.

— Chagque étiquette d’'une dérivation de séquent s'indéepcomme un ensemldiésjonctif
de formules.

— Les feuilles correspondent a ddauses’est-a-dire a des disjonctions de littéraux.

— Les feuilles valides sont étiqueté®s ce symbole signifie “Axiome” : vérité universelle.
Les feuilles non valides sont étiquetéds ce symbole signifie “Hypothése” : énoncé
contingent.

— La ligne horizontale s'interpréte comme la relation qiizzalence logique : une
interprétation rend vraie(s) la (lepyémisse(s)au numérateur, si et seulement si elle
rend vraie laconclusionau dénominateur.

On a aussi les définitions et regles suivantes.

— Une clause est uaxiomesi elle comporte une paire complémentaire de litteratine
hypottresesinon.

— Lesregles d’inerencesont de deux types
— reglesa (prolongation) :

— UUA{ag,as}
— UU{a}
— reglesg (ramification) :
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— UU{p}

[ o [ala] [ 8 [6]6]
ALV A,y Ay Ay Bi N By B; By
_|(A1 VAN Ag) —A; | A, _|(Bl V Bg) -B; | 7B,
A1 = AQ _|A1 A2 _|(Bl = BQ) Bl _|BQ
A1 = Ag A1 —|A2 —\(Bl = Bg) —\Bl Bg

FIG. 23 — Les regles de (dé)composition.

Rappelons que les doubles négations sont systématigquesimaplifiees et que les
connecteurs d’équivalence et de disjonction exclusingisterdits. On observe (figure 23) que
les formulesconjonctivesionnent lieu a uneamification(type () et les formuleglisjonctives
a uneprolongation(type ). C'était le contraire pour les tableaux sémantiques.

Si on lit la dérivation de haut en bas, les regles de décmitipn deviennent des regles de
composition, ouegles d’inérence

3.3.3 Propriétés de la néthode des 8quents

Elles se déduisent immédiatement de celles des tabléauriéthode de dérivation de
séquent est adéquate : toute formule racine d’'une dinivee séquent dont toutes les feuilles
sont des axiomes est valide. La méthode de dérivatioregleessit est compléete : toute formule
valide est racine d’une dérivation de séquent dont tdetefeuilles sont des axiomes.

3.3.4 Extension décriture

On convient que le séquent

— =A,B,~C,-D,E,F
peut aussi s’écrire

A,C,D — B,E,F.
Ce séquent est vrai poursi v rend vraie au moins une des formulBs £ et F, ou siv rend
fausse au moins une des formules” et D. La partie de gauche (icl, C, D) est l'antecdent
la partie de droite (icB, E, F) est lesuc&dent Le séquent est vrai poursi et seulement si
I'implication (AANC A D)= (BV EV F) estvraie poup.

La virgule a valeur conjonctive dans I'antécédent et waliisjonctive dans le succédent.
Un antécédent vide correspondrae, un succédent vide correspondadse, le séquent vide
correspond dalse. Tout séquent dont I'antécédent et le succédent comapbune formule
commune est valide.

On peut transférer une formule de I'antécédent au slertéou inversement, en changeant
sapolarité, c’'est-a-dire en transformant en —A ou inversement. Le séqueAt C, D —
B, E, F' est donc logiquement équivalent au sequéntB,C — —-D,E, F.

Il est commode de récrire les regles en tenant compte degeles notations. A titre
d’exemple, siA et B désignent des formules etigiet IV désignent des ensembles de formules,
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les anciennes regles

— V,-A B — VA — V,-B

— V, (A= B) — V,=(A= B)
peuvent étre étendues en

U — V,-A,B U — V,A U — V,-B

U — V,(A= B) U —- V,-(A=B)
puis récrites en les nouvelles regles suivantes :

UA— VDB U— VA UB =V

U — V,(A= B) U(A=B) — V

3.3.5 Regles Eversibles, egles analytiques et syntétiques

La regle d’'inference

U—- VA UB —V

U(A=B) - V

estréversible: la barre horizontale peut s’interpréter comnegliivalencdogique. Dans une
regle non réversible, la conclusion est conséquendguegles prémisses, mais non l'inverse.
Sion posel, = AU etV,; = \/V, la regle ci-dessus exprime que les modeles communs
des formuled/. = (V; Vv A) et (U. A B) = V; sont exactemerles modeéles de la formule
(U.N (A= B)) =V,

Cette régle est ausanalytique: toute formule apparaissant en haut apparait aussi en bas
(comme formule ou sous-formule). Les dérivations de satpipeuvent se lire de bas en haut
(analyse d’'une formule) ou de haut en bas (déduction d'amedle au départ d’axiomes et/ou
d’hypotheses).

Il existe aussi des méthodegntletiquesde déduction, ne se prétant pas directement a
'analyse des formules. La méthode synthétique est Is phuvent la seule utilisable en
mathématique. On utilise des regles ou la barre s’inkégromme la relation (non symétrique)
de congquencdogique. L'exemple le plus connu de regle synthétiquaenfdoon analytique)
et non réversible est sans doutéMedus ponens

U— A U — (A= B)
U — B

Un exemple de regle synthétique mais réversible estdeerdecoupure:
UA—-V U—-VA

U -V
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La formule A et ses sous-formules peuvent ne pas apparaitre dans @asions. Il est donc
difficile de “deviner” des prémisses adéquates au d@&ssonclusion?’

3.3.6 Differences entre implication et équent

Dans la présentation qui vient d'étre faite, la seuleédéhce est que les deux termes d’'un
séquent sont des ensembles (éventuellement infinis)rdaufes, tandis que les termes d’'une
implication sont des formules, finies par nature.

Une autre difference plus subtile apparait souvent. l&zgisnts peuvent étre utilisés
dans des contextes variés, mais le sont habituellemerg dancontexte de preuve de
validité. Autrement dit, seules des dérivations santygses sont considérées. Tout séquent
apparaissant dans une telle dérivation est valide, et dless naturel et frequent d’introduire
cette information dans la définition méme de la notionelgugnt. Cela signifie qu’'un séquent
n'est plus un objet du langage (assimilable a une impbeoatimais devient un objet du
métalangage. Dans ce cadre, la signification du séquent

A,B,C — D,E,F

noté parfois
A,B,C+D,E,F

est “Limplication (AN BAC) = (D V EV F) est valide”.

3.3.7 Tableaux sig@és vs. équents

Il'y a correspondance naturelle entre les tableaux sighésseséquents : les formules
apparaissent dans I'antécédent ou dans le succédans@quent selon qu’elles sont assertées
positivement ou négativement dans le nceud homologue thatalfigure 24).

-pV(gAp)=F H A
l p = q p—p
p=V,qANp=F
/ N\ P — qAD
p=V,q=F p=V,p=F
O x — —pV(¢Ap)

FIG. 24 — Un tableau sémantique signé et une dérivation giecs#.

30Les deux regles synthétiques de Modus ponens et de cofipumalisent deux modes de raisonnement
omniprésents en mathématique et dans la vie quotididérniglodus ponens traduit la notion méme de théoréme
ou de résultat général : “appliquefd = B), c’est déduireB dans le cas oul est connu. La regle de coupure
formalise le raisonnement par cas : si on inférele U quandA est vrai, et aussi quand est faux, on inféréd”
deU en toute généralité.
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3.4 Leraisonnement automatique
3.4.1 Introduction

La logique formelle permet, comme on vient de le voir tout angl de ce chapitre, de
transformer le raisonnement en un objet mathématiqueeptible d'étre traite, et méme
construit, par un ordinateur. Nous avons vu, au paragrapB@,2qu’un texte court mais
relativement dense, présentant un raisonnement, pcivaitransformé en formules et ainsi
devenir accessible a une analyse fiable et automatique célebre ouvrage de science-
fiction®? évoque ainsi I'analyse formelle d’'un trés compliqué e@lumineux document
diplomatique ... aboutissant a la conclusion que ce dootr@git sémantiguement vide
et que ses auteurs méritaient, étymologiquement du meeos statut de diplomate. Plus
concretement, un livre d’analyse mathématique a éti@rement vérifié par ordinateur dans
le cadre d’'un projet d'intelligence artificielle. Peut-opeHement espérer ramener ainsi le
raisonnement au calcul, dans le but de 'automatiser ?

3.4.2 Digression : Leibniz et le raisonnement automatisabl

Leibniz avait imaginé un “ratiocinator universalis”, sode machine abstraite capable de
raisonner et, dans une certaine mesure, de trancher dassdgtineux. Il croyait possible
de représenter les idées et le raisonnement dans un krgagbolique pourvu d'une
syntaxe et d'une sémantique précises. Dans une disoydgievenait theoriguement possible
de remplacer un débat d’idées animé par une séance ak datcul dont I'issue serait
inconditionnellement admise par les protagonistes datd@&bole et surtout Frege ont créé
le langage symbolique révé par Leibniz, et la logiguedmdtive est parfaitement apte a
la représentation de tout type de raisonnemi&iity a cependant loin entre la capacité de
représenter un probléeme et la capacité de le résoudirs dette section, nous évoquons
guelgues aspects fragmentaires mais importants de cetstéiqu

3.4.3 Automatiser la logique

Cette question est comme beaucoup d’autres : il est plus f@deil’examiner dans le cadre
propositionnel que dans le cadre prédicatif, et certagmglusions établies dans le cadre
propositionnel s’étendront au cadre prédicatif. Centadmis, on pourrait croire qu’il n’y
a pas de question. La logique propositionnelle est en aftenaatisable, puisque nous I'avons
effectivement automatisée. La méthode des tables di& \&rcelle des tableaux sémantiques
par exemple, permettent d’analyser tout raisonnemenogropnnel, si complexe soit-il. Nous
allons voir maintenant que la portgeatique de ces méthodes est séverement limitée par
un probleme de dimension. En dépit de la puissance quitsatieinte actuellement (et qui
continuera a croitre de longues années encore), lesatedirs ne sont pas capables d’analyser,
en toute généralité, un probleme logique d’'une ceetdaille. Considérons par exemple le
probléeme classique consistant & déterminer si un erlgetietformules est consistant ou pas.

31 ’informaticien dirait : fiable parce que complétementauatique. . .

32Foundation d’'lsaac Asimov.

33Des logiques spéciales ont été et continuent a étredaites pour modéliser plus commodément certains
aspects de la connaissance mais, fondamentalement,daéogiédicative peut prétendre a I'universalité.
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Si nous utilisons les tables de vérité, et si I'ensemble@estion comporte des occurrences
de n propositions elémentaires distinctes, il suffit de canst une table de vérité ... qui
comportera2” lignes. Sin vaut 30, la table comportera plus d’un milliard de lignes nsi
vaut 100, ce qui n’a rien d’irréaliste, le probleme estifseas particulier, définitivement
hors d’atteinte de tout ordinateur présent ou a venir.eDlmss au passage queultiplier
par 1000 les performances d’'un ordinateur ne permet qa@uter 10 nouvelles variables
propositionnelles a notre lexique.

Il existe a priori deux moyens de contourner cet écueil.n@’ypart, il est possible de
développer des procédures de décision plus rapidesagquethode des tables de vérité et,
d’autre part, on peut essayer d’isoler certains types dautas et d’'ensembles de formules
pour lesquels le probleme de la consistance pourraitsmidge plus rapidement. Nous avons
déja adopté la premiere approche : la méthode desaableémantiques est souvent — mais
pas toujours — nettement plus efficace que celle des tablegrité. Une analyse plus fine
montrerait quand méme que cette méthode et, a des diigegs, toutes les méthodes connues
actuellement, restent fondamentalement trop lentes.gre@sément, dans beaucoup de cas,
les performances se dégradent tres vite des que la diomeds probleme augmente. Une
théorie recemment développétisse peu de chances de progres significatifs dans cé¢te vo

La seconde approche est plus prometteuse ; nous la déwval®gdpans la suite de ce chapitre.

3.4.4 Cubes, clauses et formes normales

Considérons la table de vérité de la figure 25, se rappbéaine formule inconnud’,
dépendant des trois variables propositionnedleg et ». Peut-on reconstituer la formule sur
base de la table? Oui, a une équivalence logique presalila tndique que la formule est
vraie dans quatre cas, correspondant aux lignes 1, 3, 5 etléadue cas correspond cube
c’est-a-dire une conjonction de littéraux. Par exemlgesube correspondant a la ligne 6 est
(-p A g N —r), ce qui S'interpréte en(p) = F, v(q) = V etu(r) = F.

lplalr[Xpagr)]
V| V|V A%
V|V |F F
VIF|V A%
V| F|F F
F| V|V A\
F|V|F A\
F F |V F
FIF | F F

FIG. 25 — Table de vérité d’'une formule inconnue
La formule X est donc (logiquement équivalente a) la formule

PANgAT)V(DPAN-gAT)V (pAgAT)V (D AgAT).

34Et notamment le théoréme de la NP-complétude du probideria consistance, demontré par Cook en 1970.
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Cette formule peut s’écrire differemment, et notamment

(pAT)V (=0 Aa),

ou encore
(p=7) A (-p=4q).
Le point important est que toute formule, puisqu’elle adoret table de vérité, est équivalente
a une disjonction de cubes, ce que I'on appelle aussfamae disjonctive normale
Observons aussi que la négation d’une disjonction de cedtase conjonction de clauses,
ce que l'on appelle aussi urferme conjonctive normaleOn obtient aisément la forme
conjonctive normale d’une formule a partir de la forme @igjtive normale de la négation de
cette formule ; on peut aussi I'obtenir directement a pasila table de vérité, en considérant
les lignes pour lesquelles la formule est fausse. Par exergpformuleX (p, ¢, r) est fausse
dans quatre cas; elle peut donc s’écrire

“(pAgA-1r) AN =(pA=gA—r) A =(=pA=gAr) AN —(=pA-gA-r)

ou encore
(=pV —qV7r) AN (=pVaVr)A(PVgV-r)A(pVgVr),

ce qui est une forme conjonctive normale, c’est-a-direaorgonction de clauses ; la formule
peut se simplifier en

(=pVvr)A(pVa),

gui est encore une forme conjonctive normale, appelée farsse clausale

Le principe de la déduction affirme que la formule est conséquence logique de
I'ensembleF si et seulement si I'ensemblé U {—A} est inconsistant. Chaque formule de ce
dernier ensemble est logiguement équivalente a une eotigm de clauses ; Siest 'ensemble
de toutes ces clauses, on peut dire guest conséquence logique #esi et seulement € est
inconsistant. Le probleme fondamental de la logique sem& donc a celui de déterminer si
un ensemble de clauses est inconsistant ou non.

RemarqueConstruire la table de vérité d’une formule donnée nyéstéralement pas le moyen
le plus rapide d’obtenir une forme normale disjonctive onjonctive logiquement équivalente
a cette formule.

3.4.5 Clauses de Horn et ensembles de Horn

Nous venons de rappeler que, pour les problemes d'uneireertaille, I'approche
automatique était tres aléatoire. C’est étonnantsdarmesure ou I'étre humain moyen est
capable d’effectuer des raisonnements logiques de grailtiedvec une certaine efficacité.
Une raison a cela est I'aptitude, typique de I'étre humais’adapter aux circonstances et a
remplacer une méthode générale par une approche phegfigpé et plus rapide, du moins
dans le cas particulier considéré. Une autre raison,g@usnente ici, est que bien souvent les
formules de I'ensembl&, qui constituent la “base de connaissance” a partir decléeon va
déduire la formuleA, ont une forme tres particuliere, qui se retrouve ausssdes énoncés
mathématiques, a savoir

(pr A Apn) =q.
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Les p; et ¢ sont des propositions élémentaifés.a formule exprime simplement que toute
interprétation rendant vraies les propositipns . . , p,, rend vraie aussi la conclusigtr®
On voit immédiatement que cette formule est une clausel gu@eut récrire en

pLVoeVope V.

De méme, la conclusioml est souvent une simple proposition, ou une conjonction de
propositions, donc de literaux positifs. Sa négatioruestdisjonction de littéraux négatifs.

On appelleclause de Horrtoute clause contenant au plus un littéral positif. Unestede
Horn estdéfiniesi elle comporte exactement un littéral positif; elle esgativesi elle n’en
comporte pas. Uensemble de Horest un ensemble de clauses de Horn. Cette notion est
extréemement importante parce que, dans le cas particldgeensembles de Horn, le probleme
de la consistance peut se résoudre de maniere efficacajtergénéralité.

3.4.6 Lalgorithme de résolution unitaire

Uneclause unitaireest une clause comportant un seul littéral. Une clausaioapeut étre
positiveou négative Dans la suite, sauf mention explicite du contraire, unasgaunitaire est
une clause unitaire positive, réduite a une proposiiiémentaire. L'algorithme deesolution
unitaire (figure 26) est un moyen simple de déterminer si un ensengbléordn est consistant
ou inconsistant.

{S := 5o}
Tant que O ¢ S faire
choisirp etc tels que
p est une clause unitaire positive 8e
¢ est une clause de contenant-p ;
ri=c\{-p};
§i=(S\{ch) u{r}.

FiG. 26 — Résolution unitaire

Le principe de cet algorithme est tres simple. Il consassepprimer, dans les clauses d’'un
ensembleS de clauses de Horn, tous les litteraux négatifs dont lgpg@sition sous-jacente
apparait comme clause unitaire, jusqu’a ce qu’une clsoiseevenue vide, ou que plus aucune
suppression ne soit possible. Dans le premier cas, on danktinconsistance, dans le second,
a la consistance. La notation=" signifie “devient”; exécuter l'instruction := = + y signifie
gue la nouvelle valeur de est I'ancienne valeur de + y. Si ¢ est une clause contenanp,
¢\ {—p} est la clause obtenue en supprimapt La clause videqui ne contient aucun littéral,
est représentée par le symbaleUne clause est vraie si au moins un de ses littéraux est vrai
la clause vide est donc logiquement équivalenfelg. Sic est une clause de I'ensemlfie

350n peut considérer que cette formule représente unéné@mathématique, dont lpssont les hypothéses
etq la thése.

360n observera que cette formule, méme si elle représertteéonéme de mathématique, n’est pas valide. La
raison en est que dans le cadre de la logique propositiated| propositions élémentaires ne sont pas analysées.
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S\ {c} est 'ensemble obtenu en enlevarde S. Sir est une clause§ U {r} est 'ensemble
obtenu en ajoutanta sS.

La figure 27 donne un exemple d’exécution de l'algorithmernpettant de montrer que
'ensemble

S={pVv-rV-t,qg,r,tV-opV-or, tVvV-oqg, -pV-qV T}

est inconsistant.

L.ypV-rV-at|lg|r|tV-pV-r|tV-oqg|-pV gV r
2.l pV or v —t 5 r|tVv-opV-or t -pV gV or
3. pV it ql|r |tV -pV-r t -pV gV or
4. pV i 5 r{tVvV -pV r t ﬂpv—'_T
5. pV ot ql|r |tV -pV-r t -p

6. P qgl|r |tV -pVr t -p

7. P qgl|r |tV -pV-r t O

FIG. 27 — Résolution unitaire : un exemple positif

La figure 28 donne un second exemple d’exécution de I'algoe, permettant de montrer
gue I'ensemble

S={pVv-rVv-t,qg,s,tV-opV-r,tVvV-oqgV-os, pV-qV-r}

est consistant.

.|\ pV—rV-t|g|s|tV-pV-r|tVoqgV-s|pV gV T
2.0 pV rvVv -t 5 s|tV -pV r tvﬂ_s -pV —qV —r
3.|lpV-rV-t|qg|s|tV-pV-r t -pV —qV r
4. pV rV ot 5 stV -pV r t —|p7—|7‘
5. pV —r q|s|tV pVar t —-p VvV —r

FIG. 28 — Résolution unitaire : un exemple négatif

La premiere propriété de I'algorithme de résolutioritaine est d’étre efficace. A chaque
etape, un littéral est enlevé donc le nombre d’'étapepene dépasser le nombre total de
littéraux. A chaque étape, I'ensemidiehange (un littéral est supprimé). Comme d’habitude, le
point crucial de I'analyse de I'algorithme consiste aedé&tiner ce qui ne change pas. Comme
précédemment, c’est I'ensemble des modéle$ dpii ne change pas. En effet, si la clause
unitairep se trouve dans, seules les interprétations rendantrai peuvent étre des modeles.
Soit/ une telle interprétation ; quelle que soit la clausentenant-p, on al(c) = I(c\{—p}).

On a donc, aprés chaque étapé(S) = M(S,). En particulier, aprés la derniere étape, on
aM(Sy) = M(Sy), si Sy désigne I'état final de I'ensemblg. Cela prouve en particulier
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que S, ('ensemble de départ, celui qui nous intéresse) estistam si et seulement $i; est
consistant. Il se fait que déterminerSi est consistant estimmédiat. En effet, il n’y a que deux
possibilités :

— L’ensembleS; contient la clause vide, qui est inconsistante, d§pest inconsistant.

— L'ensembleS; ne contient pas la clause vide. Sdif’interprétation qui rend vraies
toutes les clauses unitaires (positives)Xjeet fausses toutes les autres propositions.
Cette interprétation rend vraies toutes les clauses itggtaet aussi toutes les clauses
non unitaires, puisque ces dernieres contiennent au muwinigtéral négatif dont la
proposition sous-jacente est fausse par définitiod dear cette proposition n’est pas
une clause unitaire, sinon elle donnerait lieu & une &applémentaire).

On appellebase de connaissanas ensemble de clauses de Horn positives; on appelle
guestionune conjonction de propositions. L'algorithme de résolutunitaire permet de
déterminer si une questiof est conséquence logique d’'une base de connaisgance sera

le cas si 'ensemblé/ U {—~A} est reconnu inconsistant.

RemarqueOn peut aussi tester 'ensembieseul ; il est nécessairement consistant puisqu'’il
ne comporte que des clauses de Horn posifivés détermination déf; permet d’obtenir
'ensemble de toutes les propositions qui sont conséasetagiques def ; ce sont les
propositions qui apparaissent comme clauses unitaires@iar ‘interprétation qui rend vraies
ces propositions et seulement celles-la esh¢ekle canoniqueou mockle minimalde H. Le
modele minimal de 'ensemble traité a la figure 28 est donterprétation qui rend vraies les
propositions;, s ett et seulement celles-la.

RemarqueOn représente souvent les exécutions de I'algorithmegdelution unitaire sous
forme arborescente ; la représentation corresponddex@clition de la figure 27 se trouve a
la figure 29. L'arborescence s’appeliebre de d@rivation ou arbre de €futationdans le cas
particulier ou on dérive la clause vide.

tV-opV-r pVvV-rv-t r tV-—q q —pV gV -r
pV —t t —pV -r
p -p
A4
O

FiG. 29 — Arbre de réfutation unitaire pour 'ensemble

$7linterprétation qui rend vraies toutes les propositiessdonc un modele dé.
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3.4.7 La programmation logique propositionnelle

Le probleme de la programmation logique propositionnetiasiste a déterminer si une
proposition est ou n'est pas conséquence logique d’umaisede clauses de Horn définies,
appelébase de connaissana programme logiqueNous venons de voir que l'algorithme
de résolution unitaire est une solution générale ebraiablement efficace pour ce probleme.
Elle n’est cependant pas optimale en pratique. La raisoseque, dans la plupart des cas, la
base de connaissance est énorme, voire infinie, et queparpldes clauses qu’elle contient
n’ont rien a voir avec la question particuliere a traiteéalgorithme de résolution unitaire
n'accorde aucun rdle particulier a la question traitimt la négation est simplement ajoutée a
la base de connaissancealgorithme de esolution d’enteeest une variante de I'algorithme
de résolution unitaire, dans laquelle la négation de kestjan joue un réle privilegié. Cette
variante est représentée a la figure 30Laidésigne un programme logique.

{G = Go}
Tant que G # O faire
choisirp etc tels que
-p € G,
ce Let
pEc;

G = (G\{=p}) vV (c\{p})

Fic. 30 — Résolution d’entrée

Cet algorithme utilise une variabi@, appelée ldut, dont la valeur est toujours une clause
de Horn négative ; initialement, le but est la négationadguestion. A chaque étape, le but est
transformé selon la régle suivante : un littéral du but est remplacé pdr \ {p}), ouc est
une clause de la base de connaissance, dont le litteraif @ssp. On pourrait démontrer que
I'algorithme de résolution d’entrée est équivalentadglorithme de résolution unitaire. A titre
d’exemple, nous montrons a la figure 31 que la propositiest bien conséquence logique du
programme logique

L:{t\/ﬁp\/—vr‘,p\/—vr‘\/—!t,T,t\/_'q,Q}.

On voit que, dans un arbre de réfutation d’entrée, il existe branche principale unissant
le but initial (ici, —p) a la clause vide. Les branches auxiliaires sont de longLieti unissent
une clause d’entrée (d’ou le nom de I'algorithme) a unibtgrmédiaire.

3.4.8 Prolog propositionnel

L'algorithme de Prolog est une version concrete de I'athare de résolution d’entrée. Les
clauses sont représentées par des listes de litterdedpeigramme logiqué est une liste de
clauses. Les choix deet c sont imposés par une stratégie tres simplest nécessairement la
proposition correspondant au premier littéral du butest la premiére clause deconvenable.
En effet, le systtme Prolog essaiera, dans I'ordre o8 skeprésentent dans la listetoutes
les clauses dont la téte gstCela peut poser un probléme siI'ordre des clauses outtiEslix
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tV—-pV-r —p pV-rV-at r tV —q q

FIG. 31 — Arbre de réfutation d’entrée poliret p

dans une clause est mal choisi. A titre d’exemple, voici lesiem Prolog du programme
logique L donné plus haut :

- p,r.
: r,t.

On voit que la virgule a valeur conjonctive et que le symbole™représente le connecteus
(inverse de I'implication). L'ordre n’est pas adéquatgair la clause inutilet* : - p,r.”
court-circuite la clause utilet” : - q.”. Si on omet la clause inutile, le systeme Prolog
détecte que la propositiop est conséquence logique du programme logigueNous
reviendrons sur le systeme Prolog dans le cadre préfliqatipermet des applications plus
intéressantes.

3.5 Quelques exercices
3.5.1 Argumentation

Le récit de la creation du monde. Au paragraphe 2.3.3, nous avons formalisé un argument;;
les techniques présentées dans ce chapitre permettedétdaminer si cet argument est
correct ou non ou, plus précisement, si I'argument foremirespondant est correct. Un
argument formel se compose d’un ensemble (fini) de prémisse {Fy,..., P,} et d’'une
conclusionC'; il est ditcorrectsi la conclusion est conséquence logique des préemisseslic
s'écrit £ = C'; cela a lieu si et seulement si I'implicatig®;, A --- A P,) = C est valide.
L'argument formel introduit au paragraphe 2.3.3 conduiica la question

2
{E=-Q, Q=-A, DVA} E -EVD.
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La méthode des tables de vérité est peu intéressantarité lexique utilisé comporte quatre
propositions; la table de vérité aurait donc seize lighasnéthode des tableaux sémantiques
peut s’appliquer; si nous croyons que lI'argument est cgrl@cacine de notre tableau sera la
négation de I'implication associée a cet argument. Laré@B2 représente ce tableau.

([(E=-Q) AN (-Q = —-A) AN (DVA)] = (-EVD))
(E=-Q) AN (—Q = ﬁA|) AN (DVA)],~(=EV D)
(E=>—|Q), (—|Q:>—\A|), (D\/A),—!(—!E\/D)
|

(E=-Q), (-Q=-4),(DVA), E,-D

~E,...,E... =Q,(~Q = —A),(DVA),E,~D

X
-Q.Q.... -Q,~A,(DVA),E,~D
X
...D,....=D ... -AA,. ..
X X

FIG. 32 — Tableau sémantique, argument “biblique”

Ce tableau est fermé, donc l'argument est correct. On aotependant que cette
construction n’est que marginalement moins fastidieuseoglle d’'une table de vérité a seize
lignes. Il serait souhaitable de disposer de techniques g@tpéditives, non seulement pour
gagner du temps, mais aussi pour limiter le risque d’efe@@n relisant attentivement la
justification de la méthode des tableaux sémantiques,eoh gbserver que I'étiquette d’'un
nceud peut étre remplacée par une autre, pour peu que beétitpuettes admettent exactement
les mémes modelés.

La figure 33 donne un tableau sémantique exploitant ce ipend.es simplifications
successives se basent sur les faits suivants :

— Les ensemble§F = —Q, E} et{—-Q, E} sont logiguement équivalents;

— Lesensemble§D v A, =D} et{A, =D} sont logiquement équivalents ;

— Les ensemble§-Q = —A, A} et{Q, A} sontlogiquement équivalents.

Chacune de ces simplifications a permis I'économie d’undrament?

380n dit parfois que le taux d’erreur d’'un développement felr(non vérifié par ordinateur) est proportionnel
aucarré de la taille de ce développement...

39De plus, pour éviter le risque de non-terminaison, la ne\&iquette ne pourra etre plus complexe que
'ancienne.

4%Une autre maniere de justifier ces simplifications est déoler que chaque couple simplifiable comporte
une formule disjonctive et un littéral, et que la déconifims de la formule disjonctive donne lieu & une branche
comportant le littéral opposé et a une branche compbldatouple simplifié. Le “raccourci” proposé consiste a
faire I'economie de la premiére branche, inutile puistprenable immédiatement.
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~([(E=-Q) A (=Q = —A) A (DV A)] = (=EV D))

[(E=-Q) A (ﬁQ:»ﬁAl) N (DVA), ~(=EV D)
(E=-Q), (ﬁQ:»ﬁAl% (DVA), ~(=EVD)
M,(ﬂQ:ﬁlA),(DVA),EﬁD
'%QJﬁQ=¢ﬁAﬂ!QXEQ,E,:Q
ﬂQ,(ﬂQﬁzﬁlA),A,E,ﬁD
|

ﬁQ?QaAaEa_'D
X

FiG. 33 — Tableau semantique simplifié

On peut aussi envisager l'utilisation de la théorie de Hpwur tester I'inconsistance de
'ensemble composé des prémisses et de la négation daddusion :

{E=-Q, Q=-A, DVA, =(-EV D)},

qui se récrit en
{-EV-Q,QV-A, DVA,E, -D}.

L'une des clauses de cet ensemble comporte deux littérasixifg, ce qui est incompatible
avec l'utilisation de la théorie de Horn. Dans le cas pnésen remédie a ce probleme par
obversiorf! On introduit donc la propositio®, définie comme logiquement équivalente & la
formule—D. L'ensemble devient

{-EV-Q,QV-A,-DVA,E,D}.

Cet ensemble de Horn est bien inconsistant, comme le medi/keloppement de la figure 34.

Croire aux fantdomes? C’est ce que nous suggere le raisonnement ci-dessous$,egtl’i
prudent d’analyser ...

Si on considére que les gens qui étudient les perceptiirs-gensorielles sont honnétes,
alors il faut admettre I'existence de telles perceptions.dlis, si 'on met a I'épreuve
l'existence des perceptions extra-sensorielles, on Seddoconsidérer sérieusement la
doctrine de la clairvoyance. Admettre I'existence des g@lions extra-sensorielles doit
nous pousser a mettre celles-ci a I'épreuve et a lesgrigi

411" obversionconsiste a introduire ou & supprimer une négation daagpinase sans en changer le sens. Par
exemple, la phrase “Tout ensemble contenant une paire éonepitaire de littéraux est inconsistant” devient par
obversion “Aucun ensemble contenant une paire compléairerde litteraux n’est consistant”.
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1.| -EVv-Q | Qv-A | =DV A | E | D
2. -Q QV—-A | -DVA|E| D
3. -Q QV-A A E| D
3. -Q Q A E | D
4. O Q A E|D

FIG. 34 — Résolution unitaire : argument “biblique”

La doctrine de la clairvoyance doit étre considéréé&eséement si on est prét a considérer
sérieusement les phénoménes occultes. Et si on estprénsidérer sérieusement ces
phénomeénes, nous devrons respecter les médiums. AlUSBUS respectons ces gens,
nous devrons aussi prendre au sérieux leur prétendugidgi communiquer avec les
morts. Enfin, si nous devons prendre au sérieux cette dptdicommuniquer avec les
morts, on ne peut que croire aux fantémes.

Considérer que les gens qui étudient les perceptiona-eemsorielles sont honnétes nous
oblige donc a croire aux fantbmes.

On utilise le lexique suivant :

hon on considere que les gens qui étudient les perceptiors-sghsorielles
sonthonnétes;

adm onadmet I'existence des perceptions extra-sensorielles;

epr on meta lépreuve I'existence des perceptions extra-sensorielles ;

cla on considere sérieusement la doctrine deld@rvoyance ;

exp on cherche azpliquer les perceptions extra-sensorielles;

occ on considere sérieusement les phénomenastes ;

med on respecte lesedums;

com on prend au sérieux I'aptitude des médiumsamuniquer avec les morts;

fan  on croit auxfantdmes.

Les prémisses sont, pour le premier paragraphe,
hon = adm , epr = cla, adm = (epr A exp);
celles du second paragraphe sont
cla <= occ, occ = med, med = com , com = fan .
La conclusion (dernier paragraphe) est

hon = fan .
Les procédés utilisés pour résoudre le probleme dit béblique s’appliquent également

a ce probleme; nous considérons ici seulement la résplunitaire. La prémisseidm =
(epr A exp) n'est pas une clause, mais est logiquement équivale@tea@njonction des deux
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clausesadm = epr et adm = exp ; de méme, la négation de la conclusibon = fan
n’est pas une clause, mais est logiquement équivaleeanjonction des deux clausksn
et—fan. On obtient ainsi le développement de la figure 35, dan<légles clauses (de Horn)
ont gardé leur forme implicative.

1. hon = adm , epr = cla, adm = epr, adm = exp

cla <= occ, occ = med, med = com , com = fan, hon, —fan
2. adm , epr = cla, adm = epr, adm = exp

cla <= occ, occ = med, med = com , com = fan, hon, —fan
3. adm , epr = cla, epr, exp

cla <= occ, occ = med, med = com, com = fan, hon, —fan
4. adm , cla, epr, exp

cla <= occ, occ = med, med = com , com = fan, hon, —fan

FiG. 35 — Résolution unitaire : croire au fantomes ?

On voit immédiatement que I'obtention de la nouvelle ckausitairecla ne permet pas de
progresser, car 'unique autre occurrencectleest positive, dans la prémisséa < occ.
Cependant, si la prémisse

La doctrine de la clairvoyance doit étre considéréé&eséement si on est prét a considérer
sérieusement les phénoménes occultes.

était remplacée par la prémisse

La doctrine de la clairvoyance doit étre considéréées8emenseulementsi on est prét
a considérer sérieusement les phénomeénes occultes.

ou encore, ce qui revient au méme, par la prémisse

Sila doctrine de la clairvoyance est considérée séeimesit, alors on doit aussi considérer
sérieusement les phénoménes occultes.

la clausecla < occ serait remplacée par la claus#: = occ ; cela rendrait I'argument
correct, comme le montre le développement de la figure 36d@rioute I'importance qu’un
seul mot peut avoir dans un texte .. .

3.5.2 Analyse de formules

SoientA, B, X, Y des formules. On supposel= B. Dans les quatre cas suivants, peut-on
affirmerC; = D, etlouD; = C;?

1. Ci =4 X=>(A=>Y)etD =4y X=(B=Y);

2. Cy =4y (X =>A)VY €t Dy =4y (X=DB)VY;

3. O3 =4 X=A)=Y etD; =4y (X=B)=Y;

4. Cy=4s X=((A= (BVA)=>Y)etD, =4 X=((B=(AVB))=Y).

Comme toujours, la méthode des tables de vérité peetwdiiisée. En principe, puisque les
formulesC et D dépendent des quatre formulds B, X, Y, seize lignes sont nécessaires.
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1. hon = adm , epr = cla, adm = epr, adm = exp
cla = occ, occ = med, med = com , com = fan, hon, —fan
2. adm , epr = cla, adm = epr, adm = exp
cla = occ, occ = med, med = com , com = fan, hon, —fan
3. adm , epr = cla, epr, exp
cla = occ, occ = med, med = com, com = fan, hon, —fan
4. adm , cla, epr, exp
cla = occ, occ = med, med = com , com = fan, hon, —fan
D. adm , cla, epr, exp
occ, occ = med, med = com , com = fan, hon, —fan
6. adm , cla, epr, exp
occ, med , med = com , com = fan, hon, —fan
7. adm , cla, epr, exp
occ, med, com, com = fan, hon, —fan
8. adm , cla, epr, exp, occ, med, com, fan, hon, —fan
9. adm , cla, epr, exp, occ, med, com, fan, hon, O

FIG. 36 — Argument “Croire au fantdmes ?” corrigé

Cependant, I'hypothésé = B élimine les casd = V, B = F, ce qui ne laisse subsister que
douze lignes. La table compléte est représentée a leefRjl; on en déduit immédiatement les
solutions :

1. C1 £ Dy etDy EC;
2. Cy = Dy et Dy = Cy
3. C3 £ Ds et D3 b= Chs
4. C, =D, et D, =Cy.

Remarquell se peut que, pour des choix particuliers deB, X,Y, on aitC; = D; et/ou

D; = C; méme si c’est faux dans le cas général. Plus concrétertemnésultat négatif

C4 = Dy que nous venons d’obtenir signifie que pour certains chaxXalenulesA, B, C, D,

la condition A = B ne garantit pas’; = D, ; c’est le cas notamment si et Y sont
identiguement vraies et ¢ et X sont identiquement fausses. Cela n’exclut pas que, pour
d’autres choix (par exemple celui ou les quatre formules gtentiquement vraies),; &= D
puisse avoir lieu. En revanche, tout résultat positif,fgl = C; ou Cy = D,, s’entend pour
tous les choix de formules compatibles avec I'hypothesedde méme ordre d’idée, rappelons
que les énoncél- (A = B) et = ~(A = B) ne sont pas équivalents : le second (qui garantit
la validité deA et I'inconsistance d&) est nettement plus fort que le premier.

La méthode des tableaux sémantiques est égalemesabtdiici. A titre d’exemple, le
tableau de la figure 38 montre la consistance de la foritile> B) A —(D, = C5), ce qui
établit le résultat négatiD, = C; .

Il convient de souligner que les méthodes des tables di&\érdes tableaux semantiques
sont toujours utilisables, mais rarement optimales. Dansak présent, on peut arriver aux
conclusions plus rapidement, en notant qu’a priori il estiént que certaines interprétations
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FIG. 37 — Analyse de formules par table de vérité

rendentC; et D; logiguement équivalentes. De telles interprétationdaieent naturellement
pas étre étudiées, puisque nous cherchons a mettreidenée les differences sémantiques
entre les deux formules. Par exemplg, et D, sont toujours vraies (et donc logiquement
équivalentes) des que est fausse ou que est vraie ; le probleme relatif@; et D, peut donc

se réduire au probleme relatif@ =,; —~AetD; =,; —B, puisqueC; se réduit &', et

D, se réduit @D dés queX est vraie et qué&” est fausse. Dans le méme ordre d’idée, on note
que les formulest = (B Vv A) et B = (A V B) sont identiguement vraies (valides). En fait,
le probleme initial se réduit de la sorte au probleme eomant les paires suivantes :

1. C] =4 "A et D] =45 B ;
2. C) =4 AetD) =44 B ;
3. Cf =4 (X =A) etD} =45 (X =DB);
4. C) =4 X =Y et D) =4 X =Y.
Cette simplification du probleme rend les résultats énid.

Enfin, notons que le tableau sémantique de la figure 38 pogtvaisimplifié, comme dans
le cas de I'argument “biblique”; le résultat est donna &igure 39.

On notera I'emploi d’'une nouvelle régle de simplificatiola paire{(A = B), -A} est
récrite en le singletofi—A}, ces deux ensembles étant logiguement équivalents.

3.5.3 ProbEmes

Le coffre partagé. Cing personnes4, B, C, D, E) ont des économies en commun dans un
coffre. N'ayant pas confiance I'une en l'autre, elles dénidque le coffre ne pourra s’ouvrir
gu’en présence dé et B, ou deA etC, ou deB, D et E. Combien de serrures le coffre doit-il
avoir ? Combien faut-il de clés et a qui les donne-t-on ?
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(A=B)AN=([(X=B)VY]=[(X=A) VY]
(A:>B),ﬁ([(X:>B)|\/Y]:>[(X:>A)\/Y])
(A= B), [(X:>B)\|/Y],—|[(X:>A)\/Y]
(A= B), [(X:>B)\|/Y],ﬂ(X:>A),ﬂY

(AimﬂwiB%YhKﬂAﬂY

-ﬂ[@éBWﬂ BKXémvﬂ
X:>B X:>B
ﬁA 7_‘A 7_‘A ﬁA
/\ X /\ X
A, =X A, B B, X B, B
X,-A, Y X,-A,-Y X,-A,~Y X,-A,-Y
X O X O

FIG. 38 — Tableau sémantiquel, t~ C,

On introduit les propositions, b, ¢, d, e pour modéliser la présence éventuelleddes, C,
D, E, respectivement. Le coffre peut étre ouvert dans tout@tsitn vérifiant la formule

O =4 (aND) V (aNc)V (DAdANE).

En utilisant la regle de distributivité de la disjonctiear la conjonction, on voit qué est
logiguement équivalente a la conjonction des 12 clauseaistes :

(aVavb), (avavd), (aVaVe),
(bvavb), (bvavd), (bVaVe),
(aVeVvd), (avevd), (aVeVe),
(bvevd), (bVvevd), (bVcVe).

On peut omettre les répétitions de litteraux au sein @’clause, ce qui simplifie les clauses en

(aVb), (aVd), (aVe),

(aVb), (bvavd), (bVaVe),
(aVeVvd), (avevd), (aVeVe),
(bVe), (bvevd), (bVcVe).

De plus, si une clause (vue comme un ensemble de litteraugdmtient une autre, la clause
contenantgeut &tre omise ; seules quatre clauses subsistent :

l:(aVvd),2:(aVvd),3:(aVe),4:(bVc).
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(A=B)AN([(X=B)VY]=[(X=A) VY]

(A= B), ~([(X = B) |\/Y] =[(X=A4)VvY)

(A= B), [(X:>B)\|/Y],—|[(X:>A)\/Y]

(A:>B),[(X:>B)\|/Y],ﬂ(X:A),ﬁY

(A:>B),(X:>Bl),ﬁ(X:>A),ﬁY

|
(A:>B),(X:>B),X,—\A,—\Y

|
(X = B), X, A, ~Y

|
B, X,-A, Y

O
FIG. 39 — Tableau sémantique simplifié, = C,

Ceci montre qu’une solution a quatre serrure2(3, 4) convient, avec la distribution de clés
suivante :
A:1,2,3; B:1,4; C:4; D:2; E:3.

Penser ou payer! Vous entrez dans un pub écossais et le barman vous dit : ‘ez ces
trois hommes ? L'un d’eux est Monsieur X, qui dit toujours &ité, un autre est Monsieur Y,
qui ment toujours, et le troisieme est Monsieur Z, qui rg@u hasard sans écouter les
guestions. Vous pouvez poser trois questions (appelantrgpanse par oui ou non), en
indiguant chaque fois lequel des trois doit répondre. $esela vous pouvez identifier
correctement ces messieurs, ils vous offrent un whiskydm@ent vous y prenez-vous ?

Il est clair que les réponses de Monsieur Z sont sansei@ussi une bonne tactique consistera
a repérer d’'abord quelqu’un qui n'est pas Monsieur Z; qaat se faire au moyen d’'une
guestion bien choisie. C’est a ce quelqu’un que I'on pokraeux dernieres questions.
On pose a I'un des hommes (1) la question

Votre voisin de gauche (G) est-il plus menteur que votreais droite (D) ?
Examinons, pour les six dispositions possibles, la répémgrnie, étant entendu que Y est plus
menteur que Z, lui-méme plus menteur que X :

;| o| p| Réponse| Réponse
exacte fournie

X\|\Y | Z out out

X|Z\|Y non non

Y| X | Z non out

Y| Z|X out non

Z|X|Y non oui/non

Z|Y | X oui outi/non
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On observe que si la réponse fournie @sit le voisin de gauche n’est jamais Z; c’est donc a
lui que I'on s’adressera pour les deux questions suivademeéme, si la réponse fournie est
non c’est au voisin de droite, qui n'est jamais Z, que I'on s&x$era.

Dans les deux cas, on posera ensuite une guestion dont oaitlanreponse, par exemple
“Etes-vous Monsieur Z?”, qui identifiera ce nouvel intedteur (X si “non”, Y si “oui”). La
troisieme question, “Votre voisin de gauche est-il Monsig ?”, permettra de compléter les
identifications.

L'enquéte policiere. Cinq suspects (A, B, C, D et E) sont interrogés a propos dhime.
Voici leurs déclarations :

. C et D mentent.
. A et E mentent.
. B et D mentent.
: C et E mentent.
. A et B mentent.

mooOw>»

Que peut-on en déduire ?

Si z signifie “X dit la vérité”, on peut modéliser les déclarations enflamules

A:a = (—-cA —d)
B: b= (—aA —e)
C:c= (=bA —d)
D:d = (¢ A —e)
E:e = (ma A b

RemarqueOn pourrait imaginer d’autres interprétations des datians, et donc d’autres
modélisations.
Supposons qud dise la vérité ; ceux qui disent le contraire ont donc mehtin en déduit

A: —¢ —d
B: —b
C:c=—d
D:d= —c¢
E: —e

On obtient une contradiction, ce qui montre que A a menti.ittmson est donc

A: —a,cVd
B: b= —e
C:c = (=bA —d)
D:d= (—c A —e)
E:e= b
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Si B dit la vérite, on obtienta, ¢ \VV d, b, —e, —c¢, d.
Si B a menti, on obtienta, ¢ V d, —b, e, ¢, =d

En conclusion, A est certainement menteur mais, pour lesejaatres suspects, il y a deux
possibilités : B et D disent la vérité et C et E mentent, oat® mentent et C et E disent la
VErité.

3.6 La méthode de esolution

La méthode de résolution est la technique de preuve la sdusent utilisee dans les
programmes de démonstration automatique; elle intersenvent, sous une forme ou
sous une autre, dans les programmes d’intelligence agtiiciCette méthode opere par
réfutation : elle permet de démontrer la validité deen demontrant I'inconsistance deA.
Plus généralement, pour démontfei= A, on prouve l'inconsistance dé U {—A}.

On peut appliquer la méthode de résolution a n'importel gmsemble de formules mais,
comme pour les méthodes vues antérieurement, il estipiysesde se limiter a un certain type
de formules, appelées formes clausales.

3.6.1 Formes normales

Formes normales en algbre. Lexpression(z? — 4z)(z + 3) + (2z — 1)? + 4z — 19 est
un polyndme, mais ses propriétés ne sont pas directeapgrarentes. On souhaitera donc
normaliserle polyndme, c’est-a-dire trouver un polyndme équevdl(en fait, égal) mais de
forme plus “agréable”. Le type diwrme normaleou deforme canoniquechoisi dépendra
des propriétés que I'on souhaite mettre en évidence effitiser, et aussi de I'existence et
de l'efficacité de I'algorithme de recherche de la formeisikeo On a notamment les formes
suivantes :

23+ 32% — 122 — 18 (somme de mondmes de degrés décroissants) ;
(x—3)(x+3—3)(z+3++3) (produit de facteurs du premier degré) ;
[(z+3)r — 12]x — 18 (forme de Horner).

Les formules propositionnelles, comme les polyndmesyv@etiprendre diverses formes
normales ; nous en introduisons ici deux.

Forme normale disjonctive. La figure 40 montre qu’une formule est toujours équivalente
une disjonction de conjonctions de littéraux.

On appelldorme normale disjonctivg-ND) toute disjonction de conjonctions de littéraux.
Toute formule est donc équivalente a une FND.
Remarque.ll s’agit de disjonctions et de conjonctiomgg&réralisees c’est-a-dire a nombre
quelconque (mais fini) de termé&s.

Un cubeest une conjonction de littéraux, c’est-a-dire une fdev(d, A lo A --- A 4y,),
(n € N), ou les¢; sont des littéeraux. On écrit parfof§{/1, ..., ¢,}, ou\, ¢;, ou simplement
{lr,...,0,}.

2NB:\/ 0 « false, N < true, \/{A} « A — N{A}, V{A,B} « Av B, N\{A,B} < AAB.
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plalrpr=d]p=q9=r]

VIV |V \% \%

V|V|IF| V F (pA gAN 1)
V|F|V| F \% V. (pA—-gAN 1)
V|F|F F A% Vo ( pA—g AT
FIV|IV] V % Vo o(mpA gA T)
F|IV|F| V F Vo (pA-g AT
F|F|V \% \%

FIF|F| V F

FIG. 40 — Table de vérité et forme normale disjonctive.

RemarqueDans ce contexte, les connecteurs “0O-aireget et false ne sont pas utilisés.

On observe immédiatement qu’un cube est inconsistantsw@ement s’il contient une
paire complémentaire de littéraux ; de plus, le cube vitdeeseul cube valide.

Une forme normale disjonctive est inconsistante si et seefd si tous ses cubes sont
inconsistants. En particulier, la forme normale disjorestiide est inconsistante.

Forme normale conjonctive. Uneclauseest une disjonction de litteraux. Une telle formule
est parfois représentée par la notation ensemb\j§tg : ¢ = 1,...,n}, voire {¢{; : i =
1,...,n}p%

RemarqueSelon le contexte, la notatigryr peut représenter le culpen =g A r ou la clause

p V —q V r. Cette notation compacte mais ambigué est a éviter.

La seule clause inconsistante estliuse videreprésentée pdt ou pard. (On n'utilise pas
les connecteurBue etfalse) Une clause est valide si et seulement si elle comporte aime p
complémentaire de littéraux. Uméause unitaireest une clause composée d’un seul littéral.

Une forme normale conjonctiveEFNC, ou CNF pourConjunctive Normal Foriest une
conjonction de clauses, c’est-a-dire une conjonction id@ikctions de littéraux. Voici un
exemple et un contre-exemple :

— (=pVagVr)A(=gVr)A(-r) — CNF

— (=pVagVr)ANa(=gVr)A(-r) —non CNF

Une forme normale conjonctive est valide si et seulemertetoses clauses sont valides.
En particulier, la forme normale conjonctive vide est validoute formule du calcul des
propositions peut étre transformée en une forme nornuadpoctive équivalente.

Rappel.Les clauses, cubes et formes normales sont des formuless tnaite souvent comme
des ensembles (conjonctifs ou disjonctifs) mais ces enlgsmnsbnt toujoursinis.

Intérét des formes normales. Une forme normale doit &tre, idéalement
— assez générale pour que chaque formule soit reduetilnhe forme normale équivalente,

43| faut se méfier de cette derniére notation : une clausaresnsemblelisjonctif de littéraux.
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— aussi restrictive que possible, pour que les algorithroeggjtent les formes normales
soient plus simples que les algorithmes généraux.
Des formes normales conjonctives ou disjonctives distgipeuvent étre équivalentes.

ExempleLa forme normale disjonctive

(PAGAT)V (pA=gAT)V (DA=gA—T)V (-pAgAT) NV (mp A =g N\ —r)
se simplifie en

(pAT) V(=g A=)V (gAT)

Algorithme de normalisation. On ne considere que la forme normatmjonctive

1. Eliminer les connecteurs autres guev, A.
2. Utiliser les lois de De Morgan pour propager les occursride— vers l'intérieur.

—|(A/\B) — (—\A\/—\B)
—|(A\/B) — (—\A/\—\B)

3. Eliminer les doubles négations.

4. Utiliser les lois de distributivité de par rapport &\ pour éliminerA des disjonctions.

AV (BAC) « (AVB)A(AVO)
(ANB)VC < (AVC)AN(BV Q)

Une formule en forme conjonctive normale équivaut @osembléconjonctif) de clauses;
on dit aussforme clausale
Exercice.Comment obtenir une forme disjonctive normale équivaentl au départ d’'une
forme conjonctive normale equivalente-a ?

Exemple de normalisation. On récrit la formule(-p = —-¢) = (p = q) en forme
conjonctive normale.

(=p=—q) = (p=q)

~(==pV g) V (—pVq) (elimination=)
(===p A =q) V (—p V q) (propagation-)
(=pAq@)V(=pVa) (double négation)
(=pV-pVag)A(gV-pVq) (distributivite)

Une forme normale conjonctive dep = —q) = (p = q) est(-pV —-pV q) A(gV —pV q).
Une forme plus simple estp V ¢q.
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Algorithme de normalisation (variante). Une variante intéressante de l'algorithme de
normalisation est représentée a la figure 41. La donraggpulée est un ensemble conjondtif
de disjonctions généralisées. Initialement, 'unig@l&ment dd. est la formule donnéd (vue
comme une disjonction généralisée a un terme). La véileale deL est une FNC équivalente
a A. On appellenon-clausetoute disjonction (généralisée) dont au moins un terfastipas
un littéral. La preuve de terminaison est analogue a galg la construction des tableaux
sémantiques. La valeur finale deest I'ensemble de clauses cherché.

RemarqueCet algorithme n’est qu’une reformulation de I'algorithpr&cédent. L'intérét est
lié a la méthode de résolution vue plus loin.

L:={A};
Tant queL comporte une non-clause faire
{A\L < A estinvariant
choisir une non-clausP € L ;
choisir un non-littérat € D ;
x Sit = ——t' faire
D' :=(D—t)+1t;
{D ~ D'}
L= (L\{D})u{D'}
x Sit = a faire
l = oty 1= aw;
Dy := (D —t)+1t; Dy:= (D —1t)+ty;
{D < Dy AN Dy}
L= (L\{D}) U{D:, Do}
x Sit = [ faire

by := By; tg = B
D' = ((D—1t)+t1)+ to;
{D « D'}

L= (L\{D}) U{D'}

FIG. 41 — Algorithme de normalisation.

Exemple de normalisation (variante)

L {(mp=—q) = (p=q)} Init
2. {~(p=-q)V (p=q)} 8,1
3. {~(-p=—q) vV pVq} 3,2
4. {-pV Vg, gV pVq} a3
5. {pV Vg, qV-pVg} o, 4

La forme normale requise estdofiep V —p V q) A (¢ V —p V q).
Elle se simplifie er{—-p V ¢) A (—p V q),etpuisenp V q.

Simplifications des formes clausales. Les formes clausales ou ensembles conjonctifs de
clauses fournis par I'algorithme de normalisation peugenivent étre simplifiés.
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1. On peut supprimer les répétitions de litteraux au daine méme clause.
Exemple (—p VgV -p) A (rV-p) < (=pVg)A(rV-p).

2. Les clauses valides (elles contiennent une paire caongpiaire de litteraux) peuvent
étre supprimées.
Exemple (-pV gV p)A(rV-p) < (rV -p).

3. Une clauseontenanune autre clause peut étre supprimée.
Exercice: justifier la regle.
Exemple (r VgV -p)A(-pVr) < (-pVr).

Ces simplifications élémentaires sont faciles a metireceivre mais ne conduisent pas a une
forme normale unique. Par exemple, elles ne permettenteesddire(p V —q) A g enp A g.

3.6.2 Laregle de €ésolution

Définition. On sait qu'un ensemble de clausesst inconsistant si et seulemenfsi= 0. (O
est la clause vide qui dénofalse) Cela suggere de montrer I'inconsistanceSden essayant
de dériverd (false a partir deS, au moyen d’un mécanisme adéquat.

SoientA, B, X des formules et soit une interprétation. SupposongA v X) = V et
v(BV-X)=V.Siv(X)=V,alorsu(B) =V etdoncv(AV B) = V. Siv(X) =F, alors
v(A) = Vetdoncv(AV B) = V.Enconclusion{(AV X),(BV-X)} E (AV B).

Cette regle tres simple est appetégle de esolutiondans le cas olX est une proposition
et ouA, B sont des clauses. Avec la notation habituelle, on I'écrit

AVX, Bv-X
AV B

Fermeture par résolution. On définit par induction la relatiohrr (que nous noterons
simplement-) entre un ensemble de clauses et une clause ; c’est la pltesnedtion vérifiant
les deux conditions suivantes :

1. SiC € S,alorsS + C.
2. SoientC; = (C] VvV p) etCy = (Cy V —p);
siSt CietSECyalorsS = Cyv Oy,

Les deux clauseS; et sont ditegésolvablegpar rapport &) ; leurrésolvanteest la clause
res(Ch, Cy) =4ep C7V Cl.

Si S est un ensemble de claus&$! denote lafermeture deS par résolution c’est-a-dire le
plus petit sur-ensemble decontenant les résolvantes de ses élements. ©ha {C : S
C}={C: St C}.

Adéquation de la regle de Esolution. SoientS un ensemble de clauses(éune clause. On
doit montrer que sb + C, alorsS = C. Il suffit de montrer que la relatiop- (restreinte aux
ensembles de clauses et aux clauses) vérifie les deux iomsdigfinissant la relationy :

1. SiC € S,alorsS E C.
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2. SoientC; = (C] V p) etCy = (Cy V —p);
SiS | CetS = Oy, alorsS = Cp v CY,.

La premiére condition est évidente, la seconde est unsécmrence de I'énoncg(A v
X),(Bv-X)} = (AV B), valable quelles que soient les formulésB et X.

Remarque On déduit de ceci que les ensemhiest S* sont logiquement équivalents, pour
tout ensembl& de clauses.

3.6.3 Compéktude de la néthode de Esolution

Introduction.  Si S est un ensemble de clauses,4Asest une clause et §f = A, a-t-on
nécessairemerti - A? La réponse est clairement négative : on a

{p,—p} E q,

mais on n’a pas
{p,~p} Fr q.

Cela n’est pas génant, dans la mesure ou on ne cherchexaiplser la résolution pour établir
directementS = A, mais plutotS, —A |= 0. On démontrera et utilisera le theoréme suivant.

Théoreme.Si S | O, alorssS 5 O.

Cette “complétude affaiblie” (cas particulier ou la ct@La dériver est toujours la clause vide)
est aussi puissante que la complétude usuelle (non $&igfd puisqu’on peut toujours se
ramener au cas particulier. C'est pourquoi la “complétaffi@blie” est nommée simplement
“complétude”.

Arbre sémantique. Soient S une formule ou un ensemble (conjonctif) de formules et
(p1,p2,...) une énumération délg, I'ensemble (fini ou dénombrable) des propositions
présentes dans L' arbre £mantiqueleS est un arbre binaire complet dont toutes les branches
de gauche de niveausont étiquetées pax; et toutes les branches de droite de nivéaont
etiquetées pafp;.

L'arbre sémantique d& décrit toutes les interprétations possiblessd€haque chemid
dans l'arbre allant de la racine a un nceude niveau définit

— un ensemble de propositions, sditn) = {p1,...,pi};

— une interprétation pour cet ensemble de propositioritsy,spon av,,(pr) = V Sipy € C

etv,(pr) = F si—p, € C.

ExempleSoit S = {p V q,pV r,—q V —r,—p}, un ensemble de clauses. Le lexique
est{p, q,r}. Un arbre sémantique relatif & ce lexique est donné @ladi42. L'arbre est fini
puisqudly est fini. CommesS est inconsistant, chaque feuille peut étre étiqueteampaclause
fausse pour I'interprétation correspondante.

Preuve de compétude dans le cas fini. Soit.S inconsistant et fini; on doit prouves +
0. Comme d’habitude, on souhaite une preuve constructiest-&-dire un moyen effectif
d’obtenird au départ de$, par applications répétées de la regle de résolution.
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FIG. 42 — Arbre sémantique montrant I'inconsistance d’'un etde de clauses.

Soit.A un arbre sémantique podt Chaque chemin dans cet arbre allant de la racine a un
noeudn définit un ensemble de propositiofi$n) et une interprétation,, pour cet ensemble;;
v, rend vrais les littéraux étiquetant le chemin.

S est inconsistant, dong€ est falsifié par toutes les interprétations définies parféuilles
de A. Par conséquent, a chaque feuiflele I'arbre correspond au moins une cladgec S
telle que
Hcf - H(f) =1IIg et Uf(Cf) =

(Il¢, est 'ensemble des propositions intervenant dapg La feuille f est étiquete€’;.
Soit S® = SuU{C : S F C}. On va montrer qu'il est possible d’étiqueter chaque noeud
intérieurn de I'arbre au moyen d’'une clausg, < S* telle que
ch - H(n) Cllg et vn(Cn) =F.
De cette maniére, on aura au noeud racinee claus&’, € S% telle que

I, CI(r) et o,.(C,)=F.

Or commell(r) = 0 etv,(C,) = F, on aura nécessairemefit = O.

L'étiquetage se fait en remontant des feuilles vers laneci
Soit une paire de nceuds, n, de I'arbre ayant un nceud petecommun tel que

[(ny) = I(ng) = Il(n) U {p}.

On suppose

Cy, € 5% et I, CH(n) et v, (Cp)=F

Cr, € ST et g, € 1(ny) et vy, (Cr,) =F

L'étiquetteC,, den seraC,,, ouC,,, oures(C,,, C,,) €t ne contiendra ni ni —p; cela suggére

la politique de choix suivante :
— Sip ¢ llg,, pouri = 1o0u2, alorsC,, = C,,.
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— Sip € Tlg,, etp € Ilg,,
Up, (Cr,) = F implique C,,, = C},, vV —p et v,,(Cy,) = F implique C,,, = C},, Vv
OnposeC, = C;, vV O}, = res,(Cp,, Cpy).
Dans les deux cas, on@, € S% et I, C II(n) et v,(C,) =F.
Ceci acheve la demonstration du cas fini.

Un exemple d’étiquetage complet de I'arbre sémantiqtid@é a la figure 43.

yO ! /
2 [PV ]
7 s N
O O O O
P [P [P [P \ﬁqvﬁr\ \pw\ p\/q\ [PV

FIG. 43 — Arbre sémantique montrant I'inconsistance d’'un etide de clauses.

Complétude dans le cas infini, preuve indirecte. On a jusqu’ici supposé qug était fini
mais, vu le theoreme de compacité, le résultat

O e Sf ssi S estinconsistant

reste valable sb' est infini. En effet, siS est inconsistant, il admet un sous-ensembledini
inconsistant; on en déduit € S¥, d’ou a fortiorio € S*.

Complétude dans le cas infini, preuve directe. Prouver directement ce résultat revient a
donner une autre preuve, moins abstraite, du théorememgarité. On se limite au cas
habituel ou le lexiqudl est un ensemble dénombrable. L'arbre sémantique camesmt

A comporte une infinité de branches, elles-mémes infinieshaque nceud on associe,
comme précédemment; le nceudst unnceudéchecs’il existeC,, € S telle quev, (C,,) = F.

On obtient I'arbreB en élaguant4, de telle sorte que les feuilles desoient des nceuds-
échecs et que les nceuds intérieurs ne le soient pas. (liksfele3 ne sont pas nécessairement
toutes au méme niveau.)

L'ensembleS étant inconsistant, toutes les branchegdm®nt finies. Un arbre binaire dont
toutes les branches sont finies est nécessairement fist (@ecas particulier du classique
lemme de Konig, dont nous (re)verrons la démonstratiopaaagraphe suivant). On applique
a B la technique d’étiquetage introduite pour le cas fini. EembleS, c S des clauses
associées aux feuilles d& est donc tel qued € S%, et S, est un sous-ensemble fini
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inconsistant de5. On a donc prouvé que tout ensemble inconsistant de clagsestruit au
moyen d’un lexique dénombrable admet un sous-ensembl@tionsistant. Toute formule
etant logiquement équivalente a un ensemble (conjdmiticlauses, on a en fait demontré que
tout ensemble inconsistant de formules construit au moyam ldxique déenombrable admet
un sous-ensemble fini inconsistant.

Lemme de Konig. Définition. Un arbrefini est un arbre comportant un nombre fini de nceuds.
Un arbre estinitaire si chaque noeud a un nombre fini de fils.

Lemme.Tout arbre infini finitaire a au moins une branche infinie.
Démonstration.Considérons un arbre infini finitaire. Seig sa racine. L'arbre est infini, donc
no a un nombre infini de descendants. L'arbre est finitaire, dgna un descendant direct,
soitny, qui a un nombre infini de descendants. De mémegoit avoir un descendant direct,
soitny, qui a un nombre infini de descendants. On peut itérer indé@éint ; on obtient ainsi la
branche infiniex, ny, no, . ..

3.6.4 Pro@dure de résolution

Si S est un ensemble de clauses, on ndte I'ensemble des modeles de L'ensemble
S est inconsistant si et seulement/gis = (). L'algorithme représenté a la figure 44 met en
ceuvre la vérification d’'inconsistance par résolution.

S:=5y; (Syestunensemble de clauses)
{Ms = Mg, }
Tant qued ¢ S, répéter :
choisirp € 11,
Cr=(CiVvp) €S,
Cy=(CyV —p)es;
S = SU{res(Cy,Cq)}
{Ms = Mg, }

FiG. 44 — Procédure de résolution.

Remarque sur lI'invariant de bouclajouter aS des conséquences logiques de ses éléments ne
change pas I'ensemblet s des modéles d§.

Remarque sur la praaure de choixOn admet qu’aucune paire de clauses résolvables ne peut
étre choisie plus d’'une fois ; cela garantittéaminaisonpuisqu’un lexique de: propositions
donne lieu 83" clauses distinctes non valides. Le programme peut se termormalement
(garde falsifiee) ou anormalement (plus de choix possible)

Terminaison normaleSi la garde devient fausse, la valeur finalevérifie Mg, = Mg, et

O e Sy, ce qui implique linconsistancele S, et desS.

Terminaison anormaleSi toutes les résolvantes ont été calculées sans peodyion a
Mg, = Mg, etd ¢ S;. Celaimplique laconsistancele Sy et desSy.

RemarqueUne dérivation del (false a partir deS est appelée unefutationde S.
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Exemples de Efutations. Soit.S I'ensemble des quatre clauses suivantes :

1. pVgq

2. pVr

3. mqV-r
4. —p

Cet ensemble est inconsistant; il admet au moins une tiefotaComme souvent, il en existe
plusieurs, telles que

5. q (1,4) 5. pVv-r (1,3)
6. r (2,4 6. ¢ (1,4)
7. g (3,6) 7. pV-q (2,3)
8 O (57 8. r (2,4)
9. p (2,5)
10. —r (3,6)
11. —q (3,8)
12. —r (4,5)
13. —q (4,7)
14. O (4,9)

Soit S’ 'ensemble des deux clauses suivantes :

1. p
2. pVgq
La seule dérivation possible est
3. ¢ (1,2)

qui ne produit pas la clause vide. L'ensemble est donc ctamdis

Soit S” 'ensemble des trois clauses suivantes :

1. p
2. pVyq
3. —q

On obtient immeédiatement la réfutation

4. ¢ (1,2)
5. 0 (3,4)

qui prouve l'inconsistance de I'ensemble.

Efficacité de la résolution. On sait que I'algorithme de résolution est correct et smitee
toujours, mais est-il efficace ? Méme si on évite de pradpiusieurs fois la méme résolvante,
il est clair que le nombre de clauses produites peut étrerexgiel en la taille d& (ou en la
taille du lexiquelly).

La plupart du temps, I'emploi d’'une stratégie adaptéemmtrd’obtenir une efficacité
acceptable (dans le cas ou I'ensemble de départ est istam3. On peut cependant construire
des “cas pathologiques” pour lesquels aucune stratéfigaed n’existe.

85



3.7 Exercice de ecapitulation

SoitAlaformule[(p A q) V (r=3)] = [(pV (r=13)) AlqV (r=139))].
On utilise diverses méthodes pour prouver la validitédde

3.7.1 Methode directe

Elle consiste a considérer toutes les interprétatidres.formule A comporte quatre
propositions distinctes, il y a don2* = 16 interprétations. Il est plus commode de
structurer 'analyse que de procéder en 16 étapes ; aseutilissi les regles de simplifications
élémentaires concernamb b, ou o est un connecteur binaire. Ces regles s’appliquent dés qu
a etb sont égaux ou Opposes, et aussi si 'un des opérandds @st'. On simplifie aussi les
doubles négations.

p=V:
(TAg)V(r=s)]=[TV(=s)A(V(=s),
gV (r=3)] = [T A(qV (r=s3))
[‘q/_.\/(rz>s)] = [qV (r=s),

[FV (r=3)] = [(r=s) AqV(r=y3),
(r=3s) = [(r=3s) A(qV (r=s);
qg=V:(r=s) = [(r=s) AN (T V (r=29),
(r=3s) = [(r=3s) AT],
(r=s) = (r=s),

V;

g=F: (r=3s) = [(r=s) A (FV(r=239),
(r=3s) = [(r=:3s) A (r=2s)],
(‘7/“:>s):>(r:>s),

Diverses variantes existent selon le nombre de regledificafrices admises (assez réduit
ici) et le niveau auquel on les applique (ici, tous).

3.7.2 Methode algebrique

Elle consiste a utiliser les lois algébriques pour sifigililes formules. Cette méthode est
tres efficace si on fait les meilleurs choix ... mais elletest inefficace sinon!

[(pA@V(r=5)] = [pV(r=s)A(qV(r=s))
{ Distributivité deA surV (antécédent)
[(pV(r=s)A(gV(r=s)]=IpV(=s)AqV(=s))
{X = X < true pourtoutX }

true
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3.7.3 Tableau #¢mantique (notation réduite)

—A, (pAq)V (r=s),
eV (r=s5)A(qV(r=s))]

/ N\
—(pV(r=s)), —(qV (r=1s)),
—p, —(r = s) —q, ~(r = s)
/ N / N
PANG P q r=s PAG P, q r=s
X X X X

On observe une certaine redondance dans les calculs ; &’pskla payer pour une méthode
facilement mécanisable.

3.7.4 Reductiona la forme conjonctive

On applique les regles habituelles :

[(pAq)V (r=9]=[pV(=s)A(qV(r=s))
SlpAq)VrVs|VpV-rVs)A(gV-rVs)
[(mpV =) ArA=s|VIpV-rVs)A(gV-rVs)
(~p AT A=S)V(mg AT A=s) VI (pV —rVs)A(gV—rVs))

Une conjonction est valide si et seulement si tous ses tesm@svalides. On prouve donc

séparément la validité des deux formules

Ay =4 (PATADS)V(2gATADS) VDV orVs

et

Ay =4 (PATADS)V(2gATA=S) VgV —rVs.

Chacune de ces formules se réduit a une conjonction dai8eda on considere seulement

la formule A, . Les clauses sont

pV-qVpV-rVvs

pVrVvpV-rVs

pV-asVpV-rvs

rV—-qVpV-rVs

rVrVpV-orvVs

rV-sVpV-rvVvs

“sV-qVpV-rVs

“sVrVvVpV-rvs

“sV-sVpV-1rvVs

Chaque clause comporte une paire complémentaire dalitt@t est donc valide.
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3.7.5 FResolution
On commence par réduired en forme clausale.
“((pAg)V(r=s)]=IpV(=2s)A(qV( =s)))
[(pAQ)V—rVsA=l(pV-rVs)A(gV-rVs)

(pV-rVs)A(gV-rVs)AN[(-pArA-s)V(—gArA-s)

Cela donne 11 clauses :

1. pV—-rvs
2. gV-rVs
3. pV g
4. —pVr
5. pV s
6. rV g
7.7
8. 1rV-s
9. sV g
10. —sVr
11. —s
On déduit la clause vide par résolution :
12. pvs 1,7
13. qVs 2,7

4. p 11,12

15. ¢ 11,13

16. ~¢ 3,14

17. O 15,16

Remarqueles clauses valides ou sur-ensembles d’autres clausematilgs et peuvent étre
supprimées d’emblée. Dans le cas présent, toutes lesedaninimales (1, 2, 3, 7 et 11) ont
été utilisées.

3.7.6 Resolution ¢eréralisee

La déduction
XVY,=XVZ EYVZ

reste correcte sk n’est pas un littéral.
On utilise aussi les trois regles suivantes :

aVX EF o VX,
aVX EF aVX,
BVX E BiVBVX.

On obtient alors une réfutation plus courte, sans rédngiréalable a la forme clausale :
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1. —A

2. (pANq)V-TrVs 1,04
3. Allpv-rvs)A(gV-rVvs) 1,a
4. =(pV-rvs)V-(qVv-rVvs) 3,0
5. pV-rVs 2, a4
6. qV—1rVs 2, Qo
7. =(qV-rVs) 4,5, R
= 6,7 R

3.7.7 Methodead-hoc

Elle consiste a tirer parti des particularités de la foergtudiée ... c’est-a-dire a n’avoir
pas de méthode!

On peut observer, par exemple, que
[(pAq) VvV (r=s9)]=I[pV(=s)AI(qV(Q=s)
est de la forme
(AV B) = (CAD),
et qu’une telle formule est valide si et seulement si les tdesA = C, A = D, B = C,
B = D sont valides. On doit donc prouver
= ®Ag = (pV(r=s)),
FAg = (qV(r=s)),
E(r=s) = (pV(r=2s))),
E(r=3s) = (¢V(r=2s))),
ce qui est évident dans chaque cas.
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4 Méethodes dductives : le systme de Hilbert

4.1 Introduction

Nous avons vu qu’une théorie est I'ensemble des conseqadngiques d’'un ensemble
donné de formules, appeléagsiomesou postulats Ces conséquences logiques sont appelées
théoremes Développer une théorie consiste donc a repérer kearémes parmi les formules
construites au moyen du lexique (du langage) utilisé pttuoduire les postulats. Deux grandes
techniques existent pour cela, la méthode analytiqueraéthiode synthétique.

Jusqgu’ici, nous avons utilisé la méthode analytique sslauforme d’une procédure de
décision. Pour analyser une formule propositionnellesuffit de construire un ou deux
tableau(x) sémantique(s). Cette approche est excellendggiand elle est possible. En logique
prédicative, qui est la logigue des mathématiciens, ordispose pas en général d'une
procédure de décision; méme quand elle existe, elle @eatdifficile a mettre en ceuvre.
De plus, une procédure de décision pour la validité nendoguere d’information sur le
lien semantique entre axiomes et théoremes. Enfin, lesedures de décision sont souvent
inefficaces parce gu’elles ne réutilisent pas les résul@n ne peut pas, en général, accélérer
la validation d’'un théoréme sur base d’autres théoseamerieurement démontrés.

Les mathématiciens utilisent le plus souvent la méthogeh&tique. Des théoremes
simples sont obtenus a partir des postulats au moyen dgupsaiécanismes de raisonnement.
Ces mémes mécanismes, appliqués aux théoremes singaemettent de démontrer des
théoremes plus difficiles, et ainsi de suite. L'approcyatisétique est également utilisée dans
les autres sciences exactes, et notamment en physique udarcertaine mesure, on utilise
également I'approche synthétique en médecine, en psygie, en sociologie, etc. Un aspect
typique de cette approche est I'exploitation de résubliatérieurs pour produire des résultats
nouveaux. Le principal avantage de cette approche estrgaajie. La méthode synthétique
s’accommode d’'un ensemble infini de postulats (chaque praten utilise qu'un nombre
fini); elle permet d’isoler les postulats nécessaires @rtaduction d’'un theoreme donnég,
ce qui permet notamment de déterminer si un théoremestelsu non quand I'ensemble
des postulats est modifié. La théorie est développéeateare modulaire, chaque théoreme
pouvant étre assimilé a un postulat supplémentaispatiible pour I'obtention de nouveaux
théorémes.

Ces avantages ont un prix. L'obtention de théoremes @pptoche synthétique est
un processus foncierement non déterministe, pouvantéereqcréativité, inventivité ... et
tatonnement, au contraire de I'approche analytique daqselle le non-déterminisme est
inexistant (tables de vérité) ou peu important (tables@&mantiques). Des choix inadéquats
conduisent a des théoremes corrects mais inintérsssan voit qu’une certaine forme de
créativité est nécessaire ici. On peut méme dire quealent du mathématicien consiste
essentiellement a opérer les bons choix, ceux qui coaduid valider (ou a infirmer) les
conjectures les plus remarquabftés.

La logique propositionnelle est suffisamment élémeeatgiour &tre correctement

44Une autre facette du talent du mathématicien est I'agitaccréer de nouveaux ensembles de postulats
conduisant a des théories intéressantes.
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appréhendée au moyen des seules méthodes analytigoes. iNtroduisons néanmoins
I'approche synthétique pour préparer le lecteur a sdisation dans le cadre plus complexe
de la logique prédicative.

4.2 Axiomes et egle d’'inference
Le systeme formeH est constitué
— desclemas d’axiomeson a
1. FA= (B=A)
2F(A=(B=0) = (A=B)=(A=0))
3. F(-B=-A4)= (A= B)
— de larégle du Modus ponens (MP)

FA FA=B
FB

A, B et C sont des formules quelconques, n'utilisant que les coenest=" et “=".4°
Un axiome proprement dit s’obtient @nstanciantl’'un des trois schémas, c’est-a-dire en
remplagantd, B, C par des formules. Par exemple, la form@le= ¢) = (p = (p = q))
est un axiome, obtenu en appliquant la substitutibNp = ¢), B/p] au premier schéma. La
notation + " se lit “ est un théoreme”. Rappelons ici que tout axiome est uorémée. Le
systeme de Hilbert comporte la seule regle d’inferededus ponens”. Cette regle permet
d’obtenir le théoremée3 au départ des théoremdset A = B.

4.3 Preuves

UnepreuvedansH est une séquence de formules, chaque formule étant
— l'instance d’un axiome, ou
— inférée de deux formules la précédant dans la segyananoyen de la regle d’inférence
Modus ponens.
Par définition, tout elément d’une preuve, et en parigclé dernier, est un théoreme ;Aiest
le dernier elément de la séquence, celle-ci estpraave de AA titre d’exemple, une preuve
de I'implicationp = p est donnée a la figure 45.

RemarquedPar facilite, chague élément d’'une preuve est préckah numéro d’ordre et suivi
d’une bréve justification ; “Axiome 1” veut dire “instanca dchéma d’axiome 1” et “4, 3, MP”
veut dire “obtenu a partir des formules de numéros 4 et 8nfisses) par la regle du Modus
ponens”. La preuve donnée ici établit que la formigle=- p) est un théoréme, ou encore que
l'assertion- (p = p) (lire : “(p = p) est un théoréme”) est unétatreoreme(c’est-a-dire un
théoréme au sens mathématique courant; le préfixea'nest souvent omis, L'expression

49| existe des variantes permettant 'emploi de tous les ecteurs habituels, mais la version présentée ici est
plus simple, sans étre réellement restrictive ; on cansig V ¢ comme une abréviation dep = ¢, etp A ¢
comme une abréviation de(p = —q).

4éSignalons quép = p) est une formule, donc un objet du langage, tandistgqie = p) est une assertion,
donc un objet du métalangage.
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1. Fp=(p=p) =>p (Axiome 1)
2.F(p=(p=p =p)=((p=@p@=p)=@P=p) (Axiome?2)
3. Fp=@=p)=(@=0p (1, 2, MP)
4. Fp=(p=p) (Axiome 1)
S.Fp=p (4,3, MP)

FIG. 45 — Exemple de preuve dans le systeme de Hilbert.

(A = A) estunsctéma de tBoreme toute instance d’'un schéma de théoréme est un th&rem
On transforme facilement la preuve ge=- p) en une preuve d& = ¢) = (p = q), par
exemple.

La preuve donnée plus haut peut se représenter de maniEnescente (figure 46). Cette
représentation est plus naturelle que la représentaégoentielle introduite plus haut, mais
n’est guere utilisée a cause de son encombrement.

Fp=(p=p =p Fo=(r=>p)=p)=>(p=>@p@=p)=@p=Dn)

Fp=@=p)=p@=Dp Fp=(p=Dp)

Fp=p

FIG. 46 — Représentation arborescente d’une preuve.

On peut aussi (figure 47) ne mentionner dans I'arborescameéeg numéros des formules
impliquées, ce qui réduit 'encombrement.

1 2

FIG. 47 — Représentation arborescente abrégée d’'une preuve

Il existe une nette analogie entre une preuve de Hilbertrésgmtée de maniere
arborescente) et une dérivation de séquent, mais il ysi guslques differences :
— Le symbole I-” remplace le symbole".
— Les antécédents sont vides (pour I'instant).
Les succédents comportent un seul eélément.
Le sens de “axiome” a changeé.
L'unique regle est le Modus ponens, qui n’est pas analgtigi réversible.
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En dépit de ces differences, on peut dire que le systentdildert est un calcul de séquent
(synthétique).

Remarquele mot “axiome” a en fait plusieurs sens relativement va@smais qu’il convient
de distinguer. Dans le cadre de la méthode (analytiqued@msents, un axiome est un séquent
d’un type particulier, dont la validité est immédiate.ri3de cadre du systeme de Hilbert, un
axiome est une tautologie d’un certain type, obtenue pé#artiation d’'un schéma particulier.
Dans les deux cas, l'idée de validité est importante. Banmehe, dans le langage courant,
dans le langage mathématique général et dans le cadsaquinique des théories logiques
(surtout prédicatives), les axiomes ne sont pas des tajiédl mais des énoncés consistants
dont on souhaite étudier 'ensemble des conséquenciepikg) Dans le cadre de cette étude
seulement, les axiomes sont considérés comme toujoais;\t s’agit donc d’une validité
“locale”, limitée a un certain contexte. En pratique, oatexte peut paraitre universel. C'est le
cas de I'énoncé “I'addition est commutative”, traduit fformuleVz Vy (z+y = y+x). Cette
formule n’est pourtant valide que si on interprete de renadéquate le symbole fonctionnel
“+” et le symbole prédicatif£".

Notons aussi que le mopbstulat est synonyme du motdxiomé mais que ce dernier
insiste plus sur I'aspect “vérité universelle” tandigdpostulat met plus I'accent sur I'aspect
relatif de la validite. Le célebre énoncé d’EuclideafRout point extérieur a une droite passe
une et une seule paralléle a cette droite” est un axiomeadgbmeétrie classigfieet un
postulat —auquel il est parfois profitable de renoncer — dgelamétrie moderne. De méme,
la commutativité de I'addition est un axiome (ou un th@oe) en arithmétique et un postulat
en théorie des groupes.

4.4 Derivations

Un ensemblel/ de formules quelconques étant donné, dievation ou preuve avec
hypotlesesdansH est une séquence de formules, chaque formule étant

— unehypottese(élément dd/), ou

— une instance d’'un axiome, ou

— inférée de deux formules précédentes, au moyen du ¥pdoens.

Le métathéoreme relatif a une preuve avec hypothésestsl/ H, A ou U - A. Un exemple

de dérivation est donné a la figure 48. Comme pour les peugs lignes sont numérotées et
accompagnées d’'une courte justification. En outre, I'evide des hypotheses est rappelé a
chaque ligne. On verra plus loin pourquoi.

RemarqueEn général, le dernier €lémeAtd’une dérivation n’est pas un theoreme. On verra
plus loin queU A alieu si et seulement sion@d = A ; en particulier,- A a lieu si et
seulement s est une tautologie.

Remarquesll est souvent plus facile d’établit, B,C' - D que- A = (B = (C = D)),
mais on montrera qu’'une dérivation du premier énoncéoseeartit automatiguement en une
preuve du second ; la dérivation ci-dessus établit dodicentement

Fp=@=7)=@=>@pm=1).

4’Aprés en avoir longtemps été une conjecture, dont leh@naaticiens ont finalement déterminé qu’elle ne
pouvait étre déduite des autres axiomes.
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1. p=(q=r),q,pF p=(¢g=r) (Hypothése)
2. p=(q=r),¢,pkop (Hypothése)
. p=(@=r),q¢pFqg=r (1, 2, MP)
4. p=(¢g=r1),¢,pF q (Hypothése)
5 p=(@=r),q¢ptr (3,4, MP)

FIG. 48 — Exemple de dérivation dans le systeme de Hilbert.

La représentation arborescente, style séquent, reswb®. Les hypothéses deviennent les
éléments des antécédents. (Le sens du mot “hypotlaesefic changé.)

4.5 Quelques Esultats utiles

Nous voyons ici trois résultats permettant de raccouasrdreuves ou, plus exactement,
d’écrire des “textes” qui ne sont pas, a strictement pailkes preuves, mais des argumentations
(souvent plus courtes que les preuves elles-mémes)ssabi I'existence d’une preuve d’'un
théoreme donné.

4.5.1 Principes de composition et de substitution uniforme

Theoreme Tout theoréme peut &tre utilisé comme un axiome dangpregve?®
DémonstrationOn obtient une preuve (au sens strict) en remplacant chhgoeeme utilisé
comme un axiome par une preuve de ce theoreme.

Théoreme.Si C est un théoreme et si, .. ., p, sont des propositions deux a deux distinctes,
alorsC(p, /Ay, ..., pn/A,) estun théoreme.

DémonstrationL'application d’'une substitution uniforme a toutes legnes d’'une preuve
produit toujours une preuve.

4.5.2 Regles d’inference drivées

UiFA - U, A,

UFB
est unerégle d’inerence @rivee; elle exprime que s'il existe des dérivations pour chacune
desn prémisses, alors il existe une dérivation pour la conctusdUne regle esadéquateou
correctesi elle exprime une vérite.

L'écriture

RemarqueUne regle dérivée est correcte ... si I'on peut s’en passest-a-dire si toute
dérivation I'utilisant peut étre convertie en une dation ne I'utilisant pas. Une fois que nous

480n notera la difference de sens entre les deux emplois dtithéairéme”; la premiére occurrence aurait pu
étre “métathéoreme”.
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aurons montré qué/ - A est assimilable & = A, on pourra prouver facilement qu'une
regle est correcte. Par exemple, la regle
U,-XFX
Uk X

est correcte, parce queXiest conséquence logique deJ{—X}, alorsX est est conséquence
logique delUU. Nous devrons cependant établir directement certaieges, nécessaires pour
démontrer que les relatiohset = sont coextensives.

RemarqueDans ce contexte[f, A” abrege U U {A}".

On notera que les principes de composition et de substitutidorme peuvent se traduire
par des regles dérivées, de méme que le principe de mieotselon lequel une hypothése
supplémentaire n’altere pas les dérivations faites s#le. On a

UA UAFB
UFrB

Uk A
Ulp/B] = Alp/B]
UF A
UBFA

4.6 Regle de @duction

N L , , UAFDB
'acrit—
Cette regle dérivee essentielle s’éct f B

RemarqueOn voit que cette regle provient directement d’'une regdedrsible et de type)
du calcul des séquents. Elle formalise une démarche otmuies mathématiques :
— on doit démontred = B;
— on supposé! ;
— on en dérives.
On a déja vu I'utilité potentielle de la regle (pour patecson adéquation soit établie) :
-p=(q¢=r),q pF r esttrivial;
-F(p=(@=7r)=(¢= (p=r)) nelestpas.
Notons enfin que la regle est réversible, la regle invétaat une simple variante du Modus
Ponens.

4.6.1 Acdequation de la regle de @éduction

On doit demontrer que toute preuve utilisant la regle déuttion peut se récrire en une
preuve ne l'utilisant pas. Cela revient a transformexpétpar étape, une preuve teA + B
enune preuve dé&/ - A= B.

DémonstrationOn suppose donnée une preliixedeU, A - B, dont chaque étape est du type
U, A+ X.On construit une preuvd, deU + (A = B) en remplacant chaque étapeltie

n. UUAFX

par une ou plusieurs nouvelles étapes dont la derniere est
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n. Uk A= X.
On distingue quatre cas :
1. X estun axiome
2. X estune hypotbse de I'ensemblg ;
3. X estla nouvelle hypotbseA ;
4. X estinféré par Modus ponens
— Dans les cas 1 et 2'étape

n. U AFX (AiouH)
est remplacée par les trois étapes suivantes :

n=2. UkF X (AiouH)
n—1. UFX=(A=X) (A1)
n. UF A= X (n"—2,n"—1, MP)

— Dans le cas 3/étape U, A + A est remplacée par cing étapes calquées sur la
démonstration de (p = p) donnée plus haut; la derniere de ces cing nouvelles &€tape

est naturellement’ - (A = A).
— Dans le cas 4la preuvell, comporte les étapes

i. UAFY (..)
j. UAFY =X (...)
n. UAF X (i, 7, MP)
Le préfixe déja construit dd, comportera

i'. UF A=Y (...
j. Uk A= (Y = X) (...)
Le fragment dd1; relatif a lanieme étape dél, sera :

-2, UF (A= Y=X)=(A=Y)= (A= X)) (A2)
n—1. UF (A=Y)= (A= X) (', n' =2, MP)
n'. UF (A= X) (@, n'—1, MP)

Ceci acheve la démonstration.

4.7 Théoremes et egles erivées supptmentaires

Dans le systeme de Hilbert, les preuves sont tres faeilgrifier mais nettement plus
difficiles a construire; cette situation est habituelle avec les méthodes stigthés. Nous
donnons ici quelques théoremes utiles et quelquesseigievées supplémentaires.

4.7.1 Theoremes suppkmentaires

Nous donnons ici neuf theoremes importants :
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I.F(A=B)= ((B=0)= (A= 0))
2. F (A= (B=0))= (B=(A=0))
3. F A= (A= B)
4. + A= (mA= B)
5. F —mA= A
6. H A= —-—-A
7. F (A= B)= (-B = -4)
8. W B=(-C=—~(B=20C))
9. F(B=A)=((-B=A4)=A)
Il s’agit en fait de schémas de théoremes ; chacune desdéet, B et C' désigne ici n'importe
guelle formule.

Dans la suite, on évitera leonstructiondes preuves; on préférera demontrer simplement
I' existencal’'une preuve. Les notions di&rivationet deregle ceriveeont pour but de faciliter
ces demonstrations d’existence.

A titre d’exemple, une dérivation du théoreme 6 est danala figure 49, les theoremes 1
a 5 étant supposés déja demontrés. On voit ici itétdapitale du principe de composition; la
regle de déduction facilite le travail de justification qui n’est quand méme pas évident.

1.LA, ———=A F A= -A (Composition, th. 5
2.A, -——A F A (Hypothese)
3.A ——A F A 1, 2, MP)
4. A F A= -A (Déduction, 3)
5 AF (A= -A) = (A= -4 (Axiome 3)
6.AF A= -4 (4,5, MP)
7AF A (Hypothese)
8. A F ——A (6,7, MP)
9. F A= —-—-A (Déduction, 8)

Fic. 49 — Justificationdg- A = ——A.

Remarque.Une regle dérivée évidente, le plus souvent utilisgplicitement, est laegle
d’augmentation elle s’écrit

UFA
UBFA

et exprime gu’une hypothese disponible ne doit pas nagessent étre utilisée.
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4.7.2 Quelques autrese&gles @rivées
Notons d’emblée un puissant moyen de construire desgeliglevées.

S . HA R L,
Métaregle.Si A = B, alors u est une regle dérivée correcte.

U B
Cela formalise une démarche intuitive :

1. Ayant démontrél en supposart, soitU + A,
2. on utilise le théoreme A = B
3. et on applique la regle du Modus ponens a (1) et (2) potenald/ - B.

On obtient ainsi diverses regles dérivées utiles, doitiquatre exemples :

UF2B= 4 Contrapoge
UFA= B b
UrA=DB UrB=C
TEASC Transitivie
UF-—A L
~UE A Double regation

UFA= (B=C(C)

UFB= (A= C) Echange d’arécedents

La regle decontrapositionformalise le raisonnement par I'absurde. La regletrdasitivite
formalise 'emploi de lemmes “en cascade” : pour démontred = B, on démontre les
lemmest A = C;,- C, = Cy,..., C, = B. Par application répétée de la regle
de transitivité, on déduit- A = B. La régle déchange d'aréécedentsindique que I'ordre
dans lequel des hypotheses sont faites n’est pas impokianégle de la double négation est
couramment utilisée en mathématique. Elle n’est pasdenig dans le cadre de la philosophie,
de la linguistique, de l'informatique. Par exemple, la glera

Il n’est pas vrai que je suis mécontent.
n’est pas tout a fait équivalente a
Je suis content.

De méme, un programme qui ne produit pas deux valeuyfsy, n'est pas nécessairement un
programme qui produit deux valeurs= y.

Signalons encore la regle de disjonction des cas, quiis’éc

UBFA U-BF A
Uk A

Voici un schéma de démonstration de cette regle imptatan
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UBFA Prémisse

UFB=A Déduction
F(B=A)=((-B=A)=A) Théoreme 9§ 4.7.1
UF(-B=A)=A MP
U-BFA Prémisse
UF-B=A Déduction
UFA MP

Remarqueln peu de créativité ... ou de patience est nécessainedéoontrer le theoreme
utilisé dans le développement ci-dessus.

4.8 Adéequation et compktude du syséme de Hilbert

Le systeme de Hilbert est un mécanisme permettant d'ehgerdes théoremes; on
souhaite naturellement que tout théoreme soit une tgitol(adéquation) et que toute
tautologie soit un théoreme (complétude). On peutli&tah résultat plus général : sl est
une formule et sU est un ensemble de formules, alors

UEA
est vrai si et seulement si

UFA

est vrai. (Seuls les connecteurs de négation et d'impdicaont admis.)

4.8.1 Adequation du syseme de Hilbert

Montrer que tous les theoremes sont des tautologiesttevimontrer que tous les éléements
d’'une preuvdl sont des tautologies. C’est une conséquence immeédiatieaenes suivants,
eux-mémes évidents.

LemmeToute instance des schémas d’axiomes est une tautologie.
LemmeSi A et A = B sont des tautologies, alofsest une tautologie.

On démontre de méme que si I'assertibn- A apparait dans une dérivation, alors la
formule A est conséquence logique de I'ensenible

4.8.2 Lemme de Kalmar

Le systeme de Hilbert est, nous venons de le prouver, uram&oe de production de
tautologies. Il faut aussi prouver que ce systeme praduitesles tautologies. Le point de
vue constructif adopté dans ce texte nous incite donal@oeér une stratégie d'utilisation du
systeme de Hilbert, permettant de construire a la demand@reuve dont le dernier elément
est une tautologie donnée.
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Le systeme le plus simple de vérification de tautologiesass doute la méthode des tables
de veérité®® Le lemme de Kalmar spécifie qu’a chaque ligne d’une tableété correspond
une dérivation dans le systeme de Hilbert.

Lemme. Soit A une formule construite a partir des propositiops ...,p, et des
connecteurs” et “=". Soit v une interprétation. Si on définit, commep, ou —p; selon
quev(px) estV ouF, et si on définitA’ commeA ou —A selon ques(A) estV ouF, on a

iy, ..o EA

ExempleDu fragment de table de vérité

‘p‘q‘r ‘ S H(p:>q):>—|(—|r:>s)‘
[FIF[V[V] F |

le lemme de Kalmar permet de déduire

{=p,—q.r,s} F -llp=q) = ~(-r=s9)].

Remarquele lemme de Kalmar permet de “coder” une ligne de table diéévéans le systeme
de Hilbert; il contribue donc & établir qié = A impliqueU + A.

4.8.3 [emonstration du lemme de Kalmar

Remarque pEliminaire. On va utiliser les lemmes suivants :
C - B=C,
B+ ——B,
-B + B=(C,

-C, B F —\(B=>C).
dont les démonstrations sont évidentes si I'on tient demgspectivement de I'axiome §4.2)
et des théoremes 6, 3 etB4.7.1)

Démonstration.On raisonne par induction sur la structure de la formiile

Cas de basela formule A est une propositiopy.
Siv(pg) =V, I'énoncé se réduit &. .., py, ...} - pr.
Siv(py) = F, 'énoncé se réduit&. .., —py, ...} - —py. .

Premier cas inductif la formule A est la négatiom .

“Ne confondons pas “le plus simple” et “le plus efficace”.
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Premier sous-cas. Deuxiéme sous-cas.

v(B) =Fetv(A) =V. v(B) =V etv(A) =F.
{ry,...,p,} =B, {r},...,p,} - B
{ry,...,p,} =B, {ry,...,p,} F B,
{py,.. ..o} HA, B+ ——B,
{py,...,p}HA. {py,..., P} F B,

{ry,...,oL A,
{p), ..., P} HA.

Second cas inductifla formule A est I'implicationB = C.

Premier sous-cas. Deuxieme sous-cas. Troisieme s@us-ca
v(C)=Vetv(A)=V. ov(B)=Fetv(A)=V. o(B)=V,v(C)=Fetv(A)=F.
{ph, P {py, P E B {ph, P B

{r, .o} F C, {p1,...,pnt F B, {r,...,;} F B,
CH(B=0), -BF (B= (), {py,..., P} C,

{r1,. ..ot (B=0), {p,....;tE(B=0C), {p,....pp}FC,
{ry,...,o}HA, {r,...,p}FA, -C, B+ ~(B=C0C),
{ry,...,p} HA. {ry,...,p} HA. {ry,...,p,} F=(B=C),

{Py,. .., P} F-A,
{py,...,p}HA.

Remarque.On a raisonné par cas pour établir, ..., p,} - A’, sans pour autant utiliser la
reégle dérivéee de disjonction des 4<n fait, cette régle dérivée est, comme les autres, une
version particuliere et formelle d’'une technique de rarsament (informel).

4.8.4 Compektude du syseme de Hilbert

Soit A une tautologie construite a partir des propositipns. ., p,, et des connecteurs:"
et “=". D’apres le lemme de Kalmar, on a

iy, .., o HA,

ou p;. est indifferemmenp;, ou —py.
(On a toujoursd’ = A.)

De ces2" theoremes on tire, par disjonction des caspsutes2"~! théorémes suivants :

{py,....0, 1t HA,

0En revanche, cette régle sera utilisée explicitementaagyaphe suivant.
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et, plus généralement, 18§ theorémes suivants, pour taue {0,1,...,n}:

Py, A,

et donc, en particulieri(= 0) le théoreme

HA,

ce qui acheve la démonstration.

5 Logique prédicative : syntaxe et emantique

5.1 Introduction

Nous avons vu d’emblée que la principale limitation de lgidoe propositionnelle est
impossibilité de modéliser adéquatement des prdjm®s “paramétriques”, dont la valeur de
vérité dépend de la signification de termes contenus @apsoposition. Reconsidérons les
exemples suivants :

— Les entiers naturelsetz + 2 sont premiers.

— Il existe un naturet tel quez etx + 2 sont premiers.

— Il existe une infinité de nombres premiertels quer + 2 est aussi premier.

— |l fera beau a tel endroit, a tel instant.

— |l fera beau a Liege le 29 avril de I'an 2021.

—?+yt =22

-+t =22

— |l existe des entiers strictement positifg), » tels quer? + y? = 22

— |l existe des entiers strictement positifg), » tels quer® + 3 = 23.

On observe d’abord que, faute de pouvoir analyser des pitapasparameétriques telles que
“Les entiers naturels etz + 2 sont premiers” et #? + y* = 22", on ne peut pas non plus
analyser des propositions non paramétriques telles djegiste un naturet tel quex etz + 2
sont premiers” et “ll existe des entiers strictement pfssiti y, z tels quez? + y? = 22". En
effet, il est frequent que des propositions non paraméds admettent comme composants
(dans un sens a préciser) des propositions paraméiriqRens la mesure ou I'approche
compositionnelle semble incontournable, on voit que ladog propositionnelle ne pourra
pas a elle seule rendre compte des mécanismes de raisent@g®s mathématiciens.

En fait, méme les raisonnements courants impliquent depogitions paramétriques
comme le montre I'exemple classique suivant :

— Tous les hommes sont mortels.

— Or, Socrate est un homme.

— Donc, Socrate est mortel.

On voit que la troisieme proposition est conséquenceaylogides deux premieres, mais une
analyse purement propositionnelle ne rendra pas compte ¢@tcNous avons donc besoin
d’'un langage formel plus riche que le calcul des proposstigui permettra d’exprimer des
propriétés vraies pour certains individus pris dans wsesible, c’est-a-dire des relations.
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En mathématique, on définit umelation R d’arité n sur les ensembleB;, D,, ..., D,
comme un sous-ensemble du produit cartégierx D, x - -- x D,,. Voici a titre d’exemple la
description de quelques relations importantes de I'arétipie :

PPQ(z,y) = {(z.y) € NxN):z <y}
={(0,1),(0,2),(0,3),...,(1,2),(1,3),...,(2,3),...}
CARRE (z,y) = {(z,y) € (Nx N) 1y =2?} = {(0,0),(1,1),(2,4), (3,9),.. .}
PR(zx) ={z € N: xestun nombre premigr={2,3,5,7,11,13,...}
Définitions.Soit D un ensembleR est unerelation d’arité n sur le domaineD si R est une
relation surD™. Le prédicatR associé &R est défini par

R(dy,...,d,) =V sietseulementsidi,...,d,) € R.

On aura donc

PPQ(0,1) =V, PPQ(8,4)=F, PPQ(3,6)=V,...

CARRE(0,0) =V, CARRE(0,2) =F, CARRE(2,4) =V ...

PR(3)=V, PR(8)=F ...

On voit qu’un prédicat est une proposition paramétriquaje pour certains éléments d’un
domaine et fausse pour les autres.

Il faut souligner d’emblée que le principal apport du céldes prédicats ne sera pas
'étude des formules paramétriques pour elles-mémeds plutdt I'étude de formules non
paramétriques dont certaines composantes sont pargu@str Pour prendre un exemple
célebre, la question de Fermat n’est pas de savoir sihatfter

2" +y" =" Nz,y,2#0 A n>2 (2)

est vraie pour des entiers y, z, n donnés, mais bien de savoir si, oui ou non, il existe un
quadruplet d’entiers tel que la formule soit vraie. La premiquestion, du ressort du calcul
élementaire, est clairement paramétrique ; le fait2jue3® = 35 # 64 = 42 établit clairement
que la formule est fausse pour le quadrufes, 4, 3) mais ne détermine pas la valeur de vérité
pour le quadruplef12, 13, 14, 15) par exemple. En revanche, le fait que la formule

dr,y,z,n € Zx" +y" =2" AN x,y,2#0 A n> 2] 2

soit fausse (ce fait a été — avec beaucoup de difficultéematitré recemment) établit bien
que la formule paramétrique précédente est fausse pasrlés quadruplets, et notamment
pour(12,13,14,15).

Remarquelnsistons sur le fait que la formule 1 est paramétriquedasgrand intérét) alors
gue laformule 2 ne I'est pas ; il s’agit d’une “honnéte” pogfiion, qui ne peut étre que vraie ou
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fausse, independamment de tout conté€@ela n’a pas empéché les mathématiciens d’étudier
cette formule pendant plus de trois siecles.

Notre introduction a la logique des prédicats se limit@réessentiel. On verra d’abord
gue l'interprétation d’'une formule prédicative, qudidg ou non, implique un domaine de
réferenceD et I'association, a chaque prédicat, d'une relation sud@maine. Les constantes
individuelles et les variables libres s’interpretent es dléements dB®. On peut aussi introduire
des constantes fonctionnelles, dont I'interprétatiaa seturellement une fonction qui, a tout
n-uplet d’éléments dé, associe un element de.

On étudiera ensuite comment les procédures de décisimoduites pour la logique
propositionnelle s’adaptent a la logique prédicativeysiverrons que ces techniques (tableaux
sémantiques de Beth et Hintikka, sequents de Gentzetgnsgs axiomatiques de Hilbert et
résolution de Davis, Putnam et Robinson) donnent lieusd'siemi-procédures” de décision.

5.2 Syntaxe du calcul des prdicats simplifié

Dans un premier temps, nous introduisons les prédicasyddaables et les constantes
individuelles, mais pas les fonctions.

5.2.1 Lexique, termes et formules

Soit

- P ={p,q,r,...}, un ensemble de symboles arbitraires appsjsboles de |@dicats
(chacun ayant une arité).
NB : Les propositions atomiques sont des symboles de pradicitée0.

- A ={a,a1,a9,...,b,c,...}, un ensemble de symboles arbitraires appetestantes
(ou constantes individuellgs
- X ={x,x1,29,2,...,y,2,...},un ensemble de symboles arbitraires appeésbles

(ouvariables individuelles

Un termeest une constante € .4 ou une variablec € X. Uneformule atomiqugou
un atom@ est une expressiop(ti, ..., t,), oup € P est un symbole prédicatif d’'arite et
ti,...,t, sont des termes. Le conceptfdemuleest défini recursivement comme suit.

— Une formule atomique est une formule.

— true, falsesont des formules.

— SiA; etA, sontdes formules, alorsA;, (A;V A), (A1AAy), (A = Ay) et(A; = Ay)

sont des formules.

— Si A estune formule et une variable, alorsz A et3x A sont des formules.

Comme dans le cadre propositionnel, on peut justifier 'sinis de certaines parentheses
par des regles de précédence. Dans l'ordre décrojsmaatla négation et les quantificateurs,
puis la conjonction, la disjonction, I'implication et enfitequivalence. Par exemple, la
formuleVz((—3yp(x,y)) vV (-3yp(y, x))) peut se récrire plus simplementén(—Jyp(z, y) Vv
—3Jyp(y, z)). Néanmoins, I'excés de concision peut nuire a la clafténs la suite, nous
utiliserons seulement le fait que la négation et les gieateurs ont une précédence plus forte

5IA condition d’accorder aux symboles qui composent la foeelir signification mathématique habituelle.
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qgue les connecteurs binaires. Notons aussi que, dans |€wss fdrmule dont I'opérateur
principal est un connecteur binaire, il est d'usage d’oradés parenthéses extérieurés.

5.2.2 Poree des quantificateurs, variable libre, variable kee

— La portée d'une quantification (d’'un quantificateur, d’'une variablgagtifiee) est la
formule a laquelle la quantification s’applique. DansA ou dansdxz A, la portée de
r (deVr) estA.53

L'occurrence de la variable dans la quantificatiolx ou Jz est ditequantifée

Toute occurrence dedans la portée d’'une quantification est dite

— Une variable edtbre si elle n’est ni quantifiée, ni liée.

— Les portées de deux variablegty sont disjointes ou I'une est incluse dans l'autre.
Ces notions existent aussi en programmation. Consid&ex@snple suivant :

program Princi pal ;
var x : integer;

procedure p;
var X : integer;
begin x :=1; witeln(x + x) end,

procedure q;
var y : integer;
begin y :=1; witeln(x +y) end,

begin x :=5; p; g end

On remarque que les portéesxdmcal et dey sont disjointes et incluses dans la portée de
x global. Dans la procédukg on se réféere aw global. De méme, dans

(+ x ((lambda (x) (+ xy)) X))

les premiere et derniere occurrencesxdsont libres, de méme que la varialjletandis que
les deuxieme et troisieme occurrencesd®nt liees. (On pourrait dire, plus justement, que la
deuxieme occurrence est “liante” et que la troisiemeiést)l

Ces notions apparaissent également en mathématiquatanment en algebre et en
analyse. Dans I'expression

Cij = Z Air By ,
k=1

52Selon la syntaxe adoptée ici, les formules quantifieesgtnégations ne comportent pas de paire de
parenthéses extérieures.

53es parenthéses extérieures d’une formule dont le caeneprincipal est binaire peuvent &tre omises, mais
il n’en découle pas, poud =45 p(x) V ¢(z), que la portée dexz dansvz p(x) V ¢(x) soitp(z) V g(z) ; cette
portée esp(z). La formuleVx A doit s'écrireVz (p(x) V g(x)).
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les variables et j sont libres, la variablé est liee3* Dans I'expression

mw:y@@+/ﬂuw@ﬁm

la variabler est libre, la variable est liée.

La distinction entre variable libre et variable liée sé feir simple inspection de la formule
considérée. En revanche, la distinction entre conskinvariable libre est moins immédiate.
Le critere est qu’une variable libre est susceptiblerd’guantifiee (et de devenir liée), tandis
gu’une constante n’est jamais quantifiable. La distincBerfait par le contexte, ou par des
conventions plus ou moins contraignantes et plus ou moipkcées. Dans la formule

S =nR?,

il est “naturel” de considérer comme la constante bien conndié4 . . ., parce que I'égalité
évoque la relation existant entre la surface d’un cercémptrayon. En revanche, I'égalité

V = hb?

evoque la relation entre le volume d’'un parallélipip@dease carrée et ses dimensibes/ ;
il sera alors tout aussi naturel de considéreomme une variable libre. La confusion provient
des libertés de notation que se permettent les mathéeratid_es deux formules ci-dessus
peuvent se récrire

VO € C[S(C) = m(R(C))Y,

et
VP € P[V(P) = h(P)(b(P))?],

ce qui évite toute ambiguité. Notons cependant quepaté mathématicien est moins laxiste
que le logicien. En analyse, on évitera d’écrire

M@=y@d+/mﬂ%M®%M,

alors qu’en logique il n’est pas interdit d’écrire
P(z) A Ve Q(z),
méme si nous préférerons
P(z) AN VuQ(u).
Considérons quelgues exemples.
L g1 =g Vo(plz.0) = Fwg(a))

On préférera éviter d'imbriquer plusieurs quantifioas sur la méme variable, sans
toutefois l'interdire. En fait, on verra que la semantigleep,; est exactement celle de

YV <p(x, a) = Jy q(y)) ou encore d&'y (p(y, a) = Jz q(x))

>4Selon le contexted, B, C etn sont des constantes ou des variables libres.
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2. g =g4ef JTVZA.
Ici aussi, deux quantifications sur sont imbriquées. La sémantique gde est celle
de dyVx A, pour n'importe quelle variabley sans occurrence (libre) dans; la
quantification sug étant inutile, la formule équivautiar A.

3. @3 =def Y p(z,a) = Jxg(2).
Deux variables liees ont le m&me nom, mais les portégsiigjointes ; il n'y a donc pas
de probleme.

4. P4 =def pr(x,a) = q(ZL’) .
Une variable libre et une variable liee ont le méme nar’est acceptable, mais il est
préférable deenommeia variable liée et d’écrire, par exempté; p(y, a) = q(x).

5.2.3 Fermetures universelle et existentielle

Une formule estfermée ou closesi elle ne contient aucune variable libre. Lorsqu’une
formule A contient les variables libres, 5, . . ., z,,, on la notera aussi(zy, zs, . . ., z,,).
Sixy,xo,...,x, sonttoutes les variables libres d’'une formdle
— Va,Vas - - -V, A est lafermeture universellde A.
— dxy3dze - - - dx,, A est lafermeture existentiellde A.
Exemple.La fermeture universelle de la formutér) = ¢(x) estVz (p(xz) = ¢(z)) et non

Vv p(r) = q(z).

5.3 Smantique du calcul des pédicats
5.3.1 Interprétations

UneinterprétationZ est un triplet D, 1., I,) tel que :

— D estun ensemble non vide, appdtemaine d’interpétation;

— [I. est une fonction qui associe
— atouteconstante:, un objet/.[a] appartenant &,
— a tout symbole prédicatjf (arité n), une relation (arité:) sur D, c’est-a-dire une

fonction deD™ dans{V,F};
— 1, est une fonction qui associe a toute variablen élément,[z] de D.
Voici quatre exemples d’interprétations pour la formviep(a, ) :

-7 = (N, Lfp] =<, ILfa] = 0);

— Iy, = (N, Ifp] =<, Iy = 1);

- I3 = (Z, Ialp) =<

-1, = (S, Lcp) =C, Iyfa] = N),
ou S est I'ensemble des mots sur un alphabet donng T w, signifie quew; est un
préfixe dews ; A représente le mot vide.

5.3.2 Regles d'interprétation

Des regles sémantiques, appeléégles d’interpétation permettent d’étendre une
interprétation a I'ensemble des formules. En fait, urterprétationz = (D, I, I,) associe
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une valeur de vérité a toute formuleet associe un élément de a tout termet. En ce qui
concerne les termes, on a
— Siz est une variable libre[x] = I,[z].

— Sia est une constant&|a| = I.[a.
En ce qui concerne les formules, on a
— Si p est un symbole prédicatif d'arité et si t1,...,t, sont des termes, alors
I[p(tlv s 7tn)] = (Ic[p])(z[tl]v s 7I[tn]>'
— I[true] =V et I[false] = F.
— Si A estune formule, alors A s’interprete comme dans le calcul des propositions,-c’est
a-direZ[-A] =V si Z[A] = F etZ[-A] = F si Z[A] = V.
— Si A; et A, sont des formules, alorsd; V As), (A1 A As), (A1 = As), (A1 = Ay)
s’interpretent comme dans le calcul des propositions.
Z[(A1 AN Ay)] vautV siZ[A,] =V etZ[Ay] = V, et vautF sinon.
Z[(A; v Ay)| vautV siZ[A,] = V ouZ[A,] =V, et vautF sinon.
T[(A; = As)] vautV siZ[A;] = F ouZ[Ay] =V, et vautF sinon.
T[(A; = Ay)] vautV siZ[A;] = Z[A,], et vautF sinon.
Notation. SiZ = (Dz, I., I,)) est une interprétation, siest une variable et giest un élément
de Dy, alorsZ,,, désigne linterprétationy = (Dy, J., J,) telle queD; = Dz, J. = I,
Jy|x] = d et J,[y] = I,[y] pour toute variable distincte der.
— SiAestune formule et une variableZ[Vz A] vautV si Z, 4[A] = V pour tout élément
d de D, et vautF sinon.
— Si A est une formule et une variableZ[3zA] vautV si Z,,4[A] = V pour au moins
un élément/ de D, et vautF' sinon.

5.3.3 Capture de variable

Les regles d’interprétation des quantifications sonfaanes a I'intuition traduite par les
noms des quantificateurs. Il faut quand méme souligner geints importants, que I'emploi
d’'un méme lexique pour les variables libres et les vargbées rend délicats :

— Lavaleur de&Z[Vz A(x)] ne dépend pas dgzx].

— SiZ[Vz A(z)] = V, alorsZ[A(t)] = V, pour tout terme ne donnant lieu @ucune

capture de variable
ExempleSiVz Jy p(x, y) est vrai, alors lenstancesdy p(a, y), Jy p(x,y) ety p(z,y)
sont nécessairement vraies, mais l'instanigen(y,y) peut étre fausse. Dans cette
instance, I'occurrencg premier argument de a été capturée et est devenue liée.
Conclusion.On ne peut pas dire qu# p(y, y) est une instance licite déx 3y p(z, y);
on ne peut pas substitugra + dans3y p(z, y). Si on veut quand méme effectuer cette
substitution ou instantiation, on commencera par renonteneriable liée pour éviter la
capture On pourra dire, par exemple, qdep(y, z) est une instance (aprés renommage)
de Vz Jy p(z,y), ou le résultat de la substitution (aprés renommagey @x dans
Fyp(z,y).
On omettra souvent de rappeler que les instantiations etitutibns donnant lieu a capture
sont interdites ... tout en signalant une fois pour touteslgyphénomene de capture est a la
source de nombreuses erreurs!
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5.3.4 Satisfaction, moele

Une formule A est vraie pour une inter@ation Z ou A est satisfaite par une
interprétationZ ouZ est un modle deA siZ[A] = V. Cela se noté=7 A.
Remarque.On rencontre parfois I'écrituré = A, mais nous ne I'emploierons pas dans ce
cours, pour éviter tout risque de confusion avec I'éceitii = A, introduite au paragraphe
suivant.

Exemples.Soit A la formule Vz p(a,x). Les quatre interprétations introduites plus haut
attribuent aA une valeur de vérité :

— Dz, =N, LIi.[p| =<, L.]a]=0;0nal A.

- ‘DIQ = N, IQC[p] =<, IQc[a] =1;0n a%IQ A.

— Dz, =7, I3.[p] = <, Is]a] =0 ;0nalz A.

— Dz, =S8, Li[p] =C, IiJa) = X ;onal=z, A.
Définitions. Soit A une formule du calcul des prédicats.

— A estsatisfaisableu consistantesi A a au moins un modele.

— A estvalide(cela se noté= A) siZ[A] = V pour toute interprétatiof.

— A estinsatisfaisableou inconsistansi A n’est pas satisfaisable, doncZ§id] = F pour

toute interprétatiof.
— A estsimplement consistantel contingentesi A est consistante mais non valide.

Théoreme (dualié validitt — consistance)La formule A est valide si et seulement sid est
inconsistante.

Exemples.
— YV p(a, z) est consistante mais non valide.
Dzl = N, ]1C[p] =<, Ilc[a] =0: ):Il A.
DI3 = Z, [3c[p] =<, ISc[a] =0: l?élg A.
— Vap(z) = p(a) est valide.
— Jdxp(z) = p(a) est simplement consistante.
Remarque.Tout schéma propositionnel valide est aussi un schéraedigatif valide. Par
exemple, du schéma propositionnel valide A = A , on peut déduire-—(p A q) = (p A q),
mais aussi-—Vzp(x) = Vap(z).

5.3.5 Quelques formules valides importantes

— (VeAAVzB) =Vz(A N B)

— (VA vV VzB) = Vz(AV B)
— V(A= B) = (VzA = VaB)
— V(A= B)= (VzA=VzB)

— Jdx(AV B) = (3zAV JzB)
— dz(AAB) = (dzA AN 3xB)
— Jdz(A = B) = (VxA = JxB)

— VzA = ~(3z -A)
— VA = drA

— VaVyA = VyVz A
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— daxdyA = Jdydx A

— JaVyA = Vydz A
On observera que le remplacement d’'une implication paeguoé/alence produit, dans chaque
cas, une formule non valide. Considérons par exemple leleda formuledz(A A B) =
(3zA A JxB). Il est évident, vu la régle sémantique se rapportariexistentielle, que,
si C = D est valide, alorsdzC' = dxD est valide. En conséquence, les deux formules
dx(A A B) = dzA et 3z(A A B) = JzB sont valides. D’autre part, i’ = D et
C = E sont vraies ou valides, alors = (D A E) est vraie ou valide. Il en découle que
dz(A A B) = (JzA A JzB) est valide.

Pour montrer que l'implication inverse (ou réciproque, amnverse) n'est pas valide, il
suffit d’en donner un antimodele. On prend pour domaineskembleN ; A(z) estinterprété en
“z estpair” etB(x) en “x estimpair”. La formulelz AA 3z B est vraie : elle signifie qu'il existe
au moins un entier naturel pair, et au moins un entier nainedir. La formuledz(A A B) est
fausse : elle signifie qu’il existerait au moins un entieunalta la fois pair et impair.

Notons enfin que le passage des quantifications informalbegjaantifications formelles
(et reciproguement) est un exercice important, souveiiefanais parfois délicat. Considérons
un exemple :

Toutes les licornes sont dangereuses, donc il existe umaéaangereuse.
Une modélisation hative telle que
VeLD(x) = JxLD(x)

pourrait laisser croire a la validité du raisonnemenbiinfel, ce qui serait incorrect. En
effet, les licornes n’existent pas; on peut donc les queldfas erreur de dangereuses (ou
d’inoffensives), mais on ne peut pas affirmer qu'il existe linorne, dangereuse ou non. Le
paradoxe apparent disparait si I'on utilise un modelsfgdrcorrect, a savoir

Vz[L(z) = D(z)] = Jz[L(z) A D(x)]
Cette derniere formule est consistante mais n’est padezali

5.3.6 Congquence logiquegquivalence logique

Définitions. SoitU un ensemble de formules et soiehet B deux formules.

— A est unecongquence logiqude U (cela se noté/ = A) si A est vrai dans tous les
modeles dé/.
Remarque En pratique, 'ensembl& sera souvent un ensemble de formules fermées.
On aalorsU = A sietseulementsV = Vx A.

— A et B sontlogiguemengéquivalentegcela se notel < B) siZ|A] = Z[B] pour toutes
les interprétationg.

Comme dans le calcul des propositions, op-a4 si et seulement §i = A .

Théoreme. Une formule est valide si et seulement si sa fermeture usillerest valide ; une
formule est consistante si et seulement si sa fermeturteaiislle est consistante.

Théoreme.Deux formulesA et B sont logiqguement équivalentes si et seulement si la famul
A = B est valide.

Remarque.Ces théoremes découlent immédiatement des défipirdes regles d'inter-
prétation. On notera que, si est la seule variable libre dd(x), alors A(z) et A(y) ne
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sont en général pas logiquement équivalentes, aid(z) et Vy A(y) le sont. On évite
des complications sans perdre d’expressivité en cormitiées problemes de validité, de
consistance et de conséquence logique seulement pouoresilés fermées. Lors de la
fermeture d’'une formule, 'ordre des quantifications n’a pgamportance (c’est pourquoi on
parle de “la” fermeture universelle ou existentielle d’daemule).

Théoreme de Echange.Soit A une sous-formule d’'une formulg et soitA’ une formule telle
queA «— A’. Soit B’ la formule résultant du remplacementdgar A’ dansB. On aB <« B'.
DémonstrationComme dans le cas propositionnel, on procede par industianturelle. Les
seuls cas inductifs nouveaux sont liés a la quantificaifaur la quantification universelle, on
doit seulement montrer que 8i(z) < B'(x), on a aussVz B(x) « Vz B'(z), ce qui est
évident.

5.4 Le théoreme de compaci

Le théoreme de compacité subsiste en logique prédeat un ensemble de formules est
consistant si et seulement si tous ses sous-ensemblefmisonsistants. On peut prouver ce
résultat important en adaptant la preuve donnée dansgie peopositionnel, mais nous verrons
un moyen plus rapide plus loin.
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6 Analyse des formules pedicatives

6.1 Methode simple pour formules simples

En logique propositionnelle, I'application directe degles sémantiques permet toujours
d’analyser une formule, c’est-a-dire de déterminer de adst valide, contingente ou
inconsistante. La méthode des tables de vérité cdeereette approche fondamentalement
simple. En logique prédicative, la situation est moinsofable parce qu’une formule
consistante admet souvent une infinité de modeles tf&atits. Néanmoins, si on accepte
certaines restrictions sur I'emploi des quantificateuegproche sémantique directe reste
possible.

6.1.1 Formules sans quantification

Une formule sans quantification est une combinaison baakele formules atomiques.
De telles formules peuvent s’analyser par la méthode ddsgale vérite, si on assimile tout
atome a une proposition élementaire. Considéronsxyemple la formuled :

P(a,a) N =P(a,z) N Q(a,b) N (Q(a,a) = P(a,x)).

La formule ® comporte quatre atomes syntaxiquement distincts qui, fohe @’occurrence,
sont P(a,a), P(a,z), Q(a,b) et Q(a,a). La version propositionnellele & s’obtient en
substituant uniformément a ces quatre atomes les pitigpusielémentaires distinctes, par
exemplep,, po, p3 €t py, respectivement, ce qui donne

p1 A p2 A ps A (pa = p2)

On note immédiatement les lemmes suivants :
Lemme 1Toute formule sans quantification admet une version praipasielle unique.
Lemme 2Si & est une formule sans quantification, la version proposietia de—® est la
négation de la version propositionnellede
Remarque.Deux formules sans quantification distinctes peuvent almiméme version
propositionnelle.
Définition.Une formule sans quantification estalide (resp.p-consistantep-contingente) si
sa version propositionnelle est valide (resp. consistaot&ingente).
ExempleLa formule® donnée plus haut egtcontingente, puisque sa version propositionnelle
est contingente>
Lemme 3.Une formule sans quantification est valide (resp. condistazontingente) si et
seulement si elle egtvalide (respp-consistantey-contingente).
DémonstrationVu le lemme 2, il suffit de demontrer qu’une formule sans difiaation
admet un modele si et seulement si sa version propositiierasmet un modele.
La condition est acessaireSoit I/ un modele deb. L'interprétation/ attribue une valeur de
vérité a chacun des atomes @deSoit J I'interprétation telle que/(py) est la valeur associée
par I au kieme atome deb ; l'interprétation./ est un modeéle de la version propositionnelle
de®.

5Cette version propositionnelle admet en fait un modeélesgtzp anti-modeles.
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La condition est suffisant&oit / un modele de la version propositionnelle®eOn construit
un modelel de® comme suit. Le domaine d’interprétation se compose destantes et des
variables ded. La fonction d’interprétation applique chaque terme sur lui-méme. Il reste
a définir I(P), pour tout prédicaf’ intervenant dan®. Si P est, par exemple, d'arité 2, il
faut définir, vu le choix que nous avons fait par /(P (dy,dy)) pour tousd;,d, € D. On
distingue deux cas : $(d,, dy) est lekieme atome dé, on posel (P(dy,d3)) = J(px), SInON

on choisit (arbitrairement)( P(dy, ds)) = V.

6.2 Methode des tableaux&mantiques

Dans le cadre prédicatif comme dans le cadre propositipfmenéthode des tableaux
sémantiques consiste en une recherche systematiquedetes. Pour déterminer sila formule
A est valide, on recherche un modele-6é; si un tel modeéle n’existe pasl est valide; s'il
en existe (au moins) un n’est pas valide. De plus, la méthode des tableaux sequaastiest
analytique : elle réduit une formule a ses composantsesens, les composants d’'une formule
universelleVz A(z) seront les formulesi(c), ou ¢ est n'importe quel terme; le composant
d’'une formule universell8x A(z) serala formuled(a), ola est une constante inédite, appelée
parametre. Le traitement de la quantification étantcdélinous en illustrerons d’abord les
dangers. On se limite a I'etude des formules ferméesucea’gst pas une réelle restriction.

6.2.1 Quelques exemples
Exemple 1 (né). Test de validité d&'x <p(x) = q(x)) = (pr(a:) = Vr q(a:)) .

Dans le tableau 50, on a d’abord instanei&zq(x) (formule existentielle, équivalente a
Jdx —¢(z)), en—q(a). On a ensuite instancié les formules universefleg(z) etVz (p(z) =
q(z)) enp(a) etp(a) = ¢(a). Intuitivement, une existentielle sera instanciée undesiis
(par branche), en utilisant une constante spécifique ; atraice, une universelle pourra étre
instanciée plusieurs fois, au moyen de toutes les comstadtisponibles. Pour rendre ceci
rigoureux, il faudra préciser les mots “pourra”, “spégife” et “disponible”.

Exemple 2 (incorrect!)Test de validité d&'z (p(x) v q(;t)) = <V.CE p(z) VVx q(x)) :

Le tableau 51 montre simplement que sa racine n‘admet pasodélena un élément. En
revanche, elle admet un modele a deux élements (ce dablEau ne montre pas; il est donc
incorrect!) et la formule testée n’est donc pas valide. tabfgme est lié au choix de la méme
constanten dans linstantiation de-Vz p(z) et de—Vx ¢(x). Cette identité est abusive : le
fait que les formuleg(x) et¢(x) admettent chacune des “contre-exemples” n'impliquent pas
gu’elles admettent des contre-exemples communs.

Exemple 2 (version corrige). Test de validité d&z (p(x) V ¢(x)) = (Ve p(z) V Vz q(z)) .

On recommence donc la dérivation, en utilisant pour lestertielles deux constantes
distinctesa et b. Cela implique naturellement que l'universelle soit insi@e au moyen de
a etdeb. Le tableau de la figure 52 comporte une branche ouverteullagcorrespond un
modeleZ de la racine, tel queZ{p(a)] = Z[q(b)] = VetZ[p(b)] = Z[g(a)] = F. Cette
interprétation montre que la formule testée n’est paisledtf. fig. 52).
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- (Va (p(x) = q(z)) T (Ve p(z) = Vrg(z)))
vz (p(z) = (), ﬁl(Vw p(z) = Vaq(z))
vz (p(x) = q(z)) ipr(x), —Vz q(z)
vz (p(z) = q(x)) , Vo p(x), ~q(a)

l
Vr (p(x) = q(ﬂj)) ,p(a), ~q(a)

p(a) = q(a),p(a), ~q(a)
/ N
—p(a),p(a), ~q(a) q(a), p(a), ~q(a)
X X

FIG. 50 — Exemple 1 (naif) ; I'étape encadrée est fautive.

= (Vo (p(2) V q(x)) = (Vep(r) V Vi g(x)))

!
Va (p(z) V q(z)), ﬁl(pr(x) VvV g(z))
Va (p(z) v q(z)) IVw p(x), ~Vx q(z)

vz (p() V q(x)) , =V p(x), ~q(a)

vz (p() V q(2)), =p(a), q(a)

!
p(a) Vv q(a), —p(a), ~q(a)
/ N
p(a), —~p(a), ~q(a) q(a), ~p(a), ~q(a)
X X

FIG. 51 — Exemple 2, tableau incorrect ; I'étape encadréeaesive.

Exemple 3.Test deVa3y p(z,y) A Ve—p(x,x) AVaVyVz (p(x,y) A ply, 2) = p(z, 2)) .
Le tableau semantique de la figure 53 est infini. Son unigaledbre doit étre considérée comme
ouverte car elle définit un modele (nécessairement Jrdimia formule testee.

Exemple 4.Test de validité pour la formule

Vedy p(z,y) A Va—p(z, z) AV2VyVz (p(z,y) A p(y, 2) = p(z, 2)) A Vo (g(z) A —q(x)).

Si, dans le tableau 54, on instanciait indéfinimgnBy p(z, y) , en négligeant a tort les autres
formules, la branche ne se fermerait pas et serait infinie.

Les exemples 1 et 2 suggerent que l'instantiation deseaskislles, ouexemplification
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FIG. 52 — Exemple 2, tableau correct.

se fasse au moyen de constanteslites appelées ausgaranetres Cela n’exclut pas les
formules a “petits” modeles : en I'absence du prédicécsd d'égalité, sfa, b} par exemple
est le domaine d'un modeéle dg {a,ay,...,b,by,...} donnera aussi lieu & un modeéle, si les
a; etb; sont des “clones” de etb, c’est-a-dire tels que, ¢[a/a;] ety[b/b;] aient méme valeur
de vérité, pour toute formule.

L'exemple 3 montre que la construction d’un tableau ségaatpeut ne pas se terminer, en
particulier si la formule étudiée est consistante maasiniet que des modeles infinis. On espere
néanmoins que la méthode permettra toujours de recimenas formules inconsistantes,
négations de formules valides.

L'exemple 4 indigque enfin que cette inconsistance pouri@itepas reconnue si les regles
de décomposition n’étaient pas appliqguées de manéeeitable”; il faut notamment se méfier
de la reglegérérative d’'instantiation des universelles, qui peut s’appliqueté&iiniment. On
doit I'appliquer a toute constante introduite par la reglexdraplification (sauf si la branche
se ferme).

6.2.2 Regles de écomposition

Aux regles propositionnelles et 5 s’ajoutent les regles prédicative®t .
— Regles de prolongation (type) et de ramification (typ&)
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Vody p(x,y) A Va—p(z,x) A VaVyVz (p(o,y) A ply, 2) = p(w, 2))
l
Va3y p(x, y), Ye—p(z, x) ANVaVyVz (p(z,y) A p(y, 2) = p(z, 2))
l
Vady p(z,y), Yo—p(z, ), VaVyVz (p(z,y) A p(y, 2) = p(z, 2))
!
Vxﬂyp(x, y): Elyp(ah y)7

Va—p(z, z), VaeVyVz (p(x,y) A p(y, 2) = p(z, 2))

l
Va3y p(z,y), plas, az),

Va—p(z, ), VaVyVz (p(z,y) A p(y, 2) = p(z, 2))

!
Va3y p(x,y), Iy p(az, y), play, as),
!
Va3y p(x,y), p(as, as), plas, az),

Va—p(z, ), YVaVyVz (p(z,y) A p(y, 2) = p(z, 2))

l
Vady p(x,y), plaz, as), p(as, az),
Vx—'p(x, .CL'), _‘p(ab al)a Va:Vsz (p(xa y) A p(y> Z) = p(iE, Z))

!

FiG. 53 — Exemple 3, tableau infini.

[ o Jo[a] [ 8 16 [5]
AL N Ay Ay | A BV By By | By
—\(A1 V Ag) -A; | A, —|(Bl N Bg) -By | B,
—|(A1 = Ag) A1 —|A2 Bl = BQ —|Bl BQ
_|(A1 = Ag) _|A1 AQ B; < By B; | =B,

— Regles grératives (typey) et exemplatives (typ®

L 2 [ ] | [ ¥ |
Vo A(z) || Ale) dr A(x) || A(

a)
-3z A(z) || ~A(c) —Vx A(z) || ~A(a)
Rappelons aussi la regle d’élimination des doubles ti@yz

(constante: quelconque)
(constante: inédite)

6.2.3 Construction d’'un tableau £mantique

On présente d’abord I'algorithme, qui est non déterntéipuis des restrictions a ce non-
déterminisme ; ces restrictions sont nécessaires psurexrda terminaison (dans certains cas)
et la complétude.

Algorithme de construction.
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VaIy p(z,y)
AVz—p(x,x) ANV2VyVz (p(z,y) A ply, 2) = p(z, 2))
AV (Q(xl) A =q(z))
VoI p(z,y),
Vae—p(z, z) ANVaVyVz (p(x,y) A p(y, 2) = p(z, 2))
AV (q(xl) A =q(z))
Vady p(x,y),
Va—p(x, ), VaVyVz (p(z,y) A p(y, z) = p(z, 2))
AV (q(xl) A =q(z))
Vady p(x,y),
Vo—p(z, x), VaVyVz (p(z,y) Apy, 2) = p(, 2))
v (q(x)l/\ —q(z))
VoI p(z,y),
Vo—p(z, x), VaVyVz (p(z,y) Apy, 2) = p(, 2))
vz (q(z) A ﬁQ(iﬂl)) ;q(a) A —q(a)
VaIy p(z,y),
Vo—p(x, x) AVaVyVz (p(x,y) A ply, z) = p(z, 2)),
Va (g(x) A —q(z)) , q(a), ~q(a)
X

FIG. 54 — Exemple 4.

Initialisation : une racine étiquetégA}.
Etape inductive sélectionner une feuille non marquéesoit U (¢) son étiquette.
— SiU({) contient une paire complémentaire, alors marguEmmefermée’ x’;
— Si U(¥) ne contient que des littéraux (sans paire complémetaters marquer
commeouverte'()’;
— SiU({) n'est pas un ensemble de littéraux, sélectionner uneuierehand’/(¢) :

— si c’est unen-formule A, créer un nouveau noedd descendant dé et étiqueter”
avecU (V') = (U()\{A}) U{a1, a0}

— si c’est unes-formule B, créer deux nouveaux nceudset ¢/, descendants dg
et étiqueter?’ avecU(¢') = (UX)\{B}) U {51} et étiqueter!” avecU(¢") =
(UO\{B}) U{fba};

— si c’est uney-formule C, créer un nouveau ncedtl descendant dé et étiqueter’
avecU (") =U0) U{v(c)};

— si c’est uned-formule D, créer un nouveau ncedt descendant dg et étiqueter’
avecU (V') = (U()\{D}) U {d(a)}, ola est une constantgui n'appardt pasdans
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U _56
Terminaisgr)l survient quand toutes les feuilles sont marquées.
Regles additionnelles de construction.
Le non-déterminisme de I'algorithme de constructionrnvient
1. lors du choix du nceud a développer;
2. lors du choix de la formule a décomposer dans ce nceud;
3. lors du choix du termelors d’uney-réduction?’

Il faut adopter une stratégie qui garantisse les deux tiongdisuivantes.

— Toute formule qui apparait sur une branche ouverte deréase voit appliquer une regle
de décomposition quelque part sur cette branche.

Autrement dit, toute formule décomposable est décomgos moins que la branche se
ferme.

— Pour toutey-formule A et toute constante qui apparaissent sur une branche ouverte,
une regle d’instantiation est appliquée a la formdlavec la constante quelque part
sur cette branche.

Toute constante apparaissant sur une branche est utidlisée moment donné pour
instancier lesy-formules sur cette branche, a moins gu’elle se ferme.

Un moyen simple et classique d’assurer le respect des comslid’équité est d’étiqueter
les nceuds par ddsstesde formules. Le(s) noeud(s) successeurs @st (sont) obtenus par
“décomposition” de la premiéere formule de la ligt€n) non réduite a un littéral ; la liste (n')
(etU(n"), s'il y a lieu) est obtenue en supprimant tén) la formule traitée, et en ajoutant
en fin de liste le(s) “composant(s)” adéquats. Dans le aasedformule générative, la formule
supprimée en téte de liste est réinsérée en queuetée lis

Une autre méthode appropriée est la suivante. Lorsquémgie générative est activée, on
construit immédiatement les instances correspondanitas les constantes introduites jusque
la dans la branche. De méme, quand une exemplificatioaiéstée qui provoque I'adjonction
dans la branche d’une constante inédite, on “réactive®4eeductions déja accomplies, pour
insérer les instances correspondant a cette nouvellstane. Ceci nécessite une gestion
organisée de I'ensemble des constantes et des activdtmeglles génératives.

La stratégie n’est pas nécessaire pour obtenir 'adémuamais elle I'est pour obtenir
la complétude. En effet, la stratégie ne vise qu'a @vieereport définitif de réductions
susceptibles de fermer une branche. Le point est d'ailldélgat, puisque la construction
d’un tableau sémantique peut ne pas se terminer.

560n voit que cette constante n'apparait pas non plus dafiguétte d’un ancétre de cette contrainte devrait
étre introduite explicitement si on convenait de ne pasin® les litteraux étiquetant un nceud dans I'étiquette
de ses successeurs (convention que I'on adopte parfoisafiéger la construction). Dans ce cas, il convient de
préciser que la recherche de paires complémentairests#gafess toute la branche, et non seulement dans son
dernier nceud.

57Lors d’unes-réduction, la constante choisie doit &tre inédite ; amajue le non-respect de cette condition
rendait la méthode inadéquate (exemple 1). En revanehehoix du nom de cette constante inédite est
clairement sans importance ; léséductions, au contraire desréductions, n’introduisent donc pas de vrai non-
déterminisme.
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Rappelons enfin que certaines regles de priorité permetieuvent d’'accélérer la
construction du tableau. En patrticulier, on effectueranlggductions avant les-réductions,
pour limiter le nombre de branchements. On évitera d’'mstx une~-formule par une
constante inédite (c’est inutile) sauf naturellementsdi@ncas ou aucunéréduction n’a pu
étre effectuée. L'exemple 5 (fig. 55) illustre certainescgs regles. Il illustre aussi un point
délicat. La formuleévz3y r(z,y) = JyVxr(z,y), our est un prédicat binaire, est non valide ;
on en déduit naturellement que /&ix, y) est une formule quelconque admettamty comme
variables libres, la formulez3y R(z,y) = JyVz R(z,y) estgéréralementnon valide. Pour
certains choix dek, la formule peut cependant étre valide ; c’est le cas notamisi R(x, y)

estp(r) = q(y).

- <V:1:E|y (p(x) = q(y)) = FyVzx (p(x) = q(y))>

vz3y (p(x) = q(y)) ,lﬂyvﬂc (p(z) = q(y))
Va3y (p(z) = q(y)), ~Va (p(fr)li q(c)), ~3yva (p(z) = q(y))
VzIy (p(z) = q(y)), ~(p(a) i> q(c)), ~3yva (p(x) = q(y))
Va3y (p(z) = q(y)), pla), ?(I(C)a —3yva (p(x) = q(y))

VaTy (p(x) = q(y)), ~FyVx (p(z) = q(v))
Jy (p(a) = Q(yi), p(a), ~q(c)
VaTy (p(x) = q(y)), ~FyVx (p(z) = q(v))
p(a) = q(b) 1p(a), —q(c)
Vo (p(z) = q(y)), ~Vz (p(z) = q(b)), ~FyVz (p(x) = q(y))
p(a) = q(b) l p(a), —q(c)
VaTy (p(x) = q(y)), ~FyVx (p(z) = q(v))
=(p(d) = q(b)), p(a) = q(b), p(a), —q(c)

VaTy (p(x) = q(y)), ~FyVx (p(z) = q(v))
p(d), =q(b), p(a) = q(b), p(a), —q(c)

/ N\
VaIy (...), =IyVae (...) VaTdy (...), =TIV (...)
p(d), ~q(b), —p(a), p(a),l —q(c) p(d)l, =q(b), q(b), p(a), ~q(c)
X X

FIiG. 55 — Exemple 5.
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Va3y (p(x) A q(y)) 7lﬁ3yvﬂc (p(z) A q(y))
Va3y (p(z) Aaly)), Ty (p(c)lA q(y)), ~3yva (p(x) A q(y))
Va3y (p(z) A qy)), (ple) AlQ(a)), —3yva (p(x) A qy))
Vady (p(z) Aq(y)), plc), %(a)) , ~3yva (p(x) A q(y))

Vaedy (...), -Jyvz (... Vedy(...), ~Jyvz (...)
p(0), q(d), p(c), q(a), ;p(b) p(b) 7lfJ(d), p(c), q(a), —q(a)
X

X

FIG. 56 — Exemple 6.

6.2.4 Acdequation de la nethode des tableaux @mantiques

Theoreme. Soit T'(A) un tableau sémantique dont la racine @dstSi T'(A) est fermé&?
alors la formuleA est inconsistante.

RemarqueVu que tout sous-arbre d’'un tableau fermé est aussi unaaliégmeée, on prouvera
un résultat apparemment plus fort, a savoir que les étigs de tous les nceuds (pas seulement
la racine) d’un tableau fermé sont inconsistantes.

DémonstrationOn prouve par induction sur la hautéudu nceud: dansT'(A) que I'étiquette
den est un ensemble inconsistant. Ce sera vrai en particuligr lparacine de I'arbre, dont
I'étiquette est le singletofiA}.

S8c’est-a-dire si toutes les branchesme4) sont fermées.
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— Cas de basg; = 0 : le nceudn est une feuille, nécessairement fermée, doine)
contient une paire complémentaire et est inconsistant.

— Cas inductifh > 0 : une reglen, (3, v ou o a été utilisée pour créer le(s) descendant(s)
du nceudn. Les casa et 5 sont les mémes que dans la démonstration de la version
propositionnelle du théoreme. On considere successneles cas eto.

— Regley: n : {Vz A(z)} U U,
|
n o {Vx Ax), Alc)} U Uy
U(n') est inconsistant par hypothése inductive, dbife) est inconsistant; en effet,
tout modele dé/(n) serait aussi un modéle d&r'), ou s’étendrait immédiatement
en un tel modele, au cas ou la constanténterviendrait pas dans,,.
— Regled: n : {FxA(x)} UU,
|
n : {A(a)} Ul
ou a est une constante qui n'apparait pas déiis). Si U(n) était consistant, il
existerait une interprétatiod = (D, I.,I,) telle queZ[3z A(x)] = V, donc |l
existeraitd € D tel queZ, q[A(z)] = V.
Définissons7 = (D, J., I,) avecJ, obtenu en étendaiit]. de sorte quéel.[a] = d.
Alors, J[A(a)] = V et J[Uy) = Z[Uy] = V, doncJ satisfait U(n’), une
contradiction.

6.2.5 Compektude de la néthode des tableaux@mantiques

On abordera la complétude comme dans le cas propositionadh notion d’ensemble de
Hintikka.

Ensembles de Hintikka. Définition. Soit U un ensemble de formules fermées, (&t
'ensemble des constantes individuelles ayant au moinsoaoerrence dan&. L'ensemble
U est unensemble de Hintikksi les cing conditions suivantes sont satisfaites :
1. SiA estune formule atomique, onag U ou—A & U.
Sia € U est unex-formule, alorsy; € U etay € U.
Si € U estune3-formule, alors3; € U oufy € U.
Si~y est uney-formule, alors pour tout € C; on ay(a) € U.
Sid est unej-formule, alors il existe: € Cyy tel qued(a) € U.

Théoreme. Soit b une branche ouverte d’'un table@uconstruit en respectant les conditions
d'équité. L'ensemblé’ = | JU(n) est de Hintikka.

neb
Démonstration.La condition d’ouverture assure le respect parde la condition 1. Les
reglesa, 3, v et d permettent’insertion dansU des éléments requis par les conditions 2,
3, 4 et 5, respectivement. La stratégie de construdtiggoseque tout eélément ajoutable soit
effectivement ajouté.

a s

90n est sOr de pouvoir procéder a I'extension puisgest une constante inédite, telle gisén] n’existe pas.
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Remarquela brancheb peut étre infinie ; dans ce cas, elle est nécessairemesttewst elle
définit un modele infini.

Lemme de Hintikkalout ensemble de Hintikka est consistant.

Démonstration.Soit U un ensemble de Hintikka. Leockle canoniqueZ;, = (D, 1., I,)
associé d/ est défini comme suit :
— D ={a,b,...,} estl'ensemble des constantes apparaissant dans les ésroeil ;
— On construit la fonction d’interprétatiai) comme suit :
— Pour toute constantec D, on posel.[d] = d.
— Pour tout symbole prédicatif(arité m) apparaissant daris, on pose
LIp|(I]ai], ..., I.[am]) = V,sip(as,. .. an) €U,
Lp|(I]ai],..., I[an]) =F, si-p(ay,...,an) € U.
L[pl(I.[a1], ..., I.[a,]) est arbitraire s{p(ay, ..., am), ~p(ay, ..., an) N U = 0.
— I, est quelconque, puisqu’il 'y a pas de variables libres.
Il reste & montrer que pour toute formule (fermé&ek U, on aZ[A] = V. Cela se fait par
induction sur la structure dé. (Exercice.)

Complétude. Comme dans le cas propositionnel, on peut montrer que si bieata
sémantique (respectant la stratégie de constructigargue®rt, alors la formule étiquetant la
racine est consistante. Un modele est le modele canodigliintikka associé a une branche
ouverte. On en déduit que di est une formule inconsistante, tout tabl&aA) (respectant
la stratégie de construction) est fermé. Rappelons cues tk cadre prédicatif, une branche
peut étre infinie. Cependant, si on respecte la straté&g@dstruction, une branche infinie est
nécessairement ouverte.

Pour analyser une formule (ferméé) on peut construire les tableaux sémantidiiéd)
etT(—A). SIiT(A) est fermé (et donc fini)4 est inconsistant. SI'(—A) est fermé (et donc
fini), A estvalide. SI'(A) etT(—A) sont ouvertsA et —A sont simplement consistants.

Dans le cas propositionnel, I'analyse se termine toujddass le cas prédicatif, I'analyse
peutne pas se terminer sl et =A sont simplement consistants. Cela n’a rien d’étonnant;
contrairement au calcul des propositions, le calcul dedipats n’est que semi-décidable.

6.3 Meéthode des équents
6.3.1 Dualite entre £quents et tableaux

Comme dans le cas propositionnel, on peut “par dualitéémibune dérivation de séquent
au départ d’'un tableau sémantique.
Un exemple suffira a rappeler le procédé. La validitéadimimule

(Vzp(x) VvV q(r)) = Vo (p(r) V q(7))

est demontrée par la méthode des tableaux (figure 57) gariscelle des séquents sans
antécédent (figure 58). D'une figure a l'autre, I'arbré egourné et chaque formule est
remplacée par son complément. Les feuilles ferméesedaent des séquents valides ou
axiomes les feuilles ouvertes deviennent des séquents non gatidéypotleses Dans les
tableaux sémantiques, les ensembles de formules sornmbifig et la virgule a donc valeur
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conjonctive. Dans les séquents, la virgule a valeur datjea quand elle se trouve a droite de
la fleche, dans le succédent. Un séquent peut aussi avaimtécédent, dans lequel la virgule a
valeur conjonctive. On ne change pas la sémantique dguesé en faisant passer I'une de ses
formules du succédent vers I'antécédent ou récipromunt, a condition de changer sa polarité.
Par exemple, les quatre séquents ci-dessous sont &ntival

= (Vo p(z) V Vo Q(w)i = Va (p(z) V q(x)))
(Vzp(x) VVzq(z)), ~Vo (p(x) V q(x))
/ N\
Vo p(x), =V (p(r) V q(v)) Y q(z), ﬁVxl(p(x) Vv q())
Va p(x), - (p(f) Vv q(a)) Vr q(x), ﬂl(p(&) Vq(a))
Vi p(x), ﬂp(ai, —q(a) Vv Q(I)lﬁp(a), —q(a)
Va p(x), p(a), ~p(a), ~q(a) Vr q(z), q(a), ~p(a), q(a)
X X

FIG. 57 — Un tableau sémantique . ..

A A
— WV p(x), —p(a), p(a), q(a) — Vzq(x),~q(a),p(a), q(a)
— =V p(z), p(a), ¢(a) — WV g(x),p(a),q(a)
— WV p(z), (p(a) v q(a)) — Vrg(z), (p(a) V q(a))
— Vap(x), Ve (p(r) V q(z)) — Vzq(x), Vo (p(r) V q(x))
— ~(Vap(z) VVrq(z)), Vo (p(r) V q(z))
— (Yap(z) VVrq(r)) = Va (p(z) V q(z))

FIG. 58 — ... et la dérivation de séquent duale.

6.3.2 Regles du systme de Gentzen

Comme dans le cas propositionnel, un séquent est un axideneg@me atome (variante :
la méme formule) apparait dans I'antécédent et dansdeéslent. En outre, les regleset
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A A

Vrp(z),pla) — pla),q(a) vz q(x),q(a) — pla),q(a)
Vzp(r) — pla),q(a) Vzq(z) — pla),q(a)
Vzp(r) — (pla)Vq(a)) Vzq(z) — (pla)Vq(a))
Vep(r) — Vo (p(r)Vq(z)) Vrq(z) — Vz(p(z)Vq(z))

(Vzp(x) VVzq(z)) — Vo (p(z)Vq(r))

— (Vo p(r) VVrq(z)) = Vo (p(r) V q(z))

FiG. 59 — Dérivation, séquents avec antécédent.

sont les mémes que dans le cadre propositionnel. Nousloaspeeulement celles relatives a
implication.
— reglea:
UA — VB
U — V, (A= B)
— reglegs :
U—- VA UB —V
U (A=B) -V
On ajoute des regles génératives (reglest les regles d’exemplification (reglé¥y pour
traiter les formules quantifiées :
— reglesy :
U — V, 3z A(z), Ac)

R e v v A(z)
v U, Vx A(x), A(c) — V
’ UV Alx) — V
— regless :
2 U =V, Alg) sia N'apparait pas dans la conclusion
U SV, VaAg) O enapparaitp '
= U Ala) = V si a n’apparait pas dans la conclusion.

U,z Ax) — V
La dérivation de la figure 58 (séquents sans antécédshteprise dans le cadre général a
la figure 59. La figure 60 montre la dérivation relative a torenule importante. On voit a la
figure 61 comment I'analyse d’une formule non valide peutdtire & une séquence infinie.
La figure 62 illustre le danger du non-respect de la restrictittachée a la regle C’est cette
restriction qui empécherait ici la fermeture (incorr@ctea dérivation de la figure 62 montre
gue la formule est vraie dans un domaine réduit a un aénsans mettre en évidence le fait
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— essentiel — que la méme formule est le plus souvent faumse ah domaine comportant
plusieurs éléments.

A
Vyp(a,y),p(a,b),p(a,a) — 3zp(x,b),p(a,b)
(reglev, V)
Vyp(a,y),p(a,a) — 3xp(x,b),p(a,b)
(reglev, V)
Vyp(a,y) — 3xp(x,b),p(a,d)
(reglev, J)
Vyp(a,y) — 3wp(z,b)
(regleo, V)
Vypla,y) — Yy3ap(z,y)
(regled, 9)
JaVyp(x,y) — YyIzp(z,y)
(reglea, =)
— JaVyp(z,y) = Vy3drp(z,y)
FIG. 60 — Validité dedaVy p(z,y) = VyIz p(x,y).
H?
V3, p(d,b),ple,c),p(c,a) — IV, p(b, f), p(c,g), pla,b)
1
V3, 3z p(x,b), 3w p(x, ), plc,a) — IV, Yyp(b,y), Yyp(c,y), p(a,b)
N
Vy3z p(z,y),p(c,a) — FaVyp(z,y), p(a,b)
1
Vy3z p(z,y), 3z p(r,a) — IaVyp(x,y), Yypla,y)
N
VyJep(e,y) — vy p(z,y)
a=

— Vy3zp(z,y) = JaVyp(z,y)

FIG. 61 — Non-validité d&/y3z p(z,y) = FaVy p(x,y).

6.3.3 Propriétes du syséme de Gentzen

Adéquation et comgltude.Une formuleA est valide si et seulement si elle est racine d’'une
dérivation de séquent finie dont toutes les feuilles sestakiomes.
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A

Nvy3dzp(z,y),pla,a) — J2Vyp(z,y), pla,a) !
nel

Vy3z p(z,y), 3w p(z,a) — JaVyp(z,y), Yypla,y)

VyJep(x,y) — JaVyp(z,y)

o =
— Yy p(z,y) = JaVy p(z,y)

FIG. 62 — Dérivation incorrecte d&y3z p(z,y) = JaVy p(z,y) .

Terminaison.L’'obtention d’'une dérivation adéquate exige le respamel stratégie equitable,
comme pour les tableaux sémantiques. Malgré cela, yaead’'une formule non valide peut
donner lieu a une dérivation infinie.

Analyticitt. Une regle esainalytiquesi tous les composants (formules et sous-formules) des
prémisses apparaissent dans la conclusion. Les regéss sont analytiques. L'idée sous-
jacente est que la découverte de prémisse(s) apprégreae départ de la conclusion doit étre
triviale. En ce sens, on peut considérer que les regkmnt analytiques. Pour les reglesle
choix de la constante devient critique s’il peut étre effectué d’une infinité chanieres. Ce
sera le cas pour le calcul des prédicats avec symbolesdanels (pour l'instante ne peut
étre qu’une constante individuelle).

Réversibilie. Tout modele des prémisses d’'une regle (correcte) esi amsmodele de sa
conclusion. Une regle eséversiblesi la réciproque est également vraie. Les regles et~
sont réeversibles. Les reglésont “quasi réversibles” : tout modele de la conclusiont fire
etenduen un modele de la prémisse. Dans tous les cas, la vatidita conclusion implique
celle de la ou des prémisse(s).

Remarque.La correction des regles) n’est pas évidente; elle dépend crucialement de la
condition imposée a la constante

6.4 Syséme axiomatique de Hilbert
6.4.1 [Efinition du systtme

Le systeme formelH a déja été présenté dans sa version propositionragtire ou il
présentait peu d’intérét, vu I'existence de procédute décision relativement efficaces. La
version prédicative, plus intéressante, est congtitlee

— cingsctemas d’axiomes

1. FA=(B=A)

FA=(B=C))= (A= B)= (A=0))

F (=B = -A)= (A= B)

- Vx A(x) = A(t) (sauf capture)

FVx (A= B(z)) = (A= VxB(z)) ouxn’estpas libre dand

a r wn
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— laregle d'inference Modus Ponens
HA FA= B
- B
— laréegle de @réralisation:
F A(x)
- Va A(z)
Remarque.La restriction relative a la capture est naturellementersslle ; l'instance
Vo Jyp(x,y) = Jyp(y,y) ne peut pas étre un axiome, parce que ce n'est pas une formule
valide. De méme, l'instancér (p(z) = p(z)) = (p(z) = Vzp(x)) du schéma 5 ne peut pas
étre un axiome.

Remarqued.’expression

A= (B=A)

est un schéma d’axiome; cela implique, notamment, quertaufte

r=>q¢)=((p=>r)=(@=19q)

est un axiome. L'expression
A= (B=A)

est une assertion ; cette assertion exprime 4ue- (B = A) est un (schéma de) théoréme,
c’est-a-dire, est dérivable dans le systeme de Hilidotons enfin que les notions de preuve,
de dérivation et de théoréme sont les mémes que dandie peopositionnel.

6.4.2 Regle de @&duction

La régle de déduction est une regle d’inference d&rivdéja introduite dans le cadre
propositionnel :

UAFB
UrA=B

Cette regle reste correcte dans le cadre prédicatifnditton de respecter lors de son emploi
une restriction essentielle : dans la déductiorBdepartir del/ U { A}, on n'utilise pas la régle
de généralisation sur une variable ayant une occurréi@dansA. Le non-respect de cette
restriction conduit aisément & des “théoremes” noidesl Par exempley(z) - Vz p(x) est
licite (il suffit de généralisep(x) F p(x))®° maisp(z) = Va p(z) ne peut étre un théoreme
puisque ce n’est pas une formule valide.

Remarquell est préférable d’interdire les variables libres a ga du symbole-, comme
d'ailleurs & gauche du symbote. Cette restriction n’est pas réellement génante.

Pour justifier la regle de déduction, on doit montrer quetg¢oconclusion obtenue en
l'utilisant aurait pu aussi étre obtenue sans l'utilid@ans I'optique constructive que nous
adoptons, cette preuve sera fournie par une technique dersiton d’'une dérivation du type
U, A+ B en une dérivation (nettement plus longuelde (A = B). Cela se fait en adaptant

60Dans certaines variantes du systéme axiomatique de Hitteegenre de dérivation indésirable est illicite, ce
qui est intéressant. Le systeme que nous présentorst isteanmoins plus simple, globalement.
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la technique donnée dans le cas propositionnel. Le seut p@licat est la conversion des
fragments du type
UAF C(x),
UAFEVzC(x).
La conversion est
F A= C(x),
- Vr (A= C(x)),
UFVz(A=C(z)) = (A= V2 C(2)),

Latroisieme ligne n’est correcte quersi’intervient pas dand, d’ou la restriction concernant
'emploi de la regle de généralisation dans les déiives

6.4.3 Substitution uniforme,échange

Le principe de substitution uniformeste valable dans le cadre prédicatif. Cela revient &
dire qu’un théoreéme propositionnel donne lieu & un swée théoreme. Par exemple,

p=(p=q

est un théoréme, donc

-A= (A= B)

est un schéma de théoreme, et

¥z P(z) = (Vo P(z) = Yy (R(y) = Q(2)))

est un théoreme. L'adaptation de la démonstration dereri logique propositionnelle est
immédiate.

Laregle de lechangeeste valable aussi. Par exempledsi B est un théoreme et 6l est un
théoréme, toute formule obtenue en remplagant une @igpits occurrences dépar B dans
C sera aussi un théoreme.

Exercice Justifier formellement les regles!

Mentionnons encore deux regles dérivées elémestaies utiles. Dans le cadre prédicatif,
on appelle souverntutologieune formule qui s’obtient par substitutions uniformes apatt
d’'une tautologie propositionnelle. La regfgopositionnelle(notée PC) affirme que toute
tautologie est un théoreme. C’est un corollaire imméda la propriété de complétude du
systeme de Hilbert propositionnel et du principe de stlisin uniforme (dans sa version
prédicative).

RemarquesVu la regle propositionnelle, on autorise dans la suitectamecteurs/, A et=,
jusgu’ici exclus. La justification “PC” couvrira la reglé aussi toutes les regles utilisables
dans le cadre propositionnel. On (ré)introduit aussi langdicateur existentiel, en admettant
que Jx ¢ est une variante notationnelle d&'z —¢ . La régle PC est souvent implicitement
couplée avec une version élémentaire de la regle dedigge. Si I'équivalencd = B est une
tautologie, on s’autorise & déduire immédiateniémt B deU + A.
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6.4.4 Quelques érivations

Théeoréme.F p(a) = Jzp(x)
Démonstration.

1. F Va—p(x) = —pla) (Axiome 4)
2. F pla) = —~Vax—p(z) (PC, 1)
3. F pla) = Fzp(x) (Définition 3)

Théoremel (A = Vo C(z)) = V(A = C(z)), siz n"apas d’occurrence libre dans
Démonstration.

1. A A=VeC(z) F Ve C(x) (Hypothese, MP)
2. A A=VeC(z) F C(x) (Axiome 4, 1)

3. A=VaC(z) F (A= C(x)) (Déduction, 2)
4., A=Vaz(C(z) F Vo (A= C(x)) (Généralisation, 3)
5 F (A=VeC(x)) = Vo (A= C(x)) (Déduction, 4)

RemarqueQuelle(s) étape(s) de la demonstration serai(en)itélis) si la restriction n’était
pas respectée ?

Théeoréme.t Vz (p(z) = ¢q) = (3xp(z) = ¢q), Siz n'a pas d’occurrence libre dans
Démonstration.

1. Va(p(z) = q) F Yz (p(z) = q) (Hypothése)
2. Vz(p(z)=q) F Vo (-q= —p(z)) (PC, échange, 1)
3. Vz(p(z) = q) F —~q = Va-p(x)) (Axiome 5, 2)
4. Vz(p(x) = q) F Jxp(x)=q (PC,3, 3)
5. Jzp(x)=qF Jzplx)=¢q (Hypothese)
6. Jrp(x)=qF —q= Vrp(z) (PC,3,5)
7. Jxp(z) = q F Vo (-q= —pz)) (Théoreme, 6)
8. Jzp(x)=qF Vz(p(z)=q) (PC, 7)
9. FVz(p(z)=4q) = Bxpx) =q) (Déduction, 4, 8)

RemarqueQuelle(s) étape(s) de la demonstration serai(en)itélis) si la restriction n’était
pas respectée ?

Il est permis d'utiliser une existentiell&r p(x) en posant “soit: tel quep(z)”, ou “soit a
tel quep(a)”. La régle des constantésrmalise ce mode de raisonnement.

Theoreme. (Rgle C).SiU + Jzp(x), sixz n'a pas d’occurrence libre dans et si on peut
établirU, p(x) + A sans généralisation suralorsU + A.

Démonstration.

1. Up(z)F A (Hypothese)
2. Ut plx)=A (Déduction, 1)
3. Uk Ve(p(z) = A) (Généralisation, 2)
4. U F Jzp(x)= A (Théoréme)
5. U+ Jzp(x) (Hypothese)
6. UF A (PC, 4,5)

Remarquel’usage de laregle C est soumis a deux restrictions inaptes, dont le non-respect
conduit naturellement a des erreurs.
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1. Le “blocage” de la généralisation suest nécessaire ; il permet I'application de la regle
de déduction (ligne 2 de la démonstration). Négliger loedge permettrait de prouver
par exemplélz p(z) + Vap(z). Enposant = {3z p(z)} et A = Va p(x), on aurait

1. Jxp(z) B pr( ) (Hypothése)
2. 3up(),pl) - pla) (Hypothese)
3. Jzp(x),p(x) F Vep(x) (Généralisation)
4. FJrp(x) F Vep(x) (Regle C [usage incorrect])

2. L'absence d’'occurrence libre de dans A permet d'utiliser le (méta)théoreme
Ve(p(x) = A) F (Bxp(x) = A) a laligne 4 de la démonstration. Négliger cette
exigence permettrait aussi de proudarp(z) + Vzp(z). En posant cette foi§ =
{3z p(z)} et A = p(x), on aurait

1. Jxp(zr) F Jzp(e) (hypothese)
2. Jdzp(x),p(x) F p(x) (hypothese)
3. Jzp(x) - p(x) (Regle C [usage incorrect])
4. Jxp(z) F Vop(z) (Généralisation)

Remarque.Nous avons signalé qu'un moyen simple et radical d'évies risques de
généralisation abusive était de proscrire toute végilibre a gauche du symbote L'emploi

de la régle C est une entorse temporaire a cette pratiqu@aBiculier, méme si ce n'est
pas formellement requis, 'ensemhbledes hypothéses devrait ne contenir que des formules
fermées.

La regle C n’est pas indispensable mais elle a le mériteedédre plus intuitives certaines
preuves, et de formaliser une démarche fréquente enematiue. Observons par exemple
gu’une dérivation directe de

FxVy p(z,y) = Yy3x p(z, y)

peut étre laborieuse mais, d’'apres la reglel est suffisant de prouver

Vyp(a,y) = Vy3zp(x,y)

ou encore de prouver
pla,y) = Jzp(x,y)

ce qui est évident.
Remarque Certains auteurs utilisent la regle “naturelle”

% (a inédit)
Cette regle a un sens intuitif clair : on donne un nom (itf)&liun objet dont I'existence est
prouvée. Si on accepte cette regle (ce que nous ne faismsgn doit nuancer le fait que,
en I'absence de variables librdg,- A équivaut &/ | A. Dans le méme ordre d’idée, on
pourrait refuser (ce que nous ne faisons pas non plus) t@uterglisation de variable libre
présente dans une hypothese, et en fait se restreindieypotheses sans variable libre. Cela
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bloquerait une déduction du typéz) - Vz p(x). En fait, plusieurs variantes existent pour le
systeme de Hilbert, chacune ayant ses avantages et segéngents.

Remarque Unethéorie du premier ordrest définie par une collection d’axiomes utilisant un
lexique spécial, pouvant comporter des constantes ithailies. Par exempl€y [z xi(z) = €]

est un axiome de la théorie des groupese @&énote I'élément neutre. La constaatee sera
jamais “inédite” au sens ou ce mot est utilisé ici, mémelle n'a qu'une seule occurrence
dans les hypothéses d’'une dérivation. En particuli€\déaivation”

1. Uk Vz[zxi(z) =€ (hypothése)

2. Ut VyVa|rxi(z) =y (Généralisation 1)
est naturellement incorrecte ; elle illustre les dangerkadegle “naturelle” que nous venons
d’évoquer.

6.4.5 Acdequation et compEtude du syséme de Hilbert

La preuve d’adéquation consiste, comme d’habitude, atreoque les axiomes sont des
formules valides, et que les regles d’inférence présdria validite. On a les résultats suivants.

Lemme.SoientA une formule,z une variable et un terme tels que l'instantiatiop:/t] ne
provoque pas de capture de variable ddnalors Vx A = A[z/t] est une formule valide.
LemmeSi A et B sont des formules et siest une variable sans occurrence libre danalors
Vz (A= B(x)) = (A= Vz B(x)) estune formule valide.

LemmeSi A est une formule valide, alokse A est une formule valide.

Théoreme Le systeme de Hilbert est adéquat.

Les démonstrations sont laissées au lecteur.

La technique de Kalmar, utilisée pour prouver la complétdu systeme de Hilbert dans le
cadre propositionnel, n'est plus applicable dans le cadgdigatif, puisque la notion de table
de vérité n’existe plus. L'idée de base de cette tectm@ait de montrer que toute conclusion,
a laquelle la méthode des tables de vérité pouvait dopgdiestait accessible a la méthode de
Hilbert. Cette idée reste valable ici, il suffit de prendreautre point de départ et de montrer,
par exemple, que toute dérivation effectuée dans leeBystdes séquents de Gentzen peut
étre simulée dans le systéeme de Hilbert. Concretencetd,implique de démontrer le lemme
Suivant :

LemmeTout usage des regles 3, v etd dans le systeme de Gentzen peut étre simulé dans le
systeme de Hilbert.

DémonstrationNous considérons successivement une raglee regles3, une regley et une
regled. Les autres regles sont laissées au lecteur.

Lemmen. La regle de Gentzen
— V,-A B

— V, (A= B)
est simulée dans le systeme de Hilbert par la regle

FW VoAV B
WV (A= B)
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Lemmes. La régle de Gentzen

— VA — V,-B
— V.-(A= B)

est simulée dans le systeme de Hilbert par la regle

FWvVA FWvV-B

FWvVv-(A= B)

Lemmey. La regle de Gentzen
— V,3z A(z), A(c)
— V,3x A(z)

est simulée dans le systeme de Hilbert par la regle

FW v 3z A(x) V Ale)

W v 3z A(z)
Démonstration.
1. F Vz-A(z) = -A(e)
2. F =Vx —\A(.CL“) V —\A(C)
3. FVVaVr-A(z) V -A(e)
4, FV v drAx) v -Ac)
5 F Vv 3zA(z) v Ac)
6. FV Vv 3zrA(x)
Lemme). La regle de Gentzen
— V, A(a)
— V,VzA(z)
est simulée dans le systeme de Hilbert par la regle
FW Vv A(x)
W VvV VzA(x)

Démonstration.
1. FVV Ax)
2. F V= A(x)
3. FVz(=V = A(x))
4, F 2V = VzAx)
5 FV Vv VrA(x)

Corollaire. Le systeme de Hilbert est complet.

(Axiome 4)
(PC1)
(PC2)

()
(Hypothese)
(PC4,5)

(Hypothese)
(PC1)

(Généralisation 2)
(Axiome 5, PC 4)
(PC 4)

Corollaire. Si U et A sont sans variables libres or/a- A si et seulement g7 = A.
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6.4.6 Preuve indirecte du tleoreme de compaci

On doit prouver que tout ensemble inconsistant admet uneossmble fini inconsistant;;
on peut se limiter aux ensembles de formules fermées. (Baih ensemble inconsistant
de formules fermées, donc tel qidé = A pour toute formuleA, et en particulier pour
A = =(p = p). Vu la complétude du systéeme de Hilbert, oi/a- A, donc il existe une
dérivation dont la derniere ligne ekt - A. Cette dérivation est nécessairement finie (par
définition) et ne peut donc évoquer qu’un nombre fini d’nyy@ses. Ces hypotheses forment
un sous-ensemble fili de U, tel queV + A. Le systeme de Hilbert étant adéquat, on a
nécessairement = A, ce qui montre qué&” est inconsistant.

7 Logique prédicative avec fonctions

En mathématique, on rencontre souvent des formules du type
r>y = (x+1)>(y+1),
ou encore, en notation préfixée,
> (z,y) = > (+(z,1),+(y. 1))

Ce sont des instances du schéma

p(z,y) = p(f(x,a), fly,a)).

Il est naturel et utile de compléter le langage des préslipar dessymboles fonctionnetgui
représenteront ddsnctionssur le domaine d’interprétation.
On introduit donc
— F =A{f,g,h,...} : un ensemble de symboles arbitraires appsgyesboles fonctionnels
(chacun ayant une arité),
en plus desymboles prdicatifs desconstantegt desvariables

7.1 Syntaxe du calcul des pedicats

La syntaxe desermesest généralisée mais les regles syntaxiques défirtisaformules
sont inchangées. Le concepttéemeest défini recursivement :
— Unevariableest un terme.
— Uneconstanteest un terme.
— Si f est unsymbole fonctionndhritém) et sity, ts, ..., t,, sont degermes
alorsf(ty,...,t,) estun terme.
Rien d’autre n’est un terme.

RemarquesLes constantes sont des symboles fonctionnels d’aritén@elyne estloss’il ne
contient aucune variable.

Exemples de termes
a x fla,z) g(f(a)) [f(g(z hy))) -
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Exemples de formules atomiques

pla,b) plz, fa,x)) p(flab), f(g(z),9(x))) .

7.2 SEmantique du calcul des pedicats

UneinterprétationZ est un triplet( D, 1., I,) tel que
— D estun ensemble non vide, appdtemaine d’interpétation;
— . est une fonction qui associe
— atouteconstante:, un objet/.[a] appartenant &,
— atoutsymbole fonctionnef d’arité m, une fonction/.[f] de D™ dansD ;
— a tout symbole prédicatjf d’arité n, un prédicat d’aritér sur D, c’est-a-dire une
fonctionI.[p] de D" dans{V,F};
— I, est une fonction qui associe a toute variablen éléement/, [z] de D.

Les regles d’'interprétation permettent d’associer ujetotbe D a chaque terme et une valeur
de vérité & chaque formule. Sdit= (D, 1., I,) une interprétation. On a
— Siz est une variable libre, aloBz] = I,[z].
— Sia est une constante, aldf$a] = I.[al.
— Si f est un symbole fonctionnel d’arité et sit, -, . . . , t,, Sont des termes,
alorsZ[f(ty,ta, ... tm)] = LIfI(Z[t1], Z[t2], - - ., Z[tm])-
Les regles d'interprétation des formules sont inchasgé

Exemple La formule

Vavy (p(z,y) = p (f(z,a), f(y,a)))
est satisfaite par I'interprétation

T, = (Z,1.,1,): I.Ja) =1, I.[f]= +, L[p] = <,
mais pas par l'interprétation

Iy =(Z,1.,1,) : 1.]a) = =1, I.[f] = *, I.]p]| = >.

7.3 Formes normales

Nous avons vu au paragraphe 3.6.1 I'intérét de définifal@ses normales, ou canoniques,
pour les formules et les objets formels en général. Lesnstde formes normales disjonctives
et conjonctives se sont révélées fructueuses en logioppositionnelle et il en ira de méme en
logique prédicative.

On peut raisonnablement espérer que les notions propasdiles continuent a s’étendre
au cadre prédicatif, moyennant quelques restrictions wloges complications liées
notamment a la quantification. Par rapport a celle-ci, @atpenvisager deux types de
normalisation. D’une part, on peut s’efforcer de restregnid quantification a des formules
aussi “simples” que possible, et montrer que toute formalé pe ramener a une combinaison
booléenne de formules quantifiees “simples”. On peut tdéapart imposer que la portée
des quantifications soit toujours maximale, et que tout atewit dans la portée de toutes
les quantifications présentes dans la formule. Il n'estgadent a priori de savoir s'il est
préferable de minimiser ou de maximiser la portée destifiGations. L'étude qui suit montre
gue les deux techniques ont leur utilité.
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7.3.1 Lois de passage

Si on envisage de modifier la portée d’'une quantificatiors sdtérer la sémantique de la
formule concernée, il faut connaitre les relations exiséntre les quantifications et les atomes,
entre les quantifications et les connecteurs et entre lagtifoations entre elles.

Si ® est un atome ne comportant pas la variableu, plus généralement, une formule
ne comportant pas d'occurrence libre dealors les trois formule®, Vx ® et 3z ¢ sont
logiquement équivalentes. Concretement, cela signifeetqute quantification portant sur une
formule ne comportant pas d’occurrence libre de la varigblentifiee est superflue et donc,
en pratique, supprimée. Une formule telle quevy 3z P(z,y) peut donc se simplifier en
Vy 3z P(z,y); la formuleVz A(z,y) se simplifie enA(x, y) maisVz A(x,y) ne se simplifie
pas.

Les formules valides introduites au paragraphe 5.3.5 itaast un bon point de départ
pour déterminer les relations entre quantificateurs etecteurs. Un raisonnement sémantique
direct permet de vérifier les équivalences logiques siiés concernant les connecteurs de
négation, de conjonction et de disjonction :

Vr—=® < —dzxd dz =P <~ Vrd
Ve (P AVY) «— Ved AVzVU |dz(QV V) < dxd VvV
Ve (® VE) < VrdVE (P AZ) «— FrdAE

Dans ce tableau,
® et ¥ désignent des formules quelconques,
= désigne une formule sans occurrence libre:d

)

On dit parfois que la quantification universelle distribuee donjonction et que la
guantification existentielle distribue la disjonction.fpalons, comme cela a €té mentionné
au paragraphe 5.3.5, que la formute(® v ¥) est en général strictement plus faible que la
formuleVz ® v Vz U, tandis que la formuléx (& A U) est en général strictement plus forte
que la formuledz ® A 3z U.%! Notons enfin que, 'implication étant de nature disjonetion
a aussi

|32(® = V) & Vad = TV |

7.3.2 Forme pure

Une formule® est pure si toute sous-formule dé se trouvant dans la portée d’'une
guantification sur une variable comporte une occurrence libre de Les lois de passage
permettent de réduire une formule quelconque a la forme, @est-a-dire de construire une
forme pure qui soit logiguement equivalente a la formaolgale.

61Tout nombre naturel est pair ou impair, mais tous les naturelsont pas pairs, et tous les naturels ne sont
pas impairs; de la méme maniére, il n'existe pas de nomiel simultanément pair et impair, mais il existe
des naturels pairs et des naturels impairs.
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7.3.3 Forme pEnexe

Une formule est eforme pénexesi elle est de la forme

11'1 PR T M
Q .Qn n M
préfixe  matrice

ou chaque)); désigne soiY/, soit3, pouri = 1,...,n et ou lamatrice M est une formule sans
quantification. La portée du préfixe doit étre la matrimattentiere.

Remarque.On peut supposer (sans restriction) que seules les vasiaplgaraissant (libres)
dans la matrice sont quantifiees dans le préfixe.

Théoreme. Pour toute formule du calcul des prédicats, il existe (aunsjoune formule en
forme prénexe qui lui est équivalente.

7.3.4 Reductiona la forme prénexe

Exemple Vz (p(x) A =3yVe— (—q(z,y) = Vzr(a, z,y))).
1. Eliminer tous les connecteurs autres gue/, A.
Ex.:Vz (p(x) A =FyVa— (——q(z,y) VVzr(a,z,9))).
2. Renommer des variables liees (si nécessaire) de reahiée qu’aucune variable n’ait

simultanément des occurrences libres et liees dans tauferou une de ses sous-
formules.

EX.:Va (p(z) A ~IyVu- (m=g(u, y) V Vzr(a, u, y))).

3. Supprimer les quantifications dont la portée ne conpastla variable quantifiéee.
Ex.:Vz (p(x) A =FyVu— (=—q(u, y) V r(a,u,y))).

4. Propager les occurrences-deers l'intérieur et éliminer les doubles négations.

Ve A — dx—A,
—drA — Va-A,
——C — C

EX.:Va (p(z) A Vy3u (q(u, y) V r(a,u, y))).
5. Propager les quantifications vers I'extérieur.

VeAAVzB — V(A A B) JxAV 3IxB — Jx(AV B)
six n'a pas d’occurrence daris:

Ve ANB — Vz(AA B) drAV B — 3Jx(AV B)
Ve AV B — Vz(AV B) drAANB — 3Jx(AA B)

Renommer si nécessaire :

Jrp(x) AVaq(r) — Jzp(z) AVyqly) — oy (p(z) Aq(y)).
Ex.: VaVy3u (p(x) A (q(u,y) V r(a,u,y))).
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7.3.5 Forme de Skolem

Certaines définitions du cadre propositionnel resterahblak dans le cadre prédicatif.

— Unlittéral est un atome ou la négation d’'un atome.

— Uneclause(un cubg est une disjonction (une conjonction) de litteraux.

— Uneforme conjonctive (disjonctive) normadst une conjonction (disjonction) de clauses
(de cubes).

— Une forme prénexe esbnjonctive(disjonctiveg si sa matrice est en forme conjonctive
(disjonctive) normale.

Une forme de Skolenmest une forme prénexe sans quantifications existentieNdeute

forme prénexe, oassocieune forme de Skolem au moyen de l'algorithme suivant.

Pour chaque quantification existentielle se trouvant dans la portée ge> 0 quantifications
universellesz; - - - Vxy),

1. remplacer chaque occurrence dedans la matrice payf(zy,...,x;) oU f est un
nouveawsymbole fonctionnel d’arité (¢ = 0 n’est pas exclu).

2. supprimer la quantificatiofz.

Exemples
— VaVy3Iu (q(u,y) = r(a,u,y, z))
se transforme en
Vavy (q(f(z,y),y) = r(a, [(2,y),y,2)).
— VeIuVoTwVaeVy3dz M (u, v, w, x,y, 2)
se simplifie en
FJuVvIwVaVy3z M (u, v, w, z,y, 2)
qui se transforme en
Vova¥y M(a,v, f(v),z,y, g(v, z,y)).

La formule A =, VaVy3ulq(u,y) = r(a,u,y,x)] affirme I'existence d’un certain,
dépendant de et y, tel que la formuleq(u,y) = r(a,u,y,z) Soit vraie. Le passage a la
forme de Skolem associég, consiste simplement@ommercew ; le nomf(z,y) rappelle la
dépendance. Le symbofereprésente unfonction de choix

Remarquell n’est pas indispensable de passer par la forme prénaxegdenir une forme de
Skolem. Il suffit de reconnaitre les quantificatis@mantiquemergxistentielles et de nommer
I'objet dont I'existence est assertée. Par exemple,

2V (p(z) = Yy [q(x,y) = p(2)])
devient Vz (p(z) = —[q(x, f(z)) = p(a)])

Motivation. Pour déterminer la consistance d’'une formule quelcongquilesuffira d’étudier la
consistance de la forme de Skolem associée a une formexgégiquement équivalentesa
On rappelle aussi qu'une formule est consistante si et seuiesi sa fermeture existentielle
est consistante.

Théoreme de Skolenia forme de Skolend , associée a la forme prénedeest consistante si
et seulement sil est consistante.

La démonstration n’est pas difficile mais les notationd mmrdes. Un exemple simple suffira
a illustrer les points essentiels : tout modeleSleest un modele del, et tout modele ded
s’étenden un modele d&'4 si on donne une interprétation adéquate aux symbolesalerSk
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Exemple.Soit A : Va3y p(x,y) etSa : Ve p(z, f(x)).

On se donne d’abord un modele desoitZ = ({1,2}, 1., 1,), ou I.[p| est vrai pour(1, 1),
(1,2) et(2,1), et faux pour(2, 2).

On obtient un modeley = ({1,2}, J.,J,) de S4 en étendant. en J.; J.[f] appliquera
naturellement 1 sur 1 ou 2 (au choix) et 2 sur 1 (obligatoir@ne

La sémantique de garantit la possibilité de construire la fonctidyj f] (totale surD).

Réciproquement, on peut obterfira partir de7 en “oubliant” J.[f]. La totalité de.J.[f]
garantit le respect de la sémantiquetle

Onalr A, =7 Aetl=7 S4, mais pas=r Sa (Z n’est pas une interprétation pastiy).

RemarquePeut-on dire qu'une forme prénexe est valide si et seulement si la forme de
Skolem associég 4 est valide ? Peut-on dire queet S, sont logiguement équivalentes ?

7.3.6 Forme clausale

Une formule est diten forme clausalsi elle est en forme de Skolem et si la matrice est en
forme conjonctive normale.

Exemple de mise en forme clausale.
— Javyp(z,y) = Yy p(z,y)

— ~3aVy p(z,y) V Vy3z p(z, y)

— Va3y—p(z,y) v VyIr p(z, y)

— VaIy—p(z,y) V VwIz p(z, w)
— Vz3yVw3z (—p(x,y) V p(z, w))

— VaVw (=p(z, f(2)) V p(g(z, w), w))
Remarque.Lorsqu’une formule est en forme de Skolem, on omet souveptééxe (si I'on
peut distinguer les constantes des variables). Dans ceicagprmule en forme clausale est
simplement un ensemble de clauses; la formule

VaVy vz [(p(z, y) vV —q(a)) A (q(x) vV —r(b, 2))]
est représentée par I'ensemble

{p(z,y) vV —q(a), q(x) V-r(b,z2)}
équivalent a I'ensemble

{p(z,y) vV —qla), q(u) vV —r(bv)}.

7.4 Théeorie de Herbrand

Idée: Définir un ensemble d’interprétations canoniques setjae si une formule en
forme de Skolem est consistante, alors elle a au moins url@ocdnonique.

Les interprétations canoniques, ditesHerbrand sont basées sur un domaine particulier,
le domaine de Herbrandu I'univers de HerbrandTout terme clos (construit avec le lexique
dey) doit étre interprété en une valeur d’'un domaind_e domaine générique sera simplement
'ensemble des termes clos.
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7.4.1 Domaines de Herbrand

Soit S une forme de Skolem dont les constantes et les symbolesdonets forment les
ensembles4 et . Le domaine de Herbrandis (ou univers de Herbrangdde S est défini
récursivement de la maniere suivante.

— Sia € A, alorsa € Hg. (Si.A = (), créer une constante arbitraire= H, ; un domaine

ne peut étre vide.)

— Sif € F(f daritém) etty,...,t, € Hg, alorsf(t1,...,t,) € Hg.

Les éléments du domaine de Herbrand sont des objets symémx sans signification
particuliere : ce sont tous les termes clos que I'on peusttaite a I'aide ded et F.

Exemples d’'univers de Herbrand assega une matrice clausale.

— Pour
St = (pla) V =p(b) V q(2)) A (mq(2) V =p(b) V q(2)),
ona
H51 = {& b}
— PourS; = (—p(z, f(y))) A (p(w, g(w))), on a
Hs, = {a, f(a),g(a), f(f(a)),9(f(a)), f(g(a)), g(g(a)),
f(f(f(a))),g(f(f(a))), f(g(f(a))),g(g(f(a))),.. .}
— PourSs = —p(a, f(z,y)) V p(b, f(z,y)), on a
HSg {CL b f(a a)?f(a b)v (bv )7f(b7 b),
f(a, : , f(a,0)),...}

f(f(a,a),a), f(
— PourS, = (p(x)

= {a}.

7.4.2 Interprétations, bases et mogles de Herbrand

Uneinterprétation de Herbrand’'une formule en forme de Skolefhest une interprétation
‘H de S qui satisfait les conditions suivantes.

— Le domaine d'interprétation de est le domaine de Herbrarids.

— Pour toute constantedanssS : H.[a] = a.

— Pour tout symbole fonctionnef (arité m) dans.S et pour tous termes,, ..., t,, :

H(f(tr, ... tm)) = f(H[t1], ..., H[tm])-

RemarquesLinterprétation des symboles prédicatifs et des vdesilest libre.
Sit est un terme clos, onA|t] =
Si f € F, H.[f] est la fonction d&1™ dansH qui applique len-uplet(ty, ..., t,) de termes
clos sur le terme clog(ty, ..., tmn).

Un terme (un atome, un littéral, une clause, une matriceotdmd de Skolem) est dit
clos ou compktement instanéis’il ne contient aucune variable. Les eléments de I'ursive
de HerbrandHs sont des termes clos. Ces termes et les atomes, littéraclaletes qu'ils
permettent de construire (au moyen des symboles prédichiS) sont ditsfondamentaux
La base de HerbrandBs est 'ensemble des atomes fondamentaux. Une interpétal
Herbrand attribue une valeur de vérité a tout elemenBg. Un mockle de Herbrandd’'une
formule en forme de Skolerfi est une interprétation de Herbrand qui satisfa{gui rend.S
vrai).
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7.4.3 Simplification de Herbrand

Soit ¢ =4 Vz[p(z) = p(f(x))]. Soit Z linterprétation de domain&, telle que
I.[f](n) = 4xnetl.]p](n) = V sin est un carré. On voit immédiatement dlie] = V.
Informellement, on le justifie en notant que 'o@@(n) = p(f(n))] = V,oup(n) = p(4xn),
pour toutn € N. Cette écriture est abusive, parce qu’elle méle des ®bjgitaxiquesy, f, x)
et des objets semantiqués 4, n, ). L'écriture correcte esi, /,[p(x) = p(f(z))] = V.

Plus généralement], 4|A(x)] ou Z,,4[5] est correct (sid est un élément du domaine
d'interprétation), tandis qUE|[A(d)] ouZ[B(z/d)| est abusif.

Soit alorsH une interprétation de Herbrand. Le domainefést {a, f(a), f(f(a)),...}.Ona
H[p] =V si et seulement s,/ [p(z) = p(f(z))] = V pour touth € H. On observe gu'ici,
la notation simplifiee n’est plus abusive : on a

Henlp(z) = p(f(2))] = Hp(h) = p(f(h))]

puisque l'objeth a le double statut syntaxique et sémantique.

Théoreme.Si ‘H est une interprétation de Herbrand pour la matute;,...,z,), on a
H[Vzy - -V, A(xy,...,2,)] = V si et seulement sH[A(hy,...,h,)] = V pour tous
hi,...,h, € H.

Définition. Les formulesA(h, ') sont lesinstances fondamentale® la matriced(z, y), ou
de la forme de Skolem correspondante.

Corollaire. Une forme de Skolem est vraie pour une interprétation détdad si et seulement
si toutes ses instances fondamentales sont vraies poaiirtettprétation.

Simplification. Les interprétations de Herbrand s’identifient aux fonuiqtotales) de la
base de Herbran@®y sur {V,F}, ou encore aux sous-ensembles glg, c’est-a-dire aux
interprétations propositionnelles de lexidulie= By .

Exemples d’interpetations de Herbrand,
PourS; = —p(a, f(z,y)) V p(b, f(z,y)), ona
HS& = {a? b? f(a’7 a)? f(a’ b)? f(b7 a)? f(b’ b)? cte
f(f(a,b), f(a,a)),.... f(f(f(a,a),a), f(a,b)),...}.
Bs, = {pla, a), p(a,b),p(b,a),p(b,b), ...
p(f(a,b), f(a,a)),....p(f(f(a;a),a), f(a,b)),.. .}
Une interprétation de Herbrardde S; est (définie par) un sous-ensemBléfini ou non) de
Bg, ; on identifie doncA € 7 etZ[A] = V, pour tout atome fondamental

Remarque.La théorie de Herbrand permet de réduire quasiment laukcdkes prédicats au
calcul des propositions. La seule difference (importnést que le lexique “propositionnel”
(la base de Herbrand) est généralement infini.

7.4.4 Theorémes de Herbrand

Premier tteoreme de HerbrandJne formule en forme de Skole® est consistante si et
seulement si elle admet un modele de Herbrand.
Démonstration.La condition est visiblement suffisante. On montre qu’ek¢ ®écessaire
en donnant une technique de transformation d’'un modelécoppgueZ (de domaineD
quelconque) en un modele de Herbréidde domaing? = Hy).
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1. On commence par donner une fonctiorgui a tout éléement, € H du domaine de
HerbrandH associe un élément(h) € D.

(&) Si au moins une constante apparait dan®utes ces constantes sont interprétées
parZ et on posev(c;) = Z[¢;] = I.[c;] € D; sinon, la constante arbitraireest
interprétée en un élémetit= w(a) € D quelconque.

(b) Pour tout terme compo$é= f(hy,...,hy,) € H, On pose
w(h) = I[fl(w(hy),...,w(h,)) € D.(Cette expression est simplem&it], sauf
si on a ajouté une constante arbitraire.)

2. Pour donner une interprétation de Herbréugdil faut spécifier 'ensemble des atomes
fondamentaux qui seront vrais daHs

Soienthy,...,h, € H etp un symbole prédicatif d’arite&.. Pour interpréter I'atome
fondamentalp(hy, ..., h,), on poseH|[p(hi,...,h,)] = L[pl(w(hy),...,w(h,))
(I.[p] est une fonction d®™ dans{V, F}).
On adonc
Haythy oz i D@15 -5 Tn)] = Loy juo(hn),wn fw(ho) P(Z15 - - -5 Tn)]

3. Soity(zy, ..., x,) une matrice ne contenant aucune variable libre autrecgue. , x,,.
On aHxl/hl ,,,,, @n/hn [90(.1'1, . ,l‘n)] = Loy jwh),..., xn/w(hn)[gp(xb R ,xn)]

4. Toute formule de la form€z; - - - Vz,, p(z1, .. ., z,) satisfaite pafZ est aussi satisfaite
parH. On a successivement
I[Vxy - -V, o(xy,...,2,)] =V (hypothése),
Ty jdy,anjdn (21, -, 20)] =V, pourtouslesl,. .., d, € D,
Tas fuw(h)senszn Jw(h) P(T1, - 2n)] =V, pourtous lesy, ..., h, € H.

Ha jha,ozn /hnl0(21, ..., 2,)] =V, pour tous lesuy, ..., h, € H.
HNVzy - Vo, o(x1,...,2,)] = V.

Remarquela théorie de Herbrand s’applique seulement aux formeskdke®. Par exemple,
la formule

p(a) A Jx—p(z)

est consistante, mais n'a pas de modele de Herbrand : &tsvdle Herbrand (si on le considere
comme défini) serait le singletdm }, et la formule n’admet que des modeéles a deux éléments
au moins. En revanche, la forme de Skolem correspondante

pla) A =p(b)

admet le modéle de Herbrakd(a)}, tel quep(a) = V etp(b) = F.

RemarqueDans le cas particulier ou la matrice d'une forme de Skolsethuae conjonction,
on peut tenir compte de la relation existant entreet A. Par exemple, les formules
Vo Vy [p(z)A(y)], Yo p(z)AVy(y) etV [p(x)AY(z)] sontéquivalentes et représentables

indifferemment pa{ o (z), ¥ (y)} ou {p(z),¥(z)} .
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Second thoreme de HerbrandUne formule S en forme de Skolem est inconsistante si
et seulement s’il existe une conjonction finie inconsisgatitnstances fondamentales de sa
matrice M.

Démonstration.

— LaformuleS est consistante si et seulement si elle admet un modele ieatie.

— Linterprétation de Herbran#{ est un modéle d¢' si et seulement s$it’[M] = 'V pour
toute varianté{’ de’H attribuant aux variables d& des valeurs quelconques prise dans
I'univers de Herbrand.

— On aH'[M] = H[M'], ou M’ est I'instance fondamentale dé obtenue en remplacant
dansM les variables par les valeurs qui leur sont attribuées-far

En conclusion$ est (in)consistant si et seulement si'ensemble de semoss fondamentales
est (in)consistant. Vu le théoreme de compacité (logides propositions)fy est inconsistant
si et seulement s'il existe un ensemble fini inconsistamsténces fondamentales gig

Corollaire. Une formule en forme clausalg est inconsistante si et seulement s’il existe une
conjonction finie inconsistante de clauses fondamentales.

RemarqueSoit Vo Vy Vz [Cy(z,y) A Csi(y, z)] une forme clausale el son domaine de
Herbrand. L'ensemble des instances fondamentalesmatidaceest

{[Cy(h,B") N Co(h',B")] - hyh' B € H};
il est logiqguement équivalent a
{Cy(h, W) h, W € HY U{Cy(R',h"): W h" € H},

lui-méme éequivalent a
{C1(h, 1), Co(h,h") - h,h € H},

qui est I'ensemble dedausedfondamentales.

7.4.5 Analyse de formes clausales
Premier exemple.
SoitA = = (Vz (p(z) = q(x)) = (Ve p(z) = Vrq(z))).
OnaSy =V [(-p(x) V q(z)) A p(x) A —gla)].
La forme clausale egt-p(z) V ¢(x), p(z), —q(a)}.

Le domaine de Herbrand efi} et 'ensemble des clauses fondamentales est

{—pla) Vv q(a), p(a), —~q(a)};
cet ensemble est inconsistant donc la formdilest inconsistante.

Deuxeme exemple.
Soit S = {p(f(x),a) Vv p(y,g(a)), ~p(f(f(a)),2)}.

Le domaine de Herbrand et 'ensemble des clauses fondalm&stnt infinis. Trois clauses
fondamentales intéressantes sont
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Cl —def p(f(f(a))’ &) \/p(f(f(&)),g(&)) '
Co =aer —w(f(f(a)),a),
Cs =aey ~p(f(f(a)),9(a)).

{C1, Cs, C5} estinconsistant, dong est inconsistant.
Rappel.Attention aux quantifications implicites. Les deux formai@@éments dé sont en fait

VaVy [p(f(z),a) V p(y, g(a))] etVz—p(f(f(a)),2).

Semi-proédure de écision.Le theoreme de Herbrand suggere une semi-procédur@oieah
pour la validité des formules du calcul des prédicats :

1. Considérer la négation de la formule donnée.

2. La mettre en forme clausale.

3. Générer un ensemble fini de clauses fondamentales.

4. Veérifier si cet ensemble de clauses fondamentales estsistant.

Les points 1 et 2 sont triviaux, méme si la mise en forme n&great une procédure parfois
longue et fastidieuse. Le point 4 se fait dans le cadre proposel ; les atomes fondamentaux
se traitent en effet comme des atomes de logique des prigmssiBeul le point 3 pose un
réel probleme ; produire des instances fondamentalda@l, produire “les bonnes” est plus
délicat.

7.4.6 Analyse de egles d'inference

Premier exemple.
Soient

vz (p(z) = q(x)),
vz (q(x) = r(z)),
C’ Vx( (x) = r(z)).

On voudrait montrer que
Hy, Hy
C
est une regle correcte, c’est-a-dire que
Hy, Hy = C,
ou encore que
A =4y Hi NHy N C
est une formule inconsistante.
TransformonsA en forme clausale :

v ((p(x) = q(z)) A (q(z) = r(x))) ATy (p(y) A —r(y))
Iy ((p(x) = q(x)) A (q(x) = r(2)) A (p(y) A =r(y)))
vz ((—p(z) V q(z) A (—q(x) vV r(z)) Ap(y) A—r(y))

Vo ((=p(z) V q(x)) A (—q(x) V r(z)) Ap(c) A =r(c))

Le domaine de Herbrand est le singlefef}. Les quatre clauses fondamentales sont
=p(c) Vq(c) , —q(c)Vr(c), p(c) et —r(c).
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Ces clauses forment un ensemble inconsistant, donc la fermast inconsistante et la régle
est correcte.

Remarquela régle reste correcte gix), ¢(x) etr(z) sont des formules quelconques daent
est I'unique variable libre.

Deuxeme exemple.

Soient
H, :p(a),
Hy :Vz (p(z) = p(f(x))),
C :Vrp(x).
On voudrait montrer que
Hy, Hy
C

est une regle correcte, c’est-a-dire que
A =4 HHNHy N C
est une formule inconsistante.
TransformonsA en forme clausale :
p(a) A Vz (p(z) = p(f(x))) A Vo p(z),
p(a) AV (-p(x) Vp(f(z)) A Fz—p(x),
p(a) AV (=p(x) vV p(f(x))) A —p(b).
Le domaine de Herbrand ekt = {a, b, f(a), f(b),...} = {f"(a), f"(b) : n € N}.
La base de Herbrand eBt= {p(/"(a)), p(f"(b)) : n € N}.
Une interprétation de Herbrand intéressantéest {p(f"(a)) : n € N}.

Cette interprétation rend vraies les clauggs) et —p(b), ainsi que toutes les instances
fondamentales de-p(z) VvV p(f(x)). Cest donc un modéle de I'ensemble des clauses
fondamentales; cela montre quk est une formule consistante, et aussi que la regle est
incorrecte

o~~~

7.5 Resolution fondamentale

La résolution fondamentale est simplement la méthodeédelution vue dans le cadre
propositionnel, appliquée a des ensembles de clausdarfmantales.

Regle de esolution fondamentale.

Soit S un ensemble de clauses fondamentales et s6ient (C] Vv () etCy = (C}) vV =() deux
clauses fondamentales delLa regle est

Sk res(Cy,Cy) = C7 V C.

La clauseres(C1, Cy) est larésolvantedes clause§’; et Cs.
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Tant qued ¢ S, répéter :
choisirCy; = (C1V (),Cy = (Cy v —l) € S
redéfinirS := S U {res(Cy, Cs)}

Fic. 63 — Procédure de résolution fondamentale

7.5.1 Pro@&dure de résolution fondamentale

L'algorithme d’analyse d’un ensembfede clauses fondamentales est donné & la figure 63.
Soit
S ={=p(c) Va(c), ~q(c) V r(c), plc), =r(c)}.
Voici une réfutation de&' par la méthode de résolution :

1. —p(c) Vq(e) (clause de5)
2. p(o) (clause de5)
3. qlc) (résolution 1, 2)
4. —q(c)Vr(c) (clause de5)
5. r(c) (résolution 3, 4)
6. —r(c) (clause de5)
7. O (résolution 5, 6)

L'inconvénient de la méthode de résolution fondamengadt qu’'une formule prédicative
donne souvent lieu & un ensemble infini de clauses fondafesnt obtention d’une réfutation
passe par la détermination d’'un sous-ensemble fini instardi Diverses techniques sont
développées pour permettre une meilleure mécanisaédanalyse d’une formule prédicative
par la méthode de résolution. La principale d’entre edlgsabordée au cours Bepesentation
de la connaissanc&lle est a la base de la programmation logique et du langa@.PG. Elle
permet d’apporter une solution simple a de nombreux probk informatiques, en particulier
dans le domaine de l'intelligence artificielle.

7.5.2 Preuve du tleoreme de compaci

Il faut montrer que tout ensemble inconsistdrdmet un sous-ensemble fini inconsistant.
On peut sans restriction supposer que les éléments dent des formes clausales. Si
est inconsistant, il est possible de déduire la clause paterésolution fondamentale. Les
clauses fondamentales utilisées sont en nombre fini, et slont des instances d’'un nombre
fini d’éléements ddJ ; ces eléments forment un sous-ensemble fini inconsidealit
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8 Logiques predicatives cecidables

Le calcul des prédicats est indécidable, mais admet dgsients intéressants décidables.
Nous en considérons ici deux exemples, la logique dedgaisdmonadiques et la logique de
Bernays et Schonfinkel.

8.1 Calcul des pedicats monadiques

Cette logique est le plus connu des fragments décidablkssldgique prédicative, car elle
généralise la théorie classique du syllogisme catgger

8.1.1 Breve introduction a la théorie du syllogisme cagégorique

Pendant des siecles, I'enseignement de la logique steg€lia la théorie du syllogisme
catégorique, inventée par Aristote et systématisekep&colastiques, des logiciens du Moyen-
Age.

La formule de base et ses variantes Etant donnés deux prédicats unafifeB et (dans cet

ordre), on appelléormule de baséa formuleVz (P(z) = Q(z)). Lesvariantess’obtiennent

en introduisant des négations, portant sur le conségiadhimplication ou sur toute la formule.
On a donc quatre possibilités, souvent identifiees payuesre lettred\, E, | etO :53

Vo (P(z) = Q(z))| | A universelle affirmative =3z (P(z) A =Q(z))

Ve (P(x) = -Q(z))|| E universelle négative| —3x (P(z) A Q(x))

—Vz (P(z) = —-Q(z)) | I particuliere affirmative |3z (P(z) A Q(z))

=z (P(z) = Q(x)) | O particuliére négative| | 3z (P(z) A =Q(x))

Ces quatre formules sont dites “de typ@”. Une formule dont le type es®() ou QP est une
{P, Q}-formule; il y a donc huit{ P, Q }-formules.

Le syllogisme caégorique. Le “jeu du syllogisme catégorique” consiste a choisir une
{P, Q}-formule, une{Q, R}-formule et une{ P, R}-formule, puis a déterminer si la troisieme
formule (laconclusion est conséquence logique des deux premierepémaissep Il y a donc

8% = 512 possibilites. Dans la mesure ou les rolesitlet de R sont interchangeables, on peut
imposer que la conclusion soit de type (et non de typekRP), ce qui élimine la moitié des
possibilités. On appelle alorsineurela { P, Q }-prémisse, etnajeurela {Q, R}-prémisse; les

520u monadiques, c’est-a-dire d'arité 1.
83pour “Afflrmo” et “nEgO”.
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termesP (), Q(z) et R(x) sont dits respectivementineur, moyeret majeur®* Le syllogisme
catégorique est la regle d’inférence

majeure mineure
conclusion

Etant donnés les trois prédicals ) et R, il existe donc 256 syllogismes catégoriques.
Le probleme est de déterminer lesquels sont validest-a*elére tels que la conclusion soit
conséguence logique des prémisses. Une grande partiais@snements courants (y compris
beaucoup de raisonnements incorrects) se formalisentefiatment en des enchainements de
syllogismes, ce qui justifie I'intérét particulier quetteenotion a suscité dans le passé. Le point
de vue moderne accorde peu d'importance a la théorie dogssme, simple fragment de la
logique monadique; la raison essentielle en est que, le roddsyllogismes étant fini, leur
etude est triviale : il suffit de les passer en revue un a wtedester, pour chacun d’eux, sa
validité. Cela se fait aisement, par exemple en utilisambéthode des tableaux sémantiques
ou celles de Herbrarfd.

Esquisse de l'approche classique du problme. Une approche systématique consiste a
organiser les 256 possibilités selon divers critereassljuement, on utilise les notions de
figureet demode La figure est fonction du type des prémisses et, plus ggéuent, de I'ordre
des termes dans les prémisses. Il y a donc quatre figuresaggpans le tableau suivant :

Figure : | premiere| deuxieme| troisieme| quatrieme
Majeure QR RQ QR RQ
Mineure PQ PQ QP QP
Conclusion| PR PR PR PR

Le mode d’'un syllogisme est déterminé par la nature dem@ses et de la conclusion. Par
exemple, le modeEl désigne le cas ou lmajeureest universelle affirmativea(, la mineure
est universelle négative) et laconclusionest particuliere affirmativa). Il y a donc4?® = 64
modes possibles, chacun pouvant exister dans les quatredigbependant, on peut vérifier
gue 12 modes seulement peuvent donner lieu a des syllogjigtides. Ce sont

AAA , AAIl , AEE, AEO, All , AOO, EAE, EAO, EIO, IAl , IEO, OAO.

Les Anciens avaient synthétisé ce résultat en cingegaginémotechniques :
1. Siles deux prémisses sont négatives, le syllogismat pas valide.
2. Siles deux prémisses sont particulieres, le syllogiatast pas valide.
3. Siune prémisse est particuliere, la conclusion dod garticuliere.

64La conclusion comporte le minepuisle majeur. La prémisse mineure comporte le mineur et le moyge
prémisse majeure comporte le majeur et le moyen; danséesigses, I'ordre des deux termes n’est pas imposeé.
Notons aussi I'emploi classique du mot “terme”; dans la teaiogie moderneP(z), Q(x) et R(x) sont en fait
des atomes, ou formules atomiques.

85_e lecteur est invité a construire quelques uns des 236gyimes et & tester leur validité par I'une ou l'autre
méthode.
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4. Siune prémisse est négative, la conclusion doit &gative.
5. Siles deux prémisses sont affirmatives, la conclusidrétie@ affirmative.

Ces regles, dont I'exactitude avait été reconnue equmeent, permettent de rejeter les 52
modes “stériles”. Par exemple, la premiere des reglaagied’éliminer des modes tels qeeE
et OEO; la deuxieme permet d’éliminen (entre autres); la troisieme provoque notamment le
rejet deAlA ; des modes tels queo! et AIO contreviennent respectivement aux quatrieme et
cinquieme regles.

Il ne reste donc qué2 x 4 = 48 syllogismes potentiellement valides ; parmi ceux-ci, nous
allons voir que 15 syllogismes seulement sont valides.

Les diagrammes de Venn. C’est par une démarche informelle qu’Aristote et les Sstidaies
ont déterminé quels syllogismes étaient valides etueksgne I'étaient pas. Les syllogismes
valides ont recu des noms conventionnels, dont les vayedlppellent le mode. Par exemple,
le raisonnement classique “Tous les humains sont mortals, les Grecs sont des humains,
donc tous les Grecs sont mortels” est un syllogisme donebacte aiseément la structufé :

(M Tous les humains sont mortels.

(m Tous les Grecs sont des humains.

(C) Tous les Grecs sont mortels.
Ce syllogisme appartient a la premiere figure et au magle ; cette combinaison se note
AAA-1 ou, de maniére plus classique (et plus poétigeeRBARA. Les trois ‘A” rappellent
gue les prémisses et la conclusion sont toutes trois desngeiles affirmatives. De méme, le
syllogisme

(M Tous les étudiants sont intelligents.

(m Certains humains ne sont pas intelligents.

(C) Certains humains ne sont pas des étudiants.
appartient a la deuxieme figure ; c’est un exemplende-2 ou BAROCO, la majeure étant
universelle affirmative, la mineure et la conclusion éfzanticulieres négatives.

Un moyen simple et concret d’appréhender la validité dythogisme consiste a utiliser
un diagramme de Venn a trois composants (figure 64). Le eatel gauche représente le
mineur P(z), celui de droite le majeuR(z), le cercle du haut correspondant au moysn).
Ces cercles déterminent huit zones numérotées de 0 @u¥ objet appartient a 'une de ces
zones, selon la valeur de vérité gqu'il attribue au minaurmajeur et au moyen. Par exemple,
la zone 4 est intérieure aux cercles mineur et moyen, maésienre au cercle majeur; elle
regroupe donc les objets rendant vrais le mineur et le moyars faux le majeur.

Les prémisses et conclusions des syllogismes correspbadies assertions de vacuité ou
de non-vacuité de certaines zones; un syllogisme serevsilison “interprétation graphique”
est correcte. Nous illustrons cette technique de vérifingtar quelques exemples et contre-
exemples.

Le syllogismeAaAA -1 que nous venons d’évoquer s’analyse aisément. Laipsermajeure
Vz (Q(z) = R(x)) signifie que tout objet vérifiant le moyen vérifie aussi I§eng donc que
les zones 1 et 4 sont vides, ce que nous nofonst = (); de méme, la prémisse mineure

56Nous convenons d’énoncer systematiquement la majeare EBvmineure, quoique I'ordre des prémisses soit
sans influence sur la validité d’'un raisonnement.
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FIG. 64 — Diagramme de Venn

Va (P(x) = Q(x)) devient2 U 6 = (). A la conclusionVz (P(z) = R(z)) correspond
'assertion2 U 4 = (. Il est clair que, si les zones 1, 4, 2 et 6 sont vides, alorzdess 2
et 4 sont vides ; on en déduit la validité BleRBARA.

Considérons encore le ca®0-2. La prémisse majeuréz (R(z) = ((x)) devient
3U6 = 0 et la préemisse mineuréz (P(z) A —=Q(x)) devient2 U6 # ; la conclusion
Jdx (P(z) A—R(z)) devient2 U4 # (). A nouveau, il est clair que siles zones 3 et 6 sont toutes
deux vides et que les zones 2 et 6 ne sont pas toutes deuxafioiessla zone 2 n’est pas vide,
et donc les zones 2 et 4 ne sont pas toutes deux vides, ceaqlif &t validité deBAROCO.

Le diagramme de Venn permet aussi de voir pourquoi un swihogin’est pas valide.
Considérons par exempheo-4. La prémisse majeurér (R(z) = Q(x)) devient3 U 6 = ()
et la prémisse mineurér (Q(x) A P(z)) devientd U 7 # (); on ne peut pas déduire de cela
2 U4 # (), correspondant & la conclusi@m (P(z) A —=R(x)). En effet, la situation ou 2, 3, 4
et 6 sont vides tandis que 7 ne 'est pas vérifie les deux isgas mais pas la conclusion.

Les diagrammes de Venn peuvent aussi étre utilisés petwde des cing regles intuitives
données plus haut. Considérons par exemple la deuxiéghe r“si les deux prémisses sont
particulieres, le syllogisme n’est pas valide”. En efteig prémisse particuliere se traduit par
I'assertion “les zones ety ne sont pas vides toutes les deux”. De deux assertions dpege ty
on ne peut rien déduire d’intéressant.

Taxonomie des syllogismes cagoriques. Il suffit de passer en revue les 48 syllogismes
“potentiellement valides” et d’appliquer la techniqgue dagtamme de Venn a chacun d’eux
pour isoler les quinze syllogismes valides. La plupart degswas mentionnent cependant plus
de quinze syllogismes valides, parce gu’ils acceptent cematide, au moins dans certains
cas, le mécanisme dsubalternation La subalterned’'une PQ-formule universelle est la
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PQ-formule particuliere (ou existentielle) correspondgtitLe mécanisme de subalternation
consiste a déduire la subalterne de la formule universelirespondante.

Ce mécanisme n’est pas valide stricto sensu, puisque &teuie n’est pas conséquence
logique de l'universelle; on a

Ve[L(z) = D(x)] ¥ Jz[L(x) A D(z)].

Cependant, on peut, au moyen d’'une prémisse additionoélienir une version correcte de la
subalternation :

{3z L(z), Yz[L(zx) = D(z)|]} E Fz[L(z) A D(z)].

Dans le langage naturel, on peut parfois considérer queckaipse manquante est implicite.
Nous qualifierons deuasi-valideun syllogisme dont la validité dépend de I'emploi de la
subalternation, et donc de I'existence d’une prémissdiditga Cette prémisse sera toujours
de la méme nature : elle affirme I'existence d’'un objet aunseérifiant le majeur, le moyen
ou le mineur. Dans le cadre des diagrammes de Venn, cettégs@prend donc I'une des trois
formes suivantes :

(Moyen) 1U4U5UT7#0;

(Mneur) 2U4U6UT7T#0;

(Maj eur) 3UBUGUT#D.
Le tableau récapitulatif des syllogismes valides ou guaktles est représenté a la figure%5s.

Les quinze syllogismes valides sama -1, EAE-1, All-1 etElO-1 pour la premiere figure,
AEE-2, EAE-2, AOO-2 etEIO-2 pour la deuxieme figureyi -3, 1A1 -3, EIO-3 etOAO-3 pour la
troisieme figure, eAEE-4, IAI -4 etEIO-4, pour la quatrieme figure. Dans le tableau, les noms
anciens ont été utilisés ; on obtient la nomenclatureemuglen ne retenant que les voyefiés.

Cinqg syllogismes valides ont une conclusion universelle remplacant celle-ci par sa
subalterne, on obtient cing syllogismes quasi-valides.dir autres syllogismes valides, dont
la conclusion est particuliere, ont également une pséenparticuliere’? en remplagant celle-
ci par sa superalterne, on obtient aussi des syllogismes-gakdes, dont quatre distincts des
précédents. On a donc en tout neuf syllogismes quasiesli

8.1.2 Sclemas monadiques sur une variable

Introduction. Dans la mesure ou les syllogismes catégoriques sont erneofimi, leur

théorie est nécessairement décidable et une proc&udecision triviale serait un tableau
récapitulatif a 256 entrées, mentionnant pour chaqliegggme s’il est valide ou non. La
méthode des diagrammes de Venn est une procédure deodéplss intéressante, dont

670n dit parfois aussi que la formule universelle estuaeralternale la formule particuliere.

%8_a denomination “quasi-valide” n’appartient pas a lartgrologie usuelle ; nous I'entendons du raisonnement
privé de sa prémisse implicite existentielle. En effemmis tenons compte de celle-ci, le raisonnement n’est plus
stricto sensu, un syllogisme ; en revanche, il devient ealid

89_es consonnes ont également une signification, liee agbes qu'utilisaient les logiciens médiévaux pour
convertir en syllogismes de la premiéere figure ceux deseauigures, la premiere figure étant jugée plus
fondamentale.

"Yamais les deux (régle 2 du paragraphe 8.1.1).
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Premiere figure

Deuxieme figure

BARBARA

CELARENT

CAMESTRES

vz [R(z) = Q(z)]

CESARE

Vz [R(z) = —Q(x)]

Vo |P(z) = Q(z) vz [P(z) = Q(x)] Vo [P(z) = Q)] | _Va[P(r) = Q)]

Vo [P(r) = R(x)] Vz [P(z) = -R(x)] Vo [P(z) = -R(x)] Vo [P(z) = -R(x)]
DARII FERIO BAROCO FESTINO

Ve [Q(z) = R(x)] | Vz[Q(z) = ~R(z)] Ve [R(z) = Q)] | Va[R(x) = ~Q(z)]

vz [Q(z) = R(x)]
Vo |P(r) = Q(x)]

vz [R(z) = Q(z)]
vz [P(z) = ~Q(x)]

=
Jz [P(z) A Q(x)] Jz [P(z) A —Q(x)] dz [P(x) A Q(x)]
Jz [P(x) A R(x)] Jz [P(x) A ~R(x)] Jz [P(x) A ~R(x)] Jz [P(x) A ~R(x)]
BARBARI CELARO CAMESTROS CESARO
Jz P(x) Jz P(x) Jz P(x) Jz P(x)

Jz [P(x) A R(x)]

T2 [P(z) A =R(z)]

To[P(z) A =R(@)]

Troisieme figure

Quatrieme figure

Yz [Q(z) = ~R(x)]
Jz [Q(z) A P(x)]

Jz P(x)
vz [R(z) = Q(z)]
vz [Q(z) = ~P(x)]

DATISI DISAMIS CAMENES DIMARIS
Vz [Q(z) = R(x)] 32 [Q(z) A R(x)] Va [R(z) = Q(x)] Jz [R(z) A Q(z)]
3z [Q(z) A P(x)] vz [Q(z) = P(z)] Ve [Q(z) = ~P(z)] | Vz[Q(z) = P(z)]
2 [P(z) A R(z)] T2 [P(z) A R(2)] Va[P(z) = —R(z)] Jz [P(z) A R(x)]
BOCARDO FERISON CAMENOS FRESISON

vz [R(z) = —Q(x)]
3z [Q(x) A P(x)]

T2 [P(z) A =R(@)]

T2 [P(2) A=R(z)]

Jz [P(z) A —R(z)]

T [P(2) A=R(z)]

DARAPTI

FELAPTON
2 Q(x)
Ve [Q(r) = ~R(x)]

BRAMANTIP
Jx R(x)

Vz [R(z) = Q(z)]

Vz |Q(z) = P(xz)]

FESAPO

32 Q(x)
v [R(x) = —Q(x)]
v [Q(x) = P(x)]

Jz[P(x) A R(x)]

vz [Q(x) = P(x)]
Jz [P(x) A —R(z)]

Jz [P(x) A R(x)]

T2 [P(z) A =R(@)]

FIG. 65 — Tableau des syllogismes valides ou quasi-valides

on imagine aisément qu’elle reste applicable pour uneselasfinie de formule$ Pour
déterminer une telle classe, aussi grande que possihls, ieaonsidérons des syllogismes
et essayons de les généraliser.

"I est plus commode de parler de formules que de raisonnemappelons que le raisonnement dont les
prémisses sonP, ..., P,, et dont la conclusion est’ est valide (ou correct) si et seulement si la formule
(PLA---NP,) = Cestvalide.
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Concretement, valider le syllogisrBaRBARA revient a valider la disjonction
2 [Q(x) A-R(x)] Vv Fz [P(x) A=Q(x)] V Vo [P(x) = R(z)];
de méme, validefreRI0 revient a valider la disjonction
Az [Q(z) A R(x)] V Vz [P(x) = -Q(x)] V 3z [P(x) A —R(z)].

Il semble clair que la méthode des diagrammes de Venn aegp@ticable siles disjonctions
comportent plus de trois €lements et si matrices des fl@snmpliquées sont des fonctions
booléennes quelconques des form¥s), Q(x) et R(z). De méme, rien ne devrait empécher
l'introduction d’une quatrieme form&(x) : on pourrait alors maintenir la forme graphique
elégante de la méthode de Venn en passant dans I'espieaie dimensions, les formes étant
représentées par quatre sphéres, délimitant e2toutl 6 zones. On pourrait aussi renoncer a
I'aspect graphique de la méthode et autorisprédicats distinct$?

Dans la suite de ce chapitre, on précise ces extensionsrdtditement, ce qui conduit a
une procédure de décision pour le calcul des prédicatadiques.

Schemas monadiques bo@ens sur une variable. Un schema monadique boeén (SMB)
sur la variablex est une combinaison booléenne (finie) de formes tellesifug, Q(z), . . .
résultant de I'application a la variabted’un prédicat monadique.

Dans la méthode de Venn, on se préoccupe seulement de sauvoie zone est vide ou
non, sans distinguer les cas ou une zone contient un oephgselément(s) ; c’est justifié par
le théoréme suivant :

Théoreme.Si un SMB®(x) admet un modeéle, alors il admet un modéle a un seul &éme
DémonstrationSoit / une interprétation dé(z) de domaineD et soita € D tel quel|z] = a.
Linterprétation.J de domaine{a} telle queJ[x] = a et, pour tout prédicat (monadiqué),
telle queJ[P] est la restriction §a} de I[P] est telle que/(P) = 1(D).

Définition. Une interprétatioffondamentaled’'un SMB ®(x) est une interprétation dé(z)
dont le domaine comporte un seul élément.

Remarqueles interprétations dont le domaine est un singleton oatpropriété intéressante
dépassant le cadre monadique. Une telle interprétatioibue toujours la méme valeur de
vérité a une formule (quelconque), a sa fermeture uigele et a sa fermeture existentielle.
RemarqueEtant donné le lexiquel = {P,..., P, }, un SMB®(x) admet2” interprétations
fondamentales distinctes.

Corollaire. Un SMB est valide s'il est vrai pour toutes les interpr@as fondamentales ; il est
consistant s'il est vrai pour une interprétation fondatanau moins.

Remarque.Les schémas monadiques booléens peuvent étre assirail& formules
propositionnelles; ils ne sont donc pas intéressantsien so

Schémas monadiques quantifs sur une variable. La fermeture (existentielle ou
universelle) d’'un schéma monadique booléen suest unsckéma monadique quangfi
(existentiel ou universel) sur la variable Les prémisses et la conclusion d’'un syllogisme
sont des schémas monadiques quantifies (SMQ).

2Cela correspondrait@ hyperspheres de I'espacea- 1 dimensions, déterminadt zones.
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RemarquelLa matrice d'un SMQ ne contient pas d’autre variable que laabée quantifiee
(unigue) ; un SMQ est donc une formule fermée.

Théoreme.Un schéma monadique quantifieé est valide (resp. consistantingent) si et
seulement si sa matrice est valide (resp. consistantangenie).

Démonstration.ll suffit de démontrer que, pour tout schéma monadique &sod(x),

la validité dedz ®(x) entraine celle deb(x). On procéde par I'absurde. Si(z) admet
un antimodele, il existe un antimodele a un seul élémeslui-ci est nécessairement un
antimodele délx & (x).

Corollaire. Si ®(x) est un SMB, les trois formulesd(x), Vx ®(z) et 3z d(x) sont
simultanéments valides, contingentes ou inconsistdates

RemarqueCe corollaire montre que les schémas monadiques quanfié isoléement, ne sont
pas non plus trés intéressants. En revanche, les corebitebooléennes de tels schémas le
sont, comme nous le voyons au paragraphe suivant. La forroulespondant a un syllogisme
peut toujours s’écrire comme une disjonction de trois SMQ.

8.1.3 Formules monadiques sur une variable

Combinaisons bookennes de SMQ sur une variable. Les syllogismes correspondent a
des disjonctions de SMQ. Cela suggere I'etude systgmatde ces disjonctions ou, plus
généralement, des combinaisons booléennes de SM@ ‘@étéralisation” n'est d'ailleurs
pas tres profonde, car on a le résultat suivant :

Théoreme. Toute combinaison booleennB de SMQ est logiqguement équivalente a une
disjonctionD de conjonctions de SMQ, et aussi a une conjondtiafe disjonctions de SMQ.
DémonstrationPour obtenir par exemplé' a partir deB, on réduit d’abordB a la forme
normale conjonctive, chaque)M () de B étant assimilé & un atome; les “littéraux négatifs”
éventuels, c’est-a-dire des négations de SMQ, sons adonplacés par des SMO.

Si on peut tester la validité de disjonctions de schémasaaiigues sur une variable, on
pourra donc tester la validité de la conjonction de ceodidjons et donc d’'une combinaison
booléenne quelconque ; de méme, si on peut tester la tamsésd’'une conjonction de schémas
monadiques sur une variable, on pourra tester la consestdinoe combinaison booléenne
quelconque de tels schémas. Notons aussi que les deugprebbsont équivalentsSignalons
enfin que, vu les regles de renommage, on peut toujours sappae seule la variableest
utilisée.

Les deux résultats qui suivent simplifient grandement ddolgme.

Théoreme.Une conjonction de schémas existentiéls A --- A E, est consistante si et
seulement si chacun des schéma®st consistant.

DémonstrationLa condition est visiblement nécessaire : un modele daomgonction est aussi
un modele de chacun de ses éléments. D’autre part, soppgse tous leg), = Jx M, soient
consistants. Les matricdd, sont consistantes et admettent un modele fondaménsair un

73En cas de validité ou d’inconsistance, les trois formutes évidemment logiqguement équivalentes, mais en
cas de contingencé,(x) n’est jamais logiquement équivalente a I'une de ses farras.

"4La négation d’un SM universel est un SM existentiel, laatég d’un SM existentiel est un SM universel.

"SRappelons qu’une conjonction est valide si et seulemenius ses élements le sont; une disjonction est
consistante si et seulement si tous ses éléments le serglud, la négation d’une conjonction (disjonction) de
SMQ est une disjonction (conjonction) de SMQ.
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singleton{a}. On définit une interprétatioh dont le domaine esfay, ..., a,}; pour tout
prédicatP et pour toutk € {1,...,n}, on posel[P|(a;) = Ix[P](ax) Si P intervient dangv
etI[P](ax) = V (par exemple) sinon. Linterprétatianest un modéle commun & tous B
et donc un modele de la conjonction car, par construcfign, (M) = V donc/(E;) = V.
RemarqueOn ne peut pasiéduire de ce qui précéde qu’en logique monadique, It
dx [@(x) A ¥(z)] serait logiguement équivalente a la formdled®(z) A 3z U(x). En outre, le
résultat selon lequel un schéma existentiel consistimeaun modele fondamenta¢ sétend
pasa une conjonction de tels schémas. Un contre-exemple con@vident est fourni par les
deux schémasz P(x) et3z —P(x).

Théorgme.Un schéma existentielz W(x) est conséquence logique d’un schéma existentiel
Jx ®(x) si et seulement si la matrick(z) est conséquence logique de la matride).
DémonstrationLa condition est visiblement suffisante. Sditun modele fondamental de
dx ®(x) ; c’estaussi un modele (fondamental)®le:), deW (x) et dedz ¥ (x). La condition est
aussi nécessaire. 8iz) n’est pas conséquence logiquedle:), alors le SMB®(z) A =¥(x)
admet un modeéle fondamental, qui est aussi un modelgézdk(x), mais un antimodeéle
fondamental d&(x) et donc dedx ¥ (z).

Corollaire. La conjonction(3x ®(z) A Va ¥(x)) est (in)consistante si et seulement si le SMB
®(z) A =¥ (z) est (in)consistant.

Corollaire. Si 3z ¥ (z) n'est pas conséquence logiquegied(x), la conjonctiordz ®(z) A

Va =W (x) admet un modele fondamental.

Il reste a étudier le cas ou la conjonction de SMQ compawtesi un schéma universel ou
plusieurs; on peut se limiter a un seul, puisque la conjonale schémas universels est un
schéma universéf.

On note d’abord que la conjonction d’'un schéma existemtiet d’'un schéma universél
est consistante si et seulement si le schéma existefitiel’est pas conséquence logique du
schéma existentidl, ce que I'on peut tester par le théoreme précédent.

On a enfin le theoréme suivant.

Théoreme.La conjonctionE; A --- A E, A U est consistante si et seulement si chacune des
conjonctionsFk, A U est consistante.

Démonstration.La condition est visiblement nécessaire. Elle est ausfisante. Vu

le corollaire précédent, si les conjonctiods, A U sont consistantes, elles admettent
respectivement les modeéles fondamentalx de domaine {a;}. On définit alors
l'interprétation / de domaine esf{ay,...,a,}; pour tout prédicatP et pour toutk €
{1,...,n}, on pose/[P|(a;) = I;[P](ax) si P intervient danst;, ou dandJ et[P](ax) =V
(par exemple) sinon. Linterprétatiohest un modéle commun @& et a tous les;, et donc

un modele de la conjonction car, par construction, of, @, (M) = I,/ (M)V donc
I(E, ANU) =V, 0u M, et M sont les matrices dE}, etU.

Corollaire. La disjonctionU; Vv --- vV U, V E estvalide si et seulement si au moins une des
disjonctionsl/;, V E est valide.

RemarqueOn teste la validité d’'une combinaison booléenne de SM@aédransformant en
une conjonction de disjonctions de SMQ, et en traitantigpant chaque disjonction. Le test
d’une disjonction dex SMQ se ramene a au plustests de conséquence logique entre deux

"6Quelles que soient les formules et la variabler, les formulesvz N\; Ai et A\, Vz A; sont logiquement
équivalentes.
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SMQ existentiels ou, plus simplement, entre deux SMB sumo@&ee variable: et donc, plus
simplement encore, au test de validitedd®8MB surx. Enfin, un SMB est valide si et seulement
si le schéma propositionnel correspondant (obtenu enlegyapt chaque occurrence &g x)
par I'atomep;) est valide.

Remarque.La technique vue ici s’étend immédiatement aux comborasbooléennes
comportant non seulement des SMQ mais aussi des propasiiementaires.

Exemples. Nous reconsidérons d’abord les cas des syllogisne8ARA etFERIO évoqués
au paragraphe 8.1.2. La disjonction

Jz [Q(x) A=R(z)] V Fz[P(z) A —-Q(z)] V Vz[P(z)= R(z)],
associée 8ARBARA, se récrit d’abord en
Fz ([Q(x) A=R(z)] V [P(x) A=Q(x)]) V Vo [P(x) = R(x)];
elle est valide si son premier éléement est conséquegégue de son second, ou encore Si
—[P(z) = R(z)] = [Q(z) A—R(z)] V [P(z) A=-Q(z)],

c’est-a-dire si
—lp=rlElgA-r] vV [pAg],
ce qui est visiblement le cas. De méme, la disjonction

3z [Q(z) A R(z)] V Yz [P(z) = -Q(x)] V 3z [P(x) A —~R(x)].
associée &ERIO, se récrit d’abord en
Az ([Q(z) A R(x)] v [P(x) A=R(x)]) v Va [P(r) = =Q(x)];
elle est valide si son premier éléement est conséqueggue de son second, ou encore Si
—[P(z) = =Q(2)] = [Q(x) A R(x)] V [P(z) A—R(z)],

c’est-a-dire si
=lp= gl ElgAr] vV [pA],
ce qui est visiblement le cas.

On étudie ensuitBARAPTI. Sans le présupposé d’existence, la disjonction cooretgnte
est
Jz [Q(z) A —R(x)] V Fz[Q(z) AN—P(z)] v Jz[P(x) A R(z)],

qui se récrit en
Jz ([Q(z) A —R(x)] Vv [Q(x) A=P(x)] vV [P(x) A R(z)]).
Ce SBQ est valide si la formule

[gN=r] V [gA=p] V [DAT],
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ce qui nest pas le cas. En revanche, avec le présupposéstdigce, la disjonction
correspondante devient

Ve-Q(x) V Jz[Q(z) A —=R(z)] V Jz[Q(x) AN—-P(x)] V Jx[P(x) A R(x)],
qui se récrit en
Vz=Q(z) v Jz([Qx) A-R(z)] V [Qx) A=P(x)] vV [P(z) A R(z)]).

Cette disjonction est valide si son second élément estézprence logique de la négation de
son premier, ou encore si la formule

q= ([gA-r] V [gA=p] V [pAT])

est valide, ce qui est le cas.

Les diagrammes de Venn. Reconsidéron®ARAPTI par la méthode des diagrammes de
Venn. Dans le diagramme standard du syllogisme (Fig. 64)denisse majeure exprime que
les zones 1 et 4 sont vides, ce que I'on peut é¢pire R ou, pourquoi pas; = r; la prémisse
mineure exprime de mémge=- p et la conclusion exprime que I'une au moins des zones 6 et
7 n'est pas vide, ce que I'on ecyitA r.

D’apres la méthode de Venn, la validite d@aRAPTI (sans prémisse supplémentaire)
correspond a I'énoncé

{a=r, a=p}EpAT;

la validité deDARAPTI avec présupposé d’existence correspond a I'énoncé

{¢,9=r,g=ptEDPAT,

ou encore a I'eénoncé
{¢, g=r, ¢=p, =(pAr)}estinconsistant.

On note que la méthode de Venn n’est autre qu’une versigrhgrae de la méthode introduite
et justifiee dans les paragraphes précédents ; elle pstadorecte.

Remarquele traitement deDARAPTI par la méthode de Herbrand revient a déterminer
l'inconsistance de I'ensemble

{Q(a), Q(a) = R(a), Q(a) = P(a), =(P(a) A R(a))};

la méthode de Venn est donc dans ce cas une version gragtedaenéthode de Herbrand.

8.1.4 Lalogique des pedicats monadiques

Introduction. Nous venons de voir qu'un fragment important de la logiquenadique,
comportant notamment les formules modélisant les sydlogs catégoriques, se ramenait au
calcul des propositions. Nous considérons maintenaogiglie monadique complete. La clef
du traitement est la réduction des formules tolane simple

156



Théoreme.Une formule est simple si et seulement si elle est une corigondooléenne de
SMQ et d'atomes.

DémonstrationLa condition est visiblement suffisante. On établit q@edlst nécessaire par
induction sur la structure syntaxique des formules.

Corollaire. Une formule est simple et fermée si et seulement si elle estaombinaison
booléenne de SMQ et d’atomes sans variéble.

Lois de passage. Leslois de passagsont des schémas d’équivalence logique entre formules.
Associées au théoreme de I'echaf@elles permettent de réduire les formules a la forme
simple. On a:

- VA < Aetdz A «— A, siAnecomporte pas d’occurrence librexe

—Vr—-A « —-dzA; dJr—-A < =Vz A

-V (AANB) & (Ve AAVzB); Jz(AVB) < (Ixr AV Iz B).

-Vx(AVB) « (VxAV B); 3x(AANB) < (3xA A B), si B ne comporte pas

d’occurrence libre de.

Rappelons que ces regles sont valables en logique ptigdig&nérale.

Procédure de cecision pour la logique monadique. On introduit d’abord un lemme.
LemmeSi la formuleA est simple, alors il existe des formules simpigst A”, logiquement
équivalentes &z A etdx A, respectivement.

DémonstrationSimple utilisation des lois de passage.

Théoreme.Toute formule monadique est logiqguement equivalentesafornme simple.
DémonstrationOn obtient cette forme simple par application répétéedume.

Procédure de écision.Pour tester la validité d’une formule, on réduit sa fenmetuniverselle
a la forme simple et on applique la technique du paragraph8.8

Complexié. La procédure impligue des réductions en forme normalenjcwtive ou
disjonctive) répétées. Pour une forme prénexe corapbrt quantifications alternées;
réductions peuvent étre nécessaires.

Un exemple. On veut comparer les formules
Vo Iy [(PxV Qy) A (RxV Sy)] et IyVz[(PzV Qy) A (RxV Sy)].

Il est clair que la premiere formule est conséquence logie la seconde, mais la réciproque
est fausse. Pour le voir, on réduit d’abord la premierenfde a la forme simple. Dans la liste
ci-dessous, toutes les formules sont logiquement éagrites.

"Les atomes sans variable sdnie, false et les propositions élémentaires. Bien que ces desigogent
assimilées a des prédicat$) @rgument, il est commode de les admettre en logique monadifailleurs, on
pourrait €liminer les atomes sans variable en les reraptggar des SMQ particuliers.

8Le théoreme de I'échange permet de remplacer une soosife par une sous-formule logiquement
équivalente, sans changer la sémantique de départ.
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Ve Iy [(PzV Qy) N (RxV Sy)]
Va 3y [(Px A Rx) V (Px A Sy)
Va [(Pz A Rx) V (Pxz A3y Sy)
Vo [(Px A Rx) V (Px A3y Sy) JyQy A Rx)] V Jy (Qy A Sy),
Vo [(PxV dyQy) N (PzV Rzx) Rz Vv Iy Sy)|] V Jy(Qy A Sy),
(Vo PxV JyQy) A Vo (PxV Rx) A (Vx RxV 3y Sy)|] v Jy(Qy A Sy).

Qy AN Rz) vV (Qy A Sy)],
JyQy A Rx) V Iy (Qy A Sy)],

/—\AA

)

V
V
V
A

—~

Une forme disjonctive normale équivalente est :

(Vx Px AVx Rx) V (Vz Px A JySy) V (JyQy AVz Rx) V
(Jy Qy ANVx (PzV Rz) AJySy) V Iy (Qy A Sy) .

Pour la seconde formule, on obtient une liste analogue :

JyVa [(PxV Qy) A (RzV Sy)],

Jy Vx (Px V Qy) A Ya (Rx V Sy)],

Jy [(Vz Px VvV Qy) N (Vx Rx Vv Sy)],

Jy [(Vx Px AVx Rx) Vv (Vo Px A Sy) V (Qy AVz Rx) V (Qy A Sy)],

(Vx Px AV¥x Rx) Vv (Vo Px A JySy) V (JyQy AVe Rx) V Jy (Qy A Sy) .

Une forme disjonctive normale équivalente est la dealigne :
(Vx Px AVx Rx) Vv (Vo Px A JySy) V (JyQy AVe Rx) V Jy (Qy A Sy)

En comparant les deux formes normales, on observe que laggeecomporte les mémes cubes
gue la seconde, plus un cube supplémentaire. Il est dostyp@de rendre la premiere formule
vraie tout en falsifiant la seconde, au moyen d’une inteéapidn rendant faux les quatre cubes
ci-dessus et vrai le cube supplémentaire

(Jy Qy ANVx (PxV Rx) A Jy Sy) .
Une telle interprétation sur le domaike, b} est par exemple celle qui rend vrais les atomes

Pa, Qa, Rb, Sb et faux les atome®b, Qb, Ra, Sa.

On peut aussi appliquer la technique vue au paragraphe Bfa® montrer la consistance
d’'une conjonction de cing formules, dont les quatre preesiésont les négations des cubes
communs aux deux formules étudiées et dont la cinquieshéeecube supplémentaire. Les
cing membres de la conjonction sont donc

1. =(Vz Px AVx Rx), soit 3z (-Px V —Rx);

—(Yx Pz A Jy Sy), soit Jx ~Pz V Yy -Sy;
—(3y Qy A Vz Rx), soitVy -Qy V Jx—Rx;
=3y (Qy A Sy), soit Vy (—Qy V —~Sy);

Jy Qy AVz (PxV Rx) A Jy Sy .

a bk~ Wb
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Tout modele éventuel devra satisfathgQy et 3y Sy (formule 5), ce qui permet de simplifier
d’emblée les formules 2 et 3 efiw =Px et dx —Rx, respectivement. Cette simplification
montre que la formule 1 est inutile et peut donc étre omiseste donc a trouver un modele
pour la conjonction

Jr—Pzx A Jx—-Rx A Yy (—Qy VvV —-Sy) A JyQy A Vx (PzV Rzx) N JySy.

En regroupant les deux schémas universels et par renonmaegg z, cette formule se récrit
en
dr =Pz A Jz—-Rx A JxQx A Jx Sz A Vo [(-Qz V ~Sz) N (PxV Rx)].

D’apres les résultats du paragraphe 8.1.3, il suffit dé#fige séparément la consistance des

formules
dx—Px A Vx[(-Qz V —-Sz) A (PzV Rx)],

3z -Rx A Vz [(-Qz vV -~Sz) A (PzV Rx)],
Jz Qz A YV [(-Qz VvV —Sx) A (PzV Rx)|,
Jz Sz A Vz [(-Qx V =Sz) A (PzV Rr)],

ou encore{ 8.1.3) des formules

-Px A (-Qx VvV —Sz) A (PxV Rz),
—Rx A (-QzV —Sz) A (PxV Rx),
Qr N (-Qx VvV —~Szx) A (PxV Rx),
Sz A (=Qx vV —=Sz) N (PxV Rx),

ce qui est évident dans chaque cas.

RemarqueRappelons que, dans la recherche de modeles pour ces éx;ronlpeut se limiter
aux modeles fondamentaux. On peut aussi, a partir deseqoaideles obtenus, créer un
modeéle commun, mais ce modele ne sera généralementmpaahental. Dans notre exemple,
il comportera au minimum deux éléments; le modéle a ddéaments donné plus haut rend
vraies les quatre formules, en considérant I'instance « pour les deuxieme et troisieme
formules, et I'instance = b pour les deux autres formules.

8.2 Lalogique de Bernays et Sabnfinkel
8.2.1 Introduction

Lintroduction dans la logique prédicative des prédicablyadiques ne pose pas de
probleme sémantique. En patrticulier, la notion d’intétption s’étend immeédiatement a ce
cas. Cependant, I'introduction d’un seul prédicat a dagximents suffit a prévenir I'existence
d’une “vraie” procédure de décision. Plus précisémkeninéthode des tableaux sémantiques,
celle de Herbrand, celle de Hilbert et beaucoup d’autresettent, de maniere systématique,
de reconnaitre les formules valides et les formules instar#es mais, pour chacune de ces
méthodes, il existe toujours certaines formules contitggepour lesquelles aucune conclusion
n’est fournie en un temps fini, et il a été demontré queedatune était irrémédiable.

On peut cependant, en restreignant la logique prédicatbtenir des fragments décidables,
et lalogique monadique est probablement le plus connuntitdiiion de I'arité des prédicats ne
conduit cependant pas tres loin. Une autre voie plus preonse est la limitation des schémas
de quantification, que nous explorons ici.
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8.2.2 Logique predicative sans quantification

Si on s’interdit de quantifier les variables, celles-ci éewient, sur le plan sémantique,
indistinguables des constantes. En effet, interprétex constante ou une variable est
simplement lui associer un élement du domaine d’'inttgiron. On peut donc admettre qu’en
I'absence de quantification, les seuls termes sont les aioiest

Une formule de la logique sans quantification est une condonalinéaire d’atomes
sans variables. Si une telle formule comporie atomes distincts, elle admettr2
interprétations, exactement comme en logique proposigtle. On notera que deux atomes
sont (completement) indépendants des qu’ils sont gigquament distincts; il n'y a pas
plus de liens sémantiques entre, par exemple, a, b) et P(a,b,b) qu'entre P(a,a,b) et
Q(c, d). L'étude des formules predicatives sans quantificaticasene a I'étude des formules
booléennes correspondantes.

8.2.3 Logique predicative sans alternance de quantification

L'étape suivante consiste naturellement a consid@®rfdrmules comportant une seule
quantification mais, telle quelle, cette classe n’est pas Béfinie du point de vue sémantique.
En effet, les formulesvz (P(z) A Q(x,a)) et Vo P(x) A Yz Q(z,a) €tant logiquement
equivalentes, il n'y a pas de raison d’accepter la preenéirde refuser la seconde. Il est
eégalement peu indiqué d’'imposer le type de quantificatmrisque des formules comme
Vo (P(z) = R(a)) et3z P(z) = R(a) sont logiquement équivalentes. On peut cependant
imposer ce type de restriction pour les formes prénexes.

Formules existentielles pures, formules universelles pes. Une formule existentielle
(universelle) pure est une formule logiquement équival@rune forme prénexe ne comportant
gue des quantificateurs existentiels (universels). Tdateformules introduites au paragraphe
précédent sont donc des universelles pures. Dans la eme@8toute formule se réduit aisement
a la forme prénexe, il n'est pas génant de se restreedes formes dans cette étude.

On sait qu’une formule est consistante si et seulement sesaeture existentielle est
consistante ; une formule est valide si et seulement si saetere universelle est valide.
Cependant, la fermeture existentielle de la form(e) vV - P(y) est valide sans que la matrice
elle-mé&me le soit; de méme, la fermeture universell®@e) A —P(y) est inconsistante alors
gue la matrice est consistante.

Le théoreme de Herbrand donne un moyen simple de testenisistance des formes
de Skolem, qui devient une procédure de décision dansdeogaon n'a pas de symboles
fonctionnels. On a les résultats suivants :

Théoreme.Une formule universelle pure (forme de Skolem) est consietai et seulement si
on obtient un schéma vérifonctionnellement consistangrenant la conjonction des formules
obtenus en substituant des variables libres aux variabkstifjiées de la matrice.
Démonstration.Corollaire immédiat du théoreme de Herbrand, les véeglibres de la
formule jouant le role de constantes de Skolem.

Théoreme.Une formule existentielle pure est valide si et seulemepnsbbtient un schéma
vérifonctionnellement valide en prenant la disjoncti@s dformules obtenus en substituant des
variables libres aux variables quantifiees de la matrice.
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8.2.4 Logique predicative avec une alternance de quantification

La technique du paragraphe précédent permet d’analystes les formules monadiques
et de nombreuses autres formules utiles, notamment celfesadforme prénexe comporte une
seule alternance de quantificateurs.

ExempleLa formule
dxVy P(z,y) = Yy Iz P(z,vy)

est logiquement équivalente a la forme prénexe
VaeVy 3z Jw [P(x, z) = P(w,y)];
cette formule est la fermeture universelle de
JzJw [P(x, z) = P(w,y)],

donc ces trois formules sont valides si et seulement si laiéler est valide, ce qui est le cas
puisque la disjonction

[P(z,2) = P(z,y)] V [P(z,2) = P(y,y)] V [P(z,y) = P(z,y)] V [P(z,y) = P(y,y)]

est valide.

Petit theoreme de Herbrand. Le théoréme de Herbrand est a la base d’'une procédure
générale permettant de reconnaitre la validité owcdimsistance des formules predicatives
guelconques. Particularisé aux formules quantifieesqul permet de reconnaitre aussi les
formules contingentes. Dans ce paragraphe, nous nousttisit ce cas particulier.

Nous considérons une forme prénexe universelle fusans variable libre mais contenant
éeventuellement des constantes.da@maine de Herbrand/s (ou univers de Herbrangdde S
est 'ensemble de ces constantes s'il en existe, et le $org{e} sinon; ce domaine est fini.
Uneinterprétation de Herbrandi’'une formule en forme de Skolemest une interprétatiol
de S dont le domaine estis et telle que chaque constante présente dasait interprétée en
elle-méme (si cette interprétation refdvraie, on parle denockle de Herbranil La base de
Herbrand By est 'ensemble des atomes fondamentaux. Cette base estdimie nombre de
prédicats intervenant dassest evidemment fini. SiHs| = &, chaque prédicat d’arité donne
lieu ak™ atomes fondamentaux.
Théoreme.Si ‘H est une interprétation de Herbrand pour la matute;,...,z,), on a
H[Vzy - -V, A(xy,...,2,)] = V si et seulement sH[A(hy,...,h,)] = V pour tous
hi,...,h, € H.
Corollaire. Une forme de Skolem est vraie pour une interprétation détdad si et seulement
si toutes ses instances fondamentales sont vraies poaiirtettprétation.
Simplification. Les interprétations de Herbrand s’identifient aux fonwiqtotales) de la
base de Herbran@®y sur {V,F}, ou encore aux sous-ensembles glg, c’est-a-dire aux
interprétations propositionnelles de lexique= By.

Petit treoreme de HerbrandJne formule universelle purg est consistante si et seulement si
elle admet un modele de Herbrand.
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RemarqueOn voit immédiatement I'intérét de ce théoreme quinpet; lors de la recherche de
modeles, de se limiter aux interprétations de Herbrandc@ un domaine générique, unique
et simple.

Démonstration.La condition est visiblement suffisante. On montre qu’eli® eécessaire
en donnant une technique de transformation d’'un modelécopgueZ (de domaineD
quelconque) en un modele de Herbréiidde domaing? = Hy).

1. On commence par donner une fonctiorgui a tout éléement, € H du domaine de
HerbrandH associe un élémeni(h) € D. Si au moins une constante apparait déns
toutes ces constantes sont interprétéesZpar on posew(c;) = Z[¢] = I.[a] € D;
sinon, la constante arbitrairgest interprétée en un élémeht w(a) € D quelconque.

2. Pour donner une interprétation de Herbrandil faut spécifier 'ensemble des atomes
fondamentaux qui seront vrais daHs

Soienthy,...,h, € H etp un symbole prédicatif d’arité&.. Pour interpréter I'atome
fondamentalp(hy, ..., h,), on poseH[p(hy,...,h,)] = IL[pl(w(hi),...,w(hy,))
(I.[p] est une fonction d®™ dans{V, F}).
On adonc
Haythy oz i D@15 -5 T)] = Loy juw(hn),wn fu(ho) P(Z15 - - -5 Tn)]

3. Soity(zy,...,x,) Une matrice ne contenant aucune variable libre autrezgue. , x,,.

On a‘7_{$1/h1 ,,,,, Zn/hn [90('1'1’ < >'Tn)] = Z'$1/w(h1) ----- CCn/w(hn)[gD(xl? < axn)]
4. Toute formule de la form€z; - - - Vz,, p(z1, .. ., z,) satisfaite paf est aussi satisfaite
par’H. On a successivement

I[Vxy - -V, o(xy,...,2,)] =V (hypothése),

Torjdy,wnjdn (21, ..., 20)] =V, pourtouslesl,. .., d, € D,

Ty Jw(hy)yosn Jw(h) (9(21, - -, 20)] =V, pourtous lesy, ... h, € H.
Hathy oz i l0(@1, ... @) =V, pour tous les,, ... h, € H.
H[Vxy -V, o(x,...,2,)] =V .

Procédures de ecision Une conséquence immédiate du petit theoreme de Hetlestrgue,
pour tester la consistance d’une forme universelle

RemarquelLa théorie de Herbrand a une portée tres générale n&dk pas restreinte au cas
particulier des formes universelles pures. que ce qui Wiétre s’applique seulement aux
formes de Skolem. Par exemple, la formule

p(a) A Jx—p(z)

est consistante, mais n’a pas de modele de Herbrand : €tsde Herbrand (si on le considere
comme défini) serait le singletdm }, et la formule n’admet que des modeéles a deux éléments
au moins. En revanche, la forme de Skolem correspondante

p(a) A =p(b)

admet le modéle de Herbrakd(a)}, tel quep(a) = V etp(b) = F.
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