CALCUL DES PREDICATS

Langage formel plus riche que le calcul des propositions, qui permet
d’'exprimer des propriétés vraies pour certains individus pris dans un
ensemble (relations).

En mathématique, on définit une relation R d'arité n sur les
ensembles D1, Do, ..., Dy, cOmme un sous-ensemble du produit
cartésien D1 X Dy X +-- X Dp,.

Exemples
PPQ(z,y) = {(z,y) e NxN) |z <y}

= {(0,1),(0,2),(0,3),...,
(172)7 (1’3)7 (1’4)7 crt
(2,3),(2,4),(2,5),...,
f ¥

CARRE (z,y) = {(z,y) € (N x N) |y =27} = {(0,0),(1,1),(2,4),(3,9),...}

PR(z) = {z € N |z est un nombre premier} = {2,3,5,7,11,13,...}

Soit D un ensemble. R est une relation d'arité n sur le domaine D si
R est une relation sur D™,

Logique des prédicats : I’essentiel
— quantification

— interprétation : domaine

<+ association prédicat « relation sur le domaine

+ association symbole fonctionnel «+ fonction sur le domaine
Pas de procédure de décision pour le calcul des prédicats (validité
indécidable) !

Seulement “semi-procédure de décision” (validité semi-décidable) :
Tableaux sémantiques (Hintikka)

Séquents (Gentzen)

Systémes axiomatiques (Hilbert)

Modeles canoniques (Herbrand)

Résolution (Robinson)

Soit R une relation d'arité n sur D.
Le prédicat R associé a R est défini par

R(dl,...,dn):T Ssi (dl,...,dn)eR.

Exemples.
Prédicats correspondant aux relations précédentes.

PPQ(0,1) =T PPQ(8,4)=F PPQ(3,6)=T

CARRE(0,0) =T CARRE(0,2)=F CARRE(2,4)=T CARRE(2,7)=F
PR(3)=T PR(EB)=F -

Proposition = propriété vraie ou fausse

Prédicat = propriété vraie pour certains individus d'un domaine

SYNTAXE DU CALCUL DES PREDICATS
(SIMPLIFIE = sans symboles fonctionnels)

Soit

- P={p,q,r,...} : un ensemble de symboles arbitraires appelés
symboles de prédicats (chacun ayant une arité).
NB : Les propositions atomiques sont des symboles de prédicats
d'arité 0.

- A={a,a1,an,...,b,¢,...} : un ensemble de symboles arbitraires
appelés constantes (ou constantes individuelles).
- X ={x,71,22,7,...,9,2,,...} : un ensemble de symboles arbitraires

appelés variables (ou variables individuelles).
Pour définir 1a notion de formule du calcul des prédicats, on va
d'abord définir les notions de terme et de formule atomique.



Termes et formules

Un terme est une constante a € A ou une variable x € X.

Une formule atomique est une expression p(tq, ..
symbole prédicatif d'arité n et tq,..

.,tn), OU p € P est un
.,tp sont des termes.

Le concept de formule est défini récursivement comme suit.

Une formule atomique est une formule.

true, false sont des formules.

Si A est une formule, alors =A est une formule.

Si A1 et A, sont des formules, alors (A1 V As), (A1 AAs), (A1 = Ap)
et (A1 = Ay) sont des formules.

Si A est une formule et = une variable, alors Vz A et 3z A sont des
formules.

Rien d'autre n'est une formule.

Quantification, portée, variable liée, variable libre

La portée d'une quantification (d'un quantificateur) est la formule a
laquelle la quantification s’applique.

Dans VxA ou dans JzA,

la portée de = est A.

Semblable a la portée des déclarations dans un langage de programmation
(Pascal).

L'occurrence de la variable x dans la quantification Vx ou dx est dit
quantifiee.

Toute occurrence de x dans la portée d'une quantification est dite
lige.

Une variable est libre si elle n'est ni quantifiée, ni liée.

Les portées de deux variables z et y sont

disjointes ou I'une est incluse dans I'autre.

Parenthéses, précédence

On aurait pu introduire la syntaxe avec des parenthéses autour de
toutes les formules composées : (—A), (VzA), (3zA).

Dans ce cas, on peut justifier I'omission de certaines parenthéses par
des regles de précédence.

Précédence des connecteurs logiques
-

(ordre décroissant) (V
3

1 /\1 \/1 :>Y E
Exemple :

(e ((~Gupte. ) v (-Gt 2)) )
peut s'écrire

Va (ﬂyp(am y) vV =3yp(y, w))

Variables libres et liées, exemples

1. 1 =4y Va(p(z,a) = Jzq(z))
Deux quantifications sur = sont imbriquées.
On préférera éviter ce genre de formule,
mais on verra que la sémantique de ¢; est
celle de Va(p(z,a) = Jyq(y)) ou encore de Vy(p(y,a) = Iz q(x)).
2. o =4 JxVXA
Deux quantifications sur x sont imbriquées.
Comme précédemment, la sémantique de ¢o
est celle de dyvz A, par exemple, si y n'a pas d'occurrence (libre) dans A; la
quantification sur y est inutile, et la formule équivaut a VzA.
3. 3 =4y Vop(z,0) = Iz q(2)
Deux variables liées ont le méme nom.
Mais les portées sont disjointes,
donc pas de probleme.
4. o4 =44 Vep(z,a) = q(z)
Une variable libre et une variable liée
ont le méme nom z.

C’est acceptable, mais il est préférable de renommer la variable liée. Par
exemple, Vy p(y,a) = q(zx).



Exemples de formules

Fermetures universelle et existentielle
1. Vavy(p(z,y) = p(y,z))

La formule sera vraie dans les interprétations

Une formule est fermée ou close si elle ne contient aucune variable qui associent 3 p une relation symétrique.
libre. 2. Va3 pla,y)
Lorsqu’'une formule A contient les variables libres xz1,z5,...,xn, ON la 3. vz p(z,y)
notera aussi A(x1,z2,...,%n). 4. Vap(a,z)
Si x1,x9,...,xn sont toutes les variables libres d'une formule A, 5. Ja3y(p(z) A —p(y))
Va1V Var A La formule ne pourra étre vraie que dans des interprétations dont le domaine
T VI1VI2 - VIn contient au moins deux éléments.
est la fermeture universelle de A.
. o i 6. Vm(p(a:) A q(m)) = (Va:p(a:) /\Va:q(a:))
Parfois aussi dénotée par V x A. On verra que la formule est valide.
— Jdz13zp - FzpA 7. Ezr(p(:c) Vv q(x)) = (pr(m) Vv qu(x))
est la fermeture existentielle de A. On verra que la formule est valide.
Parfois aussi dénotée par I« A. 8. Vm(p(z) = q(:r)) = (Va:p(:r) = qu(x))

) On verra que la formule est valide.
La fermeture universelle de p(z) = q(z) q

est Vx (p(x) = q(x)) et non Vzp(z) = q(z). 9. (Vap(z) = Vaq(z)) = Va(p(z) = q())
Conditionnel inverse du précédent — non valide.

CALCUL DES PREDICATS SIMPLIFIE
LA SEMANTIQUE

Une formule du calcul des prédicats va recevoir une valeur de vérité. Exemples d’interprétations
Or ses composantes sont soit des sous-formules qui auront aussi une

valeur de vérité, soit des termes qui désignent des objets.
Soit la formule Vx p(a, ) ;

Une interprétation T est un triplet (D, I, I,,)) tel que :

— D est un ensemble non vide, appelé domaine d’interprétation ; Quatre exemples d'interprétations :
— I. est une fonction qui associe — 71 = (N, Iipl =<, Iifa] = 0)
— a toute constante a, — I, = (N, Ipp] =<, Ipa] = 1)
un objet I.[a] appartenant a D, — I3 = (Z, I3.p] =<, Iz.fa] = 0)
— a tout symbole prédicatif p (arité n), une relation (arité n) sur D, —Ta = (S, Iap) =C, Incla]l =)

cad une fonction de D™ dans {T, F'};
— I, est une fonction qui associe a toute variable = un élément I,[z]
de D.



Regles d’interprétation I

Une interprétation Z = (D, I, I,) associe une valeur de vérité a toute
formule A et associe un élément de D a tout terme ¢.

Interprétation des termes :

— Si z est une variable libre, Z[z] = I[z].

— Si a est une constante, Z[a] = I.[a].

Interprétation des formules :

— Si p est un symbole prédicatif d'arité n et si t1,...,t, sont des
termes, alors Z[p(t1,...,tn)] = (Lelp]) (Z[t1], ..., Z[tn]).

— Z[true] =T et T[false] = F.

— Si A est une formule, alors —A s'interpréte comme dans le calcul des

propositions, c'est-a-dire
Z[-A] =T si I[A] = F,
=F si I[A] =T.

Reégles d’interprétation III

Notation : Si T = (Dz, I, I,) est une interprétation, si x est une
variable et d un élément de D7, alors Ix/d désigne l'interprétation
J =Dy, Je, Jv) telle que

- Dy = Dz,

- Je= I,

— Jy[z] = d et Jy[y] = Iy[y] pour toute variable y distincte de .

Si A est une formule et x une variable,

Z[VzA]
=T si I,,4[A] =T pour tout élément d de D,
= F sinon.
— Si A est une formule et x une variable,
Z[3zA]

=T si I,,4[A] =T pour au moins un €lément d de D,
= F' sinon.

Regles d’interprétation II

— Si Ay et Ay sont des formules, alors (A1 V As), (A1 AAs), (A1 = As),
(A1 = Ay) s'interpretent comme dans le calcul des propositions.
Z[(A1 A A2)]
=T si I[A1] =T et IT[A3] =T,
= F sinon.

Z[(A1 Vv Ap)]
=T si I[Al] =T ou I[AQ] =T,
= F' sinon.

Z[(A1 = A2)]
=T si Z[A1] = F ou I[A5] =T,
= F sinon.

Z[(A1 = A2)]
=T si I[A1] =I[A2],
= Fsi I[Al] #I[AQ].

Capture de variable

Les regles d'interprétation des quantifications sont conformes a I'intuition traduite
par les noms des quantificateurs. Il faut quand méme souligner deux points,
inhérents a I'emploi d'un méme lexique pour les variables libres et les variables liées.
— La valeur de Z[vVx A(z)] ne dépend pas de Z[z].
— Si Z[Vz A(z)] =T, alors Z[A(t)] = T, pour tout terme ¢ ne donnant lieu a aucune
capture de variable.
Exemple. Si Vx Jy p(z,y) est vrai, alors les instances Jyp(a,y), Jyp(z,y) et
Jy p(z,y) sont nécessairement vraies, mais I'instance Jyp(y,y) peut &tre fausse.
Dans cette instance, I'occurrence y premier argument de p a €té capturée et est
devenue liée.
Conclusion. On ne peut pas dire que Jyp(y,y) est une instance licite de
Vx Iy p(z,y); on ne peut pas substituer y a =z dans Jyp(x,y). Si on veut quand
méme effectuer cette substitution ou instantiation, on commencera par renommer
la variable liée pour éviter la capture. On pourra dire, par exemple, que 3z p(y, z)
est une instance (apres renommage) de Vz 3y p(z,y), ou le résultat de la
substitution (aprés renommage) de y a = dans Iy p(x,y).
On omettra souvent de rappeler que les instantiations et substitutions donnant lieu
a capture sont interdites.



Satisfaisabilite, validité

Satisfaction, modéle

Notions semblables a celles du calcul des propositions.
Une formule A est vraie pour une interprétation 7 ou A est satisfaite
par une interprétation 7 ou Z est un modeéle de A si Z[A] =T. Cela se
note =7 A.

Définitions.
Soit A une formule du calcul des prédicats.
— A est satisfaisable ou consistant
NB : On écrit aussi 7 |= A, si A a au moins un modale.
ce qui peut porter a confusion. .
— A est valide (cela se note = A),
si Z[A] = T pour toute interprétation 7.

Exemples : Formule A : V. , . .
P epla,) (formule propos. valide = tautologie)

— Dz, =N, I [p] =<, Iifa] =0 : =7, A

CpE Ty = pld =0 A — A est insatisfaisable ou inconsistant
= Dz, =127, Is[p] =<, Isc[a] =0 : [=7, A . , o
— D7, =38, Inlp) =C, Lifal =" 1 =1, A si A n’est pas satisfaisable, donc

si Z[A] = F pour toute interprétation 7.
Théoreme (dualité validité — consistance).
A est valide ssi —A est inconsistant.

Exemples de formules valides

Exemples — (VzAAVzB) =Vz(A A B)
— Vzp(a,z) est consistant mais n’est pas valide. — (VzAVvVzB) = Vz(AV B)

Dz, = N, I1.[p] =<, I¢la] =0 : =z, A

Dy =7 Inlpl =<, Iajal = 0 : b=r A — Vz(A = B) = (VzA = VzB)
— Vzp(z) = p(a) est valide. — Vz(A = B) = (VzA =VzB)
— Jzp(z) = p(a) est consistant mais non valide.

Une formule consistante mais non valide est dite simplement consistante ou — Jdz(AV B) = (3zA vV JzB)
contingente.

g — 32(AA B) = (3zA A 32B)
Remarque. Tout schéma propositionnel valide est aussi un schéma prédicatif valide. _ EIz(A = B) = (VmA = Ha:B)
Par exemple, du schéma propositionnel valide

——A= A,

— VzA = ~(3z-A)
on peut déduire ——(pAq) =(pAq),

mais aussi ——Vap(z) = Vap(z). — VaVyA = VyVz A
— dxdyA = JydzA
— daVyA = Vy3dz A



Conséquence et équivalence logiques 1
Notions semblables a celles du calcul des propositions.

Deéfinitions. Soit U un ensemble de formules et soient A et B deux

formules.

— A est une conséquence logique de U (cela se note U = A) si A est
vrai dans tous les modeles de U.
Remarque. L'ensemble U sera souvent une théorie, c'est-a-dire un ensemble de
formules fermées. On a alors U = A ssi U =Vz A.

— A et B sont logiquement équivalentes (cela se note A < B) si
T[A] = Z[B] pour toutes les interprétations 7.

Comme dans le calcul des propositions, on a

=A ssi D=A.

LES TABLEAUX SEMANTIQUES

Principe : recherche systématique de modéles.
Dans le calcul des prédicats, la recherche d'un modele nécessitera l'instantiation de
formules quantifiées.

Exemple 1.
~(Va(p(@) = a@)) = (Vop(a) = Ve q(@)) )
vz (p(z) = q(x)), ﬁj(Vafp(af) = Va q(z))
Vz(p(z) = q(:v))lep(w), vz q(z)
va(p(z) = q(x)l)7pr(x), —q(a)
va(p(z) = q(x)),p(a), ~q(a)
p(a) = q(a)ly p(a), ~q(a)

—p(a),p(a), ~q(a)

q(a),p(a), ~q(a)
X X

On a d’abord instancié —Vzq(z) (formule existentielle, équivalente a 3z —q(x)), en
—q(a). On a ensuite instancié les formules universelles Vz p(x) et Vz (p(z) = q(x)) en
p(a) et p(a) = q(a). Intuitivement, une existentielle sera instanciée une seule fois
(par branche), en utilisant une constante spécifique; au contraire, une universelle
pourra étre instanci€e plusieurs fois, au moyen de toutes les constantes disponibles.
Pour rendre ceci rigoureux, il faudra préciser les mots ‘“spécifique” et “disponible”.

Conséquence et équivalence logiques II

Théoréme. Une formule est valide (consistante) si et seulement si sa
fermeture universelle (existentielle) est valide (consistante).

Theoréeme. Deux formules A et B sont logiqguement équivalentes si et
seulement si la formule A = B est valide.

Le théoreme découle immédiatement des définitions et des regles d'interprétation. 1l
permet de considérer le probleme de la validité et de la consistance seulement pour
les formules fermées. Lors de la fermeture d'une formule, I'ordre des quantifications
n'a pas d'importance (c’'est pourquoi on parle de “la” fermeture universelle ou
existentielle d'une formule).

Théoréme. Soit A une sous-formule d'une formule B et soit A’ une
formule telle que A «— A’. Soit B’ la formule résultant du
remplacement de A par A’ dans B.

On a B+~ B.

Exemple 2.
ﬁ(V:r (p(x) Vv q(x)) = (Vm p(x) VVz q(a:)))

va (p(z) V q(2)), ﬂl(Vm p(x) VVa q(x))
Va(p(z) V q(x)), va p(x), ~Vz q(x)
v (p(z) v q(x))fvﬂ: p(x), —q(a)
va(p(z) V q(z)), —p(a), ~q(a)
p(a) v q(a),lﬁp(a), —q(a)

p(a), —p(a), ~q(a) q(a), p(a),~q(a)
X X

Mais la formule racine admet un modele; la formule
v (p(z) V q(z)) = (Vap(z) vV Ve g(x)) n'est pas valide !

Le probleme est lié au choix de la méme constante a dans I'instantiation de —Vz p(z)
et de —Vzq(x). La formule est vraie dans toute interprétation dont le domaine a un
seul eélément.

On recommence donc la dérivation, en utilisant pour les existentielles deux
constantes distinctes a et b. Cela implique naturellement que I'universelle soit
instanciée au moyen de a et de b.



Dérivation correcte :
(e (p() v a(@)) = (Vo p(@) v Vo (@) )
vz (p(x) v q(a:)% ~(Yzp(x) V Yz g())
Va(p(z) v Q(iv)l)7 vz p(x), vz q(z)
Va (p(z) v q(2)), Y p(z), ~q(a)
va (p(z) v %I)), —p(b), —q(a)
v (p(z) v q(x)),pl(a) Vv q(a), =p(b), ~q(a)
va(p(z) v q(2)),p(b) V q(b),p(a) V q(a), ~p(b), ~q(a)

/ N
vz (p(x) v q(2)), p(b), Va (p(x) V q(x)), q(b)
p(a) V q(a), —~p(b), p(a) v q(a), —p(b), ~q(a)

—q(a) / \
X va(p(z) v q(z)), Va(p)Vq(z)),
q(b),p(a), q(b),q(a),
—p(b), ~q(a) —p(b), ~q(a)
O X

La formule ﬁ(Vw(p(a:) Vv q(z)) = (Vo p(z) vVa:q(as))) a un modele T tel que

Ip(@)] =Zlg)] =T et I[p(b)] =ZI[g(a)] = F.

Exemple 4.
Vady p(xz,y) AVa-p(z,z) AVaVyVz(p(z, .11) Ap(y, z) = p(z,2)) AVa(q(z) A —q(x))
VzIy p(z,y), Ve—p(z, x) A VaVyvz (p(z, yi Ap(y, z) = p(x, z)) A Vac(q(:v) A —\q(a:))

Vz3y p(z,y),
Vz—p(z, a:),Va:Vsz(p(a:, y) A p(ylz) = p(z, z)) A Va:(q(w) A ﬁq(a:))

Va3y p(z,y),
Va—p(z, z), VaVyvz (p(z, y) A p(y, 2) = p(, 2)),
v (q(z) A —q(x))
1

Va3y p(z,y),
Va-p(z, x), VavyVz(p(z, y) A ply, z) = p(z, 2)),
Vo (q(z) A ﬂq(wl)),q(a) A —q(a)

Vz3y p(z, y),
Va-p(z, z) AVavyvz(p(z,y) Ap(y, 2) = p(a, z)),
Vm(q(az) A ﬂq(w))7q(a)7 —q(a)
X

Si, comme dans I'exemple 3, on instancie indéfiniment Vz3y p(z,vy),
la branche ne se ferme pas !

Exemple 3.
VzIy p(z,y) AVz—-p(z,x) A Vlesz (p(x, y) A p(y, z) = p(x, z))
VzIy p(z,y),Ve—p(z,x) A VIVgiVZ (p(x, y) A p(y, z) = p(z, z))
Va3y p(a,y), Ya—p(z, ), YVaVyVz(p(z, y) Ap(y, 2) = p(z, 2))

!
VaJy p(z,y), Iy pla1, y),
Vap(z, ), YavyVz(p(z, y) A p(y, 2) = p(x, 2))

!
Vz3y p(z,y), pai, az),
Va-p(z, ), Vaevyvz(p(z, y) Ap(y, 2) = p(, 2))

!
Va3y p(x,y), pla1, az), Iy pas, y),
Va—p(z, z), YaVyVz(p(z, y) A p(y, z) = p(x, 2))
l

VaJyp(z,y),p(a1, a2),p(as, as),
Va—p(x, z), YaVyVz(p(z, y) A p(y, 2) = p(x, 2))
1

Va3y p(z,y), p(a1,a2), p(as, as), Iy p(as, y),
Vz-p(z, ), Vavyvz (p(z, y) A p(y, 2) = p(z, 2))
1

Tableau sémantique ni ouvert ni fermé, mais infini !
Ce tableau définit un modele infini de la formule (dépourvue de modele fini).

Exemple 5. =(Va3y (p(z) = q(y)) = 3yva (p(z) = a(y)))
Va3y (p(z) = q(y)) tﬂyw (p() = q(y))
Vay (p(z) = q(y)) , ~Vz (p(w)l:> q(e)), Iz (p(x) = q(y))
Va3y (p(z) = q(y)), ~(p(a) :f q(e)), vz (p(x) = a(y))
VaIy (p(z) = q(y)), p(a), fq(6)7 —Iyvz (p(x) = q(y))
Vay (p(x) = q(y)) , ~Fyvz (p(z) = iz(y)), Jy (p(a) = q(y)), p(a), —q(c)
Vady (p(x) = q(y)) , ~Fyvz (p(x) ? a)), pla) = q(b), p(a), —q(c)
Vady (p(z) = q(y)), ~Vz (p(x) = q(b)), ﬂﬁVI (p(x) = q(y)), p(a) = q(b), p(a), —q(c)
Vay (p(x) = q(y)) , ~Fyva (p(z) = q(y)), ~(p(d) = q(b)), p(a) = q(b), p(a), —q(c)

Va3y (p(x) = q(y)), 3yvz (p(x) = q(y))
p(d), —q(b) f(a) = q(b)\,p(a% —q(c)

VzIy (...), ~Iyvz (...) VrIy (...), Iyvz (...)
p(d), =q(b), —p(a), p(a)j —q(c) p(d), =q(b), q(b), p(a), —q(c)

X X



Exemple 6. ~(Vz3y (p(=) A q(y)) = 3yva (p(z) Aa(y)))
Va3y (p(z) Aq(y)) 7lﬁ3ny (p(x) A ay))
VaIy (p(z) Aq(y)), Jy (p(C)jA a(y)), ~Iyvz (p(x) Aq(y))
VaIy (p(z) Aq(y)), (p(c) /\lq(a)), —Jyvz (p(z) A q(y))
VaIy (p(z) Aq(y)), ple), f(a)% —IyVz (p(x) A q(y))
VaIy (p(x) A q(y)) , ~Fyvz (p(2) A q(w)), p(c), q(a)), —Vz (p(x) A q(a))
Vady (p(z) Aq(y)), ~Fyva (p(x) Af(y)), p(c), a(a)), =(p(b) A q(a))
Vady (p(z) A q(y)), ~3yvz (p(z) Aq(y)), Hf (® A a(y)), pe), a(a)), ~(p(b) Aqla))
VaJy (p(x) A q(y)), —Fyvz (p(2) A a(y), fp(b) Aq(d)), p(e), q(a)), ~(p(b) A q(a))
Vz3y (p(z) A q(y)), —Fyvz (p(z) Aq(y)), p(b), a(d), p(c), qa), =(p(b) Aq(a))

Vedy (...), =Iyvz (...) Vedy (...), =Iyvz (...)
p(b), q(d), p(c), qa), =p(b) p(b), q(d), p(c), q(a), —q(a)

X X

Reégles de décomposition

— Reégles de prolongation (type o) et de ramification (type 3)

| a [ o1 | a2 |

A1 N A A Ao
(A1 VAy) | ~AL | A
—(A1= As) | A1 | oA
ﬁ(Al = Ag) ﬁAl AQ

[ 8 [ B [8|
B1V B> B1 B>
—(B1AB2) | ~B1 | -B>
By = B> -Bi B>
B1 < B> B1 —B>

— Reégles génératives (type ~) et d’exemplification (type ¢)

L2 1 7(a) [0
[ Vo A(x) Vz A(z), A(c) Jz A(x) A(a)
| "Iz A(z) | Tz A(z), A(c) -Vz A(z) || —A(a)

La constante ¢ est quelconque, la constante a est inédite.

| 5(a) |

Interprétation des exemples

Les exemples 1 et 2 suggerent que l'instantiation des existentielles, ou
exemplification, se fasse au moyen de constantes inédites, appelées aussi paramétres.
Y a-t-il un risque de ne pas reconnaitre la consistance d'une formule A, qui
n'admettrait que des “petits” modeles ? Non, car en I'absence du prédicat spécial
d'égalité, si {a,b} par exemple est le domaine d'un modele de A, {a,a1,...,b,b1,...}

donnera aussi lieu a un modele, si les a; et b; sont des “clones” de a et b, c'est-a-dire
tels que ¢, pla/a;] et p[b/bj] aient méme valeur de vérité, pour toute formule .

L'exemple 3 montre que la construction d’'un tableau sémantique peut ne pas se
terminer, en particulier si la formule étudiée est consistante mais n'admet que des
modeles infinis. On espére néanmoins que la méthode permettra toujours de
reconnattre les formules inconsistantes.

L'exemple 4 indique enfin que cette inconsistance pourrait n'étre pas reconnue si les
regles de décomposition ne sont pas appliquées de maniere “équitable” ; il faut
notamment se méfier de la regle générative d'instantiation des universelles, qui peut
s'appliquer indéfiniment. On doit I'appliquer a toute constante introduite par la régle
d’exemplification (sauf si la branche se ferme).

Construction d’un tableau sémantique
Initialisation : une racine étiquetée {A}.

Etape inductive : sélectionner une feuille non marquée ¢; soit U(£) son étiquette.
— Si U(¥) contient une paire complém. de littéraux, marquer ¢ comme fermée ‘x';
— Si U(¥) n'est pas un ensemble de littéraux, sélectionner une formule dans U(¥) :
— si c'est une a-formule A, créer un nouveau nceud ¢, descendant de ¢, et
étiqueter ¢ avec
) = W) —{A}Y) Ufas, az};
— si c'est une pB-formule B, créer deux nouveaux noeuds ¢ et ¢’, descendants de ¢,
et étiqueter ¢ avec U(¥") = (U(X) — {B}) U {31} et étiqueter ¢ avec
U = U) —{B}) u{p};
— si c'est une y-formule C, créer un nouveau noeud ¢, descendant de ¢, et
étiqueter ¢ avec
v =u@u{v(a)};
— si c'est une §-formule D, créer un nouveau nceud ¢, descendant de /, et
étiqueter ¢ avec
U) =U)—{D})u{é(a)}

oll a est une cte qui n’apparait pas dans U(¥).

Terminaison : si toutes les feuilles sont fermées.
La terminaison n’'est pas garantie (régles génératives).



Tableaux sémantiques, adéquation

Théoreme. T(A) fermé = A inconsistant.

Démonstration. On montre que tout sous-arbre (racine n) de T'(A) fermé est

étiqueté par un ensemble inconsistant; on procéde par induction

sur la hauteur h du nceud n dans T'(A).

— h =0 : n feuille fermée, donc U(n) inconsistant.

— h >0 :uneregle a, B, v ou § a é€té utilisée pour créer le(s) descendant(s) de n.
Reégle o ou g : cfr. calcul propositionnel.

Regle v : n {Vz A(z)} U Uy

n' . {Vz A(z),A(a)} UUs
U(n') est inconsistant (hypothese inductive),
donc U(n) est inconsistant.

Regle 6 : n : {3z A(z)} UUp

!

n : {A(a)}UUy
oll a est une cte qui n'apparait pas dans U(n).
Si U(n) était consistant, il existerait une interprétation Z = (D, I, I,,) :
IZ[Ez A(z)] =T,
donc il existerait d € D tel que Z,4[A(x)] =T.
Définissons J = (D, J., I,) avec J. obtenu en étendant I. de sorte que J.[a] = d.
Alors, J[A(a)] =T et J[Uo] = Z[Uo] =T,
donc J satisfait U(n’), une contradiction.

Stratégie de construction II

Un moyen simple et classique d'assurer I'équité est d’étiqueter les nceuds par des
listes de formules. Le(s) noeud(s) successeurs de n est (sont) obtenus par

““"décomposition” de la premiere formule de la liste U(n) non réduite a un littéral; la

liste U(n') (et U(n”), s'il y a lieu) est obtenue en supprimant de U(n) la formule
traitée, et en ajoutant en fin de liste le(s) “‘composant(s)’” adéquats. (Dans le cas
d'une formule générative, la formule supprimée en téte de liste est réinsérée en
queue de liste.)

Lorsqu’une regle générative est activée, on peut convenir de générer immédiatement

les instances correspondant a toutes les constantes introduites jusque la. De méme,
quand une exemplification est faite (la constante utilisée est toujours inédite), on
doit veiller a ce que toutes les activations antérieures de regles génératives soient
complétées des instances correspondant a cette nouvelle constante. Ceci nécessite
une gestion organisée de I'ensemble des constantes et des activations de regles
génératives.

La stratégie n'est pas nécessaire pour obtenir
|'adéquation, mais elle I'est pour obtenir la complétude. Ce point est d’ailleurs
délicat, puisque la construction d’'un tableau sémantique peut ne pas se terminer.

On abordera la complétude comme dans le cas propositionnel, via la notion
d’ensemble de Hintikka.

Stratégie de construction I

Il faut adopter une stratégie qui garantisse les deux conditions

suivantes.

— Toute formule qui apparait sur une branche ouverte de I'arbre se
voit appliquer une régle de décomposition quelque part sur cette
branche.

Autrement dit, toute formule décomposable est décomposée,
a moins que la branche se ferme.

— Pour toute y-formule A et toute cte a qui apparaissent sur une
branche ouverte, une régle d'instantiation est appliquée a la
formule A avec la cte a quelque part sur cette branche.

Toute constante apparaissant sur une branche est utilisée a un
moment donné pour instancier les «-formules sur cette branche, a
moins qu’elle se ferme.

Ensemble de Hintikka, définition

Deéfinition. Soit U un ensemble de formules,

et Cyy I'ensemble des constantes individuelles

ayant au moins une occurrence dans U.

U est un ensemble de Hintikka si les cing conditions suivantes sont
satisfaites

1. Si A est une formule atomique,
soit A¢ U, soit ~A¢U.
2. Si a € U est une a-formule,
alors a1 €U et an € U.
3. Si g €U est une pg-formule,
alors By €U ou Bo e U.
4. Si v est une y-formule,
alors pour tout a € Cy on a y(a) € U.
5. Si § est une é-formule,
alors il existe a € Cy tel que §(a) € U.



Ensemble de Hintikka, construction

Théoréme. Soit b une branche ouverte d'un tableau T construit de

maniere systématique (cfr. stratégie). Alors U = | J U(n) est un

ensemble de Hintikka. neb

Démonstration. La condition d'ouverture assure le respect par U de la condition 1.
Les regles «, 3, v et 6 permettent I'insertion dans U des éléments requis par les
conditions 2, 3, 4 et 5, respectivement. La stratégie de construction impose que
tout élément ajoutable soit effectivement ajouté. |

Remarque. La branche b peut étre infinie; dans ce cas, elle est nécessairement
ouverte et elle définit un modele infini.

Tableaux sémantiques, complétude

Comme dans le cas propositionnel, on peut montrer que si un tableau sémantique
(respectant la stratégie de construction) est ouvert, alors la formule étiquetant la
racine est consistante. Un modele est le modele canonique de Hintikka associé a une
branche ouverte.

On en déduit que si A est une formule inconsistante, tout tableau T'(A) (respectant
la stratégie de construction) est fermé.

Rappelons que, dans le cadre prédicatif, une branche peut étre infinie. Cependant, si
on respecte la stratégie de construction, une branche infinie est nécessairement
ouverte.

Pour analyser une formule A, on peut construire les tableaux sémantiques T'(A) et
T(—A). Si T(A) est fermé (et donc fini), A est inconsistant. Si T(—A) est fermé (et
donc fini), A est valide. Si T(A) et T(—A) sont ouverts, A et =A sont simplement
consistants.

Dans le cas propositionnel, I'analyse se termine toujours. Dans le cas prédicatif,
I"analyse peut ne pas se terminer si A et =A sont simplement consistants.

Ensemble de Hintikka, modeéle

Lemme de Hintikka.
Tout ensemble de Hintikka est consistant.

Démonstration. Soit U un ensemble de Hintikka. Le modéle canonique
Zv = (D, I, I,) associé a U est défini comme suit :
— D ={a,b,...,} est I'ensemble des constantes apparaissant dans les formules de U ;
— — Pour toute constante d € D :I.[d] = d.
— Pour tout symbole prédicatif p (arité m) apparaissant dans U :
Llpl(efaal, ..., LlamD)] =T
si p(at,...,am) €U
Lpl(Llail, ..., Lelam]D)] =T
si ~p(at,...,am) €U
Llp](Llaa], ..., Llam])] = F
si =p(ai,...,am) €U
— I, quelconque, puisque pas de variables libres.
Il reste a montrer que pour toute formule (fermée) A € U, on a Z[A] = T. Cela se
fait par induction sur la structure de A. (Exercice).



