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Préface

Ce manuel d’exercices compléte le cours de Modélisation et analyse des systemes.
Un chapitre se compose généralement de rappels théoriques, d’exercices (questions
d’examens précédents entre autres) avec leur solution finale, ainsi que d'une intro-
duction aux commandes MATLAB associées aux concepts abordés. La fin du manuel
contient des tableaux résumant les propriétés importantes des transformées de La-
placeeten z.

Nous remercions toutes les personnes qui, par leurs observations, ont contribué
ou contribueront dans le futur a 'amélioration de cette édition. Elle a été maintenue
jusqu’en 2011 par Maxime Bonjean, Alexandre Mauroy & Alain Sarlette. Les dernieres
révisions apportées (par Erik Quaeghebeur) datent d’aout 2014.



Premiere partie

Rappels théoriques et exercices



Chapitre 1

Signaux et systemes :
représentation et opérations

1.1 Rappel théorique

1.1.1 Signaux et Systemes

En toute généralité,

 un signal u{-} est une application associant des valeurs u{q} = m, prises dans un
ensemble M ('image de u), aux valeurs de la variable indépendante g variant
dans un ensemble Q (le domaine de u).

e un systéme S est un processus associant un ou plusieurs signaux de sortie a un
ou plusieurs signaux d’entrée. Ces signaux peuvent étre de types tout a fait dif-
férents. Il se peut également que différentes sorties soient possibles pour une
meéme entrée; dans ce cas, on dit que le systéme n’est pas univoque.

Dans ce cours, la variable indépendante g est toujours unidimensionnelle et or-

donnée. On abordera deux types de systemes.
1. Systemes dans des espaces vectoriels :

e les signaux prennent leurs valeurs (image) dans un espace vectoriel (R ou

C - cf. cours). La variable indépendante g peut étre

- discrete, lorsque le domaine de u est Z (on écrira u[n]) ou

— continue, lorsque le domaine de u est R (on écrira u(t)).
On parlerarespectivement de signal en temps discret ou en temps continu,
méme lorsque la variable indépendante n’est pas le temps.

* les systemes étudiés agissent sur les signaux définis ci-dessus. Nous n’étu-
dierons en détail que les systemes SISO (Single Output - Single Input), ad-
mettant un signal d’entrée scalaire u et un signal de sortie scalaire y, bien
que la généralisation aux systemes MIMO (Multiple Input - Multiple Out-
put) soit assez immédiate.

Les systemes dynamiques n’associent pas directement une valeur de sortie
y(t) ou y[n] a une valeur d’entrée u(t) ou u[n] a chaque t ou n particulier.
Au contraire, la valeur de sortie y(¢) en t peut dépendre de I'évolution du
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systeme au cours du « temps », et de ce fait est influencé par les valeurs du
signal u pour des « temps » différents de ¢. Il est parfois possible d’associer
une variable interne x au systeme, appelée variable d’état ou signal d’état,
et qui reflete '« état » du systéme de sorte que la connaissance de x et u en
t uniquement suffit pour pouvoir prédire I'évolution de y en ¢.

2. Automates finis :

« les signaux ont pour domaine les naturels 0,1,2,... (on écrira u[n]) et ils
prennent des valeurs dans des ensembles finis de symboles abstraits com-
munément appelés alphabets. Les alphabets d’entrée et de sortie d'un sys-
teme peuvent étre différents.

* les systemes (plus souvent appelés automates) possedent une variable in-
terne x, aussi appelée variable d’état ou état, prenant des valeurs dans un
ensemble fini de symboles. L'évolution de la variable d’état définit un si-
gnal d’état. A chaque itération n, en fonction du symbole fourni par le si-
gnal d’entrée u[n] et de son état actuel x[n], 'automate produitle symbole
du signal de sortie y[n] et son nouvel état interne x[n + 1]. Comme pour
tout modeéle d’état (cfr. chapitres 2 et 4), il est nécessaire de préciser égale-
ment ['état initial, i.e. le symbole que prend la variable interne x pour n =0,
pour pouvoir prédire I’évolution du systeme.

u —— Systeme —— Y

La plupart des outils développés ne sont applicables qu'aux systemes linéaires et
invariants, notés LTI (Linear and Time Invariant), qui ne sont définis que pour les
systemes dans des espaces vectoriels (cf. chapitre 3). Il est cependant important de
se remémorer que les systemes LTI ne sont qu'une classe particuliere de systemes,
résultant souvent d'une idéalisation de la réalité (par exemple par linéarisation dans le
voisinage d'un comportement de référence, cf. chapitre 4). Il est donc naturel d’utiliser
des moyens de représentation mathématique convenant a des classes plus larges de
systemes (cf. chapitre 2).

1.1.2 Transformations de signaux par la variable indépendante

Dans cette section, nous revoyons rapidement quels sont les effets d'une transfor-
mation de la variable indépendante sur le graphe d’un signal, i.e., comment le graphe
de y(f) = u(r (1)) (respectivement y[n] = ul[r[n]]) est lié a celui de u(¢) (respective-
ment u[n]). Nous nous attacherons plus particulierement au cas des transformations
affines

=~L-0 ou 1n=2-0.
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Décalage temporel. 1ls’agit du cas a = 1. Nous avons donc les transformations

u(t) — u(t-o0), oceR

ulnl — uln-o], oe”Z

Le signal transformé est égal au signal d’origine, décalé de o vers la droite.

[u@) [ut-2)

-6 6 -6 -4

o0>0 = retard pur décalage vers la droite.

0<0 = avancepure décalage verslagauche.

Inversion temporelle. 1l s’agit du cas 0 =0, a = —1. Nous avons donc les transfor-
mations

u(t) — u(-1

uln] — ul—nj

| Le signal transformé est simplement le symétrique du signal d’origine par rapport a
I'axe t = 0 (respectivement n = 0).

[ [ u(-t)

-6 6 -6
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Dilatation ou contraction temporelle. 1l s’agit du cas o =0 et a > 0. Nous avons
alors les transformations

ut) —u(L), aeRs

uln] — u[%], acRso

Le signal transformé est égal au signal d’origine DILATE de a par rapport a I'axe £ =0
(respectivement n = 0)

[ u(t) [ u(t/1.5)

-6

a>1 = dilatation.

a<l = contraction.

Remarque. Dans le cas discret, on prend la convention u[7] = 0 lorsque 7 n’est pas
un entier. Ainsi, pour a = 2, le signal transformé u[r[n]] sera nul pour n impair. Si-
milairement, comme il n’est pas permis d’attribuer une valeur au signal u[7[n]] pour
n non-entier, toute information contenue dans {u[n] : T[n] N Z = @} sera perdue apres
transformée. Cela implique que

e pour a irrationnel, toute I'information est perdue : u[r[n]] =0;

* toute l'information est gardée ssi a € N. <«

Transformation affine générale. Dans ce cas se pose la question de savoir dans
quel ordre il faut combiner les opérations que nous venons d’examiner; une premiere
remarque évidente est que les opérations d’inversion temporelle et de dilatation /
contraction commutent entre elles. En ce qui concerne le décalage, 'on s’apercoit que
le résultat respecte l'ordre inverse des priorités usuelles des opérations (parenthéses,
multiplications/divisions, additions/soustractions). En effet, écrivant les deux alter-
natives

u(t) — i) = u(t-o)

>y =nt)=ut-0),
yl(f)—wz(t):yl(g)} v =y(g)=u(g-0)
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u(t) — y () =u(L)

= () =y (t-o0)=u(=2),
yl(t)—»yz(t):yl(t—a)} yr=n =)

on obtient
* pour le premier cas, la transformation t — t/a—o en commencant par ’addition
(et non la division);
* pour le second cas, la transformation ¢t — (f — 0)/a en commencant par la divi-
sion (et non la parenthese).

1.2 Exercices

Exercice 1.1 (3.16) Cherchez les différents signaux que vous pouvez associer a une
image photographique. Dans chaque cas, identifiez le domaine et 'image du si-
gnal et discutez son adéquation avec les signaux traités dans le cours de systeme.
Imaginez des systéemes agissant sur ces différents signaux; spécifiez clairement
les signaux d’entrée et de sortie.

a) - (Exemple) - Une image continue en niveaux de gris peut étre représen-
tée par le signal u(x, z) ol x et z désignent les coordonnées horizontale et
verticale et ou u décrit I'intensité.

Les variables x et z sont continues (= signal en temps continu) et prennent
leurs valeurs dans [0, Ximax] et [0, Zmax] respectivement. Ce signal a donc
un domaine de dimension 2; il faut se restreindre a une dimension (suivre
une courbe sur I'image) afin de pouvoir le traiter avec les outils vus dans ce
cours, a moins de généraliser ces outils a plusieurs dimensions.

Le signal u prend en général ses valeurs dans [0, 1], qui n’est pas un espace
vectoriel. Il est cependant possible, en excluant les points 0 et 1, d’effectuer
un changement de variable de (0, 1) a R par exemple a’aide d'une fonction
tangente.

b) Essayez de faire un raisonnement similaire pour une image couleur.

¢) Que pouvez-vous dire sil’on considére une image composée d'un nombre
fini de pixels (1 prenant toujours ses valeurs dans un ensemble continu
de R)? En particulier, essayez de vous ramener a un signal répondant aux
hypotheses de ce cours (notamment, ne dépendant plus que d'une seule
variable).

d) Qu’en est-il du cas d’'une image stockée dans un ordinateur, i.e., compor-
tant un nombre fini de pixels et un nombre fini de couleurs?

e) - (Exemple) - Un exemple de systéme agissant sur une image en niveaux de
gris est un filtre d’intensité. Dans le cas du signal continu en (x, z) et avec
u € (0,1), nous pourrions imaginer de diviser I'intensité par 2 en chaque
point (« effet lunettes solaires »). On aurait alors y; (x, z) = u(x, z)/2. Ce sys-
teme est SISO; un changement de variable différent sera cependant néces-
saire sur y;(x,z) pour qu’il prenne ses valeurs dans un espace vectoriel.
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f)

g)
h)

Une autre possibilité serait y»(x, z) = (u(x, 2))?, qui prend ses valeurs dans
(0,1) comme le signal d’entrée; dans ce cas, le méme changement de va-
riable peut étre utilisé sur u et y».

Que dire de la faisabilité du systeme ci-dessus sil’on dispose d'un nombre
fini de couleurs?

Comment définir un systéme similaire sur une image couleur?
Considérant un signal du type de c), écrivez la relation entrée-sortie pour
un systeme associant a chaque pixel la moyenne de ses voisins et analysez
ces entrée et sortie.

Exercice 1.2 Soit le signal continu x(#) représenté ci-dessous.

X(t)

Tracer les signaux suivants.

a)
b)
C)
d)
e)
f)

x(t-1)
x2-1
x(2t+1)
x(4-3)
(x(6) + x(=1)) (1)

x(t) (8t +3)-8(t-3))
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Exercice 1.3 Soit le signal discret x[n] représenté ci-dessous.

[ x[n]

Tracer les signaux suivants.
a) x[n-—4]
b) x[3-n]
c) x[3n]
d) x[3n+1]
e) x[n]l[2-n]
) x[n-2]8[n-2]
g 1x[nl+1(-1)"x[n]
h) x[(n-1)?)

Exercice 1.4 Imaginer des situations réelles out un signal de sortie est obtenu par
transformation affine de la variable indépendante du signal d’origine. Considé-
rer les cas discret et continu, ol ¢ et n représentent le temps ou une autre va-
riable.

1.3 Applications Matlab

MATLAB est un logiciel permettant de faire des calculs mathématiques « semi-for-
mels ». MATLAB connait un grand nombre d’opérations ou de fonctions mathéma-
tiques : fonctions usuelles, calcul matriciel, fonctions plus spécifiques a des domaines
techniques,.... Les outils usuels de I'algorithmique (boucles for ou while, condi-
tions if ... else, définition de fonctions,...) peuvent également étre utilisés avec
de multiples variantes.

Les quelques séances qui vont suivre ont pour but de vous familiariser avec I'uti-
lisation de MATLAB dans le cadre des signaux et systemes. Des compléments d’infor-
mation peuvent étre facilement obtenus grace a l’aide incluse dans le logiciel. L'acces
a l'aide s’obtient en tapant help fonction, ou fonction représente le nom d'une
fonction prédéfinie de MATLAB. L'appel a help sans argument renvoie la liste des su-
jets pour lesquels I'aide est disponible, ensuite help sujet renvoie la liste des fonc-
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tions relatives au sujet. Dans les versions récentes de MATLAB, il est également pos-
sible d’accéder a un menu d’aide interactif, via’'onglet « Help » proposé en entéte de la
fenétre principale ou en cliquant sur un hyperlien doc fonction apparaissant dans
la fenétre de commande a la fin du commentaire renvoyé par help fonction. On
peut avoir un apercu des possibilités de MATLAB en lancant la commande demo.

Les présentes lignes n’ont pas vocation d’exhaustivité en ce qu’elles se bornent aux
concepts inhérents aux signaux et systemes. Il est clair que les possibilités de MATLAB
sont nettement plus importantes que celles décrites dans cet ouvrage et que I’on devra
faire appel a la documentation compleéte pour les utiliser.

Représentation d’une fonction. La représentation d'une fonction passe par le sto-
ckage des valeurs de cette fonction dans un vecteur ou dans une matrice.

t
y
illustre la représentation en mémoire de la fonction y = sin(#) lorsque ¢ € [0,10]. <

[0 :0.1 :10];

Exemple.
xempre sin(t) ;

Lareprésentation informatique étant par essence discrete, la précision de la représen-
tation est liée a la fréquence d’échantillonnage, choisie a 10 dans 'exemple. Le choix
d’'un pas d’échantillonnage suffisamment petit est important en vue d'une approxi-
mation correcte d'un signal continu. Le théoreme de Shannon affirme qu'un signal de
largeur de bande limitée est échantillonné sans perte d’information si la fréquence
d’échantillonnage est supérieure a 2 fois la largeur de bande. Les effets de I’échan-
tillonnage sont étudiés de maniere rigoureuse dans le Chapitre 12 du syllabus théo-
rique.

Lafonction plot(t,y) permet de représenter les valeurs du vecteur y en fonction
des indices du vecteur ¢, comme illustré sur la figure suivante pour la fonction définie
ci-dessus. Cette fonction fournit une représentation continue des valeurs discretes.

0.6 b

0.4 q

sin(t)
o

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Evolution temporelle t



1.3 Applications Matlab 15

La fonction stem(t,y) estle pendant discret de la fonction plot. Elle représente,
sous forme de barres verticales, la séquence de données du vecteur y aux valeurs spé-
cifiées sur l’axe des abscisses par le vecteur t.

1 e T T T T T T CE)

0.8
0.6

0.4

| ”ﬂ“ﬁ ﬁh Tﬂ ﬁh

sin(t)
1
)
L) =
o
o C——
|
—
S
o]
o o———

-1 Il Il Il Il (5!') Il Il Il Il
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Evolution temporelle t

Résumé des commandes utiles pour le tracé de graphes.

plot(signal) Tracesouslaforme d'une courbeles composantes du
vecteur signal :1'axe des x correspond al'indice de
la composante dans le vecteur signal, I'axe des y a
la valeur de la composante.
stem(signal) Trace sous forme d'un échantillonnage discret les
composantes du vecteur signal.
subplot(a,b,c) Partage!’écran en une matrice de dimension a x b et
affiche le graphe suivant cette commande dans la ré-
gion c.
mesh(A) Affiche en 3D les valeurs de la matrice A.
title(’'Figure_1’) Inscrit la chaine de caracteres 'Figure_1’ en titre
au-dessus du graphe courant.
xlabel(’Abscisses’) Inscrit la chaine de caracteres 'Abscisses’ en re-
gard de I'axe des x.
ylabel('Ordonnées’) Inscrit la chaine de caracteres 'Ordonnées’ en re-
gard de I'axe des y.
hold on Superpose les graphiques ultérieurs avec 'affichage
courant.
hold off Désactive la superposition des graphiques.

Applications.
1. a) Créerdans MATLAB un signal sinusoidal de 31 échantillons, régi par 'équa-
tion h(z) = go f ot f(#) = £ +1 et g(x) = sin(x).
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b) Représenter graphiquement le signal échantillonné h|[z].
c) Représenter la fonction h(t) pour t € [-5,5].

2. a) Concevoir un code MATLAB permettant d’obtenir le signal impulsion 6[n].
b) Générer et tracer les séquences définies ci-dessous en vous servant de la

réponse au point a).
(i) x1[n] =1.58[n—-333], 300<n <350
(i) x2[n)=4.56[n+7], -10=n<0

3. Générer et tracer la fonction définie ci-dessous.

x[n] :sin(Ln), 0<n=<>50

V23

Le signal x[n] est-il périodique ?

4. Un signal discrétisé en temps est souvent obtenu par échantillonnage d'un si-
gnal continu. Soit le signal continu

s(t) = Acos (2 fot +¢).

Si on1’échantillonne a la fréquence f, = %, on obtient

a)

b)

C)

d)

slnl = s(O)l;=n1 = Acos (2nfonT + ¢) = Acos (Zrt?n + (,b) :
e

Ecrire une fonction MATLAB qui génere les échantillons de s() pour créer
une séquence en temps discret de longueur finie. La fonction utilisera 6
arguments d’entrée : 'amplitude A, la fréquence fj, la phase a I'origine ¢,
I'instant de début, 'instant de fin, et la fréquence d’échantillonnage f,.
Utiliser la fonction créée au point a) pour générer les échantillons définis
de maniere suivante.

Fréquence =1200Hz  Fréquence d’échantillonnage = 8000 Hz

Phase initiale =45deg Instantinitial=0s

Amplitude = 50 Instant final = 7 ms
Faire deux tracés du signal résultant : 'un en fonction du temps ¢ (en ms),

et ’autre en fonction des indices d’échantillons 7.
Répéter les points b) et c) avec f, = 1500 Hz.



Chapitre 2

Modélisation

2.1 Rappel théorique

2.1.1 Modeles d’état

Un modele d’état pour un systeme se définit par 5 éléments :

1. le signal d’entrée u : il s’agit de I'information fournie au systéme par le monde
extérieur.

2. le signal de sortie y : il s’agit de 'information que le systeme envoie au monde
extérieur.

3. la variable d’état x (ou 'espace d’état dans lequel elle prend ses valeurs) : elle
regroupe I'ensemble de I'information dont la connaissance a un instant suffit
pour déterminer — en association avec le signal d’entrée u — 1’évolution future
du systeme.

4. laloi définissant la sortie y du systéme en fonction de son état x et de I'entrée
u:

yln]l = g(x[n],ulnl,n) ou y(1) = gx(®),u(r),1).

5. laloi de mise a jour de la variable d’état x :

x[n+1] = f(x[n],uln],n) pour les systémes en temps-discret;

x(t) = f(x(1),u(r),t) pourles systémes en temps-continu.

Si 'entrée et la sortie sont généralement vite identifiées, il peut étre plus difficile
de caractériser la variable d’état. En fait, on peut souvent choisir des variables d’état
différentes pour décrire le méme systeme; une représentation d’état n’est donc pas
unique. Le probleme de caractérisation de la variable d’état pour les systemes dans
des espaces vectoriels est considéré au chapitre 4.

2.1.2 Mise en équation

La premiere étape lors d'une modélisation du systeme est sa mise en équation, en
utilisant si nécessaire les lois de la physique.
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Rappel de quelques notions de base.
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Nature Loi Equation
Mécanique Newton - translations mX =) F;
Newton - rotations JO =Y. C;
ressortlinéaire  Frappel = —k (X — xo — 1)
amortisseur (dashpot) Famort. = —b(X — Xp)
ressort de torsion  Crappel = —k((6 — 09) — Onaturel)
amortisseur en rotation Cymort. = -B@6- 90)
Electricité Kirchhoff (nceuds) (¥ i)peeud =0
Kirchhoff (mailles) (3 v)maine =0
résistance v =Ri
condensateur ¢q=Cv
bobine (self) v=Li

Electromécanique Couple rotorique

Crot =K @ larmature irotor

fcém. e=E@®)0
Hydraulique Continuité 71 = pqin — PGout
Bernoulli p”; +pgh+p=_Cte

Rappel : comment mettre en équation un circuit électrique. On suggere d’an-
noter les différents composants du circuit de la maniere suivante (cf. exemple sur la
figure ci-dessous).

* Pour chaque branche du circuit, choisir un sens positif conventionnel pour le
courant électrique 7, indiqué a I’aide de fleches sur les branches.

e Pour chaque composant, définir le sens positif conventionnel pour la tension v,
noté al’aide d'une fleche pointant vers le potentiel supérieur ou de signes + et —,
en accord avec le sens choisi pour le courant. Cet accord établit une différence, au
niveau du signe de la puissance exprimée par u(t)i(t), entre les éléments actifs,
apportant de I'énergie au systeme, et les éléments passifs. En pratique,

- pour les éléments actifs (sources de tension, injecteurs de courant), la ten-
sion doit augmenter dans le sens du courant.

- pour les éléments passifs (résistances, condensateurs, bobines,...), la ten-
sion doit diminuer dans le sens du courant.
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Ensuite, les lois de Kirchhoff s’écrivent tres simplement.
Loi des nceuds : En effectuant la somme des courants dans les branches connectées

a un méme nceuds, on attribue un signe différent aux courants entrants (i.e.,
dont la direction conventionnelle est en direction du nceuds) et sortants.
Loi des mailles : Pour chaque maille indépendante, on choisit un sens de parcours

de la maille. Rencontrant un élément dans la maille, on écrit la tension a ses

bornes selon les formules traditionnelles sans se poser de question sur son signe;

ce dernier sera tout simplement déterminé en attribuant un signe positifala ten-

sion sila fleche indiquant son sens conventionnel sur le composant en question
est dans le méme sens que le parcours de la maille, et un signe négatif dans le

cas contraire.

2.2 Exercices

Exercice 2.1 (Janvier 2005, 4.20, 7.32) Un pendule inversé est maintenu par un
ressort horizontal de raideur k. La longueur de la barre inextensible du pendule
est L. Le point de fixation ressort-barre est libre de se déplacer, sans frottements,

le long de celle-ci afin de maintenir, en permanence, le ressort en position ho-
rizontale. La longueur naturelle du ressort, [, est atteinte lorsque le pendule
est en position verticale inverse (0 = 0). La hauteur de fixation du ressort est a.
Une masse ponctuelle m est fixée en bout de barre et est soumise a 'effet de

la gravité g. De plus, 'articulation du pendule est soumise a un couple de frot-

tement visqueux b ol b représente la constante de frottement, et 2 un couple

externe u.
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L sing

u

On considére comme sortie la position angulaire du pendule 6 et comme en-
trée le couple externe u. Décrivez le systéme par un modele d’état basé sur la
variable d’état x = (6, 0).

Exercice 2.2 (4.12) Un groupe de N robots identiques se déplace dans le plan. On
désigne par r;[n] la position du i-eme robot dans le plan a I'instant n. Entre les
instants n et n+ 1, séparés de T secondes, le i-eéme robot se déplace a la vitesse
constante v;[n].

a)

b)

C)

écrire un modele d’état pour un seul robot i, en considérant sa vitesse
comme !'entrée et sa position comme la sortie; cette derniere peut éga-
lement servir de variable d’état.

On fait interagir les robots de la maniére suivante : v;[-] est construit de
sorte que le robot i se déplace, juste apreés mise a jour de son vecteur vi-
tesse, vers le centre de masse des autres robots et avec une vitesse propor-
tionnelle (constante de proportionnalité a) a la distance du robot vers ce
centre de masse. écrire un modele d’état pour ce systeme de robots cou-
plés si on considere comme sortie (i) la position du deuxiéme robot ou (ii)
la distance maximale entre deux robots.

Malheureusement, pour des raisons de délais de calcul et de communica-
tion, en pratique le robot utilise comme centre de masse « actuel » (en n)
de ses voisins la position moyenne de leur centre de masse entre n — 1 et
n—2. écrire un modele d’état pour ce systéme avec le choix de sortie (i).

Exercice 2.3 (Juin 2006, 4.25) Le fonctionnement du microphone électrostatique
repose sur la variation de la capacité d'un condensateur formé d'une électrode
mobile soumise a la pression acoustique et d'une contre-électrode fixe.

Du point de vue mécanique, I'électrode mobile est une membrane possédant
une masse m, une rigidité k et un facteur de dissipation b. Elle est soumise a

la pression acoustique P(f) = u(t) (entrée du systeme complet) et a une force
électrostatique F, constante; X(f) correspond au déplacement vertical de 1’élec-
trode. Le modele mécanique correspondant est représenté sur la figure 1 ci-
dessous; d dénote la longueur naturelle du ressort modélisant la rigidité de la
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membrane.
Du point de vue électrique, on branche le condensateur variable de capacité

€0A

O X

ol A est la surface des électrodes et ¢ la permittivité du vide, dans un circuit
électrique RC polarisé par une source de tension constante Ey. Le modele élec-
trique correspondant est représenté sur la figure 2 ci-dessous.

4, P(t) & R,

m A
mﬁ&x J_ W
- V(t) —_
d ° s K C— — E
Figure 1 Figure 2

La sortie du systéme complet est la chute de tension V(f) = y(f) aux bornes de
la résistance.

Dériver un modele d’état du systéme en choisissant comme variables d’état x
les grandeurs X (), X(1) et V (z).

Exercice 2.4 Des études actuelles cherchent a développer un « automate molécu-
laire » afin de délivrer un médicament a I'endroit précis du corps ot le traite-
ment doit avoir lieu. Cautomate moléculaire est une nano-machine qui se dé-
place dans le corps et possede des molécules-senseur permettant de détecter la
présence ou concentration d'un marqueur dans son environnement (caractéris-
tique chimique de I'’environnement, protéine, ARN,...). Al'aide d'une premiere
molécule-senseur, il détermine si le critere 11 est satisfait. Lorsque celui-ci est
satisfait, il change de molécule-senseur pour tester le critere 12 et ainsi de suite.
Chaque fois qu'un critere n'est pas satisfait, I'automate recommence a tester le
critére I1. Lorsque le dernier critére est satisfait, le médicament est libéré; apres
avoir délivré le médicament, ’automate « meurt ».

a) Modéliser cet automate moléculaire sous forme d’automate fini lorsque
I'endroit a traiter est caractérisé par 3 criteres de détection 11, 12, I13. On
considere comme entrée I’état des criteres 11, 12, I3 dans le milieu environ-
nant et comme sortie la décision de délivrer ou non le médicament.

b) Comment modifier le modéle si, lorsqu'un critere n’'est pas satisfait, 'au-
tomate attend 3 secondes avant de recommencer a tester I1 2 On consi-
dére qu'une horloge externe au systeme lui fournit un « tick» quand une
seconde s’est écoulée.
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Exercice 2.5 (4.9) De l'eau pénetre dans un réservoir avec un débit ¢g; (volume/-
temps) et en sort par une vanne de sortie avec un débit g,. Donner un modele
d’état décrivant I'évolution de la hauteur d’eau & en fonction de I'entrée g; dans
les deux cas suivants.

a) Le débit g, est proportionnel a la hauteur % : q, = Rh.
b) Le débit est obtenu en utilisant la formule de Bernoulli. Supposer la section
horizontale du réservoir A > la section de la vanne de sortie a.

qi T o

Exercice 2.6 (Janvier 2002, 7.21) Soit le circuit électrique suivant ou I’entrée est la
tension u au générateur et la sortie est le courant i au générateur. Montrer que
ce systeme peut étre décrit par un modele d’état en choisissant pour variables
d’état le courant i; dans la bobine (sens conventionnel : du haut vers le bas) et
la tension v¢ au condensateur (sens conventionnel : augmente vers la gauche).

u

~
N\
@)
=+

Exercice 2.7 (Septembre 2003, 4.26, 7.28) Soit le systeme a deux réservoirs illus-
tré par le schéma ci-dessous.

u u

hy

hy
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* Débit d’entrée extérieur (le méme pour les deux réservoirs) : u

» Débit de sortie (du second réservoir) : y

* Bilan de masse dans un réservoir : yh = {qin— Gour avec qin le débit total

d’entrée et q,,; le débit total de sortie

« Débit de sortie d'un réservoir rempli a hauteur i : avh
On suppose que les deux réservoirs sontidentiques; a et y sont deux parametres
qui déterminent les caractéristiques physiques des réservoirs.
Donner les équations régissant le comportement de chaque réservoir et en dé-
duire un modele d’état pour le systéme.

Exercice 2.8 (Novembre 2005 ; 4.24) Soit I'’équation d'un satellite en rotation au-
tour de la Terre a vitesse angulaire constante w :

mi(t) = w?r(t) - +u()

k
r(t)?
ou r est la distance du satellite au centre de la Terre et u la force de poussée
radiale.

Montrer que ce déplacement du satellite peut étre décrit par un modele d’état
dont la variable d’état x est un vecteur a deux composantes.



Chapitre 3

Propriétés des systemes et Convolution

3.1 Rappel théorique

Nous utilisons principalement la notation des signaux continus dans le reste de ce
rappel; il suffit de remplacer (#) par [n] pour obtenir le correspondant discret.

3.1.1 Propriétés des signaux et systemes

Signaux.
e périodiques:

x(t)=x(t+T) Vt,périodeT
x[n] =x[n+ N] Vn,période N

Remarque. N doit étre entier. Ainsi, dans le cas discret, sin(Zn%) est pério-

. . . E 2. — p
dique ssi Q est un nombre rationnel 7 La période est alors N pecd )"

e pairs: x(f) = x(—f) etimpairs: x(¢) = —x(-1)
Décomposition d'un signal en partie paire et impaire :

x(8) = 3 (x(8) = x(— 1)) + § (x() + x(= 1))

impair pair

Systémes.
e continus (u(1), y(¢)) ou discrets (u[n], y[n]).

Remarque. Les systemes hybrides mélant le discret et le continu seront traités
a parten tant que

— convertisseur A/D ou échantillonneur (u(1), y[n]) ou

— convertisseur D/A ou interpolateur (u«[n], y(1)). <
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* univoque : a une entrée donnée u(t) ne correspond qu'une seule sortie possible
y(1). Les systémes univoques peuvent étre vus comme des opérateurs transfor-
mant le signal d’entrée u(¢) en un signal de sortie y(t).

« statique (lorsque y(¢*) ne dépend que de lavaleur de u en t = ¢*) ou dynamique.

 causal (lorsque y(t*) ne dépend que de la valeur de u en ¢ < t*), anti-causal
(lorsque y(t*) ne dépend que de la valeur de u en ¢ = t*) ou non causal (autres).

Remarque. Sila variable indépendante ¢ ou n désigne le temps, seul un sys-
teme causal peut représenter un phénomene physique, i.e., existant en réalité.<

e additif: si (uy, y1) et (uz, y») sont deux paires entrée-sortie valides pour le sys-
teme, alors (uy + uy, y; + y2) est également une paire entrée-sortie valide.
homogeéne: si (u; (1), y1(f)) est une paire entrée-sortie valide pour le systeme,
alors (au; (1), @y (1)) est également une paire entrée-sortie valide Va € R ou C.
linéaire : additif et homogene, i.e., si (11, y1) et (u2, y2) sont deux paires entrée-
sortie valides pour le systeme, alors (au; + Buy, ay; + fy.) est également une
paire entrée-sortie valide Va, f € R ou C.

 invariant (dans le temps) : ne dépend pas explicitement de la variable indépen-
dante, i.e., si (u;(2),y1(t)) est une paire entrée-sortie valide pour le systéme,
alors (uy (¢t — 1), y1(f — 1)) est également une paire entrée-sortie valide V7 € R.

= Systeme LTT = Systeme linéaire et invariant.

Remarque. Ces propriétés n'ont en général pas de sens pour le cas des automates fi-
nis. Toutefois, on peut définir pour des automates finis les propriétés de systeme stati-
que/dynamique, univoque (a condition d’inclure, en plus du signal d’entrée, I’état ini-
tial de la variable interne du systéme; on parle plus souvent dans ce cadre de systeme
déterministe) et variant/invariant (a condition de décaler I’état initial de la méme ma-
niere que le signal d’entrée). <

Remarque. Commentaire important sur la causalité.
¢ On dira par convention que la dérivée d'une fonction est une opération causale.
Cela revient a définir
. . ou@®—-ult-1)
u()= lim —
7—0,7>0 T
qui n'est autre que la dérivée a gauche de u en ¢; de fait, si la dérivée de u existe
en f, elle sera égale a la dérivée a gauche.
» Par convention également, nous considererons a ce stade qu'une équation diffé-
rentielle décrit, chaque fois que possible, un systéme causal. Ainsi par exemple,
on supposera que le systeme y(f) = u(t) correspond a
t
y(@) =yo +f u(r)dr

fo

qui est bien causal; cependant, rien n'empéche d’intégrer dans le sens des ¢
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décroissants, donnant .
0
y() =yo —f u(r)dr.
t

Au sens strict, une équation différentielle peut donc correspondre a plusieurs
types de systémes (causal, anti-causal ou non causal).

* De méme une équation aux différences est considérée a ce stade comme causale
chaque fois que possible. Cela revient par exemple a appliquer la loi y[n + 1] -
y[n] = u[n] de la maniere

yln+1]:=ylnl+ u[n]
alors que strictement, on pourrait aussi partir des n élevés et écrire
ylnl:=yln+1]—-u[n]

qui serait anti-causale.
L'étude des différents types de systemes (causal, anti-causal, non causal) qui peuvent

étre associés a une équation différentielle ou aux différences a coefficients constants
est détaillée plus loin dans le cours. <

3.1.2 Convolution

Signaux échelon et impulsion, réponses impulsionnelle et indicielle. En temps
discret,
0, n<0 1, n=0

I[n] = et O[n]=
1, n=0. 0, n#0.

Ces 2 signaux sont liés par la relation

8lnl=lnl-1ln-1 < Inl= ) 8kl
k=—00

0, t<0,
1, t=0.
ment parler une fonction : elle vaut 0 pour ¢ # 0 mais posséde une aire unitaire de

sorte que ff;o (1) f(r)dt = f(0) pour toute fonction f(#). On la représentera par une
fleche en ¢ = 0 et de hauteur unitaire comme sur la figure suivante.

En temps continu, I(f) = Limpulsion de Dirac 6(¢) n’est pas a propre-

a(t)
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La fonction échelon est liée a 'impulsion de Dirac par la relation

r
[I(t):f o(r)dr

Formellement, 'impulsion de Dirac est la dérivée de 1(¢) bien que I(¢) ne soit pas dif-
férentiable en ¢ = 0.

La réponse impulsionnelle h d'un systéme LTI est la réponse de ce systeme a I'en-
trée u = 0.

La réponse indicielle s d'un systeme LTI est la réponse de ce systeme a l'entrée
u=I

Réponse d’un systeme LTI a une entrée arbitraire et convolution. Entemps dis-
cret, un signal d’entrée u[n] peut étre décomposé en une somme d’impulsions pon-
dérées par les valeurs d’entrée :

+00
ulnl= ) ulkl8[n-kl.

k=-o00

La sortie du systeme LTI S pour I'entrée u[n] est des lors

ylnl = S(ulnl) = s{ Y ulkldln— k]} =Y ulklS(8[n-kl) [linéarité]

kez kez

=Y ulklhln-k] [invariance].
kez

Le produit de convolution x3 = x; * x, de deux signaux discrets x;[n] et x[n] est
défini par

x3lnl =) xlklxz[n—kl.
keZ

On a donc y[n] = u * h[n]. Ainsi, un systeme LTI discret univoque est entierement
déterminé par sa réponse impulsionnelle i[n].

En temps continu, un signal d’entrée u(¢) peut étre décomposé en une intégrale
d’'impulsions pondérées par les valeurs d’entrée :

+00
u(t):f u(m)o(t—r1)dr.

(e.0]
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La sortie du systeme LTI S pour 'entrée u(¢) est des lors

+00 +00

u(r)ﬁ(t—r)dr) :f u(r)SO(t—-1))dr [linéarité]

—00

y(0) = Su(D) = s(f

—00

+00
= f u(t)h(t—1)dr [invariance].
—0o0

Le produit de convolution x3 = x; * X, de deux signaux continus x; () et x» () est

défini par
+00
X3(t):f xl(r)xg(t—r)dr.
—0o0

On a donc y(t) = u * h(t) et un systéme LTI continu univoque est également entiere-
ment déterminé par sa réponse impulsionnelle £ (7).

Propriétés du produit de convolution.
Commutativité : X1 * X2 (t) = X2 % x1(1).
Associativité : X1 % (X2 * x3(8)) = (X7 * X2) * x3(1).

Application. Laréponseimpulsionnelle de la mise en cascade de deux systemes
LTI est la convolution de leurs réponses impulsionnelles individuelles. De plus
par commutativité, la réponse d'un systeme en cascade ne dépend pas del'ordre
des systemes individuels dans la cascade. <

Linéarité : (ax) + Bxy) = x3(t) = a(xy * x3(8)) + P(x2 * x3(¢)) o @, B € C.

Décalage : six * x,(¢) = m(t), alors A, x1 * A, x2(8) = m(t — Ty — To).

Etendue : 1'étendue temporelle d'un signal résultant d’'une convolution est comprise
dans la somme des étendues des signaux convolués.

JAU) AU

K@)* ()

[ H [T H t ! | G

Dérivation : (x1 * x2)' = X] * X2 = X1 * X},

Application. s'=hety=u'xs. <

Méthodes graphiques pour le produit de convolution. Temps discret :

1. L'axe temporel est gradué en k au lieu de n. La réponse impulsionnelle h[k] est
renversée par rapport au temps, pour obtenir h[—k], et ensuite décalée de n
pour former h[—(k — n)] = h[n — k] qui est une fonction de k avec le parametre
n.

2. Lesvaleurs u[k] et h[n — k] sont multipliées pour toutes les valeurs de k, avec n
fixé a une certaine valeur.
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3. Les produits u[k]h[n— k] sont sommés sur tous k pour obtenir la valeur de sortie
ylnl.

4. Les étapes 1 a 3 sont répétées a mesure que 7 varie de —oo a +oo pour produire
la sortie complete.

Temps continu :

1. L'axe temporel est gradué en 7 au lieu de t. La réponse impulsionnelle h(7) est
renversée par rapport au temps, pour obtenir h(—7), et ensuite décalée de ¢ pour
former h(—(7 — t)) = h(t — 1) qui est une fonction de 7 avec le parametre .

2. Les valeurs u(t) et h(t — 1) sont multipliées pour toutes les valeurs de 7, avec ¢
fixé a une certaine valeur.

3. Le produit u(t)h(t— 1) est intégré sur 7 € (—oo, +oo) pour obtenir une valeur de
sortie y(1).

4. Les étapes 1 a 3 sont répétées a mesure que ¢ varie de —oo a +oo pour produire
la sortie complete.

3.2 Exercices

3.2.1 Propriétés des systemes

Exercice 3.1 Pour chaque relation entrée-sortie donnée ci-apres, déterminer si le
systeme continu correspondant est

* dynamique ou statique;
¢ causal, anti-causal ou non causal;
¢ linéaire ou non;
* variant ou invariant.

a) yO)=u(t-2)+ul2-1)

b) y(t) =cos(31)u(t)

o y® = 2 u@)dr

tr<0
d) y)=
u@®)+ult-2) t=0
u) <o
e) y(1) =

u@+ult—-2) u(r)=0
£) y(t)=u(b)
g y(1) =ul(r)
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Exercice 3.2 Pour chaque relation entrée-sortie donnée ci-apres, déterminer si le
systeme discret correspondant est
* dynamique ou statique;
¢ causal, anti-causal ou non causal;
¢ linéaire ou non;
e variant ou invariant.
a) yln] =ul-n]
b) yln]=uln-2]-2u[n-38]
c) yIlnl =nun]
d) yln] est égal a la partie paire de u[n —1]
uln] n>0
e) ylnl=40 n=0
ulnl] n<o0
uln] uln]>0
f) ylnl=40 unl=0

ulnl uln]<0
g) ylnl=ul4n+1]

Exercice 3.3 Montrer que l'interconnexion série de deux systémes LTI est elle-méme
LTI

Exercice 3.4 Montrer que l'interconnexion série de deux systemes non linéaires n’est
pas nécessairement un systeme non linéaire.

Exercice 3.5 Soitl'interconnexion schématisée ci-dessous.

ul-] ——{ Systéme 1 Systeme 2 Systeme3 —— y[-]

Les trois systemes sont caractérisés par les relations suivantes :

u[2] npair

Systeme 1 : y[n] =
0 n impair

Systeme 2 : y[n] = u[n] + Juln— 11+ Juln-2]

Systeme 3 : y[n] = ul2n]

Etablir la relation entrée-sortie du systéme global et déterminer si ce dernier est
LTI
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Exercice 3.6 (Juin 2005) Répondez par vrai ou faux et justifiez brievement.
a) Le systeme décrit par I’équation différentielle

N . . 5+sin(?)
(@) +5y(8) = u(r) + fu(t)

est LTT.
b) Le systeme décrit par 'équation entrée-sortie y = 4u?(t) est dynamique.

Exercice 3.7 (Janvier 2004) Répondez par vrai ou faux et justifiez brievement.
a) Le systeme y(f) = u(sin(#)) est statique.
b) Le systeme y(f) = u(sin(?)) est linéaire.

Exercice 3.8 (Septembre 2003) Est-il vrai que la mise en cascade d'un systeme
non-causal et d'un systéme causal est nécessairement non-causale? Justifiez.

Exercice 3.9 (Septembre 2001) Caractériser
a) un phénomene physique susceptible de mettre en défaut '’hypotheése de
linéarité d'un modele de circuit électrique.
b) un phénomeéne physique susceptible de mettre en défaut I'hypothese d’in-
variance d'un modele de circuit électrique.

Exercice 3.10 (Juin 2001 ; 4.7) Citez un facteur physique qui mettrait en défaut
a) lalinéarité
b) l'invariance
du modele décrit dans I'exercice 4.7. Proposez une expérience qui permettrait
de mettre en évidence la non-linéarité du systeme.

Exercice 3.11 (Novembre 1998) Soient les systemes discrets
a) y[n] = partie paire (u[n—1])
b) yln] =(n-1)uln].
Pour chacun de ces systemes, déterminez s'il est (i) statique, (ii) invariant, (iii)
linéaire, (iv) causal.

Exercice 3.12 (Janvier 1998) Pour chacune des questions suivantes, sélectionnez la
bonne réponse sur base d’'une courte justification.
a) Un seul des trois systémes suivants est linéaire et statique, lequel ?
M y1(0) = Put)
i) y2()=u(t+1)
(iii) ys(#) = u(?)
b) Lesignal x[n] = elon
(i) estpériodique pour toute valeur de w;
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(ii) est périodique pour certaines valeurs de w;
(iii) n’est périodique pour aucune valeur de w.

Exercice 3.13 (Novembre 1997) Soit le systeme décrit par I’équation différentielle
Y@ +ay(t) = u()l(t+2).
étudiez la linéarité et I'invariance de cette équation différentielle.

Exercice 3.14 (4.4) Soit le circuit électrique représenté ci-dessous.

i(1) c ve(2)

Etablirla relation entrée-sortie (équation différentielle) pour C constantlorsque
I'entrée est i(¢) et la sortie v.(f). REpondre ensuite aux questions suivantes.

a) Le systeme est-il dynamique ou statique ?

b) Le systéme est-il causal, anti-causal ou non causal ?

c) Léquation différentielle est-elle linéaire ou non ?

d) Léquation différentielle est-elle variante ou invariante ?

e) Le systeme est-il linéaire ou non ?

f) Le systeme est-il variant ou invariant ?

Exercice 3.15 (Janvier 2001) Etudier (i) la linéarité, (ii) I'invariance, (iii) la causalité
des trois systemes suivants.
a) y(1)+2y(t) = u(r?)
b) ylnl+2y[ln—1]=uln]
c) y(B)+ay(t) =u(r) avec a € R constant

Exercice 3.16 (1.1)Considérezles signaux et systemes que vous avez imaginés dans
I'exercice 1.1 pour décrire une image; lorsque les signaux dépendent de plu-
sieurs variables indépendantes, considérez une seule variable indépendante a
la fois (i.e réduisant I'image a une ligne). Examinez leur linéarité, leur staticité,
leur invariance et leur causalité.
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3.2.2 Convolution

Exercice 3.17 Soit un systeme LTI dont la réponse indicielle est donnée par
s()=1-e Hl(

a) Déterminer la constante de temps et le temps de montée caractéristique.
b) Déterminer la réponse de ce systeme a l’entrée présentée ci-dessous.

u(t)

‘ 0 1 2 3 4 t

Exercice 3.18 Ftablir analytiquement la convolution y(¢) = f * h(¢) des fonctions
f(r)y=e"t1(¢) et h(2) = e 21 1(p).

Exercice 3.19 Etablir analytiquement la convolution y(f) = f * h(f) des fonctions
f(@) =1 et h(z) =2e7"1(s) — 2e*"1(2).

Exercice 3.20 Etablir, analytiquement et graphiquement, la convolution y(1) = f *
g(1) des fonctions f(¢) et g(¢) représentées ci-dessous.

-1 0o 1 t 0 3t

Exercice 3.21 Soient les deux signaux continus représentés ci-dessous.

f(®) g(t)

Déterminer y; [n], 'échantillonnage du signal y(#) = f * g(#), lorsque la période
d’échantillonnage est T = 0.1s. Comparer avec le résultat y»[n] de la convolu-
tion discrete entre f[n] et g[n], résultant de ’échantillonnage de f(¢) et g(7)
respectivement a la méme fréquence.
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Exercice 3.22 Soit un systeme LTI pour lequel I'entrée et la sortie sont liées par
t
y(1) :f e "y -2)dr.
—0o0

a) Quelle est la réponse impulsionnelle k() pour ce systeme ?
b) Quelle est la réponse du systéme lorsque son entrée u(t) est

z(t)

Exercice 3.23 (Janvier 2002) Un systeme LTI univoque de réponse impulsionnelle
h,(t) admet une solution (u,(?), yo(#)) avec
Yo(2)

Pour chacune des paires (u(t), h(t)) suivantes, on demande de déterminer si
I'information fournie est suffisante pour calculer la sortie y(¢) qui correspond
al'entrée u(f) pour un systeme LTT de réponse h(t). Dans 'affirmative, donner
le graphe de y(1).

a) u(t) =2uy(t) et h(t) = hy(0)

b) wu(t) = ue(t) — ue(t—2) et h(t) = hy(1)

o) u(t)=uo(t—2)et h(t)=hy(t+1)

d) u(t) = uo(—1) et h(t) = ho(1)

e) u(t) =uq(—1) et h(t) = hy(-1)

£) u(®) =1,(2) (1) et h(r) = 1, (1) (1)

Exercice 3.24 (Juin 2004 ; 7.15) Soit un systeme LTT causal caractérisé par la paire
entrée-sortie suivante :

‘ u(t) \ y(r)

1 t 1 2 t

a) Donner le graphe de la réponse indicielle du systeme (u(t) = [(#)). Justifier.
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b) Donner le graphe de la réponse impulsionnelle du systeme (u(f) = 8(1)).
Justifier.

Exercice 3.25 (Novembre 2003) Soit x() =1(t) - I(t - 1) et h(t) = x(£), 0<a < 1.
Calculer y = h * x et déterminer a pour que y n’ait que trois points de disconti-
nuité.

Exercice 3.26 (Novembre 2004) Soit un systeme LTI de réponse impulsionnelle
h(t). Exprimer les quantités suivantes en fonction de h(t).
a) Laréponse indicielle s().
b) Laréponse y(t) al’entrée u(t) représentée sur la figure ci-dessous.

u(t)

-3 5 t

Exercice 3.27 (Novembre 1998) Un systéeme LTI posséde la solution suivante.

u(r) (1)

T t T 2T t

En utilisant les propriétés d’invariance et de linéarité, déterminer graphique-
ment la sortie correspondant a I'entrée suivante.

u(t)

T 3T/2
-T/2 T/2 t

Exercice 3.28 (Septembre 1999) Le systeme S LTI causal est caractérisé par la paire
entrée-sortie (11, y1). Pour chacune des entrées uy (1), us(t) et uy(t) =1(t), dédui-
sez le graphe de la sortie correspondante du systeme S lorsque c’est possible et
justifiez lorsque c’est impossible.
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1)

uy (1)

uy (1) uz (1)

3.3 Applications Matlab

Dans MATLAB, la convolution numérique de signaux s’effectue a ’aide de la com-
mande conv. Cette fonction effectue la convolution discrete entre 2 vecteurs de va-
leurs d’entrée. Quelques remarques s'imposent pour une utilisation correcte de cette
fonction.

e Vu que I'on sait uniquement représenter des signaux a domaine borné sur un
ordinateur, il est nécessaire de considérer des signaux a support borné afin d’ef-
fectuer la convolution numérique.

» Lorsquel'on effectue une convolution en temps discret, MATLAB considere deux
vecteurs d’indices [1..n] et [1..m] en entrée et rend en sortie un vecteur d’'indices
[1..m+ n). La routine ne tient donc pas compte des positions respectives de ces
trois signaux (entrées et sortie) sur I’axe temporel. A vous de déterminer la posi-
tion du signal de sortie en examinant les signaux d’entrée.

» Lorsque I'on veut effectuer une convolution en temps continu, l'utilisation de
vecteurs, a indices entiers positifs, non seulement décale les signaux sur 1'axe
temporel comme dans le cas discret, mais surtout ne tient pas compte du pas
de temps utilisé lors de I’échantillonnage; l'intégrale de convolution est donc
approximée par une somme, comme toutes les intégrales numériques. Cela re-
quiert des précautions supplémentaires.

- Demandez-vous si le résultat de conv a un sens pour n'importe quelles
valeurs des pas d’échantillonnage des deux signaux d’entrée. En particulier,
que se passe-t-il si 'on choisit des pas de temps différents pour les deux
signaux?

- Ecrivez la formule exacte d’approximation d'une intégrale par une somme
et déduisez-en un facteur correctif sur le résultat fourni par conv pour des
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signaux en temps continu.
Si vous éprouvez des difficultés a comprendre par simple raisonnement comment
interpréter les résultats fournis par la fonction conv, nous vous suggérons d’examiner
al’aide de MATLAB un exercice effectué manuellement aux séances de répétitions.

Applications.
1. Soitle signal discret d’'une sinusoide pure de phase quelconque

x[n] =sin(0.15n —0.7).

a) Décomposer le signal en sa partie paire et sa partie impaire et représenter
les parties de cette décomposition sous MATLAB.
b) Remarquer que la partie paire de cette sinusoide pure de phase quelconque
est un cosinus de phase nulle, de méme fréquence et d’amplitude —0.64.
c) Remarquer que la partie impaire est un sinus de phase nulle, de méme
fréquence et d’amplitude 0.77.
Les constatations des points b) et ¢) peuvent s’expliquer par le fait que

Ccos(wn+¢) = Acos(wn) + Bsin(wn) avec A= Ccos¢ et B=Csindg.

2. Effectuez les convolutions suivantes en temps discret et représentez graphique-
ment le signal résultant y[n]. Veiller au bon positionnement et a I'utilisation
d’une échelle correcte selon les 2 axes.

a) y[n]l = u=* h[n] avec

ulnl=nln+2]-0n-8)+14—-n)([n-38]-I0[n-14])
B sin(3nn/2)

hin]
(Bmn/2)

(I[n+al —1[n—10])
pour a =0 d’abord, a = -3 ensuite.
b) yln] = u* h[n] pour n € [-3..14], avec

uln] =sin(n)({[»n + 10] —0[n — 20])
hin] =e "[n]

Suggestion : Le domaine de h[n] s’étend al'infini; réduire sa représentation
dans MATLAB au domaine nécessaire pour le calcul demandé.
3. Effectuez les convolutions suivantes en temps continu et représentez graphi-
quement le signal résultant y(¢). Veiller au bon positionnement et a I'utilisation
d’une échelle correcte selon les 2 axes.
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a) y(t) =u=* h(r)avec

sin(t)
u(t) = T(I](t+2n) —0(t-2m))

h(t) = (41— t2)e L (1() = 1(t — 4))

b) y(t) = ux* h(t) avec

u(r) = (sin(1000) (0(¢ + 1) = (£ — 27))
h(t) = @4t—t2)e Q) - 1(t —4))

Choisissez divers pas d’échantillonnage At € [3, z555] et remarquez com-
ment le résultat de la convolution varie en fonction du pas d’échantillon-

nage choisi lorsque celui-ci est trop grand.
Remarque. Lafonction sinc(x) permetde représenter % avec la convention de

prendre sa valeur limite 1 en x = 0. <



Chapitre 4

Modeles d’état linéaires et invariants

4.1 Rappel théorique

Remarque. Contrairement a la caractérisation des systémes par leur réponse impul-
sionnelle, la représentation d’état permet d’étudier des équations différentielles ou
aux différences avec des conditions initiales arbitraires. Il n’est donc pas nécessaire
de rendre le systeme univoque en imposant des le départ les conditions initiales de
repos. <

4.1.1 Modéles d’état

En général, les équations d’état pour un systeme dans un espace vectoriel s’écri-

vent
x(t) = f(x(8), u(r),t) . x[n+1] = f(x[nl], ulnl, n) .
(cas continu) (cas discret)
y() =gx(8), u(r), 1) yIn] = g(x[n], uln], n)

Dans le cas linéaire et invariant, les équations d’état prennent la forme particuliére

x(t) = Ax(t) + Bu(r) x[n+1]=Ax[n]+ Buln]
(cas continu) (cas discret)
y(t) = Cx(t) + Du(t) yln] = Cx[n] + Du[n]

ol x € R", Ae R™™", Be R™!, C e R et D € R'*! pour un systéme SISO (single in-
put, single output). La dimension d'un systéme est définie comme étant le nombre de
composantes de son vecteur d’état. Il existe des (caractéristiques de) systemes qui ne
peuvent pas étre exprimés a I'aide d'un nombre fini de variables d’état (par exemple
le systeme caractérisé par '’équation entrée-sortie y(t) = u(t—1)).

4.1.2 Linéarisation

La modélisation fournit parfois (souvent... trés souvent!) des équations non-liné-
aires. Dans ce cas, on peut linéariser les équations lorsque 'on examine le compor-
tement du systeme au voisinage d’'une solution connue (x*, u*, y*). On opeére alors
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comme suit.

e Onremplace les variables (x, u, y) par (x* + X, u* + i1, y* + ) ; comme nous nous
intéressons a I’évolution d’'une perturbation, la nouvelle paire entrée-sortie a
considérer sera (i, y) et le nouvel état sera x.

* Ondéveloppe les termes non-linéaires des fonctions f et g en X, i et y en séries
de Taylor au voisinage de (x*,u*, y*); afin de linéariser, on néglige tout ce qui
est d’ordre supérieur ou égal a 2 en x(¢), i(t) ou y(1).

e Comme (x*,u*,y*) est solution des équations d’état, tous les termes indépen-
dants se compensent et il reste un modele linéaire en (X, i, y). Si le systeme
original était invariant et si u* et x* (et par conséquent y*) sont des fonctions
constantes, alors le systéme obtenu est (linéaire et) invariant; sinon il peut étre
variant.

Cela revient a dire que la linéarisation fournit le modele d’état

. d 4f; of;

xi(0=) 9fi X0 + ofi a(r) pouri=1,...,d
i1 0x; et (0, u* (D), 1) OU | (e (1), (1),
d 9

_ g _ 0g _

j =) F X0 + a(t)
=1 9l (o, ur (0,0 U (0),u* (1),1)

ou d est la dimension du systeme (le nombre de composantes du vecteur d’état), x;
désigne la j-ieme composante du vecteur d’état et f; désigne la i-iéme composante
de la fonction f.

4.1.3 Caractérisation de la variable d’état

Remarque préliminaire. Une représentation d’état n'est pas unique; on peut en
effet choisir des variables d’état différentes pour décrire le méme systéme. Dans ce
cas, nous dirons que deux modeles d’état d'un systeme LT1

%=Ax+Bu 2=Az+Bu

et ~ -

y=Cx+Du y=Cz+Du
sont équivalents s’il existe un changement de variable régulier entre eux, i.e., s'il existe
une matrice inversible T telle que

z=Tx, A=TAT', B=TB, C=CT™', D=D.

Des modeles d’état équivalents définissent tous le méme systeme, dans le sens que
le comportement entrée-sortie de tous ces modeles est identique.

Choix des variables d’état a priori pour modéliser un systéme. Levecteur d’état
regroupe 'ensemble de I'information dont la connaissance a un instant suffit pour
déterminer — en association avec le signal d’entrée u —1’évolution future du systeme.
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Avec un peu d’intuition, ceci permet de définir les variables d’état avant la mise en
équation du systéme en repérant les accumulateurs d’information, qui sont dans le
cas de systemes physiques les accumulateurs d’énergie :
- variables de vitesses pour I'énergie cinétique;
- variables de positions intervenant dans une énergie potentielle (gravité, lon-
gueur d'unressort,...);

tensions des capacités et courants des inductances pour les circuits électriques;

Construction du modéle d’état a partir d’une équation entrée-sortie. 1l estsou-
vent relativement facile d’obtenir I'équation entrée-sortie d'un systeme LTI, i.e. une
équation du type P;(D)y = Q,,(D)u ou
* P;(D) et Q. (D) représentent des polyndmes respectivement de degré [ et m en
D et
* D représente I'opérateur de dérivation dans le cas d’équations différentielles et
I'opérateur de retard pur dans le cas d'une équation aux différences.
Lutilisation d’un signal auxiliaire permet d’obtenir directement un modele d’état a
partir de I'équation entrée-sortie lorsque [ = m (condition de réalisation).
Construisons le signal auxiliaire v tel que

y=Qm(D)v et P(D)v=u. (4.1.1)

Nous pouvons montrer que ces deux équations sont équivalentes au systeme original.
En effet, puisque les dérivées/retardateurs et les opérations linéaires commutent, on
a

Pi(D)y = Pi(D)Qm(D)v = Qm(D)P(D)v = Qm(D)u.

De plus, nous remarquons que dans (4.1.1), seul v est dérivé/retardé, tandis que
y et surtout u apparaissent tel quel. Dés lors, le vecteur (v, v/, V", ..., pU=D) en temps
continu, ou (v[n—1],v[n—-2],...,v[n—1]), en temps discret, peut étre utilisé comme
vecteur d’état. La construction des matrices A, B, C, D du modele d’état est directe.

Dans le cas particulier ou m = 0, i.e. Q,,(D)u se résume a u multiplié par une
constante, on a y = v et le vecteur d’état contient les dérivées de la sortie.

4.1.4 Solution d’un systeme LTI sous forme de modele d’état

Cas général :

t
x(t) = e x, +f eI Bu(s)ds
0

t
y(1) :Ce/”xo+f e "9 Bu(s)ds+Du(r)
0
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ou

n-1
x(nl = A"x[0]+ Y A" VK Bu[k]
k=0

n-1
ylnl = CA"x[0]+ Y. CA" '"*Bu[k] + Duln].
k=0

Pour un systeme isolé (sans entrée ni sortie) :

x(t)=etxy, ou  x[n]=A"x[0].

4.1.5 Bloc-diagrammes

Les liens entre différents signaux sont représentés a I’aide de « blocs » et de fleches
joignant les signaux de sortie des blocs aux entrées d’autres blocs (ou du méme bloc).
Les blocs sont des sous-systemes transformant un ensemble de signaux d’entrée en
un ensemble de signaux de sortie selon une loi simple. Les blocs de base utilisés pour
composer les bloc-diagrammes de systemes LT1 sont :

e la multiplication du signal par une constante;

* lasomme (éventuellement pondérée par +1) de signaux;

e l'intégrateur u(t) — f_too u(7)dt (cas continu) ou le retard unitaire u[n] — u[n —1]

(cas discret).

Construction d’un bloc-diagramme en partant d’un modele d’état. 1l suffit de
poser comme sortie des intégrateurs/retardateurs les variables d’état et de recons-
tituer, a leur entrée, 'expression Ax + Bu; le signal de sortie s’exprime également
comme simple combinaison linéaire de u et des sorties des intégrateurs/retardateurs.

4.2 Exercices

Exercice 4.1 Soit un circuit électrique RLC série, dans lequel u(t) (entrée) est la ten-
sion au générateur et y(#) (sortie) est la tension aux bornes de la capacité.
a) Ecrire 'équation entrée-sortie du systéme et donner une expression géné-
rale pour la solution de la partie homogene (i.e., pour u = 0).
b) Tracer un bloc-diagramme du systéme.
c) Donner la représentation d’état correspondante.
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Exercice 4.2 (Novembre 2000) Construisez un bloc-diagramme et une représenta-
tion d’état pour le circuit électrique suivant, dont I'entrée est la source de poten-
tiel u et la sortie est la différence de potentiel y aux bornes de la self.

1 L

G ——
u (1) I

Exercice 4.3 Considérer le circuit représenté ci-dessous. Les tensions initiales (f = 0)
des capacités C; et C, sont 0.5V et 1V respectivement. Utilisant la méthode des
variables d’état, trouver les tensions aux bornes de ces capacités pour ¢ > 0. Pour
simplifier, supposer Ry =R, =R3=1Qet C; =C, = 1F.

Co

ve® T2 G §R, Ré € == ve®

Exercice 4.4 (3.14) Reprenant |’équation différentielle déduite dans I'exercice 3.14 :

a) Donner la réponse impulsionnelle du systeme LIT causal qu’elle décrit;

b) Ecrire explicitement I'expression de la sortie y(f) du systéme pour une en-
trée quelconque u(r)

(i) en utilisant la convolution avec la réponse impulsionnelle;
(ii) en résolvant directement ’équation différentielle a partir de I'instant
initial £.

Quelle différence observez-vous?

c) Observer que le seul systeme LTI causal associé a I’équation différentielle
en question s’obtient en imposant des conditions de repos initial, i.e., y(ty) =
0 et #p < t; ou ¢; est'instant auquel peut débuter, au plus tot, le signal u(z).

Exercice 4.5 Montrer que

si A et B commutent, c’est-a-dire AB = BA.

Exercice 4.6 (Janvier 1999) Soit le systeme LTT causal décrit par 'équation aux ré-
currences 3
ylnl=2yln—-1] - Zy[n—Z] +uln-1J.

Donner une représentation d’état du systeme et en déduire un bloc-diagramme.
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Exercice 4.7 (Juin 2001; 3.10) Voici un modele simplifié de suspension automo-
bile.
a) Ecrire I’équation différentielle liant la sortie y(t) (le déplacement vertical
de I'habitacle) a ’entrée u(t) (le contour de la route).
b) Sachant que yj est tel que I'entrée u(¢) = 0 donne la sortie y(f) = 0, donner
une interprétation physique pour yj et calculer sa valeur.
c¢) Ecrire un modele d’état LTI pour le systeme.

amortisseur

(coeff b) ressort (raideur k)

YO+

u(r)

Exercice 4.8 Considérons le moteur DC ci-dessous. Son courant d’armature i, est
maintenu constant de sorte que Le couple généré par ce moteur est proportion-
nel au courant d’entrée iy (Couple moteur = Krir); 'ensemble [moteur-charge],
de momentd’inertie J, est soumis a une force de freinage par frottement propor-
tionnelle a la vitesse de rotation. Ecrire un modele d’état LTI décrivant 1'évolu-
tion de la position angulaire 0(t) (sortie) en fonction du voltage f(¢) (entrée)

a) en négligeant la force contre-électro-motrice;
b) en considérant une f.c.6.m. e = K,0(¢).

Ry

AW ’J_‘ia =cst
0
o @ :

Ly
B

Exercice 4.9 (2.5) Le modele obtenu dans I’exercice 2.5 b) est non-linéaire. Pour ce
modele, trouver la hauteur de fonctionnement stationnaire #* pour un débit

d’entrée constant g; et linéariser le modéle autour de ce point d’équilibre.

Exercice 4.10 (Janvier 2000) Linéariser I'équation entrée-sortie
jcos(t) +y(y+1)=vu

autour d'un point d’équilibre (u*, y*) # (0,0).
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Exercice 4.11 (Septembre 2000) Soit le systeme décrit par I'équation différentielle
y+@-2u=u* (4.2.1)
a) Linéarisez le systeme autour de la solution

y*)=2t+1

u () =v2t+1

b) Pourquoi ce systéeme linéarisé n’'est-il pas analysable par '’ensemble des
outils vus dans le cours de systemes ?

c) Choisissez une autre solution (¢*, y*) du systéme non linéaire telle que le
systeme linéarisé dans le voisinage de cette solution soit un systeme LTI.

Exercice 4.12 (2.2) Tracer un bloc-diagramme a partir du modele d’état décrivant
un groupe de N = 3 robots qui se déplacent selon la loi de I'exercice 2.2 c).

Exercice 4.13 (Novembre 2001; 7.19) Construisez un bloc-diagramme et une re-
présentation d’état pour le circuit électrique suivant, dont I'entrée est la source
de potentiel u(f) et la sortie est la différence de potentiel y(¢#) aux bornes de la
capacité C,.

Exercice 4.14 (Juin 2002, 7.22) On désire modéliser le comportement du systeme
constitué d'un mobile glissant librement sur un rail qui peut pivoter dans un
plan vertical autour de son point d’attache O. Lentrée est un couple u appliqué
au rail autour de son point d’attache; la sortie est la position y du mobile par
rapport au point d’attache O. Dans le systéme d’axes (X, X», X3) lié au rail, on
obtient les équations suivantes, oll 7 X; désigne la position du mobile sur le rail
et 0 'axe que fait le rail avec I’horizontale.
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Vecteur accélération du mobile :
a=F-6°nX +Or+20MX;

Moment d’inertie du rail : J
Forces appliquées au mobile :

e gravité: fg = —mgsin(@)&— mgcos(@)&

e friction: ?f = —ﬁr’&

e réaction durail: F, = NX;

 couple de friction sur I’axe de rotation du rail : C,= —)/9&
Equations du mouvement :

ma = fg + ff + fr = F1& + Fg& (translation du mobile)

JO = u—rN -6 (rotation du rail)

a) Identifier un vecteur d’état du systeme et mettre le systeme sous la forme

x=f(x,u)
y = h(x).

b) Montrer que le systéme a physiquement un seul point d’équilibre (u*, x*, y*)
lorsque u* = 0 et dériver le modéle linéarisé autour de celui-ci

AX+Bu

X

j=Cx.

Exercice 4.15 (Septembre 2002, 7.27) Soitle modele d’état
0o -2
y@) = (1 —1|x(p.

. 2
x() u(t)

x(t)+

a) Proposer un circuit RLC qui réalise ces équations d’état. Identifier les va-
leurs numériques des parametres du systeme proposé.

b) Proposer un modele d’état équivalent en choisissant des grandeurs phy-
siques comme variables d’état. Identifier le changement de variables qui
relie les deux modeles d’état.

c) Décrire sur le circuit RLC trois phénomeénes distincts qui invalideraient
chacun une des hypotheses suivantes : (i) linéarité, (ii) invariance, (iii) di-
mension 2.
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Exercice 4.16 (Novembre 2003) Considérer le circuit suivant :

R, Ry
W W 9)

u(t) @) G

Co

/|
AY
/|

y(8)

)

L'entrée est la tension au générateur u(¢) etla sortie estla tension y(f) auxbornes
du condensateur Cs,.

a) Dessinez un bloc-diagramme du systeme.

b) Etablissez une représentation d’état du systéme.

Exercice 4.17 (Janvier 2004) Est-il vrai que le systéme LTT y(¢) = (t) n’admet pas
de représentation d’état? Justifier.

Exercice 4.18 (Janvier 2004) Soit le circuit a diode tunnel représenté ci-dessous.

R L

ZR

u ) UCT::C XZT/UR

La caractéristique de la diode ir = h(vg) est donnée par le graphe suivant.

i (mA)

1

a) Dérivez un modele d’état pour le circuit en choisissant comme variables
d’état iy et v, et comme variable de sortie le courant ir qui traverse la
diode;

b) Donnez I'expression du modele linéaire en un point de fonctionnement
(u*,y*), telque y* > 1 mA;

c) Montrez graphiquement que le systéme peut avoir 1 ou 3 points d’équilibre
suivant la tension appliquée u*.
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Exercice 4.19 (Septembre 2004) Soient les deux bloc-diagrammes suivants.

+ @ o
+
C
A
u(n) -
3 (H— yln
yIn] +
uln] B
+ GB+ o o T D
+
4 " B o

a) Identifier les constantes A, B, C, D pour que les deux bloc-diagrammes
représentent le méme systéme LTI, avec A < B.

b) Si les deux blocs « décalage » de la figure de gauche sont initialisés a +1,
comment faut-il initialiser les deux blocs de la figure de droite pour obtenir
la méme réponse y[n], n=1?

Exercice 4.20 (Janvier 2005; 2.1, 7.32) Soit le systeme de pendule inversé modé-
lisé dans I'exercice 2.1.
a) Pour u =0, déterminez une condition sur les parametres pour que le sys-
téme possede trois points d’équilibre.
b) Etudiezla stabilité des trois points d’équilibre sur base d’un raisonnement
physique.
c) Linéarisezle modele d’état autour d'un point d’équilibre stable du systeme.

Exercice 4.21 (Juin 2005 ; Ex 7.39) Soit un cerceau disposé verticalement et main-
tenu en rotation a vitesse w autour de son diametre vertical. Le mouvement
d’'une bille de masse m sur ce cerceau est régi par I’équation

mr¢ = —bg — mgsing + mro*sing cosp

a) On considere un modele simplifié dans lequel on néglige le terme d’accé-
lération, c.-a-d. mr¢ = 0. Identifier tous les points d’équilibre du modele
simplifié lorsque %‘;’2 > 1 et prédire leur stabilité sur base d'un raisonne-
ment physique.
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Dériver un modele d’état pour le systéme linéarisé autour d'un point stable
en prenant comme entrée une variation de vitesse @ et comme sortie une
variation angulaire ¢.

b) Ecrire le modele d’état linéarisé autour du méme point lorsque I’on ne né-
glige plus les effets d’accélération, i.e., lorsque mrd # 0.

Exercice 4.22 (Juin 2005; Ex 7.34) Soit le systeme LTI causal décrit par I'’équation
différentielle

JO) +4y(t) +4y(r) = u(t) + u(r).

a) Tracer un bloc-diagramme du systeme qui inclut I'effet des conditions ini-
tiales y(07) = B, y(07) =y et qui utilise un nombre minimal d’intégrateurs.
(On suppose que le signal d’entrée u(t) commence en ¢ =0.)

b) Donner une représentation d’état du systéme.

Exercice 4.23 (Juin 2005) Un systeme LTI considéré comme isolé (i.e., avec u =0
et considérant x comme le signal observé) peut-il posséder plusieurs points
d’équilibre ?

Exercice 4.24 (Novembre 2005; Ex 2.8) Soit le modele d’état du satellite en rota-
tion autour de la Terre décrit dans I’exercice 2.8.
a) Déterminer (en fonction des parametres k et w) la force de poussée 1y né-
cessaire pour maintenir le satellite a une distance ry de la Terre.
b) Donner le modele d’état LTT décrivant les petites variations autour de la
solution (ug, rg).

Exercice 4.25 (Juin 2006, Ex 2.3) Soitle modele d’état non-linéaire décrivant le mi-
crophone de I'exercice 2.3. Calculer le point de fonctionnement correspondant
a u(t) = y(t) =0 et linéariser le modele autour de celui-ci.

Exercice 4.26 (Septembre 2003; Ex 2.7, 7.28) Soit le systéme a deux réservoirs
de I'exercice 2.7.
a) Calculer le point de fonctionnement stationnaire (hy, h;) en fonction d'un
débit d’entrée constant u*.
b) Linéariser le modele d’état autour de ce point de fonctionnement.

4.3 Applications Matlab

MATLAB peut étre utilisé pour représenter un systeme physique ou un modele.
Cette section illustre comment coder sous MATLAB un modele d’état linéaire et in-
variant.
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Fonctions utiles. Les commandes suivantes sont utiles pour la représentation d’état

x(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(8) = Cx(t) + D u(r).

ss crée un modele d’état ou convertit une autre forme de modele
en modele d’état.
ssdata fournit un acces rapide aux données du modele d’état.

La commande SYS = ss[A,B,C,D] crée un modele d’état SYS défini par les ma-
trices A, B, C et D. Lorsque le modele d’état SYS est défini sous MATLAB, il est possible
d’en connaitre entre autres les matrices A, B, C et D par la commande

[A,B,C,D] = ssdata(SYS).

Applications.

1. Considérons a titre illustratif, un modele réduit d'un train consistant en une lo-

comotive de masse M; et un wagon de masse M, mutuellement connectés par
un ressort de raideur k. Le train se déplace sur terrain plat et est freiné par frot-
tement (coefficient de frottement dynamique ).
Choisissant pour variables d’état les positions xj, x, et les vitesses v, = X1, v, =
X, delalocomotive et du wagon, pour entrée la force F appliquée par lalocomo-
tive et pour sortie la vitesse de la locomotive, la modélisation fournit les équa-
tions d’état suivantes.

i1 o 1 0 0 |[x 0
. k k 1
N I ey - U R B o
sz 0 0 0 1 Xo 0
2] |3 0 -3 —wg|leed Lo

X1

y=[o 1 0 O]I”1 +[o] F

X2
%)

Créer sous MATLAB un modele d’état du systeme décrit ci-dessus que vous nom-
merez SYStrain. On appliquera les valeurs suivantes aux parametres.

M, =10kg M, =0.5kg k=1N/m
F=1N ©0.002s/m g =9.8m/s?

2. Créer des modeles d’état dans MATLAB pour les systemes LI temps-continu
obtenus dans les exercices de ce chapitre.



Chapitre 5

Séries de Fourier et réponse fréquentielle

5.1 Rappel théorique

5.1.1 Définitions des séries de Fourier

Un signal continu x(-) € L, [0, T) (signal de période T ou a support compact infé-
rieur a T) peut étre exprimé par une somme de signaux harmoniques de fréquences
multiplesde 1/T :

x(1) = % Y & &F T
kez
Cette représentation de x est appelée sa série de Fourier. Les coefficients de Fourier X
peuvent étre calculés par la formule

T +7.2T0
xk:f x(ne7*Ttds, kez.
0

Les caractérisations de x par ses valeurs temporelles x(t), t € [0, T), ou par ses coeffi-
cients de Fourier X, k € Z, sont équivalentes.

Similairement, un signal discret x[:] € £2[0..N) (signal de période N ou a support
compact inférieur ou égal a N) peut étre exprimé par une somme de signaux harmo-
niques de fréquences multiples de 1/N. Les signaux discrets ne peuvent pas varier
arbitrairement vite; c’est pourquoi la série de Fourier contient un nombre fini de si-
gnaux harmoniques:

1 N-1 A qean
x[nl== ) X N"
N %o
Les coefficients de Fourier X; peuvent étre calculés par la formule
N-1 o
Zp= Y x[nled*N" | k=0,..,N-1

n=0

Les caractérisations de x par ses N valeurs temporelles x[n], n =0,...,N -1, ou par
ses N coefficients de Fourier X, kK =0,..., N — 1, sont équivalentes.
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5.1.2 Propriétés des séries de Fourier

La démonstration des propriétés suivantes des séries de Fourier est un exercice
tout a fait accessible.

En temps-continu, on considere les deux signaux a,b € 1[0, T) et leurs coeffi-
cients de Fourier respectifs dy et by, ke Z.

Propriété  Signal temporel Coefficients de Fourier

Linéarité aa+pb  adr+ Bby
Décalage temporel a(t—ty) e Fh aj.
Inversion temporelle a(—t) a_g
Complexe conjugué a a_g
Dérivée temporelle a (2—7’? k) ax
Intégration temporelle [ a@dr (% %) ax
définie et périodique ssi a a moyenne nulle dy=0
Signal réel pair alt)=a(-H)eR ar=d_reR
Signal imaginaire pair a(t)=a(-nejR ar=a_r€jR

Signal réel impair a(t)=—a(-t)eR ar=—-a_-r€jR

Signal imaginaire impair  a(f) =—-a(-t) €jR ar=—-a-r R

On a les propriétés strictement similaires en temps discret (excepté la dérivée qui
n’a plus de sens).

5.1.3 Réponse d’un systeme LTI

Réponse impulsionnelle h(f) € L,[0, T) — coefficients de Fourier h o keZ

Signal d’entrée u(t) € 1[0, T) — coefficients de Fourier i, k€ Z

= Sortie du systéme LTT associé a h(t) pour 'entrée u(f) :
T
y(t) = u* h(t) :f h((t—1) mod TNu(r)dr € L»[0, T)
0

— coefficients de Fourier j; = fzk i, keZ.

Réponse impulsionnelle k[-] € £,[0..N) — coefficients de Fourier fzk, k€ [0..N)
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Signal d’entrée u[-] € £,[0..N) — coefficients de Fourier i, k€ [0..N)

= Sortie du systeme LTT associé a h[n] pour 'entrée u[n] :

N-1
ylnl=ux*h[n] = Z hi(n—k) mod N]ul(k] € ¥£5[0..N)
k=0

— coefficients de Fourier j; = fzk i, k=0,...,N—1.

5.2 Exercices

Exercice 5.1 A partir de l'expression générale du développement en série de Fourier

21

d’'un signal x(#) de période Ty = o’

1 .
x(t)=-—) %y efkeot
Ty kez

établir I'expression trigonométrique (coefficients des sinus et cosinus) de ce dé-
veloppement.

Exercice 5.2 Etablirles développements en série de Fourier des signaux continus sui-
vants .
a) x1(1) =cos(wyt)
b) x2(t) = sin(wgt)
c) x3(t) =cos2t+m/4)
d) x4(f) =cos(4t) +sin(61)
e) xs(f) =sin®(7)

Exercice 5.3 Etablir le développement en série de Fourier du signal x(f) représenté
ci-dessous.

x(1)

- -2 o L 2T, ¢
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Exercice 5.4 (5.14) Etablir le développement en série de Fourier du signal x[n] re-
présenté ci-dessous.

012 3 456 789 n

Exercice 5.5 (Septembre 1999 ,Ex 9.5) Calculer la série de Fourier du signal pério-
dique x, () représenté ci-dessous.

Xp(1)

-T2 T/2 ‘
-1 ‘ T

Exercice 5.6 (Oppenheim and Willsky) Déterminer la série de Fourier du signal pé-
riodique
x[nl= ) (48[n—4m]+88[n—1-4m))

me”Z

Exercice 5.7 (Oppenheim and Willsky) Soit x; () un signal périodique en temps-
continu avec une fréquence fondamentale w; et des coefficients de Fourier ay.
Sachant que

X)) =x1(1-D+x(t-1)

comment est la fréquence fondamentale w, de x,(¢) par rapport a w; ? Trouver
également une relation entre les coefficients de Fourier by de x»(?) et les coeffi-
cients ay.

Exercice 5.8 (Oppenheim and Willsky) Déterminer la représentation en série de
Fourier du signal périodique x(¢) de période 2 dont la valeur entre —1 et 1 est

x(t)=e ",
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Exercice 5.9 (Oppenheim and Willsky) Déterminer la représentation en série de
Fourier du signal suivant.

x(1)

1 4 t
%

Exercice 5.10 (Oppenheim and Willsky) Déterminer la représentation en série de
Fourier du signal suivant (utiliser une propriété des séries de Fourier).

x(t)

Exercice 5.11 Soit un filtre passe-bas idéal de pulsation de coupure w. = 47 auquel
on applique le signal d’entrée u(f) représenté ci-dessous.

u(t)

10

-2 -1 0 1 2 3 4 5 t

Déterminer la sortie y(¢) produite par le filtre.

Exercice 5.12 (Oppenheim and Willsky) On fait passer un signal u[n] par un filtre
passe-bas idéal de fréquence de coupure /8. Montrer que, si u[n] a une période
N =3, alors la sortie y[n] a seulement un coefficient de Fourier non nul.

Exercice 5.13 Une antenne est située a proximité d'une montagne. Des tests sont ef-
fectués afin de connaitre I'impact du relief sur la transmission des signaux. Pour
ce faire, 'antenne envoie un signal carré d’amplitude a (extrema —a et a) et de
période T en direction d'un récepteur. Londe se propage a la vitesse de la lu-
miere (3108 m/s). En se propageant, I'amplitude du signal est atténué comme
I'inverse de la distance parcourue. Le signal arrivant au récepteur est la superpo-
sition du signal en ligne direct et du signal réfléchi sur la montagne. Ce dernier
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arrivera plus atténué et retardé par rapport au signal en ligne direct, a cause
de la distance supplémentaire parcourue; on considere que le phénomene de
réflexion sur la montagne n'introduit pas d’atténuation ni de retard supplémen-
taire.
On munit le récepteur d'un filtre passe-bas parfait de fréquence de coupure
1.1 2TT‘rad/ s. En augmentant progressivement la fréquence de I'onde carrée et la
fréquence de coupure, on s’apercoit que 'amplitude des oscillations du signal
de sortie présente un minimum pour 7 = 0.1 ms.

a) Calculer la distance supplémentaire parcourue par I'onde réfléchie.

b) Sachant que I'amplitude de la sortie est 24 - 10_5§ pour T = 0.1 ms, déter-

miner la distance séparant I’antenne du récepteur.

Exercice 5.14 (5.4, 5.15) Un filtre FIR est défini par I'équation

3
yln] = 1 Y uln-m).
7 m=-3

a) Calculer la réponse impulsionnelle du filtre;

b) Donner sa décomposition en série de Fourier dans £,[0..N;) avec N = 7.
Noter que la sortie du filtre pour une entrée de période N, = 7 peut se cal-
culer par convolution cyclique en prenant Ny = N,,; cette condition assure
que les opérations peuvent s’effectuer correctement dans le domaine tem-
porel et en passant par les coefficients de Fourier.

Pour effectuer la convolution non-cyclique, avec une entrée non-périodi-
que, il faudrait considérer Ny — +o00; cette opération sera formalisée par
les transformées de Fourier au chapitre 10.

c) Donner la série de Fourier de la sortie du filtre sil’entrée est le signal défini

dans l'exercice 5.4.

Exercice 5.15 (5.14) Quelle est la réponse fréquentielle (i.e. la série de Fourier dans
,10..N;) de la réponse impulsionnelle) du filtre FIR de I'exercice 5.14 généralisé

sous la forme
(N-1)/2

yln] =— uln—mj
Nmz—(JXV:—l)IZ

avec N impair et Ny > N ?

5.3 Application Matlab

Application. Représenter les coefficients de Fourier de la réponse impulsionnelle
du filtre de I'exercice 5.15 comme un signal discret. Qu’observe-t-on lorsque N5 > N?



Chapitre 6

Transformeées

6.1 Rappel théorique

Le principe de superposition applicable aux systemes linéaires et invariants nous
a permis précédemment de trouver la réponse de tels systemes en décomposant I’en-
trée u en une somme d’'impulsions, puis en sommant la réponse du systéme a tous
ces composants. Dans le domaine fréquentiel, la transformée de Laplace nous per-
met de décomposer une entrée arbitraire #(f) en une somme d’exponentielles de la
forme e*’, ol1 le parametre s = o + jw est appelé la fréquence complexe du signal e’’. La
contre-partie de la transformée de Laplace pour les systemes discrets est la transfor-
mée en z.

La transformée de Laplace convertit des équations intégro-différentielles en équa-
tions algébriques. De la méme maniere, la transformée en z transforme des équations
aux différences en des équations algébriques, simplifiant 'analyse de ces systémes.
Les méthodes temporelles d’analyse des systemes et les méthodes fréquentielles sont
duales.

6.1.1 Définitions
Pour un signal x(¢), la transformée de Laplace est définie par
+00
X(s) = f x(ne~*tdr.
—00

On note la décomposition de s en parties réelle et imaginaire s = o + jw. Le signal x ()
est la transformée inverse de Laplace de X (s),
1 o+joo
x(t) = — X(s)e*' ds.
2nj Jo—joo

De maniere analogue, la transformée en z est définie par

X(@) =) x[nz™"

nez
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et
1 n—1
x[nl=— ¢ X(2)z" 'dz
21j

et on note la décomposition de z en magnitude et phase z = pel”.
Symboliquement, on note

X(s5)=2Lx)(s) et x(t)=L1(X(s) (transformée de Laplace)

6.1.3
X2 =Zx)(z) et x[n]= Z! (X(2) (transformée en z). ( )

Remarques :

» Lestransformées inverses sont rarement évaluées en intégrant dans le plan com-
plexe. On essaye en général de se ramener a des transformées connues en utili-
sant les propriétés des transformées (cf. tableaux en annexe).

« Il est nécessaire de préciser la région de convergence (ROC) en plus de la valeur
de la transformée si’'on veut pouvoir réaliser la transformée inverse de maniere
univoque.

Exemple.

x()=0r) — X(s):é, ROC={seC: 0 >0}

x(t) =-l(-1) — X(S)Z%, ROC={seC: 0<0} <

Il y a une relation biunivoque entre un signal temporel et un signal fréquentiel
associé a une ROC.
o« L)(s) = [[x(tee 0 dt = F(x()e ) ot £ désigne la transformée de

Laplace et & la transformée de Fourier (cf. Chapitre 9). On en déduit que F(x(t))
existe si X(s) = Z(x)(s) est telle que 0 =0 € ROC,.

6.1.2 Région de convergence (ROC)

Cas continu.
+00
ROCx:{seC:f x(t)e Stdt existe.}
—00
On a les résultats suivants.
o Signal borné par e

[x(1)] sKle’llt sur [T, +o0) = ZL(x) existesio > Ay

Aot

|x(1)] < Kye sur (—oo, Tr] > ZL(x)existesio < Ay
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- Sildi<A, :ROC={s: A1 <0<y}
j('OA
5ROC.

- Sid; >, :ROC = ¢ = Z(x) n'existe pas.
« Signal de durée finie = [° x(ne *'dt = Tle x(t)e " dt est borné (existe) Vs =

ROC=C.
Exemple. o x(t) =eM(t) +eM2!l(—1) avec A1 < Ay
jo
X(f) ? ROC i
>t T 57‘2 c
o x(1)=eM(r)
jo
X(t) i ROC
t [ 7‘1 G

(Support fini a gauche, borné par une exponentielle, alors ROCillimitée a droite.)
o x(t)=eMl(-p)
Jjo
x(t) ROC

(Support fini a droite, borné par une exponentielle, alors ROCillimitée a gauche.)
e x(t) de durée finie.
Jo
x(2) ROC

M

| t G




6.2 Exercices

Cas discret.

ROC, = {ze C: Z x[n)z~" existe. }

nez

On a les résultats suivants.
« Signal borné par a”

|x[n]| < K; a? sur [N],+00) = Z(x) existe sip > a;

|x[n]| < Kgag sur (=00, No] = Z(x)existesip < ap

- Siai<a; :ROC={z€eC: a; <p<ap}

Zn
S

- Sia; >a, :ROC=¢ = Z(x) nexiste pas.

60

o Signal de durée finie = Y7z ¥x[k] = Zizz K z7*x[k] est borné (existe) Vz =

ROC=C.

Quelques propriétés fondamentales des transformées (trés important) ainsi que
quelques transformées élémentaires (important pour les transformées inverses) sont

reprises dans les tableaux dans ’annexe du présent syllabus.

6.2 Exercices

Exercice 6.1 Enutilisantles propriétés de la transformée de Laplace, trouver la trans-
formée des signaux suivants a partir de la transformée de I(¢) et donner leur ré-

gion de convergence.
a) 6(1)
b) &'(1)
c) tl(r)
d) e ?(p)
e) te (1)
f) cos(wgt)i(t)
g e ' cos(wo)(1)
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Exercice 6.2 Calculer la transformée de Laplace du signal
x(1) = e ?'1(1) + e~ ' cos3D)I(2).

et déterminer la région de convergence.
Exercice 6.3 Calculer la transformée en z du signal
1\" 1\"
x[n]=7|=] l[n]-6{=| ln].
[n] (3) [n] ( 2) [n]
et déterminer la région de convergence.

Exercice 6.4 Calculer la transformée de Laplace du signal représenté ci-dessous et
déterminer la région de convergence.

f

Exercice 6.5 Déterminer les transformées inverses en z de la fonction

z

X(z)=———".
(2) 2z2-3z+1

Exercice 6.6 Calculer la transformée de Laplace du signal représenté ci-dessous et
déterminer la région de convergence.

f

a ZMEM 4q --- !

‘—b4

—b?
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Exercice 6.7 (Novembre 1997) En appliquant la définition, calculer la transformée
de Laplace du signal suivant :

{ef, sitel0,T],
x(t) =
0, sit¢g][0,T].

Exercice 6.8 (Novembre 2003) Soit x[n] = a™, a€ (0,1).
a) Calculer la transformée en z de x[n].
b) Calculer le domaine de convergence de X (z).



Chapitre 7

Fonctions de transfert, Stabilité
et Transformées unilatérales

7.1 Rappel théorique

7.1.1 Fonctions de transfert

La fonction de transfert d'un systéme LTI est la transformée de Laplace ou en z
de sa réponse impulsionnelle. Par conséquent, comme la réponse impulsionnelle, la
fonction de transfert est pertinente pour I’analyse entrée-sortie de systemes univoques
associés a des conditions initiales de repos.

Domaine temporel Domaine fréquentiel ROC
ullouul =2 U@ ouU(s) ROCy
hlouh() =252 H(z) ou H(s) ROCy

yll=uxh[], y()=ux*h() Z2? Y(2)=U@H(), Y(s)=U(s)H(s) ROCy

Remarques :

* ROCy 2ROCyNROCy et ROCy NROCy = @, alors y nexiste pas.

Il y a une bijection entre un signal temporel x(-) et un signal fréquentiel X(s)
associé a sa ROC.

HMWer!,  sileROC)

pas défini, siA ¢ ROCy

o L(x)(s) = fj;o x(He@le ot dt = F(x(t)e ?!) o1 £ désigne la transformée de
Laplace et # la transformée de Fourier (cf. suite). On en déduit que Z(x) existe
si X(s) = Z(x)(s) est telle que o =0 € ROC,.

e u(t)=eM—y(t)=uxh(t) =
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7.1.2 Stabilité et Causalité

Systemes continus.
» Systeme décrit par une équation différentielle a coefficients constants :

Y(s)  Xlobist
ues) YN, aes

N M
Y ary® =Y pu? = H)=
k=0 1=0

Les racines du numérateur sont appelées les zéros du systeme. Les racines du
dénominateur sont les pédles du systeme.

» Les diverses ROC que I'on peut associer a H(s) sont les bandes paralleles a I’axe
imaginaire délimitées par les poles consécutifs (en partie réelle) ou par 'infini.

o Pour un systéme causal dont la fonction de transfert est une fraction rationnelle,
la ROC est un demi-plan, coupé parallelement a I’axe jw, limité a gauche par le
pole le plus a droite. La ROC d'un systéme anti-causal est constituée du demi-
plan limité a droite par le pole le plus a gauche.

e Un systeme LTT est BIBO stable ssi sa ROC contient I’axe imaginaire.

e Un systeme LTI dont la fonction de transfert est une fraction rationnelle ne peut
étre BIBO stable et causal que si tous ses poOles sont a partie réelle négative; dans
ce cas, il est également stable au sens interne (i.e., vis-a-vis de perturbations des
conditions initiales).

Systemes discrets.
» Lafonction de transfert d'une équation aux différences a coefficients constants

N M
Z aryln—kl = Z bjuln—1]
k=0 =0
est obtenue de la méme manieére que dans le cas continu, en remplagant s par
% ; on peut ensuite multiplier haut et bas par z™ si M = N ou z" si N = M afin
d’obtenir une fraction rationnelle en z.

e Les ROC correspondantes sont les anneaux centrés autour de l'origine et délimi-
tés par les poles consécutifs (en norme); le premier anneau peut se réduit a un
disque s’il n’y a pas de pole en 0, tandis que le dernier anneau s’étend a l'infini.

e La ROC d’'un systeme LIT causal est le complémentaire (dans le plan complexe)
du disque dont le rayon est égal a la norme du pole le plus éloigné de I'origine; il
s’agit donc du « dernier » anneau qui s’étend vers I'infini. La ROC d’un systéme
anti-causal correspond au disque s’étendant jusqu’au pole de plus petite norme.

e Un systeme LTI est BIBO stable ssi sa ROC contient le cercle de rayon unitaire.

« Un systeme ne peut étre stable et causal que si tous ces poles sont de norme
inférieure a I'unité.
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7.1.3 Transformées unilatérales

Afin d’étudier des systémes associés a des conditions initiales quelconques, on
introduit les transfromées de Laplace et en z unilatérales. Par opposition, on ajoute
parfois le qualificatif bilatéral aux transformées présentées précédemment. Les trans-
formées unilatérales sont définies comme suit.

+00
X(s) = L(x)(s) :f x(ne stdt
0
+00
X(2)=ZW () =) x[nlz™"
n=0

La seule différence avec les transformées bilatérales se situe au niveau de la borne
inférieure d’intégration ou de sommation : la transformée unilatérale de x(¢) est égale
a la transformée bilatérale de x(#)I(¢) et similairement dans le cas discret. Par consé-
quent, les transformées unilatérale et bilatérale sont égales pour tout signal nul pour
t <0; al’autre extréme, la transformée unilatérale d'un signal nul pour ¢ = 0 est nulle.

Les ROC associées aux transformées unilatérales sont toujours au moins aussi
étendues que celles associées aux transformées bilatérales. En particulier, une ROC
non-vide associée a la transformée de Laplace unilatérale est illimitée a droite et une
ROC non-vide associée a la transformée en z unilatérale est illimitée vers les normes
infinies.

Les propriétés les plus intéressantes des transformées unilatérales sont reportées
dans les tableaux situés a la fin du présent syllabus. La différence majeure concerne
la propriété de dérivation (temps-continu) ou de décalage (temps-discret), ce qui per-
met I'analyse d’équations différentielles ou aux différences associées a des conditions
initiales non-nulles.

7.2 Exercices

Exercice 7.1 Lasortie d'un systéme LTI causal est y(¢) = 2e73'1(¢) lorsque I'entrée est
u(t) =10(r).
a) Trouver la fonction de transfert H(s) du systeme et en déduire la réponse
impulsionnelle k().
b) Trouver la sortie y(r) quand I'entrée est u(t) = e~ '1(¢).
c) Trouver la sortie y(r) quand I'entrée est u(t) =e™".

d) Trouver la sortie y() quand I'entrée est u(t) = e™>’.

Exercice 7.2 Considérons les systemes LIT en temps continu pour lesquels I'entrée
u et la sortie y sontliées par j+y -2y = u.
a) Trouver I'expression algébrique de la fonction de transfert H(s) de ces sys-
temes.
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b) Discuter la région de convergence de H(s) et déterminer la réponse impul-
sionnelle h(t) dans les trois cas suivants: (i) le systeme est causal, (ii) le
systeme est stable, (iii) le systéme est anti-causal.

Exercice 7.3 Un systeme LIT causal est caractérisé par la fonction de transfert

a) Donner une équation différentielle reliant 'entrée et la sortie.
b) Déterminer la réponse impulsionnelle /(z) du systeme.
c) Quelle serala sortie sil'entrée est e /(1 — )I(¢) 2

Exercice 7.4 (Janvier 1999) Considérer le systeme LTI décrit par 'équation aux dif-
férences 3
ylnl=2yln—-1] - Zy[n 2]+ uln-1J.

a) Trouver la fonction de transfert H(z), ses poles et ses zéros, et discuter les
régions de convergence.

b) Calculer la réponse impulsionnelle du systeme causal.

c) Le systeme causal est instable. Déterminer une réponse impulsionnelle
stable qui satisfaitI’équation aux récurrences.

d) Résoudre I'équation pour n = 0 avec I'entrée u[n] = 5[n] et la condition
initiale y[-2] =2 et y[—1] = 3/4 (systéme causal).

Exercice 7.5 Les systémes LIT continus causaux définis par les équations différen-
tielles suivantes sont-ils BIBO stables?
a) Yy +2y"(0) -y () +y() = u()
b) y"(@)+2y" (@) +y (0 +y(6) = u(®)

Exercice 7.6 Un systéme LIT causal initialement au repos et de réponse impulsion-
nelle /() est décrit par la relation suivante entre son entrée u(f) et sa sortie y(?),
avec a € R.

g

V"O+Q+a)y (O +al+a)y () +a’y(t) = u()

a) Pour quelles valeurs de a peut-on garantir que le systéme est stable?
b) Si g(t) = h'(t) + h(t), combien de poles G(s) possede-t-elle ?

Exercice 7.7 (Novembre 1997) Répondre par vrai ou faux et justifier brievement.
a) Le systeme causal décrit par 'équation suivante est instable.

y"'+2y" +y(0) = u(t)
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b) Un systéme causal est nécessairement stable.

c) Soit H(s) la fonction de transfert d'un systéme stable. Le systeme de fonc-
tion de transfert Hy(s) = 10H(s) a un temps de réponse approximative-
ment dix fois plus court.

d) Le systeme décrit par y(#) = u(t —2) est BIBO stable.

Exercice 7.8 (Novembre 1997) On cherche a réaliser I’oscillateur décrit ci-dessous :

t=0

4{3/67 oscillateur——( )

+
——_— 15V ( )

En fermant 'interrupteur a I'instant ¢ = 0, on souhaite que la tension de sortie
soit y(#) = sin(200¢) pour tout ¢ = 0.

On demande de réaliser cet oscillateur au moyen de deux intégrateurs, de som-
mateurs et de multiplicateurs. On suppose que le systéme est au repos a l'ins-
tant ¢ = 0. Calculer la fonction de transfert de 1'oscillateur et donner le bloc-
diagramme du systéme, ainsi que I’équation différentielle entrée-sortie.

Exercice 7.9 (Novembre 1998) Soit un systeme LT1, de réponse impulsionnelle i[7]
et de fonction de transfert H(z), qui possede les propriétés suivantes.
(i) h[n] estréel pourtout ne Z.
(ii) h[n] =0 pour tout n < —100.
(iii) lim H(z) =1.
Z—00
(iv) H(z) posseéde deux zéros.
(v) un des poles de H(z) n'est pas sur I'axe réel et se trouve sur le cercle défini
par |z| = 3/4.
On demande de répondre aux deux questions suivantes en justifiant.
a) Le systeme est-il causal?
b) Le systeme est-il stable?

Exercice 7.10 (Septembre 1999) Soit la fonction de transfert

H(S) = ——.
(s) s2+s5=2

a) Combien de systemes LTI différents peuvent étre associés a H(s) et pour-
quoi? Etudiez la causalité et la stabilité de chacun d’entre eux.
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b) Esquissezle graphe de chaque réponse impulsionnelle (caractére croissant
ou décroissant, support,...).
c) Calculezla réponse impulsionnelle du systeme LTI stable associé a H(s).

Exercice 7.11 (Novembre 1999) Calculer laréponse impulsionnelle du systéme stable
ayant pour fonction de transfert

2

H(z) =

z2-3

—§Z+1

et donner le graphe de h[n].

Exercice 7.12 (Novembre 1999) Soit le systeme décrit par I'’équation différentielle
cos(M(1+y) =u(l+n).

Caractériser les points d’équilibre (i, yp) du systéme. Calculer la fonction de
transfert du systéme linéarisé en un point d’équilibre (uy, yo)-

Exercice 7.13 (Novembre 2000) Soit les deux systemes suivants.
@) ylnl=julnl+uln-11+iuln-2]
(ii) y[n]=3yln—1]+ u[n], anti-causal
a) Calculer les réponses impulsionnelles des systemes (i) et (ii).
b) Esquisser le graphe de la réponse de chacun des systéemes al’entrée u[n] =
I[n] —I[n-3].
c) Etudier la stabilité des deux systémes.

Exercice 7.14 (Septembre 2005) Etablir 'équation entrée-sortie et la réponse im-
pulsionnelle du systeme différentiel causal initialement au repos présentant les
propriétés suivantes.

(i) 'entrée u(¢) =1 donne la sortie y(t) =2;
(ii) 'entrée u(t) =10(t) cos(2t) donne une sortie de la forme

y(t) = (Ae™" + Be 2N)I(p).

En particulier, déterminer les constantes A et B.
(Suggestion : Bien interpréter le sens de la premiere propriété.)

Exercice 7.15 (Juin 2004 ; 3.24) Considérer le systeme LT1 causal de I’exercice 3.24.
a) Calculer la fonction de transfert du systeme et déterminer sa région de
convergence.
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b) Modéliser le systeme par une équation différentielle du premier ordre de
maniére a ce que la réponse indicielle du modeéle et celle du systeme aient
(i) laméme penteen t=0" et
(ii) la méme valeur asymptotique pour ¢ — co.

Exercice 7.16 (Juin 2001) Soit le systeme LTI modélisé par le bloc-diagramme sui-
vant.

At K

u(t) e J (1)

ol A7 désigne un retard pur de T et la constante K vaute™’.

(a) Calculez et tracez le graphe de la réponse impulsionnelle /(#) du systeme.
(b) Calculezlaréponse du systeme a I'entrée
1

(i) rectangle o 3T
(ii) train d’'impulsion ) ;7 06(t—kT).

Exercice 7.17 (Juin 2001)
a) Calculez I'expression algébrique et le domaine de convergence de la fonc-

tion de transfert H(s) du systeme LTT de réponse impulsionnelle représen-
tée ci-dessous.

Ah(p)

" pente +1

b) Tracez le graphe de la réponse impulsionnelle causale associée a la méme
fonction de transfert.

Exercice 7.18 (Novembre 2001) On considére trois systémes caractérisés par les

réponses impulsionnelles suivantes.
1\
=, n=0,...,+00
@ hilnl= 2

0, sinon.
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2)", n=0,..3
0, sinon.
(iii) hsln] = hy(n+3]
Pour chacun de ces systemes,
a) déterminer la transformée H;(z) de h;[n], ses poles, ses zéros et sa région
de convergence;

(i) heln] =

b) déterminer une équation entrée-sortie;
c) étudier la stabilité et la causalité.

Exercice 7.19 (Novembre 2001, 4.13) Considérez le circuit de I'exercice 4.13. En
supposant les capacités initialement déchargées, déterminez une condition sur
la valeur (non nulle) des parametres pour qu’'aucun courant ne passe dans la
résistance Rs. Pour cette valeur des parametres, donnez la fonction de transfert
liant y et u.

Exercice 7.20 (Janvier 2002) Répondez par vrai ou faux et justifiez.
a) Tous les systemes LTT décrits par I'’équation entrée-sortie y[n] =2y[n—1] -
%y[n — 2] + u[n] sont instables.
b) La stabilité entrée-sortie du systeme LTI décrit par le modele d’état

x[n+1] = Ax[n]+ Bu[n]

y[n] = Cx[n]

ne dépend pas des matrices B et C.
c) Le systéme décrit par 'équation y () = 3u?(t) + 5u(t) est BIBO stable.

Exercice 7.21 (Janvier 2002, 2.6) Considérer le circuit de I'’exercice 2.6. Montrer
que la fonction de transfert est de la forme

§%+20n(1 5+ w2,

$2+2wn28 + w2

et relier les parametres wy, {; et {» aux constantes R, L et C.

Exercice 7.22 (Juin 2002, 4.14) Calculer la fonction de transfert du modele linéa-
risé de I'exercice 4.14. Montrer que le systeme linéarisé est instable.

Exercice 7.23 (Juin 2002) On désire étudier le systéme LTI causal décrit par le schéma
suivant.

ul-] —— Filtre hg LTI hy Filtre hy —— yl[*]
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Le filtre est décrit par la réponse impulsionnelle hy[n] = w L'équation

entrée-sortie compléte est donnée par y(n] = u[n]+3u(n—1]+2u(n-2]-uln-
31— uln-—4].
a) Déterminer!’équation entrée-sortie du filtre. Quel role joue ce filtre ? A-t-il
une caractéristique passe-bas ou passe-haut ?
b) Déterminer la réponse impulsionnelle complete h[n] et la réponse impul-
sionnelle du systeme LTT h; [n].
c) Calculer la sortie y[n] pour 'entrée u[n] =[[n] —[[n —2].

Exercice 7.24 (Juin 2002) Soit le systeme LTT caractérisé par les informations sui-
vantes.
Lentrée u(t), nulle pour ¢ > 0 et de transformée de Laplace U(s) = % donne la
sortie y(1) = e~ "1(r) — 2e*'I(-1).
a) Déterminer la fonction de transfert H(s) du systeme et sarégion de conver-
gence.
b) Calculer la réponse indicielle du systeme.

c) Le systéme est-il causal? Le systeme est-il stable?

Exercice 7.25 (Septembre 2002)
a) Donner un exemple de systeme non-linéaire BIBO stable.
b) Donner un exemple de systeme BIBO stable de dimension infinie.
c) Enoncer un critére de stabilité BIBO pour le systeme

x[n+1] = Ax[n] + cos(||x[n]|) Buln]

yIln] =sin(n)Cx([n]

Exercice 7.26 (Septembre 2002) Etablir 'équation entrée-sortie du systéme aux
différences causal vérifiant I’ensemble des propriétés suivantes :
(i) l'entrée u[n] =1 donne la sortie y[n] =2;
(i) I'entrée u[n] = cos(4n) donne la sortie y[n] = 0;
(iii) I'entrée u[n] =1[n] cos (] n) donne une sortie de la forme

ylnl =1in] (A(%)nﬂg (%)")

(iv) H(z) posséde deux poles et deux zéros.
Calculer les constantes non-nulles A et B.

Exercice 7.27 (Septembre 2002; 4.15) Calculer la fonction de transfert du sys-
teme décrit par le modele d’état de I'exercice 4.15.
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Exercice 7.28 (Septembre 2003, Ex 2.7, 4.26) Considérer le modele linéarisé du
systeme a deux réservoirs de I'exercice 2.7.

a) Montrer que la fonction de transfert est de la forme H(s) = m
exprimer m, p, q et r en fonction de hy, a et y.

b) Considérer le systéme linéarisé autour du point de fonctionnement déter-
miné par 'entrée u* = “72 Calculer la sortie y du systéme linéarisé lorsque
I'entrée est

i) a(r)=e"!

(i) a(n) =0re".

s+p

Grqsen €t

Exercice 7.29 (Septembre 2003) Répondre par vrai ou faux et justifier.
a) Si|h[n]| = K pour tout n, ou K est une constante, alors le systeme LTI pos-
sédant h[n] comme réponse impulsionnelle est stable.
b) Siun systeme LTI temps-discret a une réponse impulsionnelle /[n] de du-
rée finie, alors le systéme est stable.

Exercice 7.30 (Janvier 2004) Répondre par vrai ou faux et justifier brievement.

a) Le systéeme LTT y(¢) = u(t) n'est pas BIBO stable.

b) Le systéeme LTI de fonction de transfert H(s) = if—i, R(s) < 1 est BIBO stable.
Exercice 7.31 (Juin 2004) Donner la réponse impulsionnelle et la fonction de trans-

fert d'un systeme LIT satisfaisant la condition respective.

a) De dimension finie mais non réalisable par un modele d’état.

b) Stable, non causal et tel que I'entrée u(t) = e?! donne une sortie nulle.

c) Causal et dont la représentation est donnée par le bloc-diagramme sui-

vant.

3 y(t)

u(t) —=) S/

Exercice 7.32 (Janvier 2005; 2.1, 4.20) Vérifiez la stabilité du point d’équilibre
choisi pour linéariser le systeme décrit dans 'exercice 2.1.

Exercice 7.33 (Juin 2005) Répondez par vrai ou faux et justifiez brievement.
a) Il existe une région de convergence telle que le systeme LTI décrit par la
. _ s—=10
fonction de transfert H(s) = FETI07s 2 e Ot stable et causal.
b) (sin(10¢),2sin(20t)) est une paire entrée-sortie valide pour un systéme LTI.

c) Lafonction de transfert correspondant au bloc diagramme
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N(s)

M(s)

l-\b

u(t) 1 A(s) P(s) (@)

A(S)P(s)
1+A(S)P(S)M(s)+A(S)P(s)N(s)

est

Exercice 7.34 (Juin 2005; 4.22) Considérer le systeme LTI causal décrit dans I'exer-
cice 4.22.
a) Trouvez la fonction de transfert H(s), ses poles et ses z€ros, et sa région de
convergence.
b) Calculez la réponse impulsionnelle A(t).
c) Résolvez I’équation différentielle pour ¢ = 0 avec 'entrée u(¢) = al(t) et la
condition initiale y(07) = 8, y(07) =7.

Exercice 7.35 (Novembre 2003) Soit I’équation différentielle y + y = u.
a) Calculez la réponse impulsionnelle du systeme LTI causal initialement au
repos décrit par cette équation différentielle.
b) Déterminez la sortie y(t) correspondant a 'entrée u(t) = el
c) Déterminez un signal d’entrée u(t) tel que la sortie correspondante satis-
fasse |y(t)| = 0.5 pour tout t € R.

Exercice 7.36 (Novembre 1999) On désire réaliser un circuit analogique ayant les
propriétés suivantes :
(i) Lentrée u(t) = cos3t donne une sortie nulle.
(ii) Laréponse indicielle converge vers y, = 4.
(iii) Larégion de convergence de H(s) est un demi-plan a droite de R(s) = —2.
(iv) Le systéme a autant de poles que de zéros.
a) Identifier les parametres de la fonction de transfert

82+b1$+b0

H(s) =K
S“t+a;s+ ap

pour répondre aux spécifications.

b) Réaliser cette fonction de transfert au moyen de deux intégrateurs, de som-
mateurs et de multiplicateurs.

c) Donner une représentation d’état du systeme.

d) Sans calcul explicite de la sortie, donner sa valeur asymptotique lorsque
les deux intégrateurs sont initialisés a x;(0) = 1 et lorsque u(t) = [(¢) sin3¢.
Justifier.
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Exercice 7.37 (Janvier 2000) Soit le systeme différentiel causal décrit par
y(@) = y() = u(1).

a) Le systeme est-il stable?

b) Soit u(t) =1(t)e ! et yp = 0; montrer que la sortie y(#) diverge saufsi jq est
bien choisi. Calculer cette valeur de yj.
(Suggestion : Utiliser la transformée de Laplace unilatérale pour résoudre
cet exercice.)

c) Pour la valeur de yy calculée en b) et u(¢) =[1(¢)e”=", montrer que y(t) est
bornée quelle que soit la valeur de y,. Calculer la valeur asymptotique

=2t

lim;_., y(¢) pour une valeur de y, quelconque.

Exercice 7.38 (Janvier 2000) Répondre par vrai ou faux et justifier.
Soit le systeme LTI décrit par la réponse impulsionnelle

hin] = sin(gn).

a) Le systéeme est causal.

b) Le systéme est stable.

c) Sielle existe, la réponse a une entrée quelconque est périodique.
d) Une entrée paire a support compact donne une sortie nulle.

Exercice 7.39 (Juin 2005; 4.21) Donner la fonction de transfert correspondant au
modele linéarisé de 'exercice 4.21 décrivant le mouvement d’une bille sur un
cerceau en rotation.

Exercice 7.40 (Oppenheim & Willsky) Déterminer la sortie du filtre de la figure ci-
dessous pour les entrées périodiques suivantes :
a) wln]=(-1D"
b) up[n] =1+sin(Fn+7%)

oo 1\n—4k
c) usgln] = k=—oo(§) I[n—4k] .
|H(e)|
11
_5m_19n _sn_m 0 n 5n 191 51 ¢
3 12 12 3 3 12 12 3
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7.3 Applications Matlab

Création d’une fonction de transfert. Lacommande tf est utilisée pour créer des
représentations MATLAB de systemes décrits par leur fonction de transfert. La syntaxe
la plus communément utilisée pour cette fonction est

sys = tf(num,den)

ou sys est le nom de la fonction de transfert, num est un vecteur contenant les coef-
ficients polynomiaux du numérateur et den est un vecteur contenant les coefficients
polynomiaux du dénominateur.

s—1

Exemple. Pour créer lafonction sys a partir de la fonction de transfert H(s) = 43572

on utilisera

sys = tf([1 -11,[1 3 2]). <

Etant donnée une fonction de transfert sys, la commande tfdata permet entre
autre de retrouver les coefficients polynomiaux des numérateur et dénominateur. La
syntaxe pour cela est

[num,den] = tfdata(sys,’'v’)

ol ’v’ est un argument de la fonction tfdata permettant d’afficher les résultats num
et den sous forme d’un vecteur.

Réponses impulsionnelle et indicielle d’un systéme. Les commandes impulse
et step sont utilisées pour représenter graphiquement la réponse d'un systeme res-
pectivement a une impulsion de Dirac et a une fonction échelon.

impulse(sys,tfinal) step(sys,tfinal)

Largument tfinal permet de simuler la réponse de ¢t =0 a t =tfinal. Il peut étre
omis.
Les figures suivantes représentent les réponses impulsionnelle et indicielle du sys-

teme H(s) = - ier?+5 telles que fournies par MATLAB dans l'intervalle de temps [0, 10].
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Impulse Response
15 T T T

0.5 ,

Amplitude

05 ! ! ! ! ! ! ! ! !
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Time (sec)

Step Response
1.5 T

Amplitude

0.5 ,

0 ! ! ! ! ! ! ! ! !
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Time (sec)

Réponse d’un systéme a une entrée arbitraire. La commande 1sim est utilisée
pour simuler et représenter graphiquement la réponse d'un systeme LTI a des entrées
arbitraires. La syntaxe est

lsim(sys,u,t)

ou sys est un modele sous forme de fonction de transfert, u est le signal d’entrée
(vecteur de méme longueur que t) et t est un vecteur d’échantillonnage temporel.

La figure suivante illustre un exemple d’utilisation de la commande 1sim avec le
systeme LTT de fonction de transfert H(s) = % Le graphe du dessus représente
I'onde carrée utilisée comme entrée. Le graphe du dessous est la réponse du systeme
a cette entrée. (La commande gensig permet de créer des signaux particuliers (sinu-

soidaux, carrés, trains d’'impulsions).)
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Applications.
1. Considérer le systéme mécanique masse-ressort-amortisseur suivant.
c=2.5 ﬁ X
7 |
]
m=3— F
k=8

77

a) Partant de conditions initiales nulles, vérifier que 'on peut modéliser le

systeme par mX +cx + kx=F.

b) Calculer analytiquement la fonction de transfert du systeme (entrée F, sor-

tie x) et 'utiliser pour représenter le systéme sous MATLAB.

c) Calculer analytiquement les réponses impulsionnelle et indicielle du sys-
teme. Comparer graphiquement aux réponses impulsionnelle et indicielle

fournies par MATLAB.

d) Simuler dans MATLAB la réponse du systeme a une entrée sinusoidale de
fréquence 1.225Hz. Observer que la réponse du systéeme illustre le phéno-

mene de résonance.
2. Soit le circuit électrique suivant.
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a)

b)

c)
d)

e)

Dériver analytiquement la fonction de transfert de ce systéme électrique
ou I'entrée est la tension v;(t) et la sortie est la tension v, (¢).

Pour le cas ou R = 15k et C = 0.4mF, représenter ce systeme dans MAT-
LAB au moyen de sa fonction de transfert.

Représenter la réponse impulsionnelle du systéme.

Représenter la réponse du systéme si on applique une tension d’entrée
vi(t) =2V apartir de t = 0 (= réponse a une fonction échelon).
Représenter la réponse du systéme a I’entrée définie par

0V, pour¢<0s,
vi(t) =43V, pour0s<t<9s,
0V, pourt=9s.



Chapitre 8

Diagrammes de Bode

8.1 Rappel théorique

8.1.1 Réponse fréquentielle

La réponse fréquentielle permet d’étudier la sortie d'un systeme LTT lorsque son
entrée est un signal sinusoidal de fréquence w.

M - —  HMWe' si) e ROCy,
" - [H(jw)| — HGwe® =|H(jw)|d@* 410 iy e ROC),

avec H(jw) = | H(jw)|e// 7o),

Lintérét d’étudier |H(jw)| et /H(jw) en fonction de w est des lors immeédiat. Ces
études nous amenent a considérer respectivement les diagrammes de Bode en ampli-
tude et en phase. 1l est important de remarquer que ces réponses sont caractéristiques
du systéme stable associé a H(s) puisqu'il faut sélectionner la ROC contenant s = jw.

Encore que les études temporelle et fréquentielle soient redondantes en théorie,
elles sont complémentaires en pratique : certaines caractéristiques du systéme appa-
raissent de maniere évidente dans I'une ou I'autre des deux études.

8.1.2 Construction générale des diagrammes de Bode

Les diagrammes de Bode comprennent
* le diagramme d’amplitude, représentant 20log,;,| H(jw)| en fonction de log, (w);
* le diagramme de phase représentant /(H(jw)) en fonction de log,, (w).

Choix de la variable indépendante. Concernant la valeur de a > 0, la convention
la plus courante consiste a prendre a = 10. Un autre choix courant est a = 2. Cela
correspond en fait simplement a une mise a I’échelle linéaire sur I'axe fréquentiel. En
effet, considérant la propriété des logarithmeslog;, (a”) = ylog,(a) pour a, b >0, le cas
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particulier y = log,(w) fournit
log; (w) =log, (w) log, (a)

ou log, (a) est une constante.
En particulier, pour a =2 et b= 10, on alog;,(2) = %. Ainsi, lorsque |H(jw)| = w™",
ona
20log,((|H(jw)|) = —20nlog;,(w) = —6nlog, (w).

Cela veut dire qu'une décroissance de —20ndB/décade correspond approximative-
ment a une décroissance de —6ndB/octave.

Décomposition d’un systéme en série de systémes simples. Les diagrammes
de Bode de la mise en série de plusieurs systemes sont donnés par la somme des dia-
grammes de Bode respectifs des différents sous-systemes. En effet,

H(s) = Hy(s) Hz(8) ... Hy(s)

J

20log,,(|H(jw)]) = 201og, (| H o) || Ho (jw)|... | H, (jw)])
=20log,, (| H; (jw)]) +2010g;o (| HaGw)]) + -+ - + 2010g; o (| H, jw)])
/(H(jw)) = £ (ezH1 (j0) o £ Hz (jo) ___ezH,,qw))

=/(H(jw)) + /(Hz(jw)) + -+ + / (Hp (jw)).

De maniere similaire, si H(s) = ona

L
Hy (s)?

20log,o (| H(jw)]) = —201log, o (| Hy (jw))
/(H(jw)) = —=/(H, (jw))

8.1.3 Exemples non-triviaux classiques

Systémes d’ordre 1. H(s) = —,

Les diagrammes de Bode exacts correspondant a H sont représentés sur la gauche
de la figure ci-dessous. Les diagrammes de Bode de droite sont des approximations

7 réel positif, avec ROC = {se C: 0 > —1}.

courantes utilisées dans ce cours :

=0dB pourw =<1/t

20log, o (IH(jw) ) o )
décroit de —20dB/déc. pourw >1/1
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=0, pour w < 1/(107),
(H(jw) { = —71/2, pourw =10/7,
décroit de — m/4rad/déc., pour1l/(107)<w <10/T

(version précise) ou
pourw =<1/t

0,
/H(jo) = {

-n/2 pourw>1/1

(version simplifiée)

20log(| H(jw))) 201og(| H(jew))

0dB
i 0dB —20dB/déc.
_20,
T w
T
/(H(jw))
0 S~
—n X
~ 2
i L L T T T a)
0.1 1 10 w ol 1 10
o - - T T T
T T
2
\ , _ w; , L e .
Systemes d’ordre 2. H(s) = w0 stal avec wg (fréquence caractéristique) et {

(facteur d’amortissement) réels positifs. Les poles —{wq (1 +v1-¢ ‘2) sont donc bien

a partie réelle négative et on prend ROC={se C:0 > —(wo (1 -vV1- C‘Z)}.

Les diagrammes de Bode exacts correspondant a H(s) pour différentes valeurs de
¢ sont représentés sur la gauche de la figure ci-dessous. Les diagrammes de Bode de
droite sont des approximations courantes utilisées dans ce cours :

. = 0dB pour w < wy
20log,,(IH(jw)) o )
décroit de —40dB/déc. pour w > wy

Il vient éventuellement s’y ajouter un pic pres de wg pour { < v/2/2 (cfr. ci-dessous).

=0 pour w < wy/(1+ k)
(H(jw) { = -7 pour w = wy(1+ k)

décroit linéairement pour wy/ (1 + k) <w < wp(1 + k)
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avec k > 0 d’autant plus petit que { est petit (version précise) ou avec k = 0 (version
simplifiée).

20log(| H(jw))) 201og(| H(jew))

| {=0.05
0dB 7=08 0dB —~40dB/déc.
—40} "
‘ ‘ ‘ ] w0
0.1wg wo 10wy w
/(H(jw))
0 ] )
{=0.05 L(H(jow)
x (=038 0 - -
2 X
\

s i i i T T _ T

0.100 o 1000 w 20w (1w

Pour { < v/2/2 = 0.7, le diagramme d’ amplitude posséde un pic prés de wg, dont le

maximum est donné par
Wmax = Wo'\/ 1-2¢2
1

|H(]wmax)| B p—
20\/1-(?

La phase subit une transition d’autant plus abrupte que ¢ est petit. A la limite { — 0 ou
le systeme devient instable, la phase subit un saut discontinu et le maximum du pic
d’amplitude tend vers I'infini.

Remarque : Bande passante a —3dB. Lénergie d’'un signal passant par un sys-
teme de fonction de transfert H(s) est modulée par |H (5)|? (cf. relation de Parseval).
Par conséquent, lorsque

20log(|H(jw)|) = -3dB = 2010g(1/\/§) o 1010g(|H(jcu)|2) =-3dB = 10log(1/2),

I'énergie d'un signal de fréquence w est divisée par 2 en passant a travers le systeme.

La bande passante a —3 dB d'un systéme contient I’ensemble des fréquences pour
lesquelles |H(jw)|* = HTZ Différentes conventions existent pour le choix de H selon
I'application considérée (cfr. cours de Télécommunications par exemple). Les plus
courantes utilisent le gain statique H = |H(0)| ou le gain maximal H = max,|H (jw)|.
La convention H =1 est également fréquente, mais son désavantage est que la bande
passante change lorsque le systeme est multiplié par un gain constant.
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8.2 Exercices

Exercice 8.1 Tracer les diagrammes de Bode de la fonction de transfert

1+3
H(s) = —>.
s

Exercice 8.2 Tracer les diagrammes de Bode de la fonction de transfert

30(s+8)
H(s)=———.
s(s+2)(s+4)

Exercice 8.3 Soit un systéeme LTI dont la réponse a I'entrée u(t) = (e~' + e 3H)I(1) est
la sortie y(£) = 2(e~" —e™4)I(1).
a) Donner la réponse fréquentielle de ce systeme, ainsi que ses diagrammes
de Bode.
b) Déterminer la réponse impulsionnelle A(t).
c¢) Donner une équation différentielle reliant I'entrée et la sortie.

Exercice 8.4 Soit le systéme causal représenté par un circuit RLC série avec R =12,
C=1Fet L=1H. Lentrée u(t) est la tension au générateur et la sortie y(¢) est
la tension aux bornes du condensateur.

a) Déterminer la fonction de transfert H(s) entre la tension d’entrée u(t) et la
tension de sortie y(t), et spécifier sa région de convergence.

b) Al'aide dudiagramme de Bode en amplitude pour H(s), établir le caractere
passe-bas, passe-haut ou passe-bande du circuit.

c) Procéder comme aux points a) et b) pour R = 10730.

Exercice 8.5 Un signal continu x(#) a valeurs réelles a une transformée de Laplace
X (s) dont les diagrammes d’amplitude et de phase sont donnés ci-dessous.

X Gl

Les signaux x,(t), xp(t), x.(t) et x4(t) ont des transformées de Laplace dont le
diagramme d’amplitude est identique a celui de X(s), mais dont le diagramme
de phase correspond a une transformation linéaire de la phase de X (jw).
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Déterminer x,(t), xp (1), x.(t) et x;(t) en fonction de x(1).

Remarque. Léchelle des w sur les figures ci-dessus est linéaire et non pas loga-
rithmique comme habituellement. <

Exercice 8.6 Considérer le systeme représenté ci-dessous ou la boite « compensa-
teur » est un systeme LIT en temps continu.

a)

b)

u(-) ——| Compensateur L y()

On désire choisir la réponse fréquentielle du compensateur de telle sorte
que la réponse fréquentielle H(jw) du systeme global satisfasse aux condi-
tions suivantes.
(i) L'amplitude logarithmique de H(jw) a une pente de —40dB/décade
au-dela de w = 1000.
(ii) Pour 0 < w < 1000, 'amplitude logarithmique de H(jw) doit se trouver
entre —10dB et 10dB.
Proposer une fonction de transfert adéquate pour le compensateur et des-
siner les diagrammes de Bode du systéme complet résultant.
Répéter le point a) si les spécifications sur I'amplitude de H(jw) sont les
suivantes.
(i) Elle doit avoir une pente de 20 dB/décade pour 0 < w < 10.
(ii) Elle doit se trouver entre 10 dB et 30dB pour 10 < w < 100.
(iii) Elle doit avoir une pente de —20 dB/décade pour 100 < w < 1000.
(iv) Elle doit avoir une pente de —40 dB/décade pour w > 1000.
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Exercice 8.7 (Novembre 1997) Tracer les diagrammes de Bode du systeme décrit
par I’équation différentielle

J(O +11y(8) +10y(t) = 10u(r).

Evaluer la bande passante a —3dB et le gain statique.

Exercice 8.8 (Janvier 1999) Soit le diagramme de Bode en amplitude correspon-
dant a H(s) représenté ci-dessous.
20log;, 1 H,

0dB
-20dB/dec

I

I

| |

10 100 w

a) Proposer deux fonctions de transfert H; (s) et Hy(s) distinctes (ni zéros ni
poles communs) pouvant correspondre a ce diagramme en amplitude. Tra-
cer le diagramme de phase correspondant dans les deux cas.

b) Comment doit-on modifier les systémes du point a) pour que le diagramme
d’amplitude associé corresponde a 20 log,, (| H(jw)|)-3dB?

Exercice 8.9 (Septembre 1999) Tracer les diagrammes de Bode du systeme décrit
par I’équation différentielle

J(6) +107(8) +9y(1) = 180u(r).
Evaluer le gain statique et la bande passante 4 —3dB.

Exercice 8.10 (Janvier 2000) Soit le circuit RLC suivant ou y = v¢.

L=100mH

(N

* C

u(t) T

Calculer les valeurs R et C pour obtenir une réponse fréquentielle possédant les
poles de la réponse fréquentielle illustrée.
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20log|H]|

0dB 200 800 16-10° o

Exercice 8.11 (Septembre 2000) On désire réaliser un compensateur de maniere
a ce que la réponse fréquentielle du systeme complet ait I’allure représentée ci-

dessous.
U(s)
20log(IH(jw))
Compensateur
0dBF- - - - - —-40dB/déc. V(s)
20dB/déc. )
s+50

% % % )

10 50 1000 Y (s)
a) Tracer les diagrammes d’amplitude de H, (jw) = % et Hy(jw) = %

b) Donner une fonction de transfert H,(s) satisfaisante pour le compensa-
teur.

Exercice 8.12 (Janvier 2004) Pour chacun des systemes LTI stables suivants, tracer
le(s) diagramme(s) de Bode manquant(s) et donner une expression d'une fonc-
tion de transfert a coefficients réels leur correspondant.

A quoi peut servir un filtre analogique de fonction de transfert Hs ?
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20 log [H] 20 log [H] 20log| H(jw)|

w 12 100 o w
<H <H <H
-90

W “w )

2
s+ 0.1s+1
H,= H,= 3 &+ 0.01s+1

Exercice 8.13 (Janvier 2005) Le diagramme de Bode en amplitude de la fonction de

transfert
K(1+0,55)(1 +as)

s(1+s/8)(1+ bs)(1+s/36)
est représenté sur la figure suivante.

H(s) =

0dB/dec

—20dB/dec —20dB/dec

+20d1:‘5/dec
I

0dB/dec

dB —40dB/dec

1 2 4 8

Déterminer les parametres K, a et b a partir de ce diagramme.
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8.3 Applications Matlab

La commande bode de MATLAB permet de tracer directement les diagrammes de
Bode d’'un systeme préalablement défini a 'aide de tf, ss ou zpk. Lutilisateur peut
spécifier les bornes Whyin et Wi« du domaine fréquentiel ou un vecteur contenant les
fréquences pour lesquelles on veut connaitre les valeurs des diagrammes de Bode. Par
défaut, la plage de fréquences représentée est choisie automatiquement par le pro-
gramme. Il est également possible de mémoriser le résultat dans un ensemble de va-
riables plutot que de simplement afficher le graphe. Tapez help bode dans MATLAB
pour voir la syntaxe exacte concernant ces possibilités et d’autres.

Applications.

1. Tracez les diagrammes de Bode des exercices précédents dans MATLAB et com-
parez avec les diagrammes approximatifs tracés a la main.

2. Considérez le systeme du pendule inversé décrit dans l'exercice 2.1. Utilisez la
représentation d’état du systeme linéarisé autour d'un point d’équilibre stable
(solution de I'exercice 4.20) avec les valeurs suivantes pour les parametres :
m=0.1kg, g=9.81m/s?>, L=0.5m,a=0.1m, b=0.1Ns.

Faites varier k dans l'intervalle ou le modele linéarisé est valide, i.e., tel que % <
r‘r‘;kL < 1. Vérifiez (fonction tf ou zpk) que la fonction de transfert de ce systeme
est de la forme

H(s) K
5) = :
$2+2{wns +w?

Pour chaque valeur de k considérée, prenez note des valeurs de ( et wy; de-
mandez a MATLAB une caractérisation détaillée des diagrammes de Bode aux
alentours de wy, recherchez le maximum du diagramme d’amplitude (fonction
max de MATLAB) et vérifiez les formules du cours théorique concernant wmx et
| H(jwmax)| pour les systemes d’ordre 2.

3. Vérifiez dans MATLAB que les systemes que vous avez proposés comme solu-
tions de l’exercice 8.6 respectent bien les exigences fixées. BONUS : Vous pouvez
également essayer de programmer une boucle dans le but de trouver des valeurs
de parametres telles que les systemes soient a la limite des exigences.
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Transformeées de Fourier

9.1 Rappel théorique

Les séries de Fourier permettent de représenter un signal périodique comme une
somme d’exponentielles imaginaires (ou de sinus et cosinus) de différentes fréquences.
La transformée de Fourier étend cette représentation spectrale aux signaux non-pério-
diques.

Au sens le plus général, il existe 4 types de transformées de Fourier : CCFT, DCFT,
CDFT et DDFT. Les 2 dernieres lettres de ces abréviations remplacent Fourier Trans-
form, tandis que les 2 premieres distinguent le caractere continu ou discret du signal
temporel (premiere lettre) et du signal transformé (seconde lettre). La représentation
spectrale d'un signal périodique ou a support compact correspond aux valeurs des
coefficients de Fourier, définis pour les fréquences multiples d'une fréquence fonda-
mentale wy. On peut donc la voir comme un signal discret. La CDFT et la DDFT corres-
pondent ainsi aux traditionnelles séries de Fourier. La représentation d'un signal non-
périodique dans le domaine fréquentiel nécessite la spécification de « coefficients »
pour chaque valeur de w € R. Le signal transformé est donc continu et la somme de la
série de Fourier est remplacée par une intégrale.

9.1.1 Définitions des transformées de Fourier

Signaux périodiques ou a support compact (séries de Fourier). Temps-continu
= CDFT:

x(f) X[kl

(ou période T) Fen I T
0 T “t “k
1 +00 . T .
x(f) = = Y ilkjeken D K] :f x(pekenI Dt g4
0

k=—o00
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Temps-discret = DDFT :

il 2[k]
I T (ou période N) Zop [ I (ou période N)
0 N-1 “n 0 N-1 “k
1 N=L , N-1 .
x[n]l=— Z )AC[k]eJk(Z’T/N)n 2k] = Z x[n] e jk@n/N)n
N k=0 n=0

Signaux non-périodiques (transformées de Fourier). Temps-continu = CCFT :

x(1) X(jw)
1 [XGwe! +o0 )
x(1) = —f d-o0 X(jw) =f x(ne ! dt
2]‘[ +00 —00

Temps-discret = DCFT :

xln] X (el
.. I I I I g . (ou période 2m)
> n én , w
1 [2n o iom ” o
xnl=— [ X(@E)e&"dw X)) =) xnle”
21 Jo nez

9.1.2 Relations de Parseval

N-1 N-1
DDFT : Y xnllP =% Y 1%k
n=0 k=0
2 .
DCFT: Y 1x[nll* = %f 1X(e))* dw
nez 0
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T
CDFT: flx(t)lzdt:%ZIfc[k]lz
0 kez

+00 +00
CCFT : f Ix@)Pdt=5 | 1X(w)*dw
9.1.3 Décomposition réel/imaginaire et pair/impair

Les correspondances suivantes existent entre parties paires/impaires et réelles/i-
maginaires d'un signal et de sa transformée de Fourier. Attention aux correspondances
croisées!

3

G

§R(x(t)+2x(—t)) Zcc (X(J'w)+2X(—J'w)) & x(t)+2x(—t)) Zce %(X(J'wHZX(—J'w))

O-x(=0) FcC¢ . X(jw)-X(-jo) . (H-x(=0) Fcc X(jw)=X(=jw)
nlgen) S gs(HegiEe) gs(egn) Son(Reg)

G

9.2 Exercices

Exercice 9.1 Etablir successivement la transformée de Fourier des signaux suivants.
a) x1(1)=e"4 as0
__1
b) x2(1) = ol
Exercice 9.2 (Janvier 1998) Choisir la bonne réponse : la transformée de Fourier de
x(t) = e** (1)
(i) n’existe pas.
(i) vaut X(jw) = 5.

1

(iii) vaut X (jw) = f0i2

Exercice 9.3 Déterminer la transformée de Fourier %pc pour chacun des pulses rec-
tangulaires représentés ci-dessous.
a)

01 2 3 4 N-1 n

b)
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Exercice 9.4 a) Déterminer la transformée de Fourier #pc du signal défini par

1, In|l=<2,
x[n] =
0, |n|>2.

b) On définit les signaux étirés

x[n/m), sinimeZ,
x(m)[n] = .
0, sinon.

Déterminer la transformée de Fourier Zpc des signaux x,[n] = xp)[n] et
xpln] = xg)[n].

Exercice 9.5 (Septembre 1999, 5.5) Calculer la transformée de Fourier %c¢c du
signal apériodique x(f) représenté ci-dessous et comparer avec les résultats de
'exercice 5.5.

x(t)

-1 Ty

Exercice 9.6 (Juin 2004) Identifier le signal réel x[n] si'on sait que
(i) x[n]=0pourn>0;
(i) x[0]>0;
(iil) jS(X(€?)) =j(sin(w) —sin(2w)) ;
(iv) ST I1XE)?dw = 6m.

Exercice 9.7 (Septembre 2003) Identifier le signal x(#) sil’on sait que
(i) x(z) estréel et non négatif;
(ii) ch‘é ((1 +jw) X (jw)) = Ae 2!l(¢), ol A est une constante a déterminer;
(i) [“ZIX(w)?dw =27

Exercice 9.8 (Septembre 1999) Identifier le signal x(#) sil’on sait que
(i) x(t) estréel ;
(i) Vi<0:x(5)=0;
(i) 2 S R (X () ! do = |rle7!.
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Exercice 9.9 (Janvier 1999) Soit le signal x(¢) représenté ci-dessous.
x(1)

|
|
| |
| |
-1 0 1 2 3 t
On demande de déterminer les quantités suivantes sans calculer explicitement
X(jw).
a) /X(jw)
b) X(0)
+ i) SiN@) Lj2
©) 2[73 X(jw) X el dw

Exercice 9.10 (Janvier 2000) Sans calculer explicitement X (e/), déterminer les gran-
deurs suivantes si x[n] est nul pour n < —3 et pour n > 7 et prend les valeurs
représentées sur la figure ci-dessous pour -3 <n <7.

2 2

[a—
[—
[—
[—

- o
®
—e
—e
Y )
—e
—e
=Y
SN

-1 -1

a) X (%
b) /X(el?)

| dX(e®)
c) f—ﬂ dw

2
dow

Exercice 9.11 (Septembre 2000)
a) Construire un signal x(#) réel non nul qui vérifie les propriétés suivantes :
H RX(w)=0;
(i) [ X(w)dw=0;
(i) /72 wX(jw)dw=0.
b) Calculer X(0) pour ce signal.

. . PR . F
Exercice 9.12 Démontrer le théoréeme de convolution x; * x; —= X; Xo.



Chapitre 10

Fenétrage temporel & fréquentiel
et Echantillonnage

10.1 Rappel théorique

10.1.1 Quelques transformées utiles

Train d’impulsions (échantillonnage).

2 2
Y 8(t—kT) T 0 sw-k =)
kez kez

Rectangle temporel et fréquentiel (fenétrage).

:
1 Fce
-T2 7/2 ,t “w
1, siltl<T/2, , sin(w%)
x(t) = _ X(jw) = T—T
0, sinon w5
A oo A
/\2_7[ Fcc 1
- t —w0/2 a)o/z Tw
. wo N
w sin (152) , 1, silw|<wy/2
x(t) = — oy X(jw) = .
2n ot 5 0, sinon

10.2 Exercices

Exercice 10.1 Soit un filtre passe-bas idéal de pulsation de coupure w. auquel on
applique un signal d’entrée donné par u(t) = %ﬁ” Déterminer dans quel cas le
filtre introduit une distorsion.
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Exercice 10.2 Soit un filtre passe-bas idéal de pulsation de coupure w. auquel on ap-
plique un signal d’entrée donné par u(t) = e 2!I(t). Déterminer w. pour que le
filtre laisse passer la moitié de I'énergie fjoooo lu(1)|?>dt du signal d’entrée consi-
déré.

Exercice 10.3 (Janvier 1999) Soit le signal x(¢) réel tel que X(jw) = 0 en-dehors de
l'intervalle w; < |w| < w,. Plutdt que d’échantillonner a une fréquence ws > 2w,
on propose le systéme suivant afin de permettre une reconstruction parfaite du
signal malgré une fréquence d’échantillonnage inférieure.

x(t) xp(t)

oot p()=Y1>2 8(t—nT)

On fixe w. = (W2 —w1)/2 et wg = (w1 + w2) /2.

a) Pour X(jw) représenté ci-dessous, donner le graphe de X, (jw).
X(jw)

—W2 —w] 0 w1 w2 w

b) Déterminer la période T maximale qui permette de reconstruire le signal.

Exercice 10.4 (Septembre 2000) La fréquence minimale d’échantillonnage permet-
tant une reconstruction parfaite d'un signal est appelée sa fréquence de Nyquist.
Si wg estla fréquence de Nyquist d'un signal x(¢), déterminer la fréquence de Ny-
quist des signaux suivants.
a x
b) x()
c) x(t)cos(wot)

Exercice 10.5 (Janvier 2001) Soit H(s) la fonction de transfert d'un systeme LTI
stable. Lamplitude de sa réponse fréquentielle | H(jw)| est égale a celle d'un filtre
passe-bas idéal de fréquence de coupure w.. Déterminer |'expression et esquis-
ser le graphe de la réponse impulsionnelle /2(#) du systeme dans chacun des cas
suivants.

a) /H(jw)=0
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b) /H(jw) =wT, ou T est une constante positive
n/2, siw>0

¢ /H(jw) =
—-m/2, siw<O0

Exercice 10.6 (Juin 2001) Un opérateur utile pour la compression de signaux numé-
riques est 'opérateur de sous-échantillonnage (| 2) caractérisé par

x[-2] x[-2]

x[-1] 0
(12) | x[0] | =| x[0]
x[1] 0

x[2] x[2]

a) Calculer la transformée de Fourier de y[n] = (| 2)x[n] en fonction de celle
de x[n].

b) Sous quelle hypothese est-il possible de reconstruire le signal x[n] a partir
de y[n] ? Quel phénomene se produit-il lorsque cette hypotheése n’est pas
satisfaite ?



Deuxieme partie

Solutions



Chapitre 1

Signaux et systemes :
représentation et opérations

Exercice 1.1 /

Exercice 1.2

a) [ x(t=1) [ x(2-t)

2 2 —_—

1 1

0 , 0]

-1 0 1 2 3 0 1 2 3 8
t t
-1 1
° e R

) x(2t+1) d) x(4-1/2)




¢ [X(B)+x(=1)] 1(t) e x(t) (0(t+1.5)- 6(t-1.5
e) f)
3 1
2 0.5
1 \ \ 0 . .
-2 -1 0 1 2
‘ 0 ‘ i 05}
-2 0 1
\’2 )
-1t -1 b
Exercice 1.3
15 15
a) x[n-4] b) X[3-n]
1 1 r
0.5 0.5¢
ol | . |
-1 0 f 3 4 5 6 7 8 -2 -1 o 1 2 3 4 5 f 8
n n
-0.5 -0.5+
-1 1 b
-1.5 -1.5
15 15
o x[3n] d) X[3n+1]
1 ¢ 1 ¢
0.5

[ x[n] 1[2-n]

P

x[n-2] é[n —2]
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15 1 1 15 )
5 x[n] + 5(-1)" x[n] x[(n —-1)%
9) h)
1 1
0.5 0.5
o N T o 0 ° ° ° ° ° ° o 0
-5 3 -2 -1 |01 2 3 4 5 5 -4 -3 -2 -1 |0 1 2
n
-0.5 -0.5
-1 1
-1.5 -1.5

Exercice 1.4 /
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Chapitre 2

Modélisation

Exercice 2.1 - Signal d’entrée : u(:) :R* — R

Signal de sortie: y(-) =0(-) : R* — cercle (R modulo 27)

Signal d’état: x(-) = (x1(-), x2(1)) =(0(), 0(-)) :R* — cercle xR
Loi de sortie : y(t) = 0(¢) = x1 (1)

Mise a jour de I'état :

X1(8) = x2(2)

u(®) bxx(t) g a’k

) =5~ +zsin(x1(t))—ﬁtan(x1(t))

valable pour {#: Lcos(0) > a}.

Exercice 2.2 a) - Signald’entrée: u[-] = vitesse v;[-] : N — R?

b)

- Signal de sortie : y[] = position r;[] : N — R?
- Signal d’état : x[-] = positionr;[-] :N — R?
- Loide sortie: y[n] = x[n]
- Mise ajourdel'état: x[n+1] = x[n] + T u[n]
- Signal d’entrée : aucun
- Signal de sortie :
(i) y[-] = position du deuxiéme robot rp[-] : N — R?, ou
(ii) y[-] = distance maximale entre 2 robots:N — R
- Signal d’état: x[-] = (x1[-]...xn[:]) avec xx[n] € R?Vk = positions de
tous les robots

:(rl[']rrZ[']y---er[']) :N_’RZN

- Loi de sortie:
i) ylnl = x2(n]
(i) yln]l=maxg eqn,2.. Nyx1,2..,n5 X=Xl
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- Mise a jour del’état: pour k=1,2,...,N,

N

xn+1]l=xe[nl+ Ta Y. xln]— xiln]
~ L i=1,legk
c) - Signauxd’entrée et de sortie ainsi que loi de sortie comme pour b) (i).

- Signal d’état: x[-] = (x1[-]... x3n[]) avec xg[n] € R?Vk = positions de
tous les robots aux instants cot, - — 1 et - — 2

:( rl[']rrZ[']r---er[']y
rl['_ll ) r2['_1]y--- ’ rN['_l]y
r[-—2],rp0-=2],..., ry[-=2] ) :N—R

Mise a jour de I'état : pour k=1,2,..., N,

i Xn+iln] + Xon4i(n]

xen+1]=xi(n]l+ Ta X [n]
N=1,17% 2
Xn+k[n+1] = xi[n]
XoNn+k[n+1] = Xni(n]
Exercice 2.3 - Signal d’entrée : u(-) = pression acoustique P(-) :R* — R

- Signal de sortie : y(-) = tension aux bornes de la résistance V(-) :R* — R
- Signald’état : x() = (x1(), %2(), x3()) = (X(), X(), V() :R* = R®

- Loide sortie: y(t) = x3(1).

- Mise a jour de I'état :

X1 (1) = x2(2)

1
X2 (1) = - (Fe + Au(t) — kx1(2) — bx, (1))
(x1(8) = d)x3(¢) N (Eo — x3(1)) x2(1)

X3(t) =
3( ) R()E()A d—xl(t)
Exercice 2.4 a) - Alphabet de sortie : Y = {rien, médicament}
- Alphabet d’entrée :

U = {(I1,12,13) satisfaits, (I1,12) satisfaits et I3 pas satisfait,
(I1,I3) satisfaits et 12 pas satisfait, (12,13) satisfaits et I1 pas satisfait,
11 satisfait et (12,I3) pas satisfaits, I2 satisfait et (I1, I3) pas satisfaits,
I3 satisfait et (I1, 12) pas satisfaits, (I1, 12, I3) pas satisfaits}

- Alphabet d’état : X = {tester I1, tester 12, tester I3, mort}
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- Loi de sortie :

Si x =testerI3et u contient I3satisfait alors y =médicament

Dans tous les autres cas y = rien

- Mise ajour deI'état :

u contient u contient u contient
Ilsatisfait ' I2satisfait . I3satisfait

u contient

u_contient
I3passatisfait l Yu

I2passatisfait

u contient
Ilpassatisfait

b) - Alphabetde sortie: idem
- Alphabet d’entrée :

U = {(I1,12,13) satisfaits, (I1,12) satisfaits et I3 pas satisfait,
(I1,13) satisfaits et 12 pas satisfait, (12,13) satisfaits et I1 pas satisfait,
11 satisfait et (12,I3) pas satisfaits, I2 satisfait et (I1, I3) pas satisfaits,
I3 satisfait et (I1, 12) pas satisfaits, (I1, 12, I3) pas satisfaits,

tick «+1 seconden»}

- Alphabet d’état:

X = {tester I1, tester 12, tester I3, mort,

attendre 3 s, attendre 2 s, attendre 1 s}

- Loi de sortie : idem
- Mise a jour deI'état :

u contient
. I3satisfait

u contient
! I2satisfait

u contient u=tich
Ilsatisfait

u contient u contient
I2passatisfait I3passatisfait

u contient
Ilpassatisfait

u#tick u#tick

Exercice 2.5 a) - Signal d’entrée : u(-) = débit d’entrée ¢;(-) : R* — R
- Signal de sortie : y(-) = hauteur d’eau dans le réservoir h(-) : Rt — R*
- Signal d’état : x(-) = hauteur d’eau dans le réservoir h(-) : R* — R*
- Loidesortie: y(t) = x(?)
- Mise a jour de l'état : %(1) = Tu(r) — Zx(1)



b)

104

idem a) saufla loi de mise a jour de I’état qui devient

x(0) = Fu®)—4\/2gx(0).

Exercice 2.6 - Signal d’entrée : u(-) = tension au générateur : R* — R

Signal de sortie : y(-) = courant au générateur i(-) : R — R
Signal d’état : x(-) = (x1(), x2(-)) = (ir(), vc()) :RY — R?
Loi de sortie : y(£) = x1(£) — % x2(8) + % u(?)

Mise a jour de I'état :

(= 4=
. x1(8)  u(t)—2x,(1)
Xo(t) = +

C RC

Exercice 2.7 Comportement des réservoirs :

th = U—a\/h_l
Yhy = u+a(vV/hi - V'hy)

= Modele d’état :

Signal d’entrée : u:R* — R, débit d’entrée extérieur

Signal de sortie: y: R™ — R, débit de sortie du second réservoir

Signal d’état: x = (x1,x2(?)) = (hy, hp) : R — R?, hauteurs d’eau dans les
réservoirs

Loi de sortie : y(f) = av/x2(f)

Mise a jour de I'état :

i =y (u-ayx)
i = s (utalyx - vx)

Exercice 2.8 - Signal d’entrée : u(-) = poussée radiale : R* — R

Signal de sortie: y(-) = distance du satellite au centre de la Terre = r(-) :
[R+ — [R+

Signal d’état : x(-) = (x1(), x2(:)) = (r(), (")) :R" — R?

Loi de sortie : y(#) = x; (1)

Mise a jour de I'état :

X1 (1) = x2(1)

. w? k u(t)
Xo(t) = —x1(8) =
m

mx())?>  m



Chapitre 3

Propriétés des systemes et Convolution

Exercice 3.1 a) Systéeme dynamique, non causal, linéaire, variant.
b) Systeme statique, causal, linéaire, variant.
c) Systeme dynamique, non causal, linéaire, variant.
d) Systéme dynamique, causal, linéaire, variant.
e) Systeme dynamique, causal, non-linéaire, invariant.
f) Systéeme dynamique, non causal, linéaire, variant.
g) Systeme dynamique, causal, linéaire, invariant.

Exercice 3.2 a) Systeme dynamique, non causal, linéaire, variant.
b) Systeme dynamique, causal, linéaire, invariant.
c) Systeme statique, causal, linéaire, variant.
d) Systeme dynamique, non causal, linéaire, variant.
e) Systeme statique, causal, linéaire, variant.
f) Systéme statique, causal, linéaire, invariant.
g) Systeme dynamique, non causal, linéaire, variant.

Exercice 3.3 /
Exercice 3.4 Les non-linéarités peuvent se compenser; considérer par exemple
u(t) — yi1(0 =)’ et yi()— y(0 =Y.

Exercice 3.5 Systéme global : y[n] = u[n] + iu[n — 1]. Systéme dynamique, causal
(malgré les composants), linéaire, invariant (malgré les composants).

Exercice 3.6 a) faux:le systéme est variant via sin(t)
b) faux.

Exercice 3.7 a) faux.
b) vrai.
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Exercice 3.8 Non. Considérez les systemes u(f) — yi(f) = u(t+2)+ u(t—-1) et
n@ — y2() = y1(r-3).

Exercice 3.9 a) Desnon-linéarités peuvent apparaitre de différentes maniéres dans

b)

les composants électriques; citons par exemple la dépendance des para-
metres R, L et C en fonction de la température (qui elle-méme dépend
de l'intensité de courant), le claquage des condensateurs ou l'effet de di-
électriques non-linéaires. Sile circuit est couplé a un systeme électroméca-
nique, des dépendances non-linéaires en fonction de la position des pieces
mécaniques apparaissent lorsque I’on veut considérer les lois exactes pour
le couple rotorique et la force contre-électro-motrice.

L'usure des composants est inévitable. Des appareils électriques extérieurs
peuvent perturber le circuit par le champ électromagnétique qu'ils créent;
ces perturbations sont en général non-constantes et donc variantes.

Exercice 3.10 a) Nous pouvons imaginer un ressort ou un amortisseur non-liné-

b)

aire, ou encore des phénoménes nouveaux comme une variation de masse

de la voiture lorsqu’elle consomme de I'essence, la quantité d’essence con-

sommée dépendant du profil de la route.

L'usure inévitable des composants au cours du temps fait en sorte que,

strictement, tout systeme physique analogique est variant; une variation

de masse de la voiture rendrait également le systeme variant. Des influences
extérieures dépendant du temps peuvent aussi intervenir (coups de vent,

etc.).

Pour mettre en évidence une non-linéarité, en supposant le systeme invariant,

on pourrait lui faire parcourir successivement deux profils différents et une com-

binaison linéaire de ces deux profils; si le comportement était linéaire, les si-
gnaux décrivant le comportement de la voiture devraient se superposer de la

meéme maniere.

Exercice 3.11 a) Systeme dynamique, variant, linéaire, non causal.
b) Systeme statique, variant, linéaire, causal.

Exercice 3.12 a) Les trois systémes sont linéaires, les systémes (ii) et (iii) ne sont

pas statiques; la bonne réponse est donc (i) (bien que ce systéme soit va-
riant et comporte une non-linéarité vis-a-vis du temps).

b) Pour avoir un signal périodique, il faut w N = k2m, avec k et N entiers = 1l

w _ ﬁ ) i w oL A . 2 .
faut 7w = v cest-a dire que T doit étre rationnel = réponse (ii).

Exercice 3.13 Equation différentielle linéaire et variante.
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Exercice 3.14 Posant u(t) =i(t) et y(t) = v.(1),
u(t) =Cy(t).

a) Systeme dynamique.

b) Systeme causal.

c) Equation linéaire.

d) Equation invariante.

e) etf) menent a une discussion sur les conditions initiales.
Sil’on considére uniquement I’équation différentielle, il est clair que toute
combinaison linéaire de deux solutions (au; + Buy, ay; + fy») la satisfait;
de méme pour toute solution décalée dans le temps.
Cependant, sil’on écrit la solution y(f) = yo + % f tf) u(r)dr, il est nécessaire
d'imposer des conditions initiales spécifiques pour que le systeme soit li-
néaire et invariant : il faut yy = 0 et #) = —oo ou en pratique, f, plus petit
que le début du signal d’entrée. Ces conditions sont appelées conditions
initiales de repos.

Exercice 3.15 a) Systeme linéaire, variant, non causal.
b) Systeme linéaire et invariant. Peut étre causal; en pratique, il faudrait sa-
voir «dans quel sens » I'’équation doit se lire (cfr. remarque sur la causalité).
c) Systeme linéaire etinvariant. La causalité dépend du sens dans lequel’équa-
tion doit se lire (partant de ¢t = —oo ou de ¢ = +00), ce qui est une propriété
du systéme sous-jacent (cfr. séance).

Exercice 3.16 /
Exercice 3.17 a) Constante de temps T, = 1. Temps de montée = temps inférieur
T, tel que s(Ty,) = 0.95lim;—. o (1), alors Ty, = —1n(0.05).
b) y=1t-1D)(1-e V)1t -4)(1-e" %)

Exercice 3.18 y(t)=(e”'—e 2!)-1(1)

Exercice 3.19 y(t)=(3-2e""—e?)i(r)

Exercice 3.20

0 sit<-lout>4
2
" el si—-1<r<1
yu) = .
% sil<t<2
—12+21+8

A si2<t<4



Exercice 3.21

y,[n]
1+ cNoRoNoRoXo)
0.8F o
0.6 ® o)
0.4F
0.2+
T T n/10
Vant O\ Fany Want
~0.5 0 0.5 1 15 2
f[n] g[n]
2t 1t
15l 0.8
0.61
1 ¢
0.4F
0.5r
0.2r
o 0 _ n/10 9 ~ n/10
-0.2 0 0.2 04 06 038 1 1.2 -0.2 0 0.2 0.4 0.6
n
y, [n]
10r [oNoNoNo!
0]
8- o) o)
6 o) o)
4k
2k
0 T T? /10
-0.5 0 0.5 15 2
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Exercice 3.22 a) h(t)=e " 2)(t-2)
b) y(©)=1—-e"Hi(t-1)- (1 -e*Di(t—4)

Exercice 3.23 a) information sufﬁsanitl(—;).
y

b) information suffisante.
y(1)

¢) information suffisante.

d) information insuffisante.
e) information suffisante.

t
f) information suffisante.
1/ y(@)
i
0 l t
-1/2

Exercice 3.24 a) Laréponse indicielle vaut s(z) =3¢(1(¢) - (¢ —1)) +30(z - 1).
s(t)
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b) Laréponse impulsionnelle est obtenue en dérivant la réponse indicielle,

h(t) =$(t) =30(1) = 0(r - 1)).

h(t)

Exercice 3.25

0 sit<sOout=l+a
t sitel0,al

y= .
a sitela,l]

a—t+1 sitell,1+al

Il faut choisir @ = 1 pour que y n’ait que 3 discontinuités.

Exercice 3.26 a) s(t)= [’ _h(r)dr

b) y(t) = s(t+3)—s(t=5) = [/2 h(r)dt

Exercice 3.27
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Exercice 3.28 A partir des données, il est possible de déduire la réponse indicielle, et
par conséquent la sortie pour chaque entrée. On obtient les graphes suivants.

[ (1)

-2 -1 0 1 2 3
t
—qL
3T st
A (t) ys(t)
ol
il
.0 ‘ ‘ ‘ ‘
-1 0 1 2 3 4 5
t
e
-2+
3L
? [
Ya
ACH I
2
15}
1
0.5
0 ‘
4 o 1 2 3 4 5 8
05 ¢




Chapitre 4

Modeles d’état linéaires et invariants

Remarque. Les modeles d’état et bloc-diagrammes associés a un systéme ne sont
pas uniques (cf. rappel théorique). Nous présentons ici une seule possibilité, qui nous
semble étre la plus directe, pour chaque exercice. Les autres possibilités sont toutes
équivalentes a cette premiere moyennant un changement de variable, que I'étudiant
pourra rechercher explicitement (matrice T du rappel théorique) en cas de doute. <

Exercice 4.1 a) Equation différentielle : LCj (1) + RCy(t) + y(t) = u(t)
Pour u(t) =0, la solution générale s’écrit :

y(t) — Ae(—(‘*‘j\/ w?={>)t +Be(—(_j\/ w?={>)t

oul{==Letw= ﬁ
b) Bloc-diagramme :

+ 1 1|y y ()
t ©. — t
RC
¢) Choisissant x(r) = [ y(r) 7(1)]", ona
x(@)=| ;  gp|x@+|  |ul)
Ic "1 IC

y(t) = [1 0] x(t) + [o] u(t)
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T
Exercice 4.2 Choisissant le vecteur d’état x(f) = [i L Vg VUg,| avecipdedroitea
gauche, ic, et ic, de haut en bas, on obtient

1 -1
01 Zl B 1
x0=\e wmg O [x@O+|ze | u®
1 0 =1 1
C R2C R G

¥ = [o 1 —1] x() + [o] u(®)

1
RiC
1 L oo (D) ve, (1)
(P 1 1
RC| T /
1
C
HOIINETORE! ¥
L L
u(t) —— [ ; @_ y(®)
1
Co
+ .
1 +/_p ch(f) f UCz(t)
R,C, N
1
RyC,

-t _ 1,.-3¢

Exercice 4.3 vc, =3e ' —1e 3 etvg =3e " +1e
Exercice 4.4 a) h(t) = £1.(0)
b) @)y =['u@dr
(i) y(1) = y (%) +ftf) u(r)dr
c /

Exercice 4.5 Utiliser le développement de Taylor de I'’exponentielle.



114

Exercice 4.6 Nous utilisons le signal auxiliaire v[n] décrit dans le rappel théorique.

T
Prenant le vecteur d’état x[n] = [v[n— 1] v[n—Z]] ona

\}
|
IS

x[n+1] = x[n] + ul[n]

1 0 0

yln] = [1 0] x[n] + [0] uln]

3
4
2 |+
) »‘+v[n] vin—1
uln) +@ o o vin-2]
yIn]

Exercice 4.7 a) Mj(t)+by(t)+ k(y(t) + yo) = —Mg + bu(t) + k(u(t) + Inaturelle)
b) yo désigne la position verticale de I'habitacle par rapport a la route lorsque
la voiture est a I'arrét. Sa valeur est différente de I,,¢urelte, 12 longueur na-

turelle du ressort, puisque le ressort supporte le poids de la voiture. On a
M
Yo = lnaturelle — Tg

c) Partant du point a), on utilise le signal auxiliaire v(¢) décrit dans le rappel
théorique; le vecteur d’état x(¢) = [v(¥) 0 (1) ] T fournit alors

x0=|_ p|x0+ ] |u@

M M
¥t = [k b] x(D)+ [o] u(®)

L
M

AT
Exercice 4.8 a) Choisissantx(t):[if 0 9] on obtient

r R

L—ff 0 0 Lif
x=10 0 1 |x(O+]|0|ul

K -b

L7 0 7F 0
y=|o 1 o]x(t)+[o] u(t)

b) Onale méme vecteur d’état et la méme loi de sortie qu’au point a). Seule la

N . c s . R -
premiere ligne de la loi de mise a jour change : x; = L—ff 0 LI;e x+ L—lf u.
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Exercice 4.9 Point de fonctionnement stationnaire: h* = i (%’)2
Remplacant les variables u(f), y(t) et x(¢) par leurs variations aux voisinages du
point de fonctionnement stationnaire (i(t) = u(t) — q;, y(t) = y(t) — h*, (1) =
x(t) — h™) on obtient
- loi de sortie : y(¢) = x(1)

- mise a jour de I'état : x(f) = (_Tfl\/%) x(t) + % i(t)
Exercice 4.10 ycos(t) +y*y+ y = @t/2v/u* autour du point d’équilibre y* = vu*.
Exercice 4.11 a) V2t+1y+j7=2y2t+1i
b) Parce que ce systeme est variant, alors que nous considérons particuliere-
ment les systemes LTT.
c) On aimerait choisir une solution ou1 u* et y* sont constants. On obtient
alors y* = (u*)?+2u* et I’équation linéarisée

wy+y=Qu*+2)i.

Exercice 4.12 Le bloc-diagramme suivant peut étre tracé.

D o x1[n] o X4[n] OJ ]
+
\L J Ta +\ "

+/ +
(D~ — (+) o *olrl o *s(rl o H xgln]
f e 17 4 ¥ n
7 P

1-Ta Ta

x3[n] Xe[n]

@ aJ o o
L
1-Ta

L
> |
\té
T /4:

Xg[n]
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T
Exercice 4.13 Choisissantle vecteur d’état x(¢) = [Vcl (1) v, (t)] ,ollic, etic, vont
de haut en bas, on obtient

—_1(L+L) 1 1
i(ey= VL Gl + | PO un
C2R3 C_z(R_z R_3) Ry Gy
¥ = [o 1] XD+ [o] u(?).
1
CiR3
1 + ¥ DC (t)
— (+) ! ve (t
RC| / al
1 (1 1)
L] —_— _+_
Ci\R1 Rs
ult) |
1
CoR3
1 + ¥ DC (t)
L+ (+) 2 ve,(t) = y(t
R,C, \/_ f Cz() J/()
1 (1 1)
L] —_— _+_
C,\R, R3
. AT
Exercice 4.14  a) x(t):[r F o0 9] et
X2
—gsin(x3) — ﬁ—:f +x5x1
x(t) =
X4
u 2mxy xp+y mg
J+mx? N J+mx? x4—]+mx%x1cos(x3)

y(t) = x1(1)
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T
b) Pointd’équilibre: x*={0 0 km 0| avec k entier etdonc y* =0avecle

rail horizontal.
0 1 0 0 0
—p
K O - _g — 0 -
x(r) = m x(t) + u(e
(1) 0 0 0 (1) 0 (1)
—-mg -Y 1
- 0 0 7 7

y‘(t):[l 00 o]fc(t)+[o] a(t)

Remarque. Sil'on avait choisi de linéariser autour de = 7, on aurait ob-
tenu un modele d’état équivalent. <

Exercice 4.15 a) Lemodele d’état est équivalent a la relation entrée-sortie j+3y+
2y = 1. Un simple circuit RLC série a pour équation entrée-sortie Li" +
Ri'+ %i = v'. On peut donc prendre v comme entrée et i comme sortie.
Les parameétres du circuit sontalors L=1, R=3,C =0.5.

T
b) On choisit comme nouvelles variables d’état z = [ ir vc] .Le modele d’état
du circuit est alors

o 1
2(0) = [ ) at) +| | u()

y(t) = [1 0] 2(1).

Ce modele d’état est équivalent au modele de départ par le changement de

variable
1 -1

-2 4

z= X.

c) e Linéarité: résistance non linéaire (via la température par exemple : la
résistance augmente avec la température, qui elle-méme augmente
avec l'intensité de courant);

* Invariance : usure des composants (par exemple rouille de cables non
protégés)

e Dimension 2 : (faibles) effets capacitifs dans les résistances ou les bo-
bines.
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Exercice 4.16  a) Bloc-diagramme correspondant a la représentation d’étatde b) :

&)
_+_
Ry R
1 N 1] oq0
t — © — ! t
u(r) R, \\/+ C, f UC1( )
" [1] v .
S TGS J ve, (1) = y (1)
1
R,

T
b) Onachoisi x = [Ucl vcz] et obtenu la représentation d’état suivante.

=1[1 1

(X, 1) _1_ _1_
x([) = [Cl (Rl + RZ) iRZ X(t) + C1Ry u(t)

1 1
CoRy CoRy

¥ = [o 1]x(t)+ [o] u(?)

Exercice 4.17 Nous utilisons des intégrateurs et non des dérivateurs pour construire
un modele d’état. Or, il est impossible de construire un dérivateur a ’aide d’in-
tégrateurs.

T
Exercice 4.18 a) Onax:[iL vc] et

Tu(t) = Bx1(0) - $x2(0)

o
D=1 10 (0= Lhia(o)

y(t) = h(x2(1)

b) Pour une entrée constante u*, nous notons w la tension satisfaisant u* =
w+ Rh(w). Celle-ci est unique si (mais pas seulement si) h(w) = y* > I mA.
On a alors vé =weti; = h(w).

En définissant h'(v) = dd}zi(;’) , le systeme linéarisé s’écrit comme suit.
-R - 1
x)=|*% x(0) + | L] aw
Cc

71 = [0 h’(w)] (1) + [0] (o)

c) Les équilibres sont déterminés par w du point précédent; en effet, toutes
les autres variables s’expriment en fonction de lui. Lorsque u(#) est donné,
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le nombre de solutions de I'équation

* *
u —UR

R

h(vg) =

définit donc le nombre de points d’équilibres. Tragant la droite ig = - }_?UR

sur le graphe de ir = h(vg), on observe immédiatement que les deux pos-

sibilités proposées peuvent se présenter.

Exercice 4.19 (Suggestion: écrire les équations d’état correspondantes et chercher
le changement de variable.)
a) A=-1,B=4,C=1/5,D =4/5.
b) Il faut z;[0] = —3 et z2[0] = 2 ol z; et z, caractérisent les blocs « décalage »
du dessus et du dessous respectivement.

Exercice 4.20 a) On a toujours le point 6; = 0; pour avoir deux autres points en

* a’k \ ; a _ d’k
92’3 = J_racos(mgL il faut 7< mal <1.
a’k

mgL

b) 6 = 0 est instable pour < 1 (stable dans le cas contraire), les 2 autres
équilibres sont stables.

¢) Considérant x = x — x* comme un vecteur colonne, on obtient

0 1
x(0) = | 2 L (meL)?) = [0+ | @@
miZ _(azk) Wiz Wiz

y(@® = [1 o] (1) + [o] (o).

Exercice 4.21 a) Points d’équilibre: ¢, = 0 (instable), ¢p» = m (instable), ¢34 =

+acos (r;fﬂ) (stables).

On choisit (1) = [([_)] = y(1) et on écrit
HOE [—%“’2 sin2(¢3,4)] X0 + [%f’ sin(¢s, 4)| @)
7B = [1] (0 + [o] ().
b) Les mémes points d’équilibre subsistent, mais ’équation linéarisée est aug-

mentée d'un tjerme du deuxiéme ordre. On choisit des lors le vecteur d’état
Xt = [(/3 J)] et 'on obtient

0
—w?sin?(¢p3,4) =2

J(t) = [1 o] (1) + [o] o).

X(t) =
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Exercice 4.22 a) On utilise le signal auxiliaire habituel v(z).

4 L y(t)
+
(4/3+)/)[I(t) (3[3+)/)[|(t)
i) ) i 0
u(®) +<_D v I + v I + v
4
b)
x(t) = | 0 x(t) + u(t)
- -4 -4 1

y(t) = i1 l]x(t) + [0] u(®)
T

x(0) = :—3[3—)/ 4f+y

Exercice 4.23 Non: un point d’équilibre d’'un systeme mis sous forme de modele
d’état est caractérisé par Ax = 0. S’il existe plusieurs solutions a cette équation,
la matrice A est singuliere. Cela signifie que le modele d’état est mal choisi et que
le systeme peut étre décrit a I'aide d'un vecteur d’état de dimension inférieure.

Exercice 4.24 a) uy= r—kz —w?r
0

b) Considérant x(¢) = [r(£)—ro 7(t)]T comme un vecteur colonne, on obtient

0 1

(w2+%) 0
"o

X(t) = X + ()

%
J(t) = [1 o] (1) + [o] o).

Exercice 4.25 Point de fonctionnement: x* = (%, 0, 0, ). Considérant x = x — x*
comme un vecteur colonne, on obtient le modele linéarisé

0o 1 0 0
in=|=% =2 0 |xm+ |2 aw
0 Ey Folk—d 0

d—Fe/k R060A

OE [0 0 1] 20 + [0] ).

Exercice 4.26  a) hj = (%)2 eth, = (2u*)2

a
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b) Remplacant les variables u(?), y(f) et x(¢) par leurs variations aux voisi-
nages du point de fonctionnement stationnaire (&(f) = u(t) - q;, y(t) =

y(t) —ay/h;, X1 () = x1(£) — h], X2(f) = x2(t) — h}) on obtient

- loide sortie: y = —9%=x,
N

- mise a jour de I'état :

- 11 - a
xl—; u-— X1
*
2,/h;
- 11 - a a
xZ:? + X1 X2
2. /nr 2./



Chapitre 5

Séries de Fourier et réponse fréquentielle

Exercice 5.1
1 +00
x(1) = —=%o+= ) ((Rx+%_g) cos(kwo?) + j(Xk — %_g) sin(kwo?) ).
To To k=1

Exercice 5.2 Ona x(t) =) ez Ck ekt avec les coefficients suivants.
a) ci=c_1 = %, les autres c; sont nuls.
b) ci=—c_;1 = i , les autres cj sont nuls.
C) wp=2,¢c1 = ‘/—(1 +j), c-1 v2 (1=, les autres c¢; sont nuls.
d) wp=2,c0=c_r= é, c3= c_3 = zij’ les autres c; sont nuls.

€) wo=2,¢ =%, 1 =c_1 =, les autres ¢, sont nuls.

Exercice 5.3 Posant wg= %" on a

T

A_jA j@em+Dwot
x(=5-% > 2m+1€J
meZ

Exercice 5.4 Posant2p =% ona

i —Jk@NIS) gin(k/2) jkQon
&= 10 Sln(kT[/lo)

NI»—‘

x[n] =

2(1—-cos(T 27”16))

g2
Exercice 5.5 xp(t) = + Y ez & &T " avec iy = T (2
T

pour k #0 et X = 1.

]k

Exercice 5.6 x[n] = 42 € 2" avec X9 =12, %) =4—-8j, %r = —4, X3 =4+8j.

Exercice 5.7 wy = wy, by = e ¥ [a_; + ay]

Exercice 5.8 x(t) = %Zkez &% avec X = (-Dk.

(1+]k7[)
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Exercice 5.9 x(t) = %Zkez &% avec & = ,Zc—f[(—l)k pour k # 0 et Xy = 0.

Iy
Exercice 5.10 x(f) = § Y ez %653 avec & = o7 (cos(k%) — cos (k&) pour k # 0 et
Xo =3.

Exercice 5.11 y(t)=5+ sm(nt)+ sm(?mt)
Exercice 5.12 |

Exercice 5.13 a) 15km
b) 10 km

Exercice 5.14 a) h[n]=1 spourn=-3,-2,-1,0, 1, 2, 3et h[n] =0 sinon.
K28y .
b) hln] = ZNS 1h ¢"N" avec hp=1et

1 sin(k77m/Ng)

h
k=7 sin(kn/Ny)

pour k € [1..Ny)

oI
c) Ny=10ety[n] =5 X7 Oflkelk5”avecj/0:5et

__ ekCS) gin(kn/2) sin(k7m/10)
V=73 (sin(km/10))2

pour k=1,2,...,9.

e 2m .
Exercice 5.15 h[n] = Z N avec hg=1et

1 sin(kN7/Ng)

hi =
k= N sin(km/Njy)

pour k € [1..Njy).



Chapitre 6

Transformeées

Exercice 6.1 a) 1, Vs.
b) s, Vs.
c) siz, R(s) > 0.
d) L, R(s) > -a.

s+a’

1
e) W, §R(S) > —d.

f) Sszw(Z)’ §R(S) > 0.

g) (S_'_Z-;—;:w(z), %(s) > —da.

; _ _ 25%455+12 _
Exercice 6.2 X(s) = Z125110)sr2) Pouro > —1
. z(z—§) 1
Exerci .3 X(2) = 2 pour |z| > 5.
ercice 6.3 X(z) heDh'P |z] > 3
. - -2 —4
Exercice 6.4 F(s)=%; — S — € Vs

Exercice 6.5 e r>1:x[n]l[n](1-0.5"
e 0.5<r<l:x[nl=-l[-n-1]-10[n]0.5"
e r<05:x[n]l=-l[-n-1127"-1)

H —as —as
Exercice 6.6 F(s) = rpgeme 5 (1 — S5 — “5~ ), pour o > 122,
. T, Si S= —]_, ) ) )
Exercice 6.7 X(9)=9 | o1 avec ROC = C (signal de durée finie)
—£-5—, sinon,

Exercice 6.8 a) X(z) = %, -~

b) a<l|zl<1/a



Chapitre 7

Fonctions de transfert, Stabilité
et Transformées unilatérales

; 28 -3¢
Exercice 7.1 a) H(s) = 23 avec ROC={seC: o> -3}; h(t) =20(t) —6e~°"(1).
b) y() =(3e™3 —e ")I(D.

c) y(t)=-e"l.
d) y(t) pas défini car —5 ¢ ROCy,.

1
Exercice 7.2 a) H(s) = —————— avec 3 ROC possibles.
(s+2)(s—1)

b) (i) Systéme causal : ROC = {s€ C: 0 > 1} et k(1) = 3e’1(t) — 5 2'1(¢).
(ii) Systeme stable : ROC = {s € C: =2 < 0 < 1} et h(1) = S e®l(—1)— 3 2"1(2).
(iii) Systéme anti-causal :
ROC={se€C: 0 < -2} et h(t) = 5-e®l(—1) + e~ 2!1(-1).

Exercice 7.3 a) j(t)+5y(t) +6y(t) = 4u(t) + u(z).
b) h(t) = (2e"2' —e 3)I(1).
) y() =3 —e D).

, alors poles: z = letz= %; zéro : 0. Les trois

Exercice 7.4 a) H(z) = 2

(2= (z~3)
ROC possibles sont
(1)) ROCy ={z:]z] < %} : systeme anti-causal instable.
(ii) ROCy = {z:|z| > %} : systeme causal instable.
(iii) ROC3 = {z: % <|z| < %} : systeme non-causal stable.
b) Onutilise ROC; et hln] = —(1)"1(nl + (2)"1[n].
c) Onutilise ROCs et h[n] =—(3)"1[n] - (3)"1[-n-1].
d ylnl = (= (3)"+(3)")nl.

Exercice 7.5 a) instable.
b) stable.
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Exercice 7.6 a) a>0.
b) G(s) possede 2 poles.

Exercice 7.7 a) vrai.
b) faux (cf. celui ci-dessus).
c) faux (le second systeme a le méme temps de réponse).
d) vrai.

Exercice 7.8 Remarque. Pour donner lieu a des oscillations d’amplitude constante
pour une entrée échelon, l'oscillateur doit étre instable (présentant un pole en
+2007). <
Fonction de transfert : H(s) = §83’210-g§ .

Equation différentielle : j(£) + 2002 y(t) — % u(t)=0.

Bloc-diagramme::

200/1.5 — y(1)

ii(t o(t t
() +@ v(r) i v(r) i v(t)

2002

Exercice 7.9 h[n] réel, alors H(z) a coefficients réels. La propriété (iii) implique que
le nombre de poles est égal au nombre de zéros (avec leur multiplicité), a sa-
voir deux. Or, les zéros d'un polyndme a coefficients réels sont soit réels, soit
complexes conjugués. D’apres (v), le second pole se situe donc également sur le
cercle |z| =3/4. 11y a donc 2 ROC possibles :

ROC; ={z:|z| > 3/4} : systéme causal stable.
ROC, = {z:|z| < 3/4} : systéme anti-causal instable.
On parle de lim,_., H(2) ce qui indique que |'’on considére ROC;.
a) On choisit donc le systeme causal. Cela est compatible avec (ii); on a en
fait méme h[n] = 0 pour tout n < 0.
b) Le systeme correspondant a ROC; est stable.

Exercice 7.10 a) 3 systemes différents car 3 ROC possibles :
e Systeme anti-causal instable pour R(s) < —2;
e Systeme non-causal stable pour -2 < R(s) < 1;
e Systeme causal instable pour R(s) > 1.
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b) e Systéme anti-causal : supp(h) < (—o00,0] et |h(f)| croit exponentielle-
ment pour ¢ — —oo.
 Systeéme stable : supp(h) <R et |h(?)| décroit exponentiellement pour
[ — *oo0.
* Systéme causal : supp(h) < [0,+00) et |h(f)| croit exponentiellement
pour ¢ — +oo0.
) h(t) = Fel(-1) — 3e 2"1(0).

Exercice 7.11 Réponse impulsionnelle: h[n] = —%2"[I[—n -1]- %2_”H[n].
Graphe : minimum h[-1] = —% ; de part et d’autre du minimum, la valeur de h
est divisée par 2 pour chaque pas que I'on s’en éloigne.

Exercice 7.12 Points d’équilibre : cos(yp) = up.

Systeéme linéarisé : cos(yp)j(£) —sin(yo) ¥ = ugit + i.
ups+1

Fonction de transfert: H(s) = ———.
Up$s — sin(yo)

Exercice 7.13 @) h[nl =48[n]+8[n—1]+38[n—2]
hiplnl = —(0.5)"1[-n-1]
b) Graphes:

2.5

yfn

05¢
T -20r
o o a2 Py

S 34 @ 1]

-3 -2 - 0 1 2 3

-

-0.5"- =30" Tii)
c) Le premier systeme est stable, le second est instable.

Exercice 7.14 A=-1etB=2.
Equation différentielle entrée-sortie : j(¢) + 3y(t) +2y(t) = ii(f) + 4u(r).
Réponse impulsionnelle : h(f) = 8(£) + 5e~I(r) — 8e2!1(¢).
) 3 3e”°
Exercice 7.15 a) H(s) = 3
b) y(£)+ y(2) =3u(t).

avec ROC = C puisque supp(h) est borné.
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Exercice 7.16  a) h(r)=e '(1(t)-0(t—T)) implique que la graphe est exponentielle
décroissante entre 0 et T, nul ailleurs.

b) (@@

0, pour £ <0,
1-e7, pour0<t<T,
y)=<{1-e7T, pour T < t <3T,

e3T-'—e T, pour3T=<t=<4T,

0, pour t =4T.

(i) y(8) = Lreze DU - kT) -1t - (k+ 1) T)).

Exercice 7.17 a) H(s) = —e‘zs(
§s—2/3 s+2

2/3}
b) h(t) =—-1e 27P)(r-2) - 3e23072(r - 2)
= supprimer la branche exponentielle de gauche, superposer a la branche

1. .
> +£) avec ROC={se C: -2 < R(s) <

exponentielle de droite le prolongement de celle de gauche (avec un signe
négatif), qui décroit vers —oo.

Exercice 7.18 a) () Hi(z) =

z
.Zéro:z=0.Pole: z=1/2.ROC:|z|>1/2
z—1/2

. 1 1 )2 ( 1 )3 1+ 2221 +22)
() Ho(z) =1+—+|—| +|—| =
2z \2z 2z (22)3
z=-jl2,z=jl2.Pole: z=0.ROC: Cy.
4

.Zéros: z=-1/2,

(iii) Hz(z) =

172 Zéros: z=0 (4 fois). Péle: z=1/2.ROC: |z| > 1/2.
Z_

b) (@) ylnl-3yln—1]1=ulnl.
(i) ylnl=ulnl+iuln—11+Juln-2]+suln-3J.
(i) ylnl-1yln-11=uln+3l.
c) (i) stable et causal.
(ii) stable et causal.
(iii) stable mais non-causal.

Exercice 7.19 1l faut C; = C, et R; = R». Dans ce cas,
H(s) = ———.
RiCis+1

Exercice 7.20 a) faux.
b) vrai.
c) vrai.

Exercice 7.21 K= 3;wn =
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_&
. ]
Exercice 7.22 H(s) = .
B .Y ¥B o2 mg?
st+ (ﬁ + ]) L R

On démontre I'instabilité par le critere de Routh-Hurwitz.

Exercice 7.23 a) y[n] = %u[n] + %u[n — 1], alors le filtre fait la moyenne entre le
signal entrant actuel et le signal entrant précédent = passe-bas.
b) hin]=06[n]+308[n—-1]+208[n—-2]-0[n—-3]-08[n—4] et
hi[n) =46[n]+06[n—-1]-90[n-2]).
c) yIlnl=08[n]+48[n—-1]+58[n—-2]+8[n—-3]-28[n—-4]-8[n->5].

Exercice 7.24 a) H(s)= —— avec ROC = {s € C: R(s) > —1}.
(s+2)(s+1)

b) s(t) =(e t—e2H)I(1)
c) Le systeme est causal et stable.

Exercice 7.25 a) y(t) = u?(t) (parmi plein d’autres).
b) y(t) = u(t—-2) (parmi plein d’autres).
c) Méme critere que sur le systéme LTT habituel : les valeurs propres A; de A
doivent étre de norme inférieure a I'unité.

Exercice 7.26 La condition (iii) fournit la fonction de transfert

(22 =V2z+1)(A+B)z— (£ +4))

H(z) =
(z2-L)(z-Lz-1)

La condition (iii) implique la condition (ii), qui ne fournit donc pas d’informa-
tion. La condition (i) implique 8 A+ 5B = 4. La condition (iv) impose de compen-
ser un zéro et un pole de H(z). Comme A et B sont non-nuls, on doit compenser
le pole associé a %= ‘[ en choisissant (B A) = ‘/75 (A+ B). Ceci fournit

A= —23\/5 . B= 12+11;3\/§-

L'équation entrée-sortie est
(L 2yyip— 1y2 V2 i3] =
yinl— (G +S)yin-1+(F+ 5% )y[n 2] - 55yln-3l=

(22 yn) - (V2 + Duln =11+ (E2)uin-2] - (ER2)uln -3].

Exercice 7.27 H(s) = ———
§s24+3s+2
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L-p: a -q: a cp = a
4y hf’ y,/hi" 4y hi" 2yy/h}

b) (i) Impossible: H(s) = ; mi7a7i7z avec ROC, = {s € C: R(s) > —1/4}.

Donc, il n’est pas correct d’écrire y = H(—1)e™" car —1 ¢ ROCy,.
(i) y)=(e""*—e"2)1(1).

Exercice 7.28 a) m=

Exercice 7.29 a) Faux. Prenez le cas extréme h[n] = K pour tout n. Pour une en-
trée u[n] on ala sortie y[n] = Y.*% u[n] qui peut ne pas converger pour des
signaux bornés trés simples comme u[n] =[[n].

b) Vrai. En effet, la sortie correspondant a une entrée u[n] est alors une somme
finie (pondérée) de valeurs de u[n], de sorte que la sortie sera finie pour
toute entrée finie.

Exercice 7.30 a) Vrai.
b) Vrai.

Exercice 7.31 a) y(t) = u(t), alors h(t) = 8(t) et H(s) = s.

s—2 3 4
b) H(s) = —————avecROC={se C: -1 <R(s) <3}, alors h(t) = 3e""1(£)—
(s—3)(s+1)
1e3(-0).
c) H(s)= :I_—Sz avec ROC = {s € C: R(s) > —2} et h(t) = 38(¢) — 6e2!1(¢).

Exercice 7.32 On vérifie facilement les affirmations du point c) de I'exercice 2.1.

Exercice 7.33 a) Vrai.
b) Vrai: considérer le systeme

j(1) +400y(1) = 4ii(t) +400u(r).

c) Vrai.
, s+1
Exercice 7.34 a) H(s) = (_'_—2)2 Poles: s = -2 (double). Zéro: s=-1. ROC={s €
S
C: R(s) > -2}.

b) h(t)=(Q1- e ().
c) y(O)=(§+y+2B) e 1)+ (B— %) e " 1(r) + £1(n).

Exercice 7.35 a) h(t) =l(t)e” !
b) y() = 55"

1+jw
o) u(t) =eV3t
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Exercice 7.36 a) b1=0,by=9, a1 =2+ a), ap =2a, K =8a/9 ou a est un nombre
réel supérieur a 2.
b) Bloc-diagramme :

y(1)

°|g

v(1) v(t

@

u(t) —+o b

2+«

2a

T
c) Utilisant le signal auxiliaire habituel v(#) et x(¢) = [v(t) D(t)] on obtient

x(1) = x(1) + (1) u(t)

-2a —-(2+a)

Y0 =[8a-La? —@+a)i|xn+|%|um.

d) lim;_ ., y(t) = 0. En effet, le systeme est stable donc les conditions ini-
tiales n’auront pas d’effet. De plus, comme H(s) a un zéro a la fréquence de
la sinusoide d’entrée, celle-ci donnera lieu a une sortie nulle; il reste uni-
quement la perturbation survenant lors de I'allumage de la sinusoide en
t =0, qui n'aura pas d’effet a long terme puisque le systéme est stable.

Exercice 7.37 a) Non.
b) Pour yp =0, la transformée unilatérale de Laplace donne

S | 1 1, -
—Jo—3 6 3+)o
_ 2, 6 3 _
+2  s-1

Or, pour un systéme causal nous devons prendre R(s) > 1. On obtient donc

-2t

Y= (o= + e+ (h = +in) )10

< qs A |
qui diverge, saufsi yp = —3.
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c) Considérant y, # 0 on obtient

o1 1 1, -
—Jo—3 5 3t)Yo Yo
_ 2, 6 3 +
+2 s-1 S

et remplacant y, par la valeur —1/3 on obtient la sortie
y@) = (yo— 2+ e 2.

La valeur asymptotique vaut donc y;—.oo = Yo — %.

Exercice 7.38 a) Faux.
b) Faux.
c) Vrai.
d) Faux (la réponse impulsionnelle est déja un contre-exemple).

2 / i
Exercice 7.39 H(s) = mg/w sin(¢gs, 4)

sb+ mrw?sin?(¢3, 4)

Exercice 7.40 a) y[nl=0
b) ys[nl=sin(ZFn+%)
c) y3[n]=0



Chapitre 8

Diagrammes de Bode

Exercice 8.1

20log(IH(jw)I)

0dB[~ —

—40dB/déc.

—20dB/déc.

Exercice 8.2

201log(30

20log(IH(jw))

I
SIE]

L(H(jw))
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L(H(jw))

: : : ‘ } | @
0.2 04 0.8 20 40 80
Exercice 8.3 a) H(jw)= ;S;):gw
20log(|H(jw)])
2010g(§) —6dB/oct.
—6dB/oct.
: 1 * @
2 3 4
L(H(jw))
w

b) h(r) =32 +e 1))
c) (1) +63(1) +8y(r) =9u(t) +3u(1)
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Exercice 8.4 a) H(s) = ﬁ, pour R(s) > —1.

b)

20log(|H(jw))
Pic . . 9

0dB Pic: |H(jomax)| = 75 = 1, alors passe-bas.
—40dB/déc.

: w
1

) H(s) = ooy Pour R(s) > —1/2000. Méme diagramme en amplitude

que précédemment mais avec un pic ot |H (jwmay)| = 103, alors passe-bande
autourde w = 1.

Exercice 8.5 x,(t) = x(t—a), xp(t) = x(t + b), x.(t) = x(—1), x4(t) = x(—t —d).

Exercice 8.6 a) /
b) /

Exercice 8.7

20log(|H(jw)I) /(H(jw))

0dB —20dB/déc.
—40dB/déc.

% w
1 10

Gain statique : H(0) = 1.

Bande passante a —3dB: |H(jw_3dB)|2 =1 alors

2

®_3qp = \/% +/(128)% + 100 = 0.990.
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Exercice 8.8 a)

82 S
H;(s) = — i5+1 W+32(2m+1
=201 5 +1 Too 1
en choisissant {; et {»
(le diagramme de phase les considére <« 1).

=41
Hy(s) = 18
15+1

L(H; (jw)) L(H3(jw))
n/4
O—— 0
/A - - S
—3n/4
: : : : ) )
1 10 100 1000
b) Diviser H, (s) et Hy(s) par 10320 = /2,
Exercice 8.9
20log(|H(jw)) /(H(jw))
20log(20 —20dB/déc.
—40dB/déc.
— ) )

Gain statique : H(0) = 20.

Bande passante 2 —3dB : |H(jw_34p)|* = %‘”2, alors w_sqgp = \/41 (‘ /1 + % - ) =~
0.998.

Exercice 8.10 C = s F et R=100 Q.

Exercice 8.11 a)

20log(|Hy (jw) ) 20log(| Hz (jw)I)
X —20dB/déc.
~20logG0 -20dB/déc.  20dB 20dB/déc.
50 ¢ 10 1000 @
b) Hy(s) = _1000% (s410) choisissant { > 0.

$2+2000¢ s+10002



Exercice 8.12

20log(IH(jw))

20log(IH(jw)I)
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20log(IH(jw))

_ A 20dB/déc. _ 4
20dB/déc. ec 20dB/déc. 20dR — — —
0dB IOdBﬂ /\
0dB
w - 1 w 1 w
1 1 2 10 1
/(H(jw)) L(H(jw)) /(H(jw))
90~ — ﬂ
-90 0 0
_90 fffff
w - | w ‘ w
1 2 10 1
_1 _ Y/10(s+D _ $%+40.1s+1
Hy =5 Hp = (s/2+1)(s/10+1) H3 = s82+0.01ss+1

Un filtre analogique de fonction de transfert H3 permet d’extraire hors d’un si-
gnal une bande de fréquences restreinte autour de w = 1, par exemple pour sé-

lectionner une chaine de radio.

Exercice 8.13 a=1/4, b =1/24. K =1 avec I'approximation linéaire utilisée sur le
graphe. Sil’on suppose que le diagramme d’amplitude exact passe aussi par 0dB

_ : —_1
enw =1, on obtient K = Em 0.87557.



Chapitre 9

Transformeées de Fourier

2a

Exercice 9.1 a) Xi(jw) = 7=

b) XZ(J(U) - %e—alwl

Exercice 9.2 La transformée de Fourier de x(¢) n’existe pas.

Exercice 9.3  a) X(e)?) = e JN-Do/2sinie/)

) sin(w/2)
joy _ sin((2N;+1)w/2)
b) X(e") = sin(w/2)
. jwy _ sin(2.5w)
Exercice 9.4  a) X(e) = 1550
jwy _ sin(5w) jwy _ sin(7.5w)
b) Xa(@) = n et Xp(@) = Griisa)

2(1-cos(Thw))
lez

Exercice 9.5 X(jw) =
Exercice 9.6 x[n]=0[n]+06[n+1]-0[n+2]
Exercice 9.7 x(t)=+v12(e ! —e2)I(¢)
Exercice 9.8 x(t) =2|tle”"1(¢)
Exercice 9.9 a) /X(jw) =-w (a m pres)

b) X0)=7

0 272 X(jw) 2 e20 dg = 7n
Exercice 9.10 a) X" =6

b) /X(E?)=-2w (AT pres)
ion 12
0 ST, |45 )‘ dw =316m
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Exercice 9.11 a) x(t) peut étre n'importe quel signal impair et dont la dérivée est
nulle en ¢ = 0 (et dont la transformée de Fourier existe).
b) Peu importe le signal choisi, X(0) = 0.

Exercice 9.12 |/



Chapitre 10

Fenétrage temporel & fréquentiel
et Echantillonnage

Exercice 10.1 Le filtre introduit une distorsion lorsque a > ..
Exercice 10.2 w:.=2

Exercice 10.3 a) Lorsque T < wic :

Xp(jw)
1 1
T
=2 2 2
= —wc -+ e —W¢ We = S+ e
>
Lorsque T = e -
Xp(jw)
1 b
7@ T T T T T T T
%(1_ Twg) — """ T 7
N % ] % ] ] ] %
=2n — | o] | | L—/]— an
T —Wc —4n [ We T —Wc
T tWc ot 2n T
T c S -

b) Période maximale: T = wlc = ﬁ
Exercice 10.4 a) wy

b) 2(1)0

c) 3(1)0



Exercice 10.5 a) h(t) =2 %2€ Ajjyre du graphe : comme la fonction

b)

c)
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sm( 1)
wot mais

avec les zéros espaces de +_- et un maximum h(0) =
C

h(r) =2 % Allure du graphe : graphe du pointa) décalé de T vers

la gauche

h(r) = =2e SLF0 _ costwen=L Ajjyre du graphe : h(f) estimpai h
o, S w ure du graphe : h(t) estimpaire; son graphe

pour £ <0s obtlent donc a partir du graphe pour ¢ > 0 par symétrie. Se-
lon la seconde expression pour h(f), le graphe pour ¢ > 0 correspond a
une fonction cosinus négative dont I'amplitude varie comme 1 ; les maxi-
mas de la fonction cosinus négative se situent en ¢ = k ifc‘ (k= 1,2, ...)ou
h(t) = 0. La premiere expression pour h(f) montre que sa valeur tend éga-
lement vers 0 pour ¢ — 0.

Exercice 10.6 a) Y (&) = 3(X(e/) + X(e/@*™M))

b)

1l est possible de reconstruire x[7] a partir de y[n] si le support de X (el®)
se limite a un demi-cercle au plus. Dans le cas contraire, certaines parties
du spectre de x[n] sont superposées dans Y (e/*) ; lorsque I’on essaye de re-
construire x[n] a partir de y[n] malgré cette perte d'information, on assiste
au phénomene de repliement de spectre (aliasing).
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Annexe A

Transformées de Laplace et en 2

Les tableaux qui suivent reprennent quelques formules élémentaires concernant
les transformées de Laplace et en z. La plupart de ces formules peuvent étre retrou-
vées facilement a partir des définitions des transformées. Il peut cependant étre utile
de mémoriser les formules les plus fréquentes, surtout celles liées aux transformées
inverses. La consultation de ces tableaux sera interdite lors des évaluations (interroga-
tions ou examens).

A.1 Transformées bilatérales

A.1.1 Propriétés de la transformée de Laplace bilatérale

On considere les signaux x; (-) et x»(-) de transformées respectives X; et X, et les
régions de convergence associées ROC; et ROC;.

Propriété  Signal x(-) Transformée X ROC

Linéarité axi+bx, aX;+bX, ROC; nROC, € ROCx
Décalage temporel x1(t—1t) e S0X(s) ROCx =ROC;
Décalage fréquentiel e®lx, (1) Xy(s—sp) s€ ROCy si s — s € ROCy
Changement xian)  Xi(2) s€ROCy si £ € ROC;
d’échelle temporelle
Complexe conjugué X X5 ROCx =ROC;
Convolution x*xx X1Xo ROC; nROC,; € ROCx
Dérivée temporelle X1 sXj(s) ROC; cROCyx
Dérivée fréquentielle —tx1 () X ROCyx =ROC;
Intégration [ x(r)dr 1Xi(s) ROCx =ROC;,

temporelle év.N{se C: R(s) >0}
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A.1.2 Transformées de Laplace bilatérales élémentaires

Signal Transformée ROC
o) 1 C
e 1 R(s) >0
GO R(s) <0
L & R(s) >0
- & R(s) <0
e () = R(s)>—a
—e (-1 = R(s) < —a
cos(wo)I(t) szjw% R(s)>0
sin(wo 1)I(1) 52“;‘20(2) R(s) >0

A.1.3 Propriétés de la transformée en z bilatérale

On considere les signaux x; [-] et x»[:] de transformées respectives X; et X et les
régions de convergence associées ROC; et ROC;.

Propriété Signal x[] Transformée X ROC
Linéarité axi+bx, aX;+bX, ROC; nROC, € ROCx
Décalage temporel x1[n—ngl z7™X;(2) ROCx =RO(C,,
év. U{0} ou n{0}
Changement d’échelle Zxalnl X (%) z€ ROCy si zio € ROC,;
fréquentielle
Inversion temporelle xl-nl Xi(z™hH z€ROCy siz~! € ROC,
Dilatation temporelle X1 [%], nekz X, (25 z € ROCy si zF e ROC,
0, sinon
Complexe conjugué X X1 (2 ROCx = ROC;
Convolution Xx1xx2 X1Xo ROC; nROC, € ROCx
Dérivée fréquentielle —nxin] zX(2) ROCx =ROC;
Somme P xilkl = X1(2) ROCyx = ROC;,

év.N{zeC: |z|>1}
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A.1.4 Transformées en z bilatérales élémentaires

Signal Transformée ROC

o[n] 1 C
I[n] Zle lz| > 1
—[-n-1] zle |z <1
Sln-m] z7™ CsaufOsim>0
a"lln] %= lz| > |al
—a"ll-n-1 A |z| <lal
nalln] % |z| > |al
—na"ll-n-1] % |z <|lal
cos(@omllln] Wz 75
sin(won)l[n] sin(wo)2 lz| > 1

z2-2cos(wg)z+1

A.2 Transformées unilatérales

A.2.1 Propriétés de la transformée de Laplace unilatérale

On consideére les signaux x; (-) et x»(-) de transformées respectives X; et X,. Les
régions de convergence associées se situent toujours a droite du pole le plus a droite.
La notation x(0™) désigne la condition initiale de x comme sa valeur limite a gauche
ent=0.

Propriété Signal x() Transformée

Linéarité axi+bx, aXi+bX,
Décalage fréquentiel e®lx () Xi(s—sp)
Changement d’échelle temporelle x;(at), a>0 éXl (g)

Complexe conjugué T X5

Convolution X1 *xx2  X1Xo
(on suppose x1 () = x2(¢) =0 pour £ < 0)

Dérivée temporelle X1 sXi(8)—x1(07)
Dérivée fréquentielle —tx1 ()  Xi(s)

Intégration temporelle fot x1(r)dr %Xl (s)




A.2 Transformées unilatérales 146

A.2.2 Transformées de Laplace unilatérales élémentaires

Les transformées de Laplace unilatérales et bilatérales sont égales pour les signaux
qui s’annulent pour ¢ < 0. Les signaux non-singuliers en 0 et qui s’annulent pour ¢ >0
ont quant a eux une transformée de Laplace unilatérale nulle. Ces deux cas couvrent
tous les signaux élémentaires considérés dans le tableau des transformées de Laplace
bilatérales.

A.2.3 Propriétés de la transformée en z unilatérale

On considere les signaux x;[n] et xz[n] de transformées respectives X;(z) et X»(z).
Les régions de convergence associées sont toujours le complément dans le plan com-
plexe du cercle dont le rayon est égal a la norme du plus grand pole.

Propriété Signal x[-] Transformée

Linéarité ax1+bx, aX;+bX,
Retard unitaire xn-1 z7'X1(2)+x[-1]
Avance unitaire xi[n+1] zX;(z)—2zx110]
Changement d’échelle fréquentielle zgxl n] Xj (Z—ZO)

Dilatation temporelle X1, n€kZ  x, (k)

0, sinon
Complexe conjugué o X
Convolution X1 xx2 X1Xo
(on suppose x1[n] = xz[n] =0 pour n <0)
Dérivée fréquentielle —-nxin] zX;(2)
Somme Y, xilk] 1_2_1 X1 (2)

A.2.4 Transformées en z unilatérales élémentaires

Similairement aux transformées de Laplace, les transformées en z unilatérales et
bilatérales sont égales pour les signaux qui s’annulent pour n < 0. Les signaux qui
s’annulent pour n = 0 ont quant a eux une transformée de Laplace unilatérale nulle.
Ces deux cas couvrent tous les signaux élémentaires considérés dans le tableau des
transformées en z bilatérales.
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