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| Groupe, Anneau, champ

(A1) Closure under addition:
(A2) Associativity of addition:
(A3) Additve 1dentity:

(A4) Additive mverse.

Abelian group

(A5) Commutativity of addition:
M1) Closuse under multiplication:
M2) Associativity of multiplication:
M3) Distubutive laws:

Commutative ring

Field
Integral domain

(M4) Commutativity of multiplication:
(M53) Multiplicative identity

(M6) No zero drvisors:

(M7) Multiplicative inverse:

HaandbbelongtoS, thena +bisalsoin §
at+(b+c)=(atb)+cforalla bcmS
There 15 an element 0 1 R such that
a+0=0+a=aforallam§

For each a 1 § there is an element -g m §
suchthata + (1) = (-a) +a=0
atb=btaforalla bm§
Hfaandbbelong to S, thenab is alsoin §
a(be) = (ab)e foralla, b cin §
alb+c)=ab+acforalla,b,cm
(a+bje=ac+beforalla,bcmS
ab=haforalla, bin§

There is an element 1 in § such that
al=la=aforallain§

Ifa, binS andab =0, then enther
a=0o0rb=0

IfabelongstoSanda 0, these is an
clement ¢l 1n S such that aa! =ala =1
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| Exemples

= Groupe abelien
o L'ensemble des entiers (positif, négatif, et 0) sous
I'addition
o L’ensemble des nombres réels sous la multiplication
= Groupe cyclique
o Le groupe additif des entiers positifs est un groupe
cyclique infini généré par I'élément 1
= Anneau

o En respect avec I'addition et la multiplication, 'ensemble
des matrices n  @rée sur les réels est un anneau R
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| Exemples

= Anneau commutatif
o L'ensemble des entiers pairs (>0, <0, =0) sous les
opérations habituelles de I'addition et de la multiplication.
= Domaine d’intégration
o L'ensemble des entiers (>0, <0, =0) sous les opérations
habituelle de I'addition
= Champs

o Les nombres rationnels, les nombres réels, les nombres
complexes mais pas I'ensemble des nombres entiers
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| Champs finis de la forme GF(p)

= [ntérét : on peut montrer que I'ordre d’'un champ fini
(nombre d’éléments dans le champ) doit étre une
puissance d’'un nombre premier p" ou n est un
entier positif.

m Le champ fini d’'ordre p" est généralement écrit
GF(p").

= Pour n=1: GF(p)
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Arithmétique polynomiale et GF(2")

Arithmétique polynomiale

m On s'intéresse a la classe de

I'arithmétique

polynomiale dans laquelle l'arithmétique sur les
coefficients est effectuée modulo p (c-a-d dont les

coefficients sont dans Zp.
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Exemple d’arithmétique polynomiale

cext + 2
+ (P-x+1)
Fahlox 3
(a) Addition
cext + 2
x (- x+1)
2 +x? +2
—xt = - Ix
EaE +21
Esl +3rt- I+ 2

() Multiplication

¥ axt + 2
- (xX-x+1)
x? +x+1

(h) Subtraction

x+ 2

.rl—.r+lf‘(_r-‘+x'- + 2
Pt x

- x 4+ 2

Ix*-3Ir+ 2

x

{d) Division

¥oared+d +xsd
+( +x+l
L

(a} Addition

Fosr e +xsl

(¥ +x+l)

S R e T RS |
B A s S

F e e T

x10 S R |

(c) Multiplication

Arithmétique polynomiale pour GF(2)

P T TR
-2 +x+ D)

S L

(h) Subtraction

il
P+x+l/ﬂ e R S |
P T2
P? +rx+l
2 +x+l
(d) Division
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GCD pour l'arithmétique polynomiale

= Le polyndme c(x) est le gcd de a(x) et b(x) si
1. c(x) divise a(x) ET b(x)
2. Tout diviseur de a(x) ET b(x) est un diviseur de c(x)
= gcd[a(x),b(x)] est le polynbme de degré maximal
qui divise a(x) et b(x)
= L’équation d’égalité est conserveée :
gcd([a(x),b(x)] = ged[b(x), a(x) mod b(x)]

= On suppose que le degré de a(x) > degré b(x)
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Algorithme d’Euclide pour les polynbmes

D O~ WN PP

EUCLID[a(x),b(x)]

A + a(x); B(XX) «~ b))

. IF B(x) = 0 RETURN A(x) = gcd[a(x),b(x)]
- R(MXX) = A(X) mod B(x)

- A(X) « BX)

. B(X) + RX)

. GOTO 2
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Champs finis de la forme GF(2")

= Considérer I'ensemble S de tous les polyndmes de degré

A lou moins dans le champ Z, Il'y a un total de p"

différents polyndmes dans S. Avec la définition appropriée

des opérations arithmétiques, chaque ensemble S de ce

type est un champ fini. La définition comprend les éléments

suivants :

1. l'arithmétique suit les regles ordinaires de l'arithmétique polynomiale
en utilisant les regles de base de I'algébre

2. l'arithmétique sur les coefficients se fait modulo p. C'est-a-dire, nous
employons les regles de I'arithmétique pour le champ fini Z,.

3. si la multiplication résulte en un polyndme de degré plus grand que
n-1, alors le polyndme est réduit modulo un certain polynéme
irréductible m(x) de degré n. C'est-a-dire, que nous divisons par
m(x) et gardons le reste. Pour un polynéme f(x), le reste est exprimé
en tant r(x) = f(x) mod m(x).
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Algorithme d’Euclide pour GF(2")

EXTENDED EUCLID[m(x), b(x)]
[AL(X),A2(X),A3(X)] <« [1,0,m()];
[B1(x).B2(x),B3()] «+ [0.1.b(x)]

IF B3(x)=0 RETURN A3(x)=gcd[m(x),b(x)]; no inverse
IF B3(x)=1 RETURN B3(x)=gcd[m(x),b(x)]1;

B2(x) = b(x)™* mod m(x)

Q(x) = quotient of A3(x)/B3(x)

[T1(X),T2(x),T3(X)] + [AL(X)-Q(X)BL(x), A2(X)-
Q(x)B2(x), A3-Q(x)B3(x)]

[AL(x) ,A2(Xx) ,A3(x)]+[B1(x),B2(x),B3(x)]
[B1(x).B2(x),B3COTL[T1(X).T2(x), T3]

GOTO 2
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Euclide étendu pour GF(2")

Initialization | 2100 =1; A2 =0; A3 =+ + ¥ +x+ 1
Blix)=0;B2(1) = 1; Bi(x)=1"+1+1

Iterationl |QE)=x
Al(D)=0; A2(x)=1; A3(x) =x"+x+1
Bl()=1; B2 =1 B =x* + ¥ +22 41

Iteration2 |Q@E=r+xF+1
Al =L AA) =X, A3 =r + 2+ 2241
Bl() =+ 22+ 1;B2(0) =2 + 1; B3y =x

Iteration 3 |Q@E) =¥+ +x
Al =¥+x2+ AN =2+ 1 A3(r) =x
Bl(t)=x®+x2+x+1;B2(0) =17, Bi(x) =1

Iterationd | B30 =ged[7+x+ 1), (F+ ¥+ ¥ +x+1)]=1
B =(x"+x+ 1 mod (¥ +xd+ i x+ 1) =17
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Remarques

= L’'addition de 2 polynémes dans GF(2") correspond
a une opération XOR

B X *f(X) =
a (bghsb,bsb,b,b,0) sib,=0
a (bgbgb,bsb,b,b,0)®(00011011)  sib, =1
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