et, plus généralement, 18§ théoremes suivants, pour taue {0,1,...,n}:

{p/l7"'7p;{}}_A7

et donc, en particulie(= 0) le théoreme

A,

ce qui acheve la démonstration.

5 Logique prédicative : syntaxe et émantique

5.1 Introduction

Nous avons vu d’emblée que la principale limitation de Igidoe propositionnelle est
I'impossibilité de modéliser adéquatement des prdjmss “paramétriques”, dont la valeur de
vérité dépend de la signification de termes contenus apsoposition. Reconsidérons les
exemples suivants :

— Les entiers naturelsetz + 2 sont premiers.

— Il existe un naturet tel quez etx + 2 sont premiers.

— Il existe une infinité de nombres premiertels quer + 2 est aussi premier.

— Il fera beau a tel endroit, a tel instant.

— Il fera beau a Liege le 29 avril de I'an 2021.

— 24y =22

-4yt =20

— Il existe des entiers strictement positifsy, = tels quer? + y2 = 22.

— Il existe des entiers strictement positifsy, = tels quex® + y3 = 2°.

On observe d’abord que, faute de pouvoir analyser des pt@psparamétriques telles que
“Les entiers naturels etz + 2 sont premiers” et#2 + y? = 22", on ne peut pas non plus
analyser des propositions non paramétriques telles djegisite un naturel tel quex etz + 2
sont premiers” et “Il existe des entiers strictement pfssiti y, ~ tels quer? + % = 22”. En
effet, il est fréquent que des propositions non paraepéds admettent comme composants
(dans un sens a préciser) des propositions paramé&iridRens la mesure ou I'approche
compositionnelle semble incontournable, on voit que ladog propositionnelle ne pourra
pas a elle seule rendre compte des mécanismes de raisemnges mathématiciens.

En fait, méme les raisonnements courants impliqguent depogitions paramétriques
comme le montre I'exemple classique suivant :

— Tous les hommes sont mortels.

— Or, Socrate est un homme.

— Donc, Socrate est mortel.

On voit que la troisieme proposition est conséquenceylogides deux premieres, mais une
analyse purement propositionnelle ne rendra pas compte ftcNous avons donc besoin
d’'un langage formel plus riche que le calcul des propositioui permettra d’exprimer des
propriétés vraies pour certains individus pris dans wseeble, c’est-a-dire des relations.
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En mathématique, on définit umelation R d’arité n sur les ensemble®,, D,, ..., D,
comme un sous-ensemble du produit cartésierx D, x - - - x D,,. Voici a titre d’exemple la
description de quelques relations importantes de I'aétiue :

PPO(z,y) ={(x,y) € (NxN):z <y}
={(0,1),(0,2),(0,3),...,(1,2),(1,3),...,(2,3),...}
CARRE (z,y) = {(z,y) € Nx N) :y =27} = {(0,0),(1,1),(2,4),(3,9), .. .}
PR(x) = {x € N: z estun nombre premigr= {2,3,5,7,11,13,.. .}
Définitions.Soit D un ensembleR est unerelation d’arité n sur le domaineD si R est une
relation surD". Le prédicat R associé & est défini par

R(dy,...,d,) =V sietseulementsidi,...,d,) € R.

On aura donc

PPQ(0,1) =V, PPQ(8,4) =F, PPQ(3,6) =V, ...

CARRE(0,0) =V, CARRE(0,2) =F, CARRE(2,4) =V ...

PR(3)=V, PR(8)=F ...

On voit qu’'un prédicat est une proposition paramétriquaje pour certains éléments d’'un
domaine et fausse pour les autres.

Il faut souligner d’emblée que le principal apport du céldas prédicats ne sera pas
I'étude des formules paramétriques pour elles-mémess plutdt I'eétude de formules non
paramétriques dont certaines composantes sont parqoestr Pour prendre un exemple
célebre, la question de Fermat n’est pas de savoir si ftaufler

Byt =" ANz, y,z#0An>2 @)

est vraie pour des entierns y, z,n donnés, mais bien de savoir si, oui ou non, il existe un
qguadruplet d’entiers tel que la formule soit vraie. La premiquestion, du ressort du calcul
élementaire, est clairement paramétrique ; le faitZjue3?® = 35 # 64 = 43 établit clairement
que laformule est fausse pour le quadruges, 4, 3) mais ne détermine pas la valeur de vérité
pour le quadruplet12, 13, 14, 15) par exemple. En revanche, le fait que la formule

Jx,y,z,n €L +y" =2" AN x,y,2#0 A n> 2 2

soit fausse (ce fait a été — avec beaucoup de difficultéemalitré recemment) établit bien
gue la formule paramétrique précédente est fausse pasrlés quadruplets, et notamment
pour(12,13,14,15).

Remarquelnsistons sur le fait que la formule 1 est paramétriquedasgrand intérét) alors
que laformule 2 ne I'est pas ; il s’agit d’'une “honnéte” posjiion, qui ne peut étre que vraie ou
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fausse, indépendamment de tout conté&k@ela n’a pas empéché les mathématiciens d’'étudier
cette formule pendant plus de trois siecles.

Notre introduction a la logique des prédicats se limirbessentiel. On verra d’'abord
que l'interprétation d’'une formule prédicative, quéigg ou non, impliqgue un domaine de
référenceD et I'association, a chaque prédicat, d’'une relation suda@maine. Les constantes
individuelles et les variables libres s’interprétent es dléments dB. On peut aussi introduire
des constantes fonctionnelles, dont 'interprétatiaa sturellement une fonction qui, a tout
n-uplet d’éléements d®, associe un élement de.

On étudiera ensuite comment les procédures de décisimadiuites pour la logique
propositionnelle s’adaptent a la logique prédicativeysiverrons que ces techniques (tableaux
sémantiques de Beth et Hintikka, séquents de Gentzetgnsgs axiomatiques de Hilbert et
résolution de Davis, Putnam et Robinson) donnent lieusd'siemi-procédures” de décision.

5.2 Syntaxe du calcul des pdicats simplifie

Dans un premier temps, nous introduisons les prédicatsyddables et les constantes
individuelles, mais pas les fonctions.

5.2.1 Lexique, termes et formules

Soit

- P ={p,q,r,...},un ensemble de symboles arbitraires appsy@sboles de j@dicats
(chacun ayant une arité).
NB: Les propositions atomiques sont des symboles de predicite0.

- A = {a,a1,as,...,b,¢c,...}, un ensemble de symboles arbitraires appetdstantes
(ou constantes individuellgs
- X ={z,21,29,7,...,9, 2, ...}, un ensemble de symboles arbitraires appeesbles

(ouvariables individuelles

Un termeest une constante € .4 ou une variabler € X. Uneformule atomiqueou
un atome est une expressiop(ty, ..., t,), oup € P est un symbole prédicatif d’arite et
t1,...,t, sont des termes. Le conceptfodemuleest défini récursivement comme suit.

Une formule atomique est une formule.

true, falsesont des formules.

Si A et A, sontdes formules, alorsA;, (A1 VAy), (A1 AA), (A = Aj) et(A; = Ay)
sont des formules.

— Si A est une formule et une variable, alorgz A et 3z A sont des formules.

Comme dans le cadre propositionnel, on peut justifier I'siois de certaines parentheses
par des regles de précédence. Dans l'ordre décrojssaiatla négation et les quantificateurs,
puis la conjonction, la disjonction, I'implication et enfifequivalence. Par exemple, la
formuleVz((—3yp(z, y)) V (—Jyp(y, x))) peut se récrire plus simplementen(—3yp(z, y) Vv
—3Jyp(y,x)). Néanmoins, I'excés de concision peut nuire a la clabéns la suite, nous
utiliserons seulement le fait que la négation et les gtieateurs ont une précédence plus forte

5IA condition d’accorder aux symboles qui composent la foemelir signification mathématique habituelle.
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gue les connecteurs binaires. Notons aussi que, dans I€wgs fdrmule dont I'opérateur
principal est un connecteur binaire, il est d’usage d’oredéts parenthéses extérieutés.

5.2.2 Porée des quantificateurs, variable libre, variable lee

— La portée d’'une quantification (d’'un quantificateur, d’'une variableaqtifiee) est la
formule & laquelle la quantification s’applique. DansA ou dans3z A, la portée de
x (deVz) estA.5®

— Loccurrence de la variable dans la quantificatiodz ou 3z est ditequantifée

Toute occurrence dedans la portée d’'une quantification est dite

Une variable edtbre si elle n’est ni quantifiée, ni liée.

— Les portées de deux variablegt y sont disjointes ou I'une est incluse dans l'autre.

Ces notions existent aussi en programmation. Consid&e@snple suivant :

program Pri nci pal ;
var X i nt eger ;

procedure p;

var X i nt eger ;

begin x :=1; witeln(x + x) end;
procedure q;

var y : integer;

begin y :=1; witeln(x +y) end;

begin x :=5; p; q end

On remarque que les portées:dmcal et dey sont disjointes et incluses dans la portée de
x global. Dans la procédukg on se référe au global. De méme, dans

(+ x ((lambda (x) (+ x y)) X))

les premiere et derniére occurrencesxdgont libres, de méme que la varialjletandis que
les deuxieme et troisieme occurrencesd®nt liees. (On pourrait dire, plus justement, que la
deuxieme occurrence est “liante” et que la troisiemeiest)l

Ces notions apparaissent également en mathématiquetanment en algébre et en
analyse. Dans I'expression

Ciy = Z A By,

k=1

52Selon la syntaxe adoptée ici, les formules quantifiees®tniégations ne comportent pas de paire de
parenthéses extérieures.

53es parenthéses extérieures d’une formule dont le caeneprincipal est binaire peuvent &tre omises, mais
il n"en découle pas, poult =4 p(z) V g(x), que la portée d¥x dansvz p(z) V ¢(x) soitp(x) V g(z); cette
portée esp(x). La formulevz A doit s’écrireVzx (p(z) V ¢(x)).
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les variables et j sont libres, la variablé est liée>* Dans I'expression
y(@) = ylao) + [ F(ty(0)at,
0

la variablex est libre, la variable est liee.

La distinction entre variable libre et variable liée sé feir simple inspection de la formule
considérée. En revanche, la distinction entre constintariable libre est moins immédiate.
Le critere est qu’une variable libre est susceptiblerd’guantifiee (et de devenir liee), tandis
gu’une constante n’est jamais quantifiable. La distincserfait par le contexte, ou par des
conventions plus ou moins contraignantes et plus ou moiplcéxes. Dans la formule

S =7R?,

il est “naturel” de considérer comme la constante bien conndié4. .., parce que I'égalité
évoque la relation existant entre la surface d’un cercémetrayon. En revanche, I'égalité

V = hb?

évoque la relation entre le volume d’un parallélipip@dease carrée et ses dimensibesh ;
il sera alors tout aussi naturel de considéreomme une variable libre. La confusion provient
des libertés de notation que se permettent les mathéeratid_es deux formules ci-dessus
peuvent se récrire

VO € C[S(C) = =(R(C))Y,

et
VP € P[V(P) = h(P)(B(P))Y,

ce qui évite toute ambiguité. Notons cependant quegizaié mathématicien est moins laxiste
que le logicien. En analyse, on évitera d’écrire

y(@) = y(eo) + [ flay(a)de,
alors gu’en logique il n’est pas interdit d’écrire
P(x) AVzQ(x),

méme si nous préférerons
P(z) A VuQ(u).
Considérons quelques exemples.
1 @1 =a Vx(p(m,a) = Jx q(r)) .

On préférera éviter d'imbriquer plusieurs quantifioas sur la méme variable, sans
toutefois l'interdire. En fait, on verra que la séemantigleep, est exactement celle de

Yz (p(x, a) = Jy q(y)) ou encore d@y(p(y., a) = Iz q(z))

%selon le contexted, B, C etn sont des constantes ou des variables libres.
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2. g =q¢ JVZA.
Ici aussi, deux quantifications sursont imbriquées. La sémantique de est celle
de JyVz A, pour n'importe quelle variable; sans occurrence (libre) dans; la
guantification sug étant inutile, la formule équivautwér: A.

3. 3 =4es Y p(z,0) = Jrg(z).
Deux variables liees ont le méme nom, mais les portégsgipintes; il n'y a donc pas
de probleme.

4. @4 =g Ve p(z,0) = q(z).
Une variable libre et une variable liée ont le méme nar’est acceptable, mais il est
préférable deenommeia variable liée et d’écrire, par exemp¥é; p(y, a) = q(x).

5.2.3 Fermetures universelle et existentielle

Une formule esffermée ou closesi elle ne contient aucune variable libre. Lorsqu’une
formule A contient les variables libres, zs, . . ., z,,, on la notera aussi(z1, xa, . . ., x,,).

Sixzy, 29,. .., x, SOt toutes les variables libres d’'une formdle

— Va1V, - - - Vz,, A est lafermeture universellde A.

— Jry3xs - - - Jz, A est lafermeture existentiellde A.
Exemple.La fermeture universelle de la formup¢z) = ¢(x) estVz (p(z) = ¢(z)) et non
Vap(x) = q(z).

5.3 Smantique du calcul des pédicats

5.3.1 Interprétations

UneinterprétationZ est un triplet( D, I, I,,) tel que :
— D estun ensemble non vide, appdtEmaine d’interpétation;
— I. est une fonction qui associe
— atouteconstante:, un objet/.[a] appartenant &,
— a tout symbole prédicatjp (arité n), une relation (aritéx) sur D, c'est-a-dire une
fonction deD" dans{V,F};
— I, estune fonction qui associe a toute variablen éléement,[z| de D.
Voici quatre exemples d’interprétations pour la formutep(a, ) :

-7 = (N, I =<, ILJa = 0);
-1, = (N, I2c[P] =g, 12(;[0‘] = 1);
- I3 = (Z, Ifp] =<, Isfa] = 0);
- Iy = (S, lfpl =5, Iila] = N),

ou S est 'ensemble des mots sur un alphabet donng = w, signifie quew; est un
préfixe dews ; A représente le mot vide.

5.3.2 Regles d'interprétation

Des regles sémantiques, appeléegles d’interpétation permettent d’étendre une
interprétation a I'ensemble des formules. En fait, urterpprétationz = (D, I, I,) associe
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une valeur de vérité a toute formuleet associe un €lément de a tout termer. En ce qui
concerne les termes, on a
— Siz est une variable libre&[z] = I, [z].
— Sia est une constant&|a] = I [a].
En ce qui concerne les formules, on a
— Si p est un symbole prédicatif d'arité et si tq,...
Ip(tr,. .. . ta)) = LIP)ETH). . Tlta)-
— I[true] =V et Z[false] = F.
— Si A estune formule, alors A s'interprete comme dans le calcul des propositions,€’est
a-direZ[-A] =V siZ[A] = FetZ[-A] =F si Z[A] = V.
— Si A; et A, sont des formules, alofsd; V As), (A1 A As), (A1 = Ap), (A1 = A))
s'interprétent comme dans le calcul des propositions.
T[(A; A Ag)] vautV siZ[A,] =V etZ[A,] = V, et vautF sinon.
T[(A; V Ag)] vautV siZ[A;] = V ouZ[Ay] =V, et vautF sinon.
T[(A; = Ay)]vautV siZ[A;] = F ouZ[As] =V, et vautF sinon.
T[(A; = A,)] vautV siZ[A;] = Z[As], et vautF sinon.
Notation. SiZ = (Dq, I, I,,) est une interprétation, siest une variable et siest un élément
de D7, alorsZ,,, désigne l'interprétatioly = (Dg, J., J,) telle queDs = Dz, J. = I,
J,[z] = d etJ,[y] = I,[y] pour toute variable distincte dex.
— SiA estune formule et une variableZ[VxzA] vautV si 7, 4[A] = V pour tout élément
d de D, et vautF sinon.
— Si A est une formule et une variableZ[3zA] vautV si 7, ,4[A] = V pour au moins
un élément! de D, et vautF sinon.

,t, sont des termes, alors

5.3.3 Capture de variable

Les regles d'interprétation des quantifications sonf@aones a l'intuition traduite par les
noms des quantificateurs. Il faut quand méme souligner geints importants, que I'emploi
d’'un méme lexique pour les variables libres et les varmbées rend délicats :

— Lavaleur d&Z[Vz A(z)] ne dépend pas dgz].

— SiZVz A(z)] = V, alorsZ[A(t)] = V, pour tout terme ne donnant lieu &@ucune

capture de variable
ExempleSiVz 3y p(z,y) est vrai, alors leinstancesdy p(a, v), Iy p(z,y) ety p(z,y)
sont nécessairement vraies, mais l'instafkge(y,y) peut étre fausse. Dans cette
instance, I'occurrencg premier argument de a été capturée et est devenue liée.
Conclusion.On ne peut pas dire qu& p(y, y) est une instance licite déc 3y p(x, y) ;
on ne peut pas substitugra = dans3y p(z, y). Si on veut quand méme effectuer cette
substitution ou instantiation, on commencera par renonfenariable liée pour éviter la
capture On pourra dire, par exemple, gdep(y, z) est une instance (aprés renommage)
de Va 3y p(x,y), ou le résultat de la substitution (aprés renommage) @ex dans
Jyp(z,y).
On omettra souvent de rappeler que les instantiations stitutions donnant lieu a capture
sont interdites ... tout en signalant une fois pour touteslguphénomeéne de capture est a la
source de nombreuses erreurs'!
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5.3.4 Satisfaction, moéle

Une formule A est vraie pour une inter@tation Z ou A est satisfaite par une
interprétationZ ouZ est un modle deA siZ[A] = V. Cela se noté=7 A.
Remarque.On rencontre parfois I'écrituré = A, mais nous ne I'emploierons pas dans ce
cours, pour éviter tout risque de confusion avec I'éceifl = A, introduite au paragraphe
suivant.

Exemples.Soit A la formule Vz p(a,z). Les quatre interprétations introduites plus haut
attribuent 84 une valeur de vérité :

= Dg, =N, Ii[p] =<, LiJa] =0;0nafEg A.

— D7, =N, ILp] =<, La] =1;0nalz, A.

— Dy, =Z, Iz [p) =<, IiJa] =0 ;0onalg A.

— D7, =S8, ILi[p] =C, Isfa] = A;onalg A.
Définitions. Soit A une formule du calcul des prédicats.

— A estsatisfaisableou consistantesi A a au moins un modeéle.

— A estvalide(cela se noté= A) siZ[A] = V pour toute interprétatiofi.

— A estinsatisfaisableu inconsistansi A n'est pas satisfaisable, doncZ§i4] = F pour

toute interprétatiof.
— A estsimplement consistantei contingentesi A est consistante mais non valide.

Théoreme (dualig validitt — consistance)La formule A est valide si et seulement sid est
inconsistante.

Exemples.
— Vz p(a, x) est consistante mais non valide.
Dll = N7 [h[p] :S, ]16[0,} =0: ):Il A.
DIg = Z, Igc[p} :S, Igc[a] =0: l;'éjg A.
— Vzp(z) = p(a) est valide.
— Jzp(x) = p(a) est simplement consistante.
Remarque.Tout schéma propositionnel valide est aussi un schéraedigatif valide. Par
exemple, du schéma propositionnel valide A = A , on peut déduire-—(p A ¢) = (p A q),
mais aussi-—Vap(x) = Vap(z).

5.3.5 Quelques formules valides importantes

— (VzAAVaB) =Vz(A A B)

- (VzAVVzB) = Vz(AV B)
- Vz(A = B) = (VoA = VzB)
- Vz(A=B)= (VxA =VzB)

— Jz(AV B) = (3zAV 32B)
— Jz(AAB) = (3zA A 3zB)
— Jz(A= B) = (VzA = 3zB)

- VzA = —(Jz-A)
— VazA = dzA

— VaVyA = VyVz A
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— JdzIyA = JydzA

— dzVyA = Vydz A
On observera que le remplacement d’'une implication paegoé/alence produit, dans chaque
cas, une formule non valide. Considérons par exemple leleda formule3z(A A B) =
(3zA A JzB). 1l est évident, vu la régle sémantique se rapportariedistentielle, que,
si C = D est valide, alorslxC' = 3JzD est valide. En conséquence, les deux formules
Jz(A AN B) = JzA et Ix(A A B) = JxB sont valides. D'autre part, st = D et
C = FE sont vraies ou valides, alors = (D A E) est vraie ou valide. Il en découle que
Jx(A A B) = (3zA A JxB) estvalide.

Pour montrer que I'implication inverse (ou réciproque,cmnverse) n'est pas valide, il
suffit d’en donner un antimodéle. On prend pour domainesBenbleN ; A(x) estinterprété en
“z estpair’ etB(z) en “z estimpair”. La formuledz AA3x B est vraie : elle signifie qu'il existe
au moins un entier naturel pair, et au moins un entier natoggir. La formuledz(A A B) est
fausse : elle signifie qu’il existerait au moins un entieunekta la fois pair et impair.

Notons enfin que le passage des quantifications informelbegjaantifications formelles
(et réciproguement) est un exercice important, souveriefanais parfois délicat. Considérons
un exemple :

Toutes les licornes sont dangereuses, donc il existe unraéaangereuse.
Une modélisation hative telle que
VeLD(z) = JzLD(x)

pourrait laisser croire a la validité du raisonnemenbiinfel, ce qui serait incorrect. En
effet, les licornes n’existent pas; on peut donc les qualfans erreur de dangereuses (ou
d’inoffensives), mais on ne peut pas affirmer qu'il existe linorne, dangereuse ou non. Le
paradoxe apparent disparait si I'on utilise un modeélenfdrcorrect, a savoir

Vz[L(z) = D(x)] = Jz[L(z) A D(z)]
Cette derniere formule est consistante mais n’est padeali

5.3.6 Congquence logiquegquivalence logique

Définitions. SoitU un ensemble de formules et soiehet B deux formules.
— A est unecongquence logiquede U (cela se noté/ = A) si A est vrai dans tous les
modeles dé/.

Remarque.En pratique, I'ensembl& sera souvent un ensemble de formules fermées.

OnaalorsU = A sietseulementsi =Vz A.

— A et B sontlogiguemenéquivalentegcela se notel <« B) siZ[A] = Z[B] pour toutes
les interprétationg.

Comme dans le calcul des propositions, op-a4 si et seulement $l = A.

Théoreme. Une formule est valide si et seulement si sa fermeture usellerest valide ; une
formule est consistante si et seulement si sa fermeturteasislle est consistante.

Théoreme.Deux formulesA et B sont logiquement équivalentes si et seulement si la famul
A = B estvalide.

Remarque.Ces théoremes découlent immédiatement des défimitedrdes régles d'inter-
prétation. On notera que, si est la seule variable libre dé(z), alors A(z) et A(y) ne
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sont en général pas logiguement équivalentes, vaid(z) et Vy A(y) le sont. On évite
des complications sans perdre d’expressivité en cormitldes problemes de validité, de
consistance et de conséquence logique seulement pouoriesilés fermées. Lors de la
fermeture d’'une formule, I'ordre des quantifications n'a pdmportance (c’est pourguoi on
parle de “la” fermeture universelle ou existentielle d'doemule).

Théoreme de echange.Soit A une sous-formule d’'une formul@ et soitA’ une formule telle
queA «— A’. Soit B’ la formule résultant du remplacementd@ar A’ dansB. On aB « B'.
Démonstration.Comme dans le cas propositionnel, on procéde par industianturelle. Les
seuls cas inductifs nouveaux sont liés a la quantificafmur la quantification universelle, on
doit seulement montrer que 8i(z) < B'(z), on a aussVz B(z) < Vz B'(x), ce qui est
évident.

5.4 Le théoreme de compaci

Le théoreme de compacité subsiste en logique prédiatt un ensemble de formules est
consistant si et seulement si tous ses sous-ensemblesfibisonsistants. On peut prouver ce
résultat important en adaptant la preuve donnée danslite paopositionnel, mais nous verrons
un moyen plus rapide plus loin.
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6 Analyse des formules pedicatives

6.1 Meéthode simple pour formules simples

En logique propositionnelle, I'application directe degles sémantiques permet toujours
d'analyser une formule, c'est-a-dire de déterminer dé est valide, contingente ou
inconsistante. La méthode des tables de vérité cdseréette approche fondamentalement
simple. En logique prédicative, la situation est moinsofable parce qu'une formule
consistante admet souvent une infinite de modeéles tft&satits. Neéanmoins, si on accepte
certaines restrictions sur I'emploi des quantificateuegydroche sémantique directe reste
possible.

6.1.1 Formules sans quantification

Une formule sans quantification est une combinaison boakeee formules atomiques.
De telles formules peuvent s’analyser par la méthode déssae vérite, si on assimile tout
atome a une proposition élémentaire. Considéronsxzample la formuleb :

P(a,a) A =P(a,x) A Q(a,b) A (Q(a,a) = Pla,x)).

La formule ® comporte quatre atomes syntaxiquement distincts qui, fhe @’occurrence,
sont P(a,a), P(a,z), Q(a,b) et Q(a,a). La version propositionnellele ¢ s'obtient en
substituant uniformément a ces quatre atomes les priopusieléementaires distinctes, par
exemplep,, p2, p3 €tpy, respectivement, ce qui donne

p1 A p2 Aps A (pa = p2)

On note immédiatement les lemmes suivants :
Lemme 1Toute formule sans quantification admet une version préipasielle unique.
Lemme 2Si ® est une formule sans quantification, la version propogittla de—~® est la
négation de la version propositionnellede
Remarque.Deux formules sans quantification distinctes peuvent al&iméme version
propositionnelle.
Définition.Une formule sans quantification gstalide (resp.p-consistantep-contingente) si
sa version propositionnelle est valide (resp. consistaotingente).
ExempleLa formule® donnée plus haut egtcontingente, puisque sa version propositionnelle
est contingenté®
Lemme 3.Une formule sans quantification est valide (resp. condistazontingente) si et
seulement si elle egtvalide (respp-consistantep-contingente).
DémonstrationVu le lemme 2, il suffit de démontrer qu’une formule sans djfiaation
admet un modéle si et seulement si sa version propositieramet un modele.
La condition est AcessaireSoit I un modele deb. Linterprétation] attribue une valeur de
Vérité a chacun des atomes @eSoit J I'interprétation telle que/(p;,) est la valeur associée
par I au kieme atome de; 'interprétationJ est un modele de la version propositionnelle
ded.

55Cette version propositionnelle admet en fait un modélaigtzg anti-modeles.
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La condition est suffisant&oit J un modéle de la version propositionnelle®eOn construit
un modelel de ® comme suit. Le domaine d'interprétation se compose destantes et des
variables ded. La fonction d’interprétatiol applique chaque terme sur lui-méme. Il reste
a définirI(P), pour tout prédicatP intervenant dan®. Si P est, par exemple, d’arité 2, il
faut définir, vu le choix que nous avons fait par I(P(d;, ds)) pour tousd;,ds € D. On
distingue deux cas : $%(dy, do) est lekieme atome d@, on posel (P(dy, ds)) = J(pk), Sinon

on choisit (arbitrairement)( P(d, ds)) = V.

6.2 Meéthode des tableaux@mantiques

Dans le cadre prédicatif comme dans le cadre propositlpfmenéthode des tableaux
sémantiques consiste en une recherche systematiquedetas. Pour déterminer si la formule
A est valide, on recherche un modele-6lé¢ ; si un tel modéle n’existe pasl est valide; s'il
en existe (au moins) uM n’est pas valide. De plus, la méthode des tableaux séquettiest
analytique : elle réduit une formule a ses composantseens, les composants d’une formule
universellevz A(x) seront les formulesi(c), ou ¢ est n'importe quel terme; le composant
d’'une formule universell@x A(z) seralaformuled(a), oua est une constante inédite, appelée
parametre. Le traitement de la quantification étantcdélinous en illustrerons d'abord les
dangers. On se limite a I'étude des formules ferméesuca’gst pas une réelle restriction.

6.2.1 Quelques exemples
Exemple 1 (n#). Test de validité d&'z (p(r) = (](T)) = (V:z: p(x) = Vx q(T)> .

Dans le tableau 50, on a d'abord instanei&zq(z) (formule existentielle, équivalente a
Jz —q(x)), en—q(a). On a ensuite instancié les formules universeileg(z) etVz (p(x) =
q(z)) enp(a) etp(a) = g(a). Intuitivement, une existentielle sera instanciée ungestois
(par branche), en utilisant une constante spécifique ; atraice, une universelle pourra étre
instanciée plusieurs fois, au moyen de toutes les corstatisponibles. Pour rendre ceci
rigoureux, il faudra préciser les mots “pourra”, “spégife” et “disponible”.

Exemple 2 (incorrect ) Test de validite d&/z (p(x) v q(w)) N (vl» () V ¥z q(x)) .

Le tableau 51 montre simplement que sa racine n'admet pasodélena un élément. En
revanche, elle admet un modéle a deux éléments (ce dablé&au ne montre pas; il est donc
incorrect!) et la formule testée n’est donc pas valide. tabfgme est lié au choix de la méme
constantez dans l'instantiation de-Vz p(z) et de—Vxz ¢(z). Cette identité est abusive : le
fait que les formuleg(z) et ¢(x) admettent chacune des “contre-exemples” n’impliquent pas
gu’elles admettent des contre-exemples communs.

Exemple 2 (version corrige). Test de validité d&'x (p(z) V q(z)) = (Va p(x) V Vr g(z)).

On recommence donc la dérivation, en utilisant pour lesteriielles deux constantes
distinctesa et b. Cela implique naturellement que l'universelle soit insiée au moyen de
a etdeb. Le tableau de la figure 52 comporte une branche ouvertelgllagcorrespond un
modeleZ de la racine, tel qu&Zip(a)] = Z[g(b)] = VetZ[p(h)] = Z[q(a)] = F. Cette
interprétation montre que la formule testée n’est pasiedtf. fig. 52).
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— (Ve (p(z) = q(z)) = (Vep(z) = Ve q(z))) —(Vz (p(z) V () = (Vo p(z) VVz ()
! !
Va (p(x) = q(z)), ~ (Yo p(z) = Vo q(z)) Va (p(x) V q(x)) , — (Vo p(z) V Va q(z))
! !
vz (p(z) = q(z)) , Vo p(z), ~Vz q(z) Va (p(x) V q(x)) , =V p(x), "V g(x)
! !
Va (p(z) = Q(I, Vap(z), —q(a) Va (p(z) V q(x)) , ~Va p(z), ~q(a)
| 1
Vz (p(z) = (@), p(a), ~q(a) Vv (p(z) V q(x)), =p(b), —~q(a)
! 1
p(a) = qla), p(a), ~q(a) Va (p(z) V q(x)) 711(60 V q(a), ~p(b), ~q(a)
v N
—-p(a),p(a), 7q(a) q(a), p(a), —q(a) Vv (p(z) v q(x))/,p(b) \ q(b)\p(a) Vv q(a), =p(b), ~q(a)
X X
vV (p(z) V q(x)) . p(b), VY (p(z) V q(x)) , q(b)
Fic. 50 — Exemple 1 (naif) ; I'étape encadrée est fautive. p(a) V q(a), ~p(b), p(a) V q(a), =p(b), ~q(a)
—q(a) N
x Vo (p(x) V q(x), Vo (p(z)Vq(z)),
(Vo (p(z) V q(z)) = (Yo p(z) VVaq(z))) q(b), p(a), q(b), q(a),
! =p(b), ~q(a) =p(b), ~q(a)
Va (p(x) V q(x)) , ~ (Vo p(z) V Vo q(z)) O
!
Va (p(z) V q(x)) , =V p(x), "V g(2) Fic. 52 — Exemple 2, tableau correct.
!
Va (p(z) V q(x)) , ~Va p(z), =q(a)
se fasse au moyen de constantgdites appelées ausgiaranetres Cela n'exclut pas les
Vz (p(z) V q(x)), —p(a), ~q(a) formules & “petits” modeles : en I'absence du prédicacs d’egalité, si{a, b} par exemple
l est le domaine d’'un modele d& {a,ay,...,b,b,...} donnera aussi lieu & un modele, si les
p(a) V q(a), =p(a), ~q(a) a; etb; sont des “clones” de etb, c’est-a-dire tels que, o[a/a;] ety[b/b;] aient méme valeur
/ AN de vérite, pour toute formule.
p(a), =p(a), ~q(a) q(a), =p(a), ~q(a) L'exemple 3 montre que la construction d’un tableau sémaatpeut ne pas se terminer, en
X X particulier sila formule étudiée est consistante maasimet que des modeles infinis. On espere
néanmoins que la méthode permettra toujours de recoenas formules inconsistantes,
FiG. 51 — Exemple 2, tableau incorrect; I'étape encadréenesive. négations de formules valides.

L'exemple 4 indique enfin que cette inconsistance pouriaitepas reconnue si les régles
de décomposition n’étaient pas appliquées de man&geitable” ; il faut notamment se méfier

Exemple 3Test devady p(x, y) A Yae—p(z,z) AVaVyVz (p(x,y) Ap(y, 2) = p(z, 2)) . de la reglegérérative d’instantiation des universelles, qui peut s’appliquetéfiniment. On
Le tableau sémantique de la figure 53 est infini. Son uniqaredbie doit étre considérée comme  doit I'appliquer a toute constante introduite par la reglexdtaplification (sauf si la branche
ouverte car elle définit un modele (nécessairement Jrdimia formule testée. se ferme).

Exemple 4.Test de validité pour la formule . -

a3y ple,y) A Vap(e, ) AV2VYz (p(a,y) Aply. 2) = plx, 2)) A Ve (g(2) A—q(x)). 6.2.2 Regles de écomposition

Si, dans le tableau 54, on instanciait indéfinimgn8y p(z, y) , en négligeant a tort les autres Aux régles propositionnelles et 3 s'ajoutent les régles prédicativests.

formules, la branche ne se fermerait pas et serait infinie. os d I g
s . . . e — Regles de prolongation (t et de ramification (type&
Les exemples 1 et 2 suggerent que l'instantiation desemtisiles, ouexemplification g P g (type) (type)
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Vady p(x,y) A Vo-p(z,z) A VaVyVz (p(z,y) A ply, 2) = p(z, 2))
1
Vay p(x,y), Vo-p(z, ) AVaVyVz (p(z,y) A ply, 2) = p(z, 2))
1
VaIy p(x,y), Yo-p(z, 2), YaVyVz (p(z, y) A ply, 2) = plz, 2))
1
Vo3y p(,y), Jyplar,y),
Va—p(x, x), VaVyVz (p(z,y) A ply, 2) = p(w, 2))
i
vxayp(‘L7 y)7p(a17 0,2)7
Va—p(x, x), VoVyVz (p(z, y) A py, 2) = p(w, 2))
l
VaTy p(x,y), Iy plas, y), plar, az),
Va-p(z, z), VaVyVz (p(z, y) A ply, 2) = p(z, 2))

Vo3y p(z,y), plaz, as), p(as, as),
Va-p(z, x), VaVyVz (p(z, y) A ply, z) = p(z, 2))
!
Vo Iy p(x,y), plas, az), pas, as),
Va—p(x, z), ~plar, ar), VaVyVz (p(z, y) A p(y, 2) = p(x, 2))
!

FiG. 53 — Exemple 3, tableau infini.

VaTy p(x,y)
AVz=p(x,x) ANVaVyVz (p(z,y) A p(y, 2) = p(z, 2))
AVx (Q(l‘l) A =q(x))
Vady p(z,y),
Vr—p(z,z) AVaVyVz (p(z,y) A ply, 2) = p(z, 2))
AVz (Q(l’l) A —q(x))
VaJy p(z,y),
Va—p(z, z),VoVyVz (p(z,y) A ply, 2) = p(z, 2))
AVz (Q(xl) A =q(x))
VaTJy p(z,y),
Va—p(z, x), YaVyVz (p(z, y) Ap(y, 2) = p(z,2))
Va (Q(I)l/\ —q(z))
VaTJy p(z,y),
Va—p(, ), VoVyVz (p(z, y) Ap(y, 2) = p(z, 2)),
v (q(z) A =q(z)) , q(a) A —~q(a)

Vady p(z,y),
Va—p(z, z) AVeVyVz (p(z,y) Ap(y, 2) = p(z,2)),
Va (q(x) A —q(x)), q(a), ~q(a)

FIG. 54 — Exemple 4.

[ a  Joai]oas] L8[ b5]5]
AT NA A | A B,V B B, | B L L ,
(j vj2) ji XZ (1; A 52) é 52 Initialisation : une racine étiquetégA}.
(A, = Ay) | A1 | A, B, = B, | -B,| B, Etape inductive sélectionner une feuille non marquéesoit U (¢) son étiquette.
(A, < Ay) | AL | A, B, =B, | B, |-B, — SiU(¢) contient une paire complémentaire, alors mardusrmmefermée’ x’;
N . . — Si U(¢) ne contient que des littéraux (sans paire complémeitaters marquer’
— Regles @rératives (typey) et exemplatives (typ® commeouverte' ('
| 2l () | | g 6(a) — SiU(¢) n’est pas un ensemble de littéraux, sélectionner uneufteraand’ (¢) :

(constante: quelconque)

— si c'est unen-formule A, créer un nouveau ncedt) descendant d& et étiqueter’
avecU (') = (UO\{A}) U{ay, as};

— si c'est uneg-formule B, créer deux nouveaux nceudset ¢/, descendants dg
et étiqueter?’ avecU(¢') = (U(X)\ {B}) U {6} et étiqueter?” avecU(¢") =

Q
~

jﬂanﬂ(?) jﬁ% (constante: inédite) j;féfg) j}i’

Rappelons aussi la régle d’élimination des doubles th@yz

—~
S
=

6.2.3 Construction d’'un tableau €mantique ((_j(é)\{B}) U} , L
— si c'est uney-formule C, créer un nouveau ncedt] descendant dé et étiqueter”
On présente d'abord I'algorithme, qui est non déternbénipuis des restrictions & ce non- avecU(¢) = U(£) U {v(c)};
déterminisme ; ces restrictions sont nécessaires psurerda terminaison (dans certains cas) — si c’est une’-formule D, créer un nouveau nceutj descendant dé et étiqueter’
et la complétude. avecU(¢') = (U(£)\{D}) U {d(a)}, ola est une constanigui n'appardt pasdans

Algorithme de construction.
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U(¢).58
Terminais(or)t survient quand toutes les feuilles sont marquées.
Régles additionnelles de construction.
Le non-déterminisme de I'algorithme de constructionnvitnt
1. lors du choix du nceud a développer ;
2. lors du choix de la formule a décomposer dans ce nceud ;
3. lors du choix du termelors d’uney-réduction?’

Il faut adopter une stratégie qui garantisse les deux tiondisuivantes.

— Toute formule qui apparait sur une branche ouverte derkase voit appliquer une regle
de décomposition quelque part sur cette branche.

Autrement dit, toute formule décomposable est décomgas moins que la branche se
ferme.

— Pour toutey-formule A et toute constante qui apparaissent sur une branche ouverte,
une regle d'instantiation est appliquée a la formdlavec la constante quelque part
sur cette branche.

Toute constante apparaissant sur une branche est utidlisée moment donné pour
instancier lesy-formules sur cette branche, a moins qu’elle se ferme.

Un moyen simple et classique d'assurer le respect des comsli'équité est d’étiqueter
les nceuds par ddsstesde formules. Le(s) noeud(s) successeurs @st (sont) obtenus par
“décomposition” de la premiere formule de la lifén) non réduite & un littéral ; la lis® (n)
(etU(n"), s'il'y a lieu) est obtenue en supprimant &¢én) la formule traitée, et en ajoutant
en fin de liste le(s) “composant(s)” adéquats. Dans le aasedformule générative, la formule
supprimée en téte de liste est réinsérée en queuetde lis

Une autre méthode appropriée est la suivante. Lorsquigie générative est activée, on
construit immédiatement les instances correspondanitas les constantes introduites jusque
la dans la branche. De méme, quand une exemplificatioaiéstée qui provoque I'adjonction
dans la branche d’une constante inédite, on “réactive*4eéductions déja accomplies, pour
insérer les instances correspondant a cette nouvellstamie. Ceci nécessite une gestion
organisée de I'ensemble des constantes et des activdéaeégles génératives.

La stratégie n'est pas nécessaire pour obtenir I'ad@muamais elle I'est pour obtenir
la complétude. En effet, la stratégie ne vise qu'a évieereport définitif de réductions
susceptibles de fermer une branche. Le point est d'ailld&heat, puisque la construction
d’un tableau sémantique peut ne pas se terminer.

560n voit que cette constante n’apparait pas non plus datiguétte d’'un ancétre dg cette contrainte devrait
étre introduite explicitement si on convenait de ne pasine les litteraux étiquetant un nceud dans I'étiquette
de ses successeurs (convention que I'on adopte parfoisafiéger la construction). Dans ce cas, il convient de
préciser que la recherche de paires complémentairestsgafes toute la branche, et non seulement dans son
dernier nceud.

57Lors d’'uned-réduction, la constante choisie doit &tre inédite ; ofuaue le non-respect de cette condition
rendait la méthode inadéquate (exemple 1). En revanehehoix du nom de cette constante inédite est
clairement sans importance ; léséductions, au contraire dgsréductions, n’introduisent donc pas de vrai non-
déterminisme.
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Rappelons enfin que certaines regles de priorité permietteuvent d'accélérer la
construction du tableau. En particulier, on effectueranlegductions avant les-réductions,
pour limiter le nombre de branchements. On évitera d’mstx une~-formule par une
constante inédite (c’est inutile) sauf naturellementsdencas ou aucun&réduction n’a pu
etre effectuée. L'exemple 5 (fig. 55) illustre certainesogs regles. Il illustre aussi un point
délicat. La formulev/z3y r(z,y) = JyVzr(z,y), our est un prédicat binaire, est non valide ;
on en déduit naturellement que /&z, y) est une formule quelconque admettaet y comme
variables libres, la formulgxz3y R(x,y) = JyVa R(z, y) estgéreralemeninon valide. Pour
certains choix de?, la formule peut cependant étre valide ; c’est le cas notentisi R(z, y)
estp(z) = q(y).

(73w (ble) = atw) = ¥ o) = a(0)))

Va3y (p(z) = q(y)) 7lﬂ3y\79: (p(z) = q(y))
Va3y (p(e) = q(y)), ~vo (p(,,;)g q(c)), ~Iyvz (p(x) = q(y))
Va3y (p(z) = q(y)), ~(p(a) i q(c)), —3yvz (p(z) = q(y))
Va3y (p(z) = q(y)), pla), ?Q(C)-, —Jyva (p(z) = q(y))

VaIy (p(z) = q(y)), ~FyVz (p(@) = q(y))
3y (p(a) = q(y)), p(a), —q(c)
L
VaIy (p(z) = q(y)), ~IyVz (p(x) = q(y))
p(a) = q(b) l p(a), —q(c)
VaTy (p(z) = q(y)), ~Va (p(x) = q(b)), "Iy (p(r) = q(y))
p(a) = q(b) lp(a) , =q(c)
VaTy (p(z) = q(y)), Ve (p(z) = q(y))
—(p(d) = q(b)), p(a)ﬁ q(b), p(a), ~q(c)
VaIy (p(x) = q(y)), ~FyVz (p(=) = q(y))
p(d), =q(b), p(a) = q(b), p(a), —q(c)
7 N

VeJy (...), ~Jyva (...) VaIy (...), =Fyva(...)
p(d), =q(b), ~p(a), p(a)lﬂq(C) p(d)l, —q(b), q(b), p(a), ~q(c)
X X

FiG. 55— Exemple 5.
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. (way (0(@) A a(y)) = Fy¥z (p(z) A q<y>>)

VoJy (p(z) A q(y)) ,lﬂyw (p(z) A aly))
Vady (p(z) Aq(y)) . Jy (p(C)l/\ q(y)), Iz (p(z) Aq(y))
Vz3y (p(z) Aq(y))» (p(c) /\lq(a)), =3V (p(z) A aly))
Vady (p(z) Aa(y)), ple), g(a)) , =3y (p(x) A q(y))
VaJy (p(z) A q(y)) ,lﬂyvﬂ: (p(z) A aly))
p(e), q(a)), —Vz (p(z) A g(a))

1

VzIy (p(z) A q(y)), ~Fyvz (p(x) A qly))
p(c), q(a)), ~(p(d) A q(a))

!
Va3y (p(z) Aqly)), =3yVa (p(x) A q(y))
Jy (p(d) Aq(y)), p (f)l q(a)), ~(p(b) Ag(a
Yoy (p(x) Aq(y)), —~Fy¥a (p(z) A q(y))
(p(d) A q(d)), p(c), q(a)), ~(p(b) A q(a))

)

1
Va3y (p(x) Aq(y)), =3yva (p(z) Aqly))
p(b), q(d), p(c), qla), ~(p(b) A qla))
v N
VaIy (...), ~Iyvz(...) VaIy (...), "Fyvz(...)
p(b), q(d), plc), q(a), Jp(b) p(b) lq(d) p(e), q(a), —~q(a)
X X

FIG. 56 — Exemple 6.

6.2.4 Acequation de la nethode des tableaux @mantiques

Theoreme. Soit T'(A) un tableau sémantique dont la racine dstSi T'(A) est fermé&?
alors la formuleA est inconsistante.

RemarqueVu que tout sous-arbre d'un tableau fermé est aussi unaaliéemeé, on prouvera
un résultat apparemment plus fort, & savoir que les étigs de tous les nceuds (pas seulement
la racine) d’un tableau fermé sont inconsistantes.

DémonstrationOn prouve par induction sur la hautéudu nceud: dans7’(A) que I'étiquette
den est un ensemble inconsistant. Ce sera vrai en particuligr lpaacine de I'arbre, dont
I'etiquette est le singletofiA}.

S8c’est-a-dire si toutes les branchesTgd) sont fermées.
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— Cas de basdg, = 0 : le nceudn est une feuille, nécessairement fermée, doiia)
contient une paire complémentaire et est inconsistant.

— Cas inductifh > 0 : une reglen, 3, v oué a été utilisée pour créer le(s) descendant(s)
du noceudn. Les casa et 3 sont les mémes que dans la démonstration de la version
propositionnelle du théoréme. On considére succassEneles cas etd.

— Regley: n : {Vx A(z)} U Uy
1

n' o {Vx A(z), Ale)} UUy
U(n') est inconsistant par hypothése inductive, dbife) est inconsistant; en effet,
tout modéle dé/(n) serait aussi un modéle d&n’), ou s’étendrait immédiatement
en un tel modele, au cas ou la constanténterviendrait pas dank.

—Reégled: n: {JzAx)} Ul
!

n : {Aa)} Ul
ol a est une constante qui n'apparait pas déits). Si U(n) était consistant, il
existerait une interprétatiod = (D, [, I,) telle queZ[3z A(z)] = V, donc il
existeraitd € D tel queZ,q[A(z)] = V.
Définissons7 = (D, J., I,) avec.J. obtenu en étendaiit/, de sorte que/ [a] = d.
Alors, J[A(a)] = V et J[Uy] = Z[Uy] = V, donc J satisfait U(n'), une
contradiction.

6.2.5 Compktude de la neéthode des tableaux@mantiques

On abordera la complétude comme dans le cas propositionadh notion d’ensemble de
Hintikka.

Ensembles de Hintikka. Définition. Soit U un ensemble de formules fermées, (&t
I'ensemble des constantes individuelles ayant au moinsounerrence dan&. L'ensemble
U est unensemble de Hintikksi les cing conditions suivantes sont satisfaites :

1. SiA estune formule atomique, onag U ou—A ¢ U.

2. Sia € U estunen-formule, alorso; € U etay € U.

3. Sif € U estune3-formule, alors3; € U ou 3, € U.

4. Si~ est uney-formule, alors pour toui € Cyy on ay(a) € U.
5. Sid est une-formule, alors il existe € Cy; tel qued(a) € U.

Théoreme. Soit b une branche ouverte d’'un table@uconstruit en respectant les conditions
d’équité. L'ensemblé/ = | JU(n) est de Hintikka.

neb
Démonstration.La condition d’ouverture assure le respect parde la condition 1. Les
reglesa, 3, v et § permettent’insertion dansU des éléments requis par les conditions 2,
3, 4 et 5, respectivement. La stratégie de construétiposeque tout €lément ajoutable soit
effectivement ajouté.

590n est stir de pouvoir procéder a I'extension puisgest une constante inédite, telle glugz] n’existe pas.
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RemarqueLa brancheb peut étre infinie ; dans ce cas, elle est nécessairemesttewst elle
définit un modele infini.

Lemme de Hintikkalout ensemble de Hintikka est consistant.

Démonstration.Soit U un ensemble de Hintikka. Lenockle canoniqueZy = (D, I, I,)
associé &/ est défini comme suit :
— D ={a,b,...,} estl'ensemble des constantes apparaissant dans les ésraei/ ;
— On construit la fonction d'interprétatiaip comme suit :
— Pour toute constantec D, on posel.[d] = d.
— Pour tout symbole prédicatif (arité m) apparaissant dars, on pose
Llpl(I]a1], ..., I]an]) =V, sip(as,...,an) €U,
Llpl(I.Ja1], ..., IJan]) = F, si-p(ay,...,an) € U.
LIpl(I]ad], . . ., I.[an)) est arbitraire s{p(ay, ..., am), —p(ai, ...,an)} N U = 0.
— I, est quelconque, puisqu’il n’y a pas de variables libres.
Il reste & montrer que pour toute formule (fermé&ek U, on aZ[A] = V. Cela se fait par
induction sur la structure dé. (Exercice.)

Complétude. Comme dans le cas propositionnel, on peut montrer que si bieaia
sémantique (respectant la stratégie de constructiargwe®rt, alors la formule étiquetant la
racine est consistante. Un modele est le modele canodigiintikka associé a une branche
ouverte. On en déduit que di est une formule inconsistante, tout tabléga(4) (respectant
la stratégie de construction) est fermé. Rappelons cpres tk cadre prédicatif, une branche
peut étre infinie. Cependant, si on respecte la strat&g@dstruction, une branche infinie est
nécessairement ouverte.

Pour analyser une formule (ferméé) on peut construire les tableaux sémantiqtied)
etT(—A). SiT(A) est fermé (et donc fini)4 est inconsistant. SI'(—A) est fermé (et donc
fini), A est valide. Si'(A) etT'(—A) sont ouvertsA et —A sont simplement consistants.

Dans le cas propositionnel, I'analyse se termine toujddasis le cas prédicatif, I'analyse
peutne pas se terminer sl et =A sont simplement consistants. Cela n’a rien d’étonnant;
contrairement au calcul des propositions, le calcul dedipats n’est que semi-décidable.

6.3 Méthode des équents
6.3.1 Dualitt entre £quents et tableaux

Comme dans le cas propositionnel, on peut “par dualitéémibune dérivation de séquent
au départ d'un tableau sémantique.
Un exemple suffira & rappeler le procédé. La validitéad®imule

(Vo p(x) VVzq(x)) = Va (p(z) V q(z))

est demontrée par la méthode des tableaux (figure 57) gariscelle des séquents sans
antécédent (figure 58). D’une figure a l'autre, I'arbré etourné et chaque formule est
remplacée par son complément. Les feuilles ferméesedeent des séquents valides ou
axiomes les feuilles ouvertes deviennent des séquents non gatidéypotteses Dans les
tableaux sémantiques, les ensembles de formules sormnmiifg et la virgule a donc valeur

122

conjonctive. Dans les séquents, la virgule a valeur detjea quand elle se trouve a droite de

la fleche, dans le succédent. Un séquent peut aussi avaimtécédent, dans lequel la virgule a
valeur conjonctive. On ne change pas la sémantique dgues# en faisant passer I'une de ses
formules du succédent vers I'antécédent ou récipnomum, & condition de changer sa polarité.
Par exemple, les quatre séquents ci-dessous sont &ntwal

— A,-B B — A -A — -B -A,B —
- ((Vzp(z) vV Q(x)l) = Vz (p(x) V q(z)))
(Vzp(x) VVrq(x)), =V (p(z) V q(z))
/ \
Vo p(x), =V ip(r) Vq(x)) Vi g(x), ﬁvftl(p(w) Vq(z))
Va p(z), - (p(f) Vq(a)) v g(z), ﬁl(p(a) Vq(a))
Va p(x), ﬁp(al, —q(a) Vi q(x)lﬁp(a)-, —q(a)
Va p(x), p(a), —p(a), 7q(a) Vv q(x), q(a), ~p(a), ~q(a)
X X

FIG. 57 — Un tableau sémantique . ..

A A
— WV p(z), ~p(a), p(a), q(a) — WV g(x), ~q(a), p(a), (a)

— Vap(z),pla),q(a) — ~Vaq(z), pla), q(a)

— Vap(z), (p(a) V q(a)) — Vag(z), (pla) V ¢(a))

— =Vrp(z),Vx (p(z) V q(z)) — Wz q(z), Ve (p(z) V q(z))

— = (Vzp(z) VVzq(z)), Vo (p(z) v q(r))

— (Vzp(z) v Vrg(z)) = VY (p(z) Vq(z))

FIG. 58 — ... et la dérivation de séquent duale.

6.3.2 Regles du systme de Gentzen

Comme dans le cas propositionnel, un séquent est un axidmméme atome (variante :
la méme formule) apparait dans I'antécédent et dansdeéslent. En outre, les reglest 3
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A A
Vap(x),pla) — pla),q(a) Vrq(x),q(a) — p(a),q(a)

Vap(r) — pla),q(a) Vaq(z) — pla), q(a)

Vep(z) — (pla)Vq(a)) Vrg(z) — (p(a)V q(a))

Vap(z) — Vo (p(z)Vq(z)) Veg(e) — Ve (p(z)Vg(z))

(Vep(z) vVrq(r)) — Va(pr)Vq())

— (Vep(z) VVrq(e)) = Ve (pe) V q(z))

FiG. 59 — Dérivation, séquents avec antécédent.

sont les mémes que dans le cadre propositionnel. Nouslomspeeulement celles relatives a
I'implication.
— reglea :
UA— V,B
U -V, (A= DB)
—regleg:
U — VA UB —V
U (A=B) -V
On ajoute des regles génératives (réglest les regles d’exemplification (regléy pour
traiter les formules quantifiées :
— reglesy :
U — V, 3z Ax), Ac)

v U, Vx A(x), A(c) — V
’ U VxA(z) — V
— régless :
v U — V., Ala) sia N'apparait pas dans la conclusion
T U — V,VzAx) PP P -
3. U, Ala) = V si a n'apparait pas dans la conclusion.

U,z A(z) — V
La dérivation de la figure 58 (séquents sans antécédshtpprise dans le cadre général a
la figure 59. La figure 60 montre la dérivation relative a torenule importante. On voit a la
figure 61 comment I'analyse d’une formule non valide peutdeore a une séquence infinie.
La figure 62 illustre le danger du non-respect de la restrictittachée a la regle C'est cette
restriction qui empécherait ici la fermeture (incorréctea dérivation de la figure 62 montre
que la formule est vraie dans un domaine réduit a un éénsans mettre en évidence le fait
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— essentiel — que la méme formule est le plus souvent faumse th domaine comportant
plusieurs éléments.

A
Yyp(a,y),pla,b),p(a,a) — Frp(z,b),p(a,b)
(reglen, V)
Vyp(a,y),pla,a) — 3zp(x,b),p(a,b)
(reglen, V)
Yypla,y) — Jxp(z,b),pla,b)
(regley, 3)
Vypla,y) — Jxp(z,b)
(regled, V)
Vypla,y) — YyIop(x,y)
(regled, 3)
vy p(z,y) — VyIzp(z,y)
(reglea, =)
— Yy p(z,y) = Yy3zp(z,y)

FiG. 60 — Validité dedzVy p(x, y) = VyFe p(x,y) .

H?
V3, p(d,b) ,ple,c),plc,a) — 3Y, p(b, ), p(c, g), pla,b)
5
V3, 3z p(x,b), 3w p(x,c), plc,a) — 3V, Vyp(b,y), Yyp(c,y), p(a,b)
¥
Vy3z p(x,y),p(c,a) — JaVyp(z,y), p(a,b)
5
VyJep(z,y), e p(z,a) — JaVyp(e,y), Yypla,y)
¥
VyJep(z,y) — JavVyp(e,y)
o =
— YyJrp(z,y) = vy p(v,y)

FiG. 61 — Non-validité d&/y3x p(x, y) = JaVy p(z,y) .

6.3.3 Propriéetés du syséme de Gentzen

Adéquation et compgtude.Une formuleA est valide si et seulement si elle est racine d'une
dérivation de séquent finie dont toutes les feuilles sestakiomes.
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A
NVy3zp(x,y),pla,a) — IoVyp(z,y), pla,a)!!
ne
VyJrp(z,y), Jep(r,a) — JaVyp(z,y), Yypla,y)
¥
Vy3zp(a,y) — 3aVyp(z,y)
o=

— YyJrp(z,y) = FxVy p(z,y)

FIG. 62 — Dérivation incorrecte déy3z p(x,y) = JaVy p(z,y) .

Terminaison.L'obtention d’une dérivation adéquate exige le respamel stratégie équitable,
comme pour les tableaux sémantiques. Malgré cela, yapad’'une formule non valide peut
donner lieu & une dérivation infinie.

Analyticite. Une regle esanalytiquesi tous les composants (formules et sous-formules) des
prémisses apparaissent dans la conclusion. Les regéss sont analytiques. L'idée sous-
jacente est que la découverte de prémisse(s) apprépréae départ de la conclusion doit &tre
triviale. En ce sens, on peut considérer que les reglnt analytiques. Pour les reglesle
choix de la constante devient critique s'il peut étre effectué d’une infinité chanieres. Ce
sera le cas pour le calcul des prédicats avec symbolesdanets (pour l'instant¢ ne peut
étre qu’une constante individuelle).

Reéversibilie. Tout modéle des prémisses d’'une reégle (correcte) esi amsmodéle de sa
conclusion. Une regle eséversiblesi la réciproque est également vraie. Les regles et~
sont réversibles. Les reglésont “quasi réversibles” : tout modele de la conclusiout @re
étenduen un modéle de la prémisse. Dans tous les cas, la vatidité conclusion implique
celle de la ou des prémisse(s).

Remarque.La correction des reglesy n'est pas évidente; elle dépend crucialement de la
condition imposée a la constante

6.4 Syseme axiomatique de Hilbert
6.4.1 [Efinition du systtme

Le systeme formelH a déja été présenté dans sa version propositionreztdre ou il
présentait peu d’intérét, vu I'existence de procédute décision relativement efficaces. La
version prédicative, plus intéressante, est congited

— cingsckemas d’axiomes

lLEFA= (B=A)
2FA=B=0)=(A=B)= (A=0)

3. F(-B=-4)= (A= DB)

4. FVz A(z) = A(t) (sauf capture)

5. FVz (A= B(z)) = (A= VzB(z)) oux n'estpas libre dand
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— larégle d’inference Modus Ponens
HA FA=1B

FB
— larégle de @réralisation:
F A(x)

FVa A(x)
Remarque.La restriction relative & la capture est naturellementemtslle; l'instance
Va Iy p(z,y) = Jyp(y,y) ne peut pas étre un axiome, parce que ce n'est pas une formule
valide. De méme, l'instancer (p(x) = p(x)) = (p(x) = VY p(x)) du schéma 5 ne peut pas
étre un axiome.
Remarqued.’expression

A= (B=A)

est un schéma d’axiome ; cela implique, notamment, quehatfte

r=q9=(p=r)=@=9)

est un axiome. L'expression
F A= (B=A)

est une assertion ; cette assertion exprime 4ue- (B = A) est un (schéma de) théoreme,
c’est-a-dire, est dérivable dans le systeme de Hiltons enfin que les notions de preuve,
de dérivation et de théoréme sont les mémes que dandre peopositionnel.

6.4.2 Regle de @duction

La regle de déduction est une regle d'inference d@rjivdéja introduite dans le cadre
propositionnel :

UAF-B
UFA=1B

Cette regle reste correcte dans le cadre prédicatifnditon de respecter lors de son emploi
une restriction essentielle : dans la déductiomdepartir del/ U{ A}, on n'utilise pas la régle
de généralisation sur une variable ayant une occurréneedansA. Le non-respect de cette
restriction conduit aisément a des “théorémes” noideal Par exempley(z) + Va p(x) est
licite (il suffit de généralisep(x) F p(z))®° maisp(x) = Vz p(z) ne peut étre un théoreme
puisque ce n’est pas une formule valide.

Remarquell est préférable d'interdire les variables libres a ¢aa du symbole-, comme
d'ailleurs & gauche du symbadje. Cette restriction n’est pas réellement génante.

Pour justifier la regle de déduction, on doit montrer quetéoconclusion obtenue en
l'utilisant aurait pu aussi étre obtenue sans l'utilideans I'optique constructive que nous
adoptons, cette preuve sera fournie par une technique derston d’une dérivation du type
U, A+ B enune dérivation (nettement plus longueYde (A = B). Cela se fait en adaptant

59Dans certaines variantes du systéme axiomatique de Hitieegenre de dérivation indésirable est illicite, ce
qui est intéressant. Le systéme que nous présentorst iseanmoins plus simple, globalement.
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la technique donnée dans le cas propositionnel. Le seal p@licat est la conversion des
fragments du type
UAF C(x),
U A VaClx).
La conversion est
UF A= C(2),
Uk V(A= C(x)),
Uk V(A= C(x)) =
Uk A=VeCl(z).

La troisieme ligne n’est correcte quersi’intervient pas dang, d’ou la restriction concernant
I'emploi de la régle de généralisation dans les déiave.

(A= V2 C(x)),

6.4.3 Substitution uniforme,échange

Le principe de substitution uniformeste valable dans le cadre prédicatif. Cela revient a
dire qu’un théoreme propositionnel donne lieu a un shée théoreme. Par exemple,

p=(p=4q)

est un théoreme, donc

-A= (A= B)

est un schéma de théoréme, et

(Vo P(z) = Vy (R(y) = Q(2)))

est un théoreme. L'adaptation de la démonstration dergri logique propositionnelle est
immeédiate.

-V P(z) =

Larégle de [echangeeste valable aussi. Par exempledsi B est un théoréme et 6l est un
théoreme, toute formule obtenue en remplagant une @iplts occurrences dépar B dans
C' sera aussi un théoreme.

Exercice Justifier formellement les régles!

Mentionnons encore deux regles dérivées élémestaiggs utiles. Dans le cadre prédicatif,
on appelle souvertautologieune formule qui s’obtient par substitutions uniformes epatt
d’une tautologie propositionnelle. La regfopositionnelle(notée PC) affirme que toute
tautologie est un théoreme. C’est un corollaire imméde la propriété de complétude du
systeme de Hilbert propositionnel et du principe de stltgin uniforme (dans sa version
prédicative).

RemarquesVu la régle propositionnelle, on autorise dans la suitect@mecteurs/, A et=
jusqu’ici exclus. La justification “PC” couvrira la reglé aussi toutes les regles utilisables
dans le cadre propositionnel. On (ré)introduit aussi lengificateur existentiel, en admettant
que 3z ¢ est une variante notationnelle d&'z —¢ . La régle PC est souvent implicitement
couplée avec une version élémentaire de la regle dedigge. SiI'équivalencé = B est une
tautologie, on s’autorise a déduire immédiateniént B deU + A.
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6.4.4 Quelques @érivations

Théoreme.l- p(a) = Jz p(x)
Démonstration.

1. F Vzp(z) = —pla) (Axiome 4)
2. F pla) = —Vzp(x) (PC, 1)
3. F pla) = Jzp(z) (Définition 3)

Théoremet (A = Va C(z)) = Vo (A = C(x)), siz n'a pas d'occurrence libre dans
Démonstration.

A, A=VeClx) B Vo C(x)
A, A=VeClx) F C(x)
A=V C(z) F (A= C(x))
A=V C(z) F Ve (A= C(z)) (Généralisation, 3)
F(A=VeCx)) = Va (A= Cx)) (Déduction, 4)

RemarqueQuelle(s) étape(s) de la demonstration serai(en)itélis) si la restriction n'était
pas respectée ?

Théoreme.l- Vz (p(x) = ¢) = 3zp(z) =
Démonstration.

(Hypothese, MP)
(Axiome 4, 1)
(Déduction, 2)

arwNPE

q), siz n'apas doccurrence libre dags

1. Vx( () = q) + Vo (p(z) = q) (Hypothése)
2. Vz(p(z) = q) F VYo (=g = —p(x)) (PC, échange, 1)
3. Vr(p(x) = q) b ~q= Vr-p(z)) (Axiome 5, 2)
4. Va(p(z) = q) b Jrp(x) = q (PC,3, 3)
5. 37“27( 1) = q - Jx ( 1) = q (Hypothese)
6. Jrp(x) = qF —~q= Vae-p(z) (PC,3,5)
7. Jxp(z) = q F Ve (-g= —px)) (Théoréme, 6)
8. Jzp(x)=qF Va(p(z)=q) (PC,7)
9. FVa(p(z)=q) = Bxplx) =q) (Déduction, 4, 8)

RemarqueQuelle(s) étape(s) de la demonstration serai(en)ttélis) si la restriction n'était
pas respectée ?

Il est permis d'utiliser une existentiellé: p(x) en posant “soit: tel quep(x)”, ou “soit a

tel quep(a)”. La régle des constantésrmalise ce mode de raisonnement.

Théoreme. (Rgle C).Si U + Jzp(z), sixz n'a pas d'occurrence libre danset si on peut
établirU, p(z) F A sans généralisation suralorsU + A.

Démonstration.

1. Up(z) - A (Hypothese)
2. Uk plx)=A (Déduction, 1)
3. U F Va(p(z) = A) (Généralisation, 2)
4. Ut Jzp(z) = A (Théoréme)
5. U F Jzp(z) (Hypothese)
6. UF A (PC, 4, 5)

Remarquel’'usage de larégle C est soumis a deux restrictions inapbes, dont le non-respect
conduit naturellement & des erreurs.

129



1. Le “blocage” de la généralisation suest nécessaire ; il permet I'application de la regle
de déduction (ligne 2 de la demonstration). Négliger loedge permettrait de prouver
par exemplélz p(z) + Ve p(z). En posanyU = {Jzp(x)} et A = Va p(x), on aurait

1. 3zp(zr) F Jzp(x) (Hypothése)
2. FJxp(z),px) F px) (Hypothése)
3. Jzp(z),p(x) F Vop(x) (Généralisation)
4. Jxp(z) b Vep(x) (Regle C [usage incorrect])

2. Labsence d'occurrence libre de dans A permet d'utiliser le (méta)théoreme
Vz(p(z) = A) b (Jzp(x) = A) ala ligne 4 de la démonstration. Négliger cette
exigence permettrait aussi de prouvarp(z) = Vap(x). En posant cette foi§ =
{3z p(x)} et A = p(x), on aurait

1. Fzp(x) F zp(x)
2. Jzp(x),p(x) F plx)

3. Jzp(x) F plx)
4. Jzp(z) F Yap(z)

Remarque.Nous avons signalé qu’'un moyen simple et radical d'évies risques de
généralisation abusive était de proscrire toute végidbre a gauche du symbote L'emploi

de la regle C est une entorse temporaire a cette pratiqu@aBiculier, méme si ce n'est
pas formellement requis, I'ensemhbledes hypothéses devrait ne contenir que des formules
fermées.

(hypothese)

(hypothese)

(Régle C [usage incorrect])
(Généralisation)

La régle C n’est pas indispensable mais elle a le mériteedere plus intuitives certaines
preuves, et de formaliser une démarche frequente enematiitue. Observons par exemple
gu’une dérivation directe de

vy p(z,y) = Vy3ep(z,y)
peut étre laborieuse mais, d’apres la reg|el est suffisant de prouver

Yy pla,y) = Vy3ep(z,y)

ou encore de prouver

pla,y) = xp(z,y)
ce qui est évident.
RemarqueCertains auteurs utilisent la régle “naturelle”

U F Jzp(z)
U F p(a)

Cette regle a un sens intuitif clair : on donne un nom (it)&liun objet dont I'existence est
prouvée. Si on accepte cette regle (ce que nous ne faigmsgn doit nuancer le fait que,
en I'absence de variables librds,- A équivaut a = A. Dans le méme ordre d'idée, on
pourrait refuser (ce que nous ne faisons pas non plus) t@neraglisation de variable libre
présente dans une hypothése, et en fait se restreindieyaotheses sans variable libre. Cela

(a inédit)
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bloguerait une déduction du typér) - Va p(x). En fait, plusieurs variantes existent pour le
systeme de Hilbert, chacune ayant ses avantages et sagéngnts.

Remarque Unethéorie du premier ordreest définie par une collection d’axiomes utilisant un
lexique spécial, pouvant comporter des constantes thaidlies. Par exempl®y [z« i(z) = €]

est un axiome de la théorie des groupese¢ aiénote I'élément neutre. La constaatae sera
jamais “inédite” au sens ou ce mot est utilisé ici, mémelle n'a qu'une seule occurrence
dans les hypotheses d’une dérivation. En particuliéidéaivation”

1. Uk Vazxi(z)=¢] (hypothése)

2. Uk VyValz*i(z) =y (Généralisation 1)
est naturellement incorrecte ; elle illustre les dangermdégle “naturelle” que nous venons
d’évoquer.

6.4.5 Acdequation et compEtude du syséme de Hilbert

La preuve d’adéquation consiste, comme d’habitude, atreogue les axiomes sont des
formules valides, et que les regles d'inférence préswria validité. On a les résultats suivants.

Lemme.SoientA une formule,z une variable et un terme tels que l'instantiation:/¢] ne
provoque pas de capture de variable ddnalorsVz A = A[z/t] est une formule valide.

LemmeSi A et B sont des formules et siest une variable sans occurrence libre danalors
Vz (A = B(z)) = (A= Vz B(z)) estune formule valide.

LemmeSi A est une formule valide, alok& A est une formule valide.
Théoreme.Le systeme de Hilbert est adéquat.
Les demonstrations sont laissées au lecteur.

La technique de Kalmar, utilisée pour prouver la commlétdu systeme de Hilbert dans le
cadre propositionnel, n’est plus applicable dans le cargéigatif, puisque la notion de table
de vérité n’existe plus. L'idée de base de cette tectmiait de montrer que toute conclusion,
a laquelle la méthode des tables de vérité pouvait coadestait accessible a la méthode de
Hilbert. Cette idée reste valable ici, il suffit de prendreawtre point de départ et de montrer,
par exemple, que toute dérivation effectuée dans leeBystdes séquents de Gentzen peut
étre simulée dans le systeme de Hilbert. Concretenset#,implique de démontrer le lemme
suivant :

LemmeTout usage des regles 3, v etd dans le systeme de Gentzen peut étre simulé dans le
systeme de Hilbert.

DémonstrationNous considérons successivement une reglee regles, une régley et une
regled. Les autres régles sont laissées au lecteur.

Lemmen. La regle de Gentzen
— V, —\A7 B

— V,(A= B)
est simulée dans le systéeme de Hilbert par la regle

FWvVv-AVB
FWV (A= B)
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Lemmes. La regle de Gentzen

— VA — V,-B
— V,~(A= B)

est simulée dans le systeme de Hilbert par la regle

FWVA FWV-B
FW V(A= B)

Lemmey. La régle de Gentzen
— V. 3w Az), A(c)
— V, 3z A(x)

est simulée dans le systeme de Hilbert par la regle

F WV 3zA(z) v Ae)

F WV 3z Ax)
Démonstration.
1. F Va-A(z) = —-Ae) (Axiome 4)
2. F Vz-A(z) V —A(c) (PC1)
3. FVVVz-A(z) V -A(e) (PC2)
4. FV Vv 3IzAx) V -A(c) E)]
5. FV Vv 3zA(z) vV Ae) (Hypothése)
6. FV Vv IxA(x) (PC 4,5)
Lemme. La regle de Gentzen
— V., Aa)
— V,VzA(z)
est simulée dans le systeme de Hilbert par la regle
FW vV A(x)
FW Vv VzA(z)
Démonstration.
1. FVV A®) (Hypothese)
2. F -V = Ad) (PC1)

3. FVz(=V = Ax)) (Généralisation 2)
4. + -V = VzA(x) (Axiome 5, PC 4)
5. FV VVzA() (PC 4)

Corollaire. Le systeme de Hilbert est complet.

Corollaire. SiU et A sont sans variables libres ori/a- A si et seulement &i |= A.
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6.4.6 Preuve indirecte du tleoreme de compacit

On doit prouver que tout ensemble inconsistant admet unresasemble fini inconsistant ;
on peut se limiter aux ensembles de formules fermées. Bain ensemble inconsistant
de formules fermées, donc tel qié = A pour toute formuleA, et en particulier pour
A = =(p = p). Vu la complétude du systeme de Hilbert, ofva- A, donc il existe une
dérivation dont la derniére ligne ekt - A. Cette dérivation est nécessairement finie (par
définition) et ne peut donc évoquer qu’un nombre fini d’hy@ses. Ces hypotheses forment
un sous-ensemble fili de U, tel queV + A. Le systeme de Hilbert étant adéquat, on a
nécessairement = A, ce qui montre qué&” est inconsistant.

7 Logique prédicative avec fonctions
En mathématique, on rencontre souvent des formules du type
z>y = (z+1)>(@y+1),
ou encore, en notation préfixée,
> (z,y) = > (+(z,1),+(y, 1)) .

Ce sont des instances du schéma

p(x.y) = p(f(z,a), f(y,a)).

Il est naturel et utile de compléter le langage des présligar dessymboles fonctionnelgui
représenteront déenctionssur le domaine d’interprétation.
On introduit donc
- F={f,g9,h,...} : un ensemble de symboles arbitraires appsj@sboles fonctionnels
(chacun ayant une arité),
en plus desymboles pdicatifs desconstante®t desvariables

7.1 Syntaxe du calcul des pedicats

La syntaxe desermesest généralisée mais les regles syntaxiques défirtisssaformules
sont inchangées. Le conceptt@emeest défini récursivement :
— Unevariableest un terme.
— Uneconstanteest un terme.
— Si f est unsymbole fonctionndbritem) et sity, to, . . ., t,, Sont degermes
alorsf(ti,...,t,) estunterme.
Rien d’autre n’est un terme.

RemarquesLes constantes sont des symboles fonctionnels d’arité@etine estloss'il ne
contient aucune variable.

Exemples de termes
a x fla,z) g(f(a)) flg(x h(y))) -
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Exemples de formules atomiques

pa,b) p(z, fla,x)) p(fa,b), f(g9(x), 9(x))) .

7.2 Smantique du calcul des pédicats

UneinterprétationZ est un triplet( D, I., ) tel que
— D estun ensemble non vide, appdtémaine d’interpétation;
— I, est une fonction qui associe
— atouteconstantes, un objet/.[a] appartenant &,
— atoutsymbole fonctionnef d’arité m, une fonction/.[f] de D™ dansD ;
— a tout symbole prédicatjy d'arité n, un prédicat d'aritén sur D, c'est-a-dire une
fonctionI.[p] de D™ dans{V,F};
— I, est une fonction qui associe a toute variablen élement,[z] de D.

Les regles d'interprétation permettent d’associer ujetadle D a chaque terme et une valeur
de vérité & chaque formule. Sdit= (D, I, I,) une interprétation. On a
— Six est une variable libre, alofx] = I,[z].
— Sia est une constante, alaf$a] = I.[a].
— Si f est un symbole fonctionnel d’arité et sit, ts, . . ., t,,, Sont des termes,
alorsz[f(tl,tg, RN tm)] = Ic[f](I[tﬂI[tg], A ,I[tm])
Les regles d’interprétation des formules sont inchasgé
Exemple La formule
va¥y (p(z,y) = p(f(x.a). f(y.0)))
est satisfaite par l'interprétation
= (Zvlculv) : Ic[a] =1, Ic{.ﬂ =+, Ic[p] =
mais pas par l'interprétation
I, = (Zvjculv) : Ic[a] = -1, IC[f] =%, Ic[p] = >.

IN

7.3 Formes normales

Nous avons vu au paragraphe 3.6.1 I'intérét de définifal®ses normales, ou canoniques,
pour les formules et les objets formels en général. Lesnstde formes normales disjonctives
et conjonctives se sont révélées fructueuses en logigppositionnelle et il en ira de méme en
logique prédicative.

On peut raisonnablement espérer que les notions propaséiles continuent a s’étendre
au cadre prédicatif, moyennant quelgues restrictions wlqges complications liees
notamment a la quantification. Par rapport a celle-ci, ewtpenvisager deux types de
normalisation. D’'une part, on peut s’efforcer de restregnid quantification a des formules
aussi “simples” que possible, et montrer que toute formale pe ramener a une combinaison
booléenne de formules quantifiees “simples”. On peut tdeapart imposer que la portée
des quantifications soit toujours maximale, et que tout atewit dans la portée de toutes
les quantifications présentes dans la formule. Il n’estéadent a priori de savoir s'il est
préférable de minimiser ou de maximiser la portée desiifiGations. L'étude qui suit montre
gue les deux techniques ont leur utilité.
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7.3.1 Lois de passage

Si on envisage de modifier la portée d’'une quantificatiors sdtérer la sémantique de la
formule concernée, il faut connaitre les relations exiséntre les quantifications et les atomes,
entre les quantifications et les connecteurs et entre latifjoations entre elles.

Si ® est un atome ne comportant pas la variableu, plus généralement, une formule
ne comportant pas d’occurrence libre dealors les trois formule®, Vz ® et 3z ® sont
logiguement équivalentes. Concrétement, cela signifestqute quantification portant sur une
formule ne comportant pas d’occurrence libre de la varigbientifiee est superflue et donc,
en pratique, supprimée. Une formule telle quevy 3z P(z,y) peut donc se simplifier en
Vy 3z P(z,y); la formuleVz A(z,y) se simplifie enA(z, y) maisVz A(x, y) ne se simplifie
pas.

Les formules valides introduites au paragraphe 5.3.5 toast un bon point de départ
pour déterminer les relations entre quantificateurs etecteurs. Un raisonnement sémantique
direct permet de vérifier les équivalences logiques suids concernant les connecteurs de
négation, de conjonction et de disjonction :

VP « -dzd - — Vzd
Ve (P AV) o YVed AVzVY |Tz(PV VYY) < JzdvVv IV
Ve (P VE) < VzdVE W (P AZ) < JxdAE

Dans ce tableau,
® et ¥ désignent des formules quelconques,
= désigne une formule sans occurrence libre:de

On dit parfois que la quantification universelle distribuee donjonction et que la
quantification existentielle distribue la disjonction.dRalons, comme cela a été mentionné
au paragraphe 5.3.5, que la formisle(® v ) est en général strictement plus faible que la
formuleVz ® v Vz ¥, tandis que la formulgz (& A W) est en général strictement plus forte
que la formuledz @ A 3z ¥.%1 Notons enfin que, I'implication étant de nature disjonetion
a aussi

|32 (@ = V) & Vad® = V|

7.3.2 Forme pure

Une formule® est pure si toute sous-formule dé se trouvant dans la portée d’'une
quantification sur une variable comporte une occurrence libre de Les lois de passage
permettent de réduire une formule quelconque a la forme, @est-a-dire de construire une
forme pure qui soit logiquement équivalente a la formalgale.

61Tout nombre naturel est pair ou impair, mais tous les nagurelsont pas pairs, et tous les naturels ne sont
pas impairs; de la méme maniéere, il n’existe pas de noméel simultanément pair et impair, mais il existe
des naturels pairs et des naturels impairs.
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7.3.3 Forme penexe

Une formule est eforme pénexesi elle est de la forme

lel e ann M
préfixe  matrice

ou chaque); désigne soit, soit3, pouri = 1,...,n et ou lamatrice M est une formule sans
quantification. La portée du préfixe doit étre la matrimattentiere.

Remarque.On peut supposer (sans restriction) que seules les vasiaplearaissant (libres)
dans la matrice sont quantifiees dans le préfixe.

Théoreme. Pour toute formule du calcul des prédicats, il existe (aunsjoune formule en
forme prénexe qui lui est équivalente.

7.3.4 Reductiona la forme prénexe

Exemple Va (p(z) A =IyVa— (—q(z,y) = Vzr(a,z,y))).

1. Eliminer tous les connecteurs autres gue/, A.
Ex.:Vz (p(z) A =3yVz— (m—q(z,y) VVzr(a, z,y))).

2. Renommer des variables liées (si nécessaire) de meahiée qu’aucune variable n’ait
simultanément des occurrences libres et liees dans faulerou une de ses sous-
formules.

Ex.:Vz (p(z) A =FyVu— (-—q(u, y) V Vz r(a, u,y))).

3. Supprimer les quantifications dont la portée ne conpastla variable quantifiée.
Ex.:Vz (p(x) A ~FyVu—- (——q(u,y) V r(a, u, y))).

4. Propager les occurrences-deers l'intérieur et éliminer les doubles négations.

—VzA — Jz—-A,
—JzA — Va-A,

Ex.: Vz (p(z) A VyTu (q(u, y) V r(a, u,y))).
5. Propager les quantifications vers |'extérieur.

VA AVYxB — Vz(A N B)

siz n'a pas d’occurrence dari$:
Ve ANB — Vz(AAB)
VAV B — Vxz(AV B)

JxAV IzB — Jz(AV B)

AV B — Jz(AV B)
2 AAB — Jx(AAB)

Renommer si nécessaire :
Jep(r) AV q(r) — Jop(z) AVyqly) — 3xVy (p() Aq(y))-
Ex.: VaVy3Ju (p(x) A (q(u,y) V r(a, u, y))).
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7.3.5 Forme de Skolem

Certaines définitions du cadre propositionnel resterathlak dans le cadre prédicatif.

— Unlittéral est un atome ou la négation d’un atome.

— Uneclause(un cubg est une disjonction (une conjonction) de littéraux.

— Uneforme conjonctive (disjonctive) normadst une conjonction (disjonction) de clauses
(de cubes).

— Une forme prénexe esbnjonctive(disjonctive si sa matrice est en forme conjonctive
(disjonctive) normale.

Une forme de Skolenast une forme prénexe sans quantifications existentidld@sute

forme prénexe, oassocieune forme de Skolem au moyen de I'algorithme suivant.

Pour chaque quantification existentielle se trouvant dans la portée de> 0 quantifications
universellesXz; - - - Vxy),

1. remplacer chaque occurrence dedans la matrice palf(zi,...,zx) oU f est un
nouveawsymbole fonctionnel d’'arité (k = 0 n’est pas exclu).

2. supprimer la quantificatiofz.

Exemples
= Vavy3Iu (q(u,y) = r(a,u,y, 2))
se transforme en
VaVy (q(f(z,y),y) = r(a, f(z,9).y,2)).
— VeFuVoIwVaVy3z M (u, v, w, z,y, 2)
se simplifie en
FuVvIwVaVyIz M (u,v,w, x,y, z)
qui se transforme en
YovaVy M (a,v, f(v),z,y, g(v, z,y)).

Laformule A =, VaVy3ulq(u,y) = r(a,u,y,z)] affirme I'existence d’'un certain,
dépendant de et y, tel que la formuleg(u,y) = r(a,u,y,2) Soit vraie. Le passage a la
forme de Skolem associé&g, consiste simplement@ommercew ; le nom f(z, y) rappelle la
dépendance. Le symbofereprésente uninction de choix
Remarquell n’est pas indispensable de passer par la forme prénaexegibenir une forme de
Skolem. Il suffit de reconnaitre les quantificatis@mantiquemeregxistentielles et de nommer
I'objet dont I'existence est assertée. Par exemple,

F2Va (p(z) = —~Vy [a(z,y) = p(2)])
devient Va (p(x) = ~[q(z, f(2)) = p(a)))

Motivation. Pour déterminer la consistance d'une formule quelconquilesuffira d’étudier la
consistance de la forme de Skolem associée a une formex@égiquement équivalente-a
On rappelle aussi qu'une formule est consistante si et seulesi sa fermeture existentielle
est consistante.

Théoreme de Skolenia forme de Skolent 4 associée a la forme prénexdeest consistante si
et seulement sil est consistante.

La démonstration n’est pas difficile mais les notationd sgmrdes. Un exemple simple suffira
a illustrer les points essentiels : tout modeletjeest un modele del, et tout modele del
s’étenden un modele dé€ 4 si on donne une interprétation adéquate aux symbolesaler8k
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Exemple.Soit A : Va3y p(x,y) etSa : Ve p(z, f(z)).

On se donne d’abord un modeéle desoitZ = ({1,2}, I, I,), ou I.[p] est vrai pour(1,1),
(1,2) et(2,1), et faux pour(2, 2).

On obtient un modeley = ({1,2}, J., J,) de S, en étendant,. en J.; J.[f] appliquera
naturellement 1 sur 1 ou 2 (au choix) et 2 sur 1 (obligatoirgine

La semantique de garantit la possibilité de construire la fonctidy /] (totale surD).

Réciproquement, on peut obterlira partir deJ en “oubliant” J.[f]. La totalité de.J.[f]
garantit le respect de la semantiquedde
Onakz A, =7 Aetls Sa, mais pag=z Sa (Z n'est pas une interprétation pastig).

RemarquePeut-on dire qu'une forme prénexk est valide si et seulement si la forme de
Skolem associég, est valide ? Peut-on dire queet S, sont logiquement équivalentes ?

7.3.6 Forme clausale

Une formule est diten forme clausalsi elle est en forme de Skolem et si la matrice est en
forme conjonctive normale.

Exemple de mise en forme clausale.
— JaVy p(z,y) = Yy p(z,y)
= vy p(z,y) V Vy3ep(z,y)
= VaTy-p(z,y) vV Vy3zp(z, y)
— VaIy—p(x,y) VVwIz p(z,w)
= VoIyVw3z (-p(z,y) V p(z, w))
= VaVw (=p(z, f(2)) V p(g(z, w), w))
Remarque.Lorsqu’une formule est en forme de Skolem, on omet souveptééxe (si I'on

peut distinguer les constantes des variables). Dans ceiicagprmule en forme clausale est
simplement un ensemble de clauses; la formule

Vo Vy Yz [(p(z,y) V —q(a) A

est représentée par 'ensemble

{p(x,y) vV —q(a),

(q(x) vV =r(b, 2))]

q(z) vV —r(b,z) }
équivalent a 'ensemble

{p(z,y) vV —qla), q(u) vV -r(bv)}.

7.4 Théorie de Herbrand

Idée: Définir un ensemble d’interprétations canoniques $etjee si une formule en
forme de Skolem est consistante, alors elle a au moins uel@cdnonique.

Les interprétations canoniques, ditesHerbrand sont basées sur un domaine particulier,
le domaine de Herbrandu I'univers de HerbrandTout terme clos (construit avec le lexique
dey) doit &tre interprété en une valeur d’'un domaihd_e domaine générique sera simplement
I'ensemble des termes clos.
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7.4.1 Domaines de Herbrand

Soit S une forme de Skolem dont les constantes et les symbolesdonets forment les
ensemblesd et F. Le domaine de Herbrand?s (ou univers de Herbranpde S est défini
récursivement de la maniére suivante.

— Sia € A, alorsa € Hs. (Si.A = 0, créer une constante arbitraires H, ; un domaine

ne peut étre vide.)

- Sif € F (f daritem) etty,...,t, € Hg, alorsf(t,...,t,) € Hs.

Les éléments du domaine de Herbrand sont des objets syuésx sans signification
particuliere : ce sont tous les termes clos que I'on peustroite a I'aide ded et F.

Exemples d’univers de Herbrand assex une matrice clausale.

— Pour
S = (pla) v =p(b) V q(2)) A (=q(2) V =p(b) V q(2)),
ona
Hsl = {a b}

- PourS; = (—p(z,, u))

Hs, = {a, f(a),g(a),
F(f(fa))), g(f(f(a)
— PourS; = —p(a, f(z,
HSs = {(Z,b,f((l (1) ( )
f(f(a,a),a), f(f(a, a), b)----,f(f b,a), f(a,b)),...}.
- PourS4 (p(z) V q(z)) A n
Sy — {CL}

7.4.2 Interprétations, bases et mogles de Herbrand

Uneinterprétation de Herbrand’'une formule en forme de Skolefest une interprétation
‘H de S qui satisfait les conditions suivantes.

— Le domaine d’interprétation de est le domaine de Herbrarigs.

— Pour toute constantedansS : H.[a] = a.

— Pour tout symbole fonctionnegl (arité m) dansS et pour tous termes,, ..., t,, :

H(f(t17 s 7tm)) = f(H[tl}v R H[me

RemarquesLinterprétation des symboles prédicatifs et des vdeslest libre.
Sit est un terme clos, onA([t] =
Si f € F, H.[f] est la fonction dgi™ dansH qui applique len-uplet(ty, ...,
clos sur le terme clog(ty, . .., tm).

tm) de termes

Un terme (un atome, un littéral, une clause, une matriceodmd de Skolem) est dit
clos ou compktement instanéis’il ne contient aucune variable. Les éléments de |'ursive
de HerbrandHs sont des termes clos. Ces termes et les atomes, littéraclauwses qu'ils
permettent de construire (au moyen des symboles prédickiS) sont ditsfondamentaux
La base de HerbrandBs est I'ensemble des atomes fondamentaux. Une interpétae
Herbrand attribue une valeur de vérité a tout éléemenB¢. Un mockle de Herbrandd'une
formule en forme de Skolerfi est une interprétation de Herbrand qui satisfa{gui rend.S
vrai).
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7.4.3 Simplification de Herbrand

Soit ¢ =4 Vz[p(z) = p(f(x))]. SoitZ linterprétation de domaind, telle que
L[f](n) = 4xn etl.]p](n) = V sin estun carré. On voit immédiatement dlie] = V.
Informellement, on le justifie en notant que '@ @w(n) = p(f(n))] = V, oup(n) = p(4xn),
pour toutn € N. Cette écriture est abusive, parce qu’elle méle des®bjettaxiquesy, f, =)
et des objets semantiques 4, n, *). L'écriture correcte esk, /,[p(z) = p(f(z))] = V.

Plus généralementl, 4[A(z)] ou Z,,4[B] est correct (sid est un élément du domaine
d'interprétation), tandis qUE[A(d)] ouZ[B(z/d)] est abusif.

Soit alorsH une interprétation de Herbrand. Le domainefést {a, f(a), f(f(a)),...}.Ona
H[p] =V si et seulement $tt,,,[p(z) = p(f(x))] =V pour touth € H. On observe qu'ici,
la notation simplifiee n’est plus abusive : on a

Hamlp(z) = p(f(2))] = Hlp(h) = p(f(h))]
puisque I'objeth a le double statut syntaxique et sémantique.

Théoreme.Si H est une interprétation de Herbrand pour la matite;,...,z,), on a
H[Vzy - -V, A(zy,...,x,)] = V si et seulement sH[A(h4,...,h,)] = V pour tous
h/l,...,h/n € H.

Définition. Les formulesA(h, h’) sont lesinstances fondamentalele la matriceA(z, y), ou
de la forme de Skolem correspondante.

Corollaire. Une forme de Skolem est vraie pour une interprétation détded si et seulement
si toutes ses instances fondamentales sont vraies poeiirtettprétation.

Simplification. Les interprétations de Herbrand s’identifient aux fonudidtotales) de la
base de Herbran®y sur {V,F}, ou encore aux sous-ensembles@lg, c’est-a-dire aux
interprétations propositionnelles de lexidlie= By.

Exemples d'interpgtations de Herbrand,
PourS; = —\p(a, f(T y)) \/p(b, f(T> Z/)): ona
H53 = {0,7 bv f((l7 a)v f((l, b)v f(bv (J,), f(bv b)v t
F(f(a.b). f(a.a)),.... f(f(f(a,a),a), f(a,B))... }.
Bgs, = {p(a,a), p(a,b),p(b,a), p(b,b), ...
p(f(a,b), f(a,a)),...,p(f(f(a,a),a), f(a,b)),...}.
Une interprétation de Herbrarfde S5 est (définie par) un sous-ensemBbléfini ou non) de
Bs, ; on identifie doncd € 7 etZ[A] = V, pour tout atome fondamental

Remarque.La théorie de Herbrand permet de réduire quasiment laikcdks prédicats au
calcul des propositions. La seule difference (importdnést que le lexique “propositionnel”
(la base de Herbrand) est généralement infini.

7.4.4 Theorémes de Herbrand

Premier tleoreme de HerbrandJne formule en forme de Skole est consistante si et
seulement si elle admet un modele de Herbrand.
Démonstration.La condition est visiblement suffisante. On montre qu’ek¢ ®écessaire
en donnant une technique de transformation d’un modelécopgueZ (de domaineD
guelconque) en un modéle de Herbr&ndde domained = Hy).
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1. On commence par donner une fonctiorqui a tout élément. € H du domaine de
HerbrandH associe un élément(h) € D.

(a) Si au moins une constante apparait deéntoutes ces constantes sont interprétées
parZ et on posev(c;) = Z[e;] = I.[e;] € D; sinon, la constante arbitraireest
interprétée en un élémedit= w(a) € D quelconque.

(b) Pour tout terme compogé= f(hs,...,h,) € H, on pose
w(h) = L[f](w(h),...,w(h,)) € D.(Cette expression est simplem&i], sauf
si on a ajouté une constante arbitraire.)

2. Pour donner une interprétation de Herbrandil faut spécifier 'ensemble des atomes
fondamentaux qui seront vrais daHs

Soienthy,...,h, € H etp un symbole prédicatif d’arité&. Pour interpréter 'atome
fondamentalp(hy, ..., h,), on poseH[p(hi,...,h,)] = L[pl(w(h),...,w(hy,))
(Z.[p] est une fonction d®" dans{V, F}).
On adonc
le/hl s [ [17(3717 ce. ,.73”)] = Ix1/w(h1),.“,zn/w(hn)[p(ajlv cee 7$n)]

3. Soitp(xy, ..., z,) Une matrice ne contenant aucune variable libre autrecque. , z,,.

)]

., T, satisfaite pafZ est aussi satisfaite

On anl/h[,...,J;n/hn [QO(TI RN xn” = :m/w(hl),.u,x,,,/w(h,,,)[@(1’17 .-
4. Toute formule de la form€zy - - -V, p(z1, . .

parH. On a successivement

IVey - Vo, oz, ..., 2,)] =V (hypothese),

TLorjdy,onfda | P(T1, ..., 2n)] =V, pour tous legly, ..., d, € D,

-’Z—ml/w(hl),,.4,.107,,/10(/7,")[99(1‘17 e axn)] = V! pour tous lenga ey hn S H.
,x,)] =V, pourtouslesy,... h, € H.

,T,)] = V.

Hml/hl e [P [99(1'17 o
HVzy -V, (21, . ..

RemarqueLa théorie de Herbrand s’applique seulement aux formekdee®. Par exemple,
la formule

pa) A Jz=p(z)
est consistante, mais n’a pas de modele de Herbrand : €tsile Herbrand (si on le considére
comme défini) serait le singletdm}, et la formule n"admet que des modeles a deux éléments
au moins. En revanche, la forme de Skolem correspondante

pla) A =p(b)

admet le modele de Herbraggd(a)}, tel quep(a) =V etp(b) = F.

Remarque Dans le cas particulier ou la matrice d’'une forme de Skolstruee conjonction,
on peut tenir compte de la relation existant entfeet A. Par exemple, les formules
Va Yy [p(x)Ab(y)], Yo p(x)AVy ¥(y) et Vo [p(xz)Ay(x)] sontéquivalentes et représentables
indifferemment pafo(x), ¥ (y)} ou {p(x), ¥ (x)}.
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Second thoreme de HerbrandUne formule S en forme de Skolem est inconsistante si
et seulement s'il existe une conjonction finie inconsigatiinstances fondamentales de sa
matrice M.

Démonstration.

— LaformuleS est consistante si et seulement si elle admet un modele ieatie.

— Linterprétation de Herbran#i est un modeéle d¢' si et seulement $i'[M] = 'V pour
toute varianté{’ de’H attribuant aux variables d& des valeurs quelconques prise dans
l'univers de Herbrand.

— On aH'[M] = H[M'], ou M’ est I'instance fondamentale dé obtenue en remplagant
dansM les variables par les valeurs qui leur sont attribuéegar

En conclusions est (in)consistant si et seulement si'ensemble de seaioss fondamentales
est (in)consistant. Vu le théoréme de compacité (logides propositions) est inconsistant
si et seulement s’il existe un ensembile fini inconsistamstéinces fondamentales te

Corollaire. Une formule en forme clausalg est inconsistante si et seulement s'il existe une
conjonction finie inconsistante de clauses fondamentales.

Remarque Soit Vz Vy Vz [C1(z,y) A Ca(y,z)] une forme clausale et/ son domaine de
Herbrand. L'ensemble des instances fondamentalesmatiaceest

{[Ci(R, K'Y A Co(W, W) : by W 1" € H}
il est logiqguement équivalent a
{Cy(h,B) - h, W € HY U{Co(W ") : W', h" € H},

lui-méme équivalent &
{Cl(h7 hl)? CQ(h7 h/) : h7 W € H} )

qui est 'ensemble dedausedondamentales.

7.4.5 Analyse de formes clausales
Premier exemple.
SoitA = - (Vz (p(z) = ¢(z)) = (Ve p(z) = YV q(x))).
OnasSy =Vz [(-p(z) V q(x)) Ap(z) A —q(a)] .
La forme clausale edt-p(z) V ¢(z) , p(z), —q(a)}.
Le domaine de Herbrand egt} et 'ensemble des clauses fondamentales est

{=p(a) v q(a), p(a), nq(a)};
cet ensemble est inconsistant donc la formdilest inconsistante.
Deuxeme exemple.
Soit 5 = {p(f(x),a) Vp(y,g(a)), ~p(f(f(a)),2)}.

Le domaine de Herbrand et I'ensemble des clauses fondalegistant infinis. Trois clauses
fondamentales intéressantes sont
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Cr =aer p(f(f(a)),a)Vp(f(f(a)),g(a)),
Ca =a4er —w(f(f(a)),a),
Cs =aer —0(f(f(a)), 9(a)).
{C1, Cy, C3} estinconsistant, dong est inconsistant.
Rappel.Attention aux quantifications implicites. Les deux formaiéments dé sont en fait
Va vy [p(f(x),a) V p(y, 9(a))] et Vz—p(f(f(a)),z).
Semi-proédure de écision.Le théoréme de Herbrand suggere une semi-procédureoiiah
pour la validité des formules du calcul des prédicats :

1. Considérer la négation de la formule donnée.

2. La mettre en forme clausale.

3. Générer un ensemble fini de clauses fondamentales.

4. Veérifier si cet ensemble de clauses fondamentales estsistant.
Les points 1 et 2 sont triviaux, méme si la mise en forme n&eraat une procédure parfois
longue et fastidieuse. Le point 4 se fait dans le cadre pitposel ; les atomes fondamentaux
se traitent en effet comme des atomes de logique des prigpassiSeul le point 3 pose un

réel probleme ; produire des instances fondamentalda@!g, produire “les bonnes” est plus
délicat.

7.4.6 Analyse de egles d'inference

Premier exemple.
Soient

Hy 2 Ve (p(x) = q(w)),
Hy Yz (q(z) = r(z)),
C:Vz (p(x) = r(x)).

On voudrait montrer que
H,, H,

c

est une regle correcte, c’est-a-dire que
H,H, =C,

ou encore que
A =4 HiNHy ANC

est une formule inconsistante.

TransformonsA en forme clausale :
vz (p(z) = (2)) A (q(z) = 7(2))) A By (p(y) A ~r(y))
vz ((p(x) = q(z)) A(g(x) = r(z) A (p(y) A —r(y)))
e ((-p(x) V q(2)) A (~q(2) V r(2)) Ap(y) A=r(y))
v ((—=p(z) V () A (mq(z) vV r(z)) Ap(e) A =r(c))

Le domaine de Herbrand est le singletfar). Les quatre clauses fondamentales sont
—p(e) Vq(c) , —q(e) Vr(e) , p(c) et —r(c).
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Ces clauses forment un ensemble inconsistant, donc la fermast inconsistante et la regle
est correcte.

Remarquela regle reste correcte giz),
est I'unique variable libre.

q(x) etr(z) sont des formules quelconques dent

Deuxime exemple.

Soient
H, :p(a),
Hy Yz (p(x) = p(f(x))),
C:Vrp(z).
On voudrait montrer que
Hy, Hy
C

est une regle correcte, c'est-a-dire que
A =4y HHNHy NC
est une formule inconsistante.
TransformonsA en forme clausale :
p(a) A Va (p(z) = p(f())) A ~Vp(z),
pla) AV (=p(x) vV p(f(z))) A Fz—p(z),
pla) AV (=p(z) V p(f(z))) A —p(b).
Le domaine de Herbrand e&t = {a,b, f(a), f(b),...} = {f™(a), f™(b) : n € N}.
La base de Herbrand eBt= {p(f"(a)), p(f™(b)) : n € N}.
Une interprétation de Herbrand intéressantéést {p(f"(a)) : n € N}.

Cette interprétation rend vraies les clauggs) et —p(b), ainsi que toutes les instances
fondamentales de-p(xz) V p(f(x)). Cest donc un modele de I'ensemble des clauses
fondamentales; cela montre quk est une formule consistante, et aussi que la régle est
incorrecte

7.5 Reésolution fondamentale
La résolution fondamentale est simplement la méthodeédelution vue dans le cadre
propositionnel, appliquée a des ensembles de clausdarfmentales.

Regle de ésolution fondamentale.

Soit S un ensemble de clauses fondamentales et s6lenrt (C] Vv ¢) etCy =
clauses fondamentales dela regle est

(C% v —L) deux

Sk res(Cy,Cq) = Cy V .

La clauseres(C1, Cy) est larésolvanteales clause€’; et Cs.
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Tant qued ¢ S, répéter :
choisirCy = (C} vV £),Cy = (Cy vV
redéfinirS := S U {res(Cy,Cs)}

) e S

FiG. 63 — Procédure de résolution fondamentale

7.5.1 Proé&dure de résolution fondamentale

L'algorithme d’analyse d’'un ensembfede clauses fondamentales est donné a la figure 63.
Soit

S ={=p(c) V q(c), ~q(c) vV r(c), p(c), ~r(c)}.
Voici une réfutation de5 par la méthode de résolution :
1. —p(e) Vg(c) (clause de5)
2. plo) (clause de5)
3. q(o) (résolution 1, 2)
4. —q(c) Vr(e) (clause de5)
5. r(c¢) (résolution 3, 4)
6. —r(c) (clause de5)
7. O (résolution 5, 6)

L'inconvénient de la méthode de résolution fondamengst qu’'une formule prédicative
donne souvent lieu a un ensemble infini de clauses fondahesnt obtention d’une réfutation
passe par la détermination d’'un sous-ensemble fini instardi Diverses techniques sont
développées pour permettre une meilleure mécanisdédanalyse d’'une formule prédicative
par la méthode de résolution. La principale d’entre edlgsabordée au cours Bepesentation
de la connaissancélle est a la base de la programmation logique et du langa@.PG. Elle
permet d’apporter une solution simple a de nombreux prabE informatiques, en particulier
dans le domaine de l'intelligence artificielle.

7.5.2 Preuve du tleoreme de compaci¢

Il faut montrer que tout ensemble inconsistérhdmet un sous-ensemble fini inconsistant.
On peut sans restriction supposer que les éléments dent des formes clausales. 8i
est inconsistant, il est possible de déduire la clause paterésolution fondamentale. Les
clauses fondamentales utilisees sont en nombre fini, et gont des instances d’'un nombre
fini d’éléements dd/ ; ces éléements forment un sous-ensemble fini inconsid&lit
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8 Logiques predicatives tecidables

Le calcul des prédicats est indécidable, mais admet dgsients intéressants décidables.
Nous en considérons ici deux exemples, la logique desqaésdmonadiques et la logique de
Bernays et Schonfinkel.

8.1 Calcul des pedicats monadiques

Cette logique est le plus connu des fragments décidablissldgique prédicative, car elle
généralise la théorie classique du syllogisme catgger

8.1.1 Breve introduction a la théorie du syllogisme catgorique

Pendant des siécles, I'enseignement de la logique stagtla la théorie du syllogisme
catégorique, inventée par Aristote et systématiseékep&colastiques, des logiciens du Moyen-
Age.

La formule de base et ses variantes Etant donnés deux prédicats unaifeB et Q (dans cet

ordre), on appelléormule de baséa formuleVz (P(z) = Q(x)). Lesvariantess’obtiennent

en introduisant des négations, portant sur le conségiadtiiplication ou sur toute la formule.
On a donc quatre possibilites, souvent identifiees paguesre lettred\, E, | etO :52

\Va (P(z) = Q(z))| | A universelle affirmativg 3z (P(x) A —Q())
—3z (P(z) A Q(x))
32 (P(@) A Q)]

particuliere négative ‘3.7: (P(z) A =Q(x)) ‘

‘Vw (P(x) = ﬁQ(:L'))‘ E universelle négative

-

=z (P(x) = ~Q(x)) particuliére affirmative

vz (P(x) = Q(x)) | O

Ces quatre formules sont dites “de typ@”. Une formule dont le type est@ ou QP est une
{P, Q}-formule; il y a donc huit{ P, Q }-formules.

Le syllogisme caégorique. Le “jeu du syllogisme catégorique” consiste a choisir une
{P, Q}-formule, une{Q), R}-formule et une{ P, R}-formule, puis & déterminer si la troisieme
formule (laconclusion est conséquence logique des deux premierep(émrissep Il y a donc

8% = 512 possibilités. Dans la mesure ol les rdlesitlet deR sont interchangeables, on peut
imposer que la conclusion soit de typ& (et non de typeR P), ce qui élimine la moitié des
possibilites. On appelle alorsineurela { P, Q}-prémisse, enajeurela {Q, R}-prémisse; les

620u monadiques, c'est-a-dire d'arité 1.
63pour “Afflrmo” et “nEgO”.
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termesP(z), Q(x) et R(z) sont dits respectivementineur, moyenetmajeur® Le syllogisme
catégorique est la regle d'inférence

majeure mineure
conclusion

Etant donnés les trois prédicals @ et R, il existe donc 256 syllogismes catégoriques.
Le probleme est de déterminer lesquels sont validesi-a'elire tels que la conclusion soit
conséquence logique des prémisses. Une grande partiais@snements courants (y compris
beaucoup de raisonnements incorrects) se formalisenteflataent en des enchainements de
syllogismes, ce qui justifie I'intérét particulier queteenotion a suscité dans le passé. Le point
de vue moderne accorde peu d’importance a la théorie dogssme, simple fragment de la
logique monadique ; la raison essentielle en est que, le rmddsyllogismes étant fini, leur
étude est triviale : il suffit de les passer en revue un a wedester, pour chacun d’eux, sa
validité. Cela se fait aisement, par exemple en utilisamhéthode des tableaux sémantiques
ou celles de Herbrang.

Esquisse de I'approche classique du probime. Une approche systématique consiste a
organiser les 256 possibilités selon divers critereassljuement, on utilise les notions de
figureet demode La figure est fonction du type des prémisses et, plus g&auent, de I'ordre
des termes dans les prémisses. |l y a donc quatre figuresagpans le tableau suivant :

Figure : | premiere| deuxieme| troisieme| quatrieme|
Majeure QR RQ QR RQ@
Mineure PQ PQ QP QP
Conclusion| PR PR PR PR

Le mode d’'un syllogisme est déterminé par la nature dem@ses et de la conclusion. Par
exemple, le modeEel désigne le cas ou laajeureest universelle affirmativea(, la mineure
est universelle négative) et laconclusionest particuliere affirmativa). Il y a donc4? = 64
modes possibles, chacun pouvant exister dans les quatredigtependant, on peut vérifier
que 12 modes seulement peuvent donner lieu a des syllogjigtides. Ce sont

AAA , AAIl , AEE, AEO, All , AOO, EAE, EAO, EIO, IAl , IEO, OAO.

Les Anciens avaient synthétisé ce résultat en cingegginémotechniques :
1. Siles deux prémisses sont négatives, le syllogisnst pas valide.
2. Siles deux prémisses sont particulieres, le syllogiafast pas valide.
3. Siune prémisse est particuliere, la conclusion doé particuliere.

64_a conclusion comporte le minepuisle majeur. La prémisse mineure comporte le mineur et le mage
prémisse majeure comporte le majeur et le moyen; danséesigses, I'ordre des deux termes n’est pas imposé.
Notons aussi I'emploi classique du mot “terme”; dans la teologie moderneP(x), Q(x) et R(x) sont en fait
des atomes, ou formules atomiques.

55 e lecteur est invité a construire quelques uns des 236gyines et & tester leur validité par 'une ou I'autre
méthode.
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4. Siune prémisse est négative, la conclusion doit &gative.
5. Siles deux prémisses sont affirmatives, la conclusidréde affirmative.

Ces regles, dont I'exactitude avait été reconnue enupérnent, permettent de rejeter les 52
modes “stériles”. Par exemple, la premiere des regleagied’éliminer des modes tels qaeE
et OEO; la deuxieme permet d’éliminen (entre autres) ; la troisieme provoque notamment le
rejet deAlA ; des modes tels queo! et AIO contreviennent respectivement aux quatrieme et
cinquiéme régles.

Il ne reste donc qué2 x 4 = 48 syllogismes potentiellement valides ; parmi ceux-ci, nous
allons voir que 15 syllogismes seulement sont valides.

Les diagrammes de Venn. C’est par une démarche informelle qu’Aristote et les Sxtidaes
ont déterminé quels syllogismes étaient valides etuelsgne I'étaient pas. Les syllogismes
valides ont recu des noms conventionnels, dont les vayedigpellent le mode. Par exemple,
le raisonnement classique “Tous les humains sont mortals, les Grecs sont des humains,
donc tous les Grecs sont mortels” est un syllogisme donebectE aisément la structufé :

(M Tous les humains sont mortels.

(m Tous les Grecs sont des humains.

(C) Tous les Grecs sont mortels.
Ce syllogisme appartient a la premiere figure et au masle ; cette combinaison se note
AAA-1 ou, de maniere plus classique (et plus poétigaeRBARA. Les trois ‘A” rappellent
que les prémisses et la conclusion sont toutes trois desngeiles affirmatives. De méme, le
syllogisme

(M Tous les étudiants sont intelligents.

(m Certains humains ne sont pas intelligents.

(O Certains humains ne sont pas des étudiants.
appartient a la deuxieme figure; c’est un exempleade-2 ou BAROCO, la majeure étant
universelle affirmative, la mineure et la conclusion éfaanticulieres négatives.

Un moyen simple et concret d’appréhender la validité dsyliogisme consiste a utiliser
un diagramme de Venn a trois composants (figure 64). Le eatel gauche représente le
mineur P(z), celui de droite le majeuR(z), le cercle du haut correspondant au moysn).
Ces cercles déterminent huit zones numérotées de 0 @ut objet appartient a I'une de ces
zones, selon la valeur de vérité qu'il attribue au minaurmajeur et au moyen. Par exemple,
la zone 4 est intérieure aux cercles mineur et moyen, maésiexre au cercle majeur; elle
regroupe donc les objets rendant vrais le mineur et le mayais faux le majeur.

Les prémisses et conclusions des syllogismes correspbadkes assertions de vacuité ou
de non-vacuité de certaines zones ; un syllogisme semevsilison “interprétation graphique”
est correcte. Nous illustrons cette technique de vérifingtar quelques exemples et contre-
exemples.

Le syllogismeaAA -1 que nous venons d’évoquer s'analyse aisément. Laipsermajeure
Vz (Q(x) = R(zx)) signifie que tout objet vérifiant le moyen vérifie aussi lgena donc que
les zones 1 et 4 sont vides, ce que nous nofoast = (; de méme, la prémisse mineure

66Nous convenons d’énoncer systematiquement la majearg Bvmineure, quoique I'ordre des prémisses soit
sans influence sur la validité d’un raisonnement.
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FIG. 64 — Diagramme de Venn

Vz (P(z) = Q(z)) devient2 U6 = 0. A la conclusionvz (P(x) = R(x)) correspond
'assertion2 U 4 = (. Il est clair que, si les zones 1, 4, 2 et 6 sont vides, alorzdees 2
et 4 sont vides ; on en déduit la validité BerRBARA.

Considérons encore le ca®0-2. La prémisse majeurés (R(x) = Q(z)) devient
3U6 = ( et la premisse mineuréz (P(z) A —=Q(z)) devient2 U 6 # (; la conclusion
Jdz (P(xz) A—R(x)) devient2U 4 # (. A nouveau, il est clair que si les zones 3 et 6 sont toutes
deux vides et que les zones 2 et 6 ne sont pas toutes deuxaliolessla zone 2 n'est pas vide,
et donc les zones 2 et 4 ne sont pas toutes deux vides, ceablii &t validité deBAROCO.

Le diagramme de Venn permet aussi de voir pourquoi un syiingin’est pas valide.
Considérons par exempleo-4. La prémisse majeutér (R(z) = Q(z)) devient3 U6 = ()
et la prémisse mineuréx (Q(x) A P(x)) devientd U 7 = (); on ne peut pas déduire de cela
2 U4 # 0, correspondant a la conclusi@m (P(z) A —=R(z)). En effet, la situation ou 2, 3, 4
et 6 sont vides tandis que 7 ne I'est pas vérifie les deux iggas mais pas la conclusion.

Les diagrammes de Venn peuvent aussi étre utilisés petudié des cing regles intuitives
données plus haut. Considérons par exemple la deuxieghe r“si les deux prémisses sont
particulieres, le syllogisme n’est pas valide”. En effetg prémisse particuliere se traduit par
I'assertion “les zones ety ne sont pas vides toutes les deux”. De deux assertions dpege ty
on ne peut rien déduire d’intéressant.

Taxonomie des syllogismes cagoriques. |l suffit de passer en revue les 48 syllogismes
“potentiellement valides” et d’appliquer la technique dagtamme de Venn a chacun d’eux
pour isoler les quinze syllogismes valides. La plupart deswirs mentionnent cependant plus
de quinze syllogismes valides, parce gu'ils acceptent cematide, au moins dans certains
cas, le mécanisme deubalternation La subalterned’'une PQ-formule universelle est la
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PQ-formule particuliere (ou existentielle) correspondiitLe mécanisme de subalternation
consiste a déduire la subalterne de la formule universelirespondante.

Ce mécanisme n’est pas valide stricto sensu, puisque &tetie n'est pas conséquence
logique de l'universelle; on a

Vz[L(z) = D(x)] ¥ Jz[L(z) A D(z)].

Cependant, on peut, au moyen d’une prémisse additionoéllenir une version correcte de la
subalternation :
{3z L(z), Va[L(z) = D(z)]} E Jz[L(x) A D(z)].

Dans le langage naturel, on peut parfois considérer quetkaipse manquante est implicite.
Nous qualifierons deguasi-valideun syllogisme dont la validité dépend de I'emploi de la
subalternation, et donc de I'existence d’une prémissdiditga Cette prémisse sera toujours
de la méme nature : elle affirme I'existence d’'un objet aumaeirifiant le majeur, le moyen
ou le mineur. Dans le cadre des diagrammes de Venn, cettegz@prend donc 'une des trois
formes suivantes :

(Moyen) 1U4UBUT#D;

(Mneur) 2U4U6UT#0;

(Maj eur) 3UBUGUT# 0.
Le tableau récapitulatif des syllogismes valides ou guabdes est représenté a la figure®5.

Les quinze syllogismes valides s@m#A -1, EAE-1, All -1 etElO-1 pour la premiere figure,
AEE-2, EAE-2, AOO-2 etEIO-2 pour la deuxieme figureyi -3, 1Al -3, EIO-3 etoAO-3 pour la
troisieme figure, eAEE-4, I1AI -4 etEIO-4, pour la quatrieme figure. Dans le tableau, les noms
anciens ont été utilisés ; on obtient la nomenclatureamuglen ne retenant que les voyefiés.

Cing syllogismes valides ont une conclusion universelie remplagant celle-ci par sa
subalterne, on obtient cing syllogismes quasi-valides.dir autres syllogismes valides, dont
la conclusion est particuliere, ont également une pséenparticuliere® en remplagant celle-
ci par sa superalterne, on obtient aussi des syllogismes-gakdes, dont quatre distincts des
précédents. On a donc en tout neuf syllogismes quasiaeali

8.1.2 Sclemas monadiques sur une variable

Introduction. Dans la mesure ou les syllogismes catégoriques sont etoneofimi, leur

théorie est nécessairement décidable et une procé&udecision triviale serait un tableau
récapitulatif a 256 entrées, mentionnant pour chaqllegigme s'il est valide ou non. La
méthode des diagrammes de Venn est une procédure deodéplss intéressante, dont

570n dit parfois aussi que la formule universelle estuperalternale la formule particuliere.

58_a denomination “quasi-valide” n’appartient pas a lart#rologie usuelle ; nous I'entendons du raisonnement
privé de sa prémisse implicite existentielle. En effenais tenons compte de celle-ci, le raisonnement n’est plus
stricto sensu, un syllogisme ; en revanche, il devient ealid

89 es consonnes ont également une signification, liee agbes qu'utilisaient les logiciens médiévaux pour
convertir en syllogismes de la premiere figure ceux deseauigures, la premiere figure étant jugée plus
fondamentale.

"Yamais les deux (régle 2 du paragraphe 8.1.1).
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Premiére figure

Deuxime figure

BARBARA CELARENT CAMESTRES CESARE
Vo [Q(z) = R(T)] vz [Q(z) = ﬂR(T)] VT[ (z) = Q)] | Vr[R(x) = ﬂQ(T)}
Yz [P(z) = Q(z)] | _Vz[P(z) = Q(x)] Vo [P(x) = ~Q(z)] | _Vz[P(z) = Q(z)]
vz [P(z) = R(T)] vz [P(z) = —R(z)] Vz|P(z) = -R(z)] | Va[P(z) = -R(z)]
DARII EERIO BAROCO FESTINO
2 [Q) = R@) | va[Q@) = k@] | | VaR@) = Q@) | VelR() = Q)
Jz [P(x) A Q(x)] Jz [P(x) A Q)] J [P(x) A =Q(z)] Jz [P(x) A Q(x)]
Jx [P(z) A R(x)] Jx[P(x) A —R(x)] Jz [P(z) A —R(x)] Jx[P(x) A —R(x)]
BARBARI CELARO CAMESTROS CESARO
Jx P(x) Jx P(x) Jx P(z) Jz P(x)
vz [Q(z) = R(z)] | Vr[Q(z) = —~R(x)] vz [R(z) = Q(z)] | Vr[R(z) = —Q(x)]
Yz [P(x) = Q(z)] | _Va[P(x) = Q(l)] Vo [P(z) = ~Q(z)] | _Vz[P(r) = Q)]
Jx [P(z) A R(x)] Jx[P(x) A —R(z)] Jx [P(z) A —R(x)] Jx[P(x) A —R(z)]
Troisieme figure Quatrieme figure
DATISI DISAMIS CAMENES DIMARIS
v [Q(z R(z 3z [Q(z) A R(x vz [R(z) = Q(r)) dr [R<l’) A Q(2)]
Elx[[Q<(x))7\>P((x))]] Va [[Q((Jc)):> P((x))]} Va [Q(z) = —P(x)] vV [Q(z) = P(z)]
Iz [P(z) A R(2)] Jz [P(z) A R(z)] Va [P(z) = —R(z)] Jo [P(x) A R(z)]
BOCARDO FERISON C;M]EE\I,C;S FRESISON
2 (Q() A~R(@)] | %[Q@) = -R@] | | Ve[R()= Q@) | YelR@)=-Q()]

)]
vz [Q(z) = P(x)]

3z [Q(x) A P(x)]

Yz [Q(x) = ~P(x)]

3 [Q(x) A\ Pla)]

Je[P(x) A =R(z)]

Jx[P(z) A —R(x)]

Jx [P(x) A —R(x)]

Tz [P(z) A —R(@)]

DARAPTI FELAPTON BRAMANTIP FESAPO

Iz Q(x) Jz Q(x) 3z R(x) Jz Q(x)
Va [Q(z) = R(x)] vz [Q(z) = —R(z)] z[R(z) = Q(z)) Va [R(z) = -Q(z)]
Ve |Q(z) = P(z)] | _Vr[Q(z) = P(x)] vz [Q(x) = P(x)] Yz [Q(z) = P(z)]
Jz [P(z) A R(z)] Jz[P(z) A —R(z)] Jz[P(z) A R(x)] 3z [P(z) A —R(z)]

FIG. 65 — Tableau des syllogismes valides ou quasi-valides

on imagine aisément qu’elle reste applicable pour uneselasfinie de formule$: Pour
déterminer une telle classe, aussi grande que possibls, negconsidérons des syllogismes
et essayons de les généraliser.

"I est plus commode de parler de formules que de raisonnemappelons que le raisonnement dont les
premlsses sonP, ..., P, et dont la conclusion est’ est valide (ou correct) si et seulement si la formule
(PLN---ANPy)=C est valide.
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Concretement, valider le syllogisrBaRBARA revient a valider la disjonction
3z [Q(z) A-R(z)] v 3z [P(x) A—Q(x)] v Va[P(z) = R(z)];
de méme, valideFeRIO revient a valider la disjonction
Az [Q(z) A R(z)] V Vz [P(x) = =Q(z)] V Fz[P(x) A —~R(z)].

Il semble clair que la méthode des diagrammes de Venn aegp@ticable siles disjonctions
comportent plus de trois éléments et si matrices des flasnimpliquées sont des fonctions
booléennes quelconques des forni¥s), Q)(x) et R(x). De méme, rien ne devrait empécher
I'introduction d’'une quatrieme form#&(z) : on pourrait alors maintenir la forme graphique
élégante de la méthode de Venn en passant dans I'espeaie dimensions, les formes étant
représentées par quatre sphéres, délimitant erztoutl6 zones. On pourrait aussi renoncer a
I'aspect graphique de la méthode et autorisprédicats distinct$

Dans la suite de ce chapitre, on précise ces extensionsretdiement, ce qui conduit &
une procédure de décision pour le calcul des prédicatediques.

Schemas monadiques bo@ens sur une variable. Un sciema monadique boeén (SMB)
sur la variablex est une combinaison booléenne (finie) de formes tellesitug, Q(z), . ..
résultant de I'application a la variabted’un prédicat monadique.

Dans la méthode de Venn, on se préoccupe seulement de sauoie zone est vide ou
non, sans distinguer les cas ou une zone contient un owephgselément(s) ; c’est justifié par
le théoréme suivant :

Théoreme.Si un SMB®(x) admet un modeéle, alors il admet un modeéle a un seul &éme
DémonstrationSoit / une interprétation dé(xz) de domaine et soita € D tel que!l[z] = a.
Linterprétation./ de domaine{a} telle que.J[z] = a et, pour tout prédicat (monadiqué),
telle queJ[P] est la restriction a} de I[P] est telle que/(®) = I(P).

Définition. Une interprétatiofondamentaled’'un SMB ®(x) est une interprétation d&(x)
dont le domaine comporte un seul élément.

Remarquel es interprétations dont le domaine est un singleton oatpropriété intéressante
dépassant le cadre monadique. Une telle interprétatioibuee toujours la méme valeur de
vérité a une formule (quelconque), a sa fermeture uselte et a sa fermeture existentielle.
RemarqueEtant donné le lexiqudl = {P;,..., P,}, un SMB®(z) admet2™ interprétations
fondamentales distinctes.

Corollaire. Un SMB est valide s'il est vrai pour toutes les interpré&as fondamentales ; il est
consistant s'il est vrai pour une interprétation fondataknau moins.

Remarque.Les schémas monadiques booléens peuvent étre assirail& formules
propositionnelles ; ils ne sont donc pas intéressantsien so

Schemas monadiques quantifs sur une variable. La fermeture (existentielle ou
universelle) d’'un schéma monadique booléen suest unsctema monadique quangfi
(existentiel ou universel) sur la variable Les prémisses et la conclusion d'un syllogisme
sont des schémas monadiques quantifies (SMQ).

"2Cela correspondrait@ hypersphéres de 'espace:a- 1 dimensions, déterminadt zones.
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RemarquelLa matrice d'un SMQ ne contient pas d’autre variable que kabte quantifiee
(unique) ; un SMQ est donc une formule fermée.

Theoreme.Un schéma monadique quantifié est valide (resp. consistantingent) si et
seulement si sa matrice est valide (resp. consistantangente).

Démonstration.ll suffit de démontrer que, pour tout schéma monadique &svod(x),

la validité de3z ®(z) entraine celle deb(z). On procéde par I'absurde. Si(z) admet
un antimodeéle, il existe un antimodéle a un seul él@meerlui-ci est nécessairement un
antimodeéle délz ¢(z).

Corollaire. Si ®(z) est un SMB, les trois formules(x), Vz ®(z) et 3z P(x) sont
simultanéments valides, contingentes ou inconsistdftes

RemarqueCe corollaire montre que les schémas monadiques quangfié isolement, ne sont
pas non plus tres intéressants. En revanche, les combimabooléennes de tels schémas le
sont, comme nous le voyons au paragraphe suivant. La forroulespondant a un syllogisme
peut toujours s’écrire comme une disjonction de trois SMQ.

8.1.3 Formules monadiques sur une variable

Combinaisons bookennes de SMQ sur une variable. Les syllogismes correspondent a
des disjonctions de SMQ. Cela suggere I'étude systgmatte ces disjonctions ou, plus
généralement, des combinaisons booléennes de SM@ @éthéralisation” n’est d’ailleurs
pas tres profonde, car on a le résultat suivant :

Théoreme. Toute combinaison booléennB de SMQ est logiquement équivalente a une
disjonctionD de conjonctions de SMQ, et aussi a une conjondfiate disjonctions de SMQ.
DémonstrationPour obtenir par exempl€' & partir deB, on réduit d’abordB & la forme
normale conjonctive, chaquelM/ () de B étant assimilé a un atome; les “littéraux négatifs”
éventuels, c’est-a-dire des négations de SMQ, sors adonplacés par des SMO.

Si on peut tester la validité de disjonctions de schémasaaigues sur une variable, on
pourra donc tester la validité de la conjonction de ceodigjons et donc d’'une combinaison
booléenne quelconque ; de méme, si on peut tester la tamsésd’une conjonction de schémas
monadiques sur une variable, on pourra tester la consest@none combinaison booléenne
quelconque de tels schémas. Notons aussi que les deugpredbkont équivalentsSignalons
enfin que, vu les regles de renommage, on peut toujours sappae seule la variableest
utilisée.

Les deux résultats qui suivent simplifient grandementdbigme.

Théoreme.Une conjonction de schémas existentiéls A --- A E, est consistante si et
seulement si chacun des schémagst consistant.

DémonstrationLa condition est visiblement nécessaire : un modele daamgonction est aussi
un modele de chacun de ses éléments. D'autre part, soippgse tous leg), = 3z M, soient
consistants. Les matricéd;, sont consistantes et admettent un modele fondamé&nsair un

3En cas de validité ou d’inconsistance, les trois formutes évidemment logiquement équivalentes, mais en
cas de contingencé,(z) n’est jamais logiquement équivalente a I'une de ses ferras.

74La négation d’un SM universel est un SM existentiel, laatim d’'un SM existentiel est un SM universel.

"SRappelons qu’une conjonction est valide si et seulemerdus ses élements le sont; une disjonction est
consistante si et seulement si tous ses éléments le serglud, la négation d’'une conjonction (disjonction) de
SMQ est une disjonction (conjonction) de SMQ.
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singleton{a}. On définit une interprétation dont le domaine esfa,...,a,}; pour tout
prédicatP et pour toutc € {1,...,n}, on posel[P](a;) = Ix[P](ay) si P intervient dandz;,
etI[P](ar) = V (par exemple) sinon. L'interprétatiahest un modéle commun & tous [Bs
et donc un modele de la conjonction car, par construcfign, (M) = V donc/(Ey) = V.
RemarqueOn ne peut pagiéduire de ce qui précede qu’en logique monadique, ladte
Jz [®(x) A U(z)] serait logiquement équivalente a la formdled(z) A 3z ¥(x). En outre, le
résultat selon lequel un schéma existentiel consistimeaun modele fondamentaé sétend
pasa une conjonction de tels schémas. Un contre-exemple con@vident est fourni par les
deux schémasz P(z) et3z —P(x).

Théoreme.Un schéma existentiélz U(z) est conséquence logique d'un schéma existentiel
3z ®(z) si et seulement si la matrick(z) est conséquence logique de la matride).
Démonstration.La condition est visiblement suffisante. Sditun modéle fondamental de
Jz ®(x) ; c’est aussi un modele (fondamental)®ler), deV (x) et dedz ¥(z). La condition est
aussi nécessaire. 8iz) n’est pas conséquence logiquedle:), alors le SMB®(z) A ~U(x)
admet un modele fondamental, qui est aussi un modelézde(z), mais un antimodeéle
fondamental d&(z) et donc dedz ¥(x).

Corollaire. La conjonction(3z ®(z) A Va ¥(z)) est (in)consistante si et seulement si le SMB
®(z) A ~U(x) est (in)consistant.

Corollaire. Si 32 ¥(z) n'est pas conséquence logiquetied(z), la conjonctiordx ®(x) A

Vz - (z) admet un modéle fondamental.

Il reste a étudier le cas ou la conjonction de SMQ compautesi un schéma universel ou
plusieurs; on peut se limiter & un seul, puisque la conjonale schémas universels est un
schéma universép,

On note d’abord que la conjonction d’'un schéma existetitiet d’'un schéma universél
est consistante si et seulement si le schéma existeritiel’est pas conséquence logique du
schéma existentidl, ce que I'on peut tester par le théoreme précédent.

On a enfin le théoréeme suivant.

Théoreme.La conjonctionE; A --- A E, A U est consistante si et seulement si chacune des
conjonctionsE, A U est consistante.

Démonstration.La condition est visiblement nécessaire. Elle est ausfisante. Vu

le corollaire précédent, si les conjonctiod$, A U sont consistantes, elles admettent
respectivement les modéles fondamentai}x de domaine {a;}. On définit alors
I'interprétation / de domaine esfas,...,a,}; pour tout prédicatP et pour toutk €
{1,...,n}, on pose[P](ay) = I;[P](ax) si P intervient danss,, ou dand/ etI[P](ax) =V
(par exemple) sinon. Linterprétatiohest un modele commun@ et a tous lesF;, et donc

un modele de la conjonction car, par construction, of,@, (M) = I, (M)V donc
I(E, ANU) =V, 0uM,; et M sont les matrices d&j, etU.

Corollaire. La disjonctionl; Vv --- VvV U, V E estvalide si et seulement si au moins une des
disjonctionsJ;, v E est valide.

RemarqueOn teste la validité d’'une combinaison booléenne de SM@edransformant en
une conjonction de disjonctions de SMQ, et en traitantig#pant chaque disjonction. Le test
d’une disjonction dex SMQ se ramene a au plustests de conséquence logique entre deux

"®Quelles que soient les formulef et la variablez, les formulesvz A; A; et A, Va A; sont logiquement
équivalentes.
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SMQ existentiels ou, plus simplement, entre deux SMB sumo@ee variable: et donc, plus
simplement encore, au test de validited®8MB surz. Enfin, un SMB est valide si et seulement
si le schéma propositionnel correspondant (obtenu enlegapt chaque occurrence &g x)
par I'atomep;) est valide.

Remarque.La technique vue ici s'étend immédiatement aux combeorasbooléennes
comportant non seulement des SMQ mais aussi des propasiiementaires.

Exemples. Nous reconsidérons d’abord les cas des syllogiSne8ARA et FERIO évoqués
au paragraphe 8.1.2. La disjonction

2 [Q(z) A—R(z)] V Tz [P(z) A-Q(x)] V Va[P(z) = R(z)],
associée 8ARBARA, se récrit d’abord en
Fz ([Q(x) A—R(z)] V [P(z) A=Q(x)]) V Vz [P(x) = R(z)];
elle est valide si son premier élément est conséquegégue de son second, ou encore si
~[P(z) = R(@)] | [Q(x) A =R(x)] V [P(x) A =Q(x)],
c’est-a-dire si
Sp=rlElgA-] vV [pA g,
ce qui est visiblement le cas. De méme, la disjonction
F2 [Q(z) A R(x)] V Va [P(z) = -Q(x)] V Fx[P(x) A ~R(z)].
associée &eRIO, se récrit d’'abord en
32 ([Q(z) A R(z)] V [P() A=R(@)]) V Vo [P(x) = ~Q)];
elle est valide si son premier élément est conséquegigue de son second, ou encore si
—[P(z) = =Q(2)] = [Q(z) A R(z)] vV [P(x) A=R(z)],

c’est-a-dire si
Slp=—al ElgAr] Vo p AT,
ce qui est visiblement le cas.

On étudie ensuitbARAPTI. Sans le présupposé d’'existence, la disjonction cooreggnte
est
2 [Q(z) A —R(z)] V Jx[Q(x) A=P(z)] V Tz [P(z) A R(x)],

qui se récrit en
Jz ([Q(z) A =R(z)] vV [Q(x) A=P(x)] V [P(z) A R(x)]).
Ce SBQ est valide si la formule

[qA=r] V [gA—p] V [pAT],
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ce qui n'est pas le cas. En revanche, avec le présupposéstdiece, la disjonction
correspondante devient

Vzr-Q(x) V Iz [Q(z) A—-R(z)] vV Jx[Q(z) A —P(x)] V 3z [P(x) A R(z)],
qui se récrit en
Vz=Q(x) V Iz ([Q(z) A=R(z)] V [Q(x) A=P(z)] vV [P(x) A R(z)]).

Cette disjonction est valide si son second élément estérprence logique de la négation de
son premier, ou encore si la formule

g=([gn=r] V [gA=p] V [pAT])

est valide, ce qui est le cas.

Les diagrammes de Venn. Reconsidéron®ARAPTI par la méthode des diagrammes de
Venn. Dans le diagramme standard du syllogisme (Fig. 64)réenisse majeure exprime que
les zones 1 et 4 sont vides, ce que 'on peut é¢ire R ou, pourquoi pas; = r; la prémisse
mineure exprime de mémge=- p et la conclusion exprime que I'une au moins des zones 6 et
7 n'est pas vide, ce que 'on écfitA 7.

D’apres la méthode de Venn, la validité d@aRAPTI (sans prémisse supplémentaire)
correspond a I'énoncé

{e=r, a=pEpAT;

la validité deDARAPTI avec présupposé d’existence correspond a I'enoncé

{e, a=r, g=ptEpAr,
ou encore a lI'énoncé
{¢, ¢q=r, ¢g=p, =(pAr)}estinconsistant.

On note que la méthode de Venn n’est autre qu’une versighgrae de la méthode introduite
et justifiee dans les paragraphes précédents ; elle pstadorecte.

Remarquele traitement deDARAPTI par la méthode de Herbrand revient a déterminer
I'inconsistance de I'ensemble

{Q(a), Q(a) = R(a), Qa) = P(a), ~(P(a) A R(a))};

la méthode de Venn est donc dans ce cas une version gragledaenéthode de Herbrand.

8.1.4 Lalogique des pedicats monadiques

Introduction. Nous venons de voir qu'un fragment important de la logiquenadique,
comportant notamment les formules modélisant les s\dlngs catégoriques, se ramenait au
calcul des propositions. Nous considérons maintenaogjiiglie monadique compléte. La clef
du traitement est la réduction des formules tolane simple
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Theoreme.Une formule est simple si et seulement si elle est une condmndooléenne de
SMQ et d’'atomes.

DémonstrationLa condition est visiblement suffisante. On établit q@edst nécessaire par
induction sur la structure syntaxique des formules.

Corollaire. Une formule est simple et fermée si et seulement si elle estaombinaison
booléenne de SMQ et d’atomes sans varidble.

Lois de passage. Leslois de passagsont des schémas d'équivalence logique entre formules.
Associées au théoréme de I'echari§elles permettent de réduire les formules a la forme
simple.On a:

- VrA < Aetdz A < A, siAnecomporte pas d’occurrence librexde

—Ve—A « —dzA; dJr—-A < =VzA.

-V (AAB) & (VxAAVzB); 3dz(AVB) < (IxAV3IzB).

- Vz(AVB) & (VzAV B); 3x(AANB) < (3zA A B), si B ne comporte pas

d’occurrence libre de.

Rappelons que ces régles sont valables en logique ptisdig&nérale.

Procédure de cecision pour la logique monadique. On introduit d’abord un lemme.
LemmeSi la formule A est simple, alors il existe des formules simplgst A”, logiquement
équivalentes &z A et3z A, respectivement.

DémonstrationSimple utilisation des lois de passage.

Théoreme Toute formule monadique est logiquement équivalentessforme simple.
DémonstrationOn obtient cette forme simple par application répétéecume.

Procedure de écision.Pour tester la validité d’'une formule, on réduit sa femetuniverselle
a la forme simple et on applique la technique du paragraph8&.8

Complexié. La procédure impligue des réductions en forme normalenj¢cmtive ou
disjonctive) répétées. Pour une forme prénexe corapbri quantifications alternées;
réductions peuvent étre nécessaires.

Un exemple. On veut comparer les formules
Vo 3y [(PzV Qy) A (RxV Sy)] et JyVz [(PxV Qy) A (RxV Sy)].

Il est clair que la premiére formule est conséquence lagide la seconde, mais la réciproque
est fausse. Pour le voir, on réduit d’abord la premierenfde a la forme simple. Dans la liste
ci-dessous, toutes les formules sont logiquement éaarited.

""Les atomes sans variable sdnie, false et les propositions élémentaires. Bien que ces desigoeent
assimilees a des prédicat$) argument, il est commode de les admettre en logique monadiailleurs, on
pourrait éliminer les atomes sans variable en les reraptagar des SMQ particuliers.

"8Le theéoreme de I'echange permet de remplacer une sooms#fe par une sous-formule logiquement
équivalente, sans changer la sémantique de départ.
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Vo Jy[(PzV Qy) A (RzV Sy)],

Vo Iy [(Px A Rx) V (Pz ASy) V (QyA Rzx) V (Qy A Sy)],

Vz [(Px A Rx) V (PxAJySy) vV (JyQy A Rx) vV Jy (Qy A Sy)],
Va [(Px A Rx) V (PxAJySy) vV (JyQy A Rx)] V Jy(Qy A Sy),
Vo [(PxV IyQy) A (PxV Rx) A (RxV 3ySy)] vV Jy(Qu A Sy),

[(Vx PxV 3y Qy) A Vo (PzV Rx) A (Vo Rx Vv Iy Sy)] vV Jy(Qy A Sy).

Une forme disjonctive normale équivalente est :

(Vo Px AVz Rx) V (Yx Px A3y Sy) V (Jy Qy AVx Rx) V
(Jy Qy AVz (PzV Rx) AJySy) V Jy (Qy A Sy) .

Pour la seconde formule, on obtient une liste analogue :

JyVa[(PzV Qy) A (RzV Sy)],

Jy [Vz (Pz V Qy) A Yz (Rz Vv Sy)],

Jy [(Vz Pz V Qy) A (Vx Rz Vv Sy)],

Jy [(Vx Pz AVz Rx) V (Y Pz A Sy) V
(Vo Pz AVz Rx) V (Vo Px Ay Sy) V

(Qy AVz Rx) V (Qy A Sy)],
(Jy Qy AVa Rx) vV Jy (Qy A Sy).

Une forme disjonctive normale équivalente est la deeniigne :

(Vo Px AVz Rx) V (Yx Px A3y Sy) V (JyQy AVz Rx) V Jy (Qy A Sy)

En comparant les deux formes normales, on observe que laggeecomporte les mémes cubes
que la seconde, plus un cube supplémentaire. Il est dosdy®de rendre la premiére formule
vraie tout en falsifiant la seconde, au moyen d’une intéagicn rendant faux les quatre cubes
ci-dessus et vrai le cube supplémentaire

(Jy Qy AVx (Px Vv Rx) A Jy Sy) .
Une telle interprétation sur le domaike, b} est par exemple celle qui rend vrais les atomes

Pa, Qa, Rb, Sb et faux les atome®b, Qb, Ra, Sa.

On peut aussi appliquer la technique vue au paragraphe Bfad montrer la consistance
d’une conjonction de cing formules, dont les quatre preesisont les négations des cubes
communs aux deux formules étudiées et dont la cinquieshéeecube supplémentaire. Les
cing membres de la conjonction sont donc

1. =(Vz Px AVz Rx), soit 3z (-Px V —Rx);
2. =(Va Pz A 3y Sy), soit 3z ~Px V Vy-Sy;
3. 7(Jy Qy A Vx Rzx), soitVy-~Qy V 3z —-Rx;
4. -3y (Qy A Sy), soitVy (-Qy V =Sy);

5. 3y Qy AV (PxV Rx) Ay Sy.
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Tout modele éventuel devra satisfatigQy et 3y Sy (formule 5), ce qui permet de simplifier
d’emblée les formules 2 et 3 efw —Pz et 3z —Rz, respectivement. Cette simplification
montre que la formule 1 est inutile et peut donc &tre omigeste donc a trouver un modeéle
pour la conjonction

Jx =Pz A Jxz—=Rx A Vy(=QyV -Sy) A JyQy A Vo (PxV Rx) A JySy.

En regroupant les deux schémas universels et par renontueggen z, cette formule se récrit
en
dx—=Px A Jz—-Rx A 3z Qz A Jx Sz A Vz [(-Qz V -Sz) A (PzV Rx)).

D’apres les résultats du paragraphe 8.1.3, il suffit défigé séparément la consistance des
formules

Jx =Pz A Vo [(-Qxz V —~Sz) A (PzV Rx)],

Jx—Rx A Vo [(-Qx V ~Sz) A (PzV Rx)],

Jx Qx A Vz [(-Qx VvV -Sx) A (PxV Rx)],

Jx Sz A Vo [(-Qx VvV -Sz) A (PxV Rx)],

ou encoreq 8.1.3) des formules

Pz A (-Qz VvV —Sz) A (PzV Rz),
Rz A (-QzV —~Sz) A (PzV Rr),
Qz N (-Qz Vv =Sz) A (PzV Rz),
Sz A (-Qx Vv -Sx) A (PxV Rx),

ce qui est évident dans chaque cas.

RemarqueRappelons que, dans la recherche de modeles pour ces ésironlpeut se limiter
aux modeles fondamentaux. On peut aussi, a partir desequaideles obtenus, créer un
modele commun, mais ce modeéle ne sera généralementmaamental. Dans notre exemple,
il comportera au minimum deux éléments; le modele a dedéaments donné plus haut rend
vraies les quatre formules, en considérant l'instance a pour les deuxieme et troisieme
formules, et I'instance = b pour les deux autres formules.

8.2 Lalogique de Bernays et Sabnfinkel

8.2.1 Introduction

Lintroduction dans la logique prédicative des prédicablyadiques ne pose pas de
probleme sémantique. En particulier, la notion d'intétption s’étend immédiatement a ce
cas. Cependant, I'introduction d’un seul prédicat & demgximents suffit & prévenir I'existence
d’'une “vraie” procédure de décision. Plus précisémieninéthode des tableaux sémantiques,
celle de Herbrand, celle de Hilbert et beaucoup d’autresipent, de maniere systématique,
de reconnaitre les formules valides et les formules instarges mais, pour chacune de ces
méthodes, il existe toujours certaines formules contitegepour lesquelles aucune conclusion
n'est fournie en un temps fini, et il a été démontré queedatune était irremédiable.

On peut cependant, en restreignant la logique prédicatitenir des fragments décidables,
etlalogique monadique est probablement le plus connuntitdiion de I'arité des prédicats ne
conduit cependant pas trés loin. Une autre voie plus prteonss est la limitation des schémas
de quantification, que nous explorons ici.
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8.2.2 Logique piedicative sans quantification

Si on s’interdit de quantifier les variables, celles-ci @evient, sur le plan sémantique,
indistinguables des constantes. En effet, interpréter constante ou une variable est
simplement lui associer un élément du domaine d’inttgiion. On peut donc admettre qu’en
I'absence de quantification, les seuls termes sont les aest

Une formule de la logique sans quantification est une congmnalinéaire d’atomes
sans variables. Si une telle formule comporie atomes distincts, elle admettr®
interprétations, exactement comme en logique proposigtle. On notera que deux atomes
sont (complétement) indépendants dés qu’ils sont gigquament distincts; il N’y a pas
plus de liens sémantiques entre, par exemples, a,b) et P(a,b,b) qu’entre P(a,a,b) et
Q(c, d). Létude des formules predicatives sans quantificaticasene a I'étude des formules
booléennes correspondantes.

8.2.3 Logique pidicative sans alternance de quantification

L'étape suivante consiste naturellement a consid@&grfdrmules comportant une seule
quantification mais, telle quelle, cette classe n’est pas Béfinie du point de vue sémantique.
En effet, les formulesvz (P(x) A Q(x,a)) et Vo P(x) A Vx Q(z,a) étant logiqguement
équivalentes, il N’y a pas de raison d’accepter la preengrde refuser la seconde. Il est
également peu indiqué d'imposer le type de quantificatirisque des formules comme
Vo (P(z) = R(a)) et3z P(x) = R(a) sont logiquement équivalentes. On peut cependant
imposer ce type de restriction pour les formes prénexes.

Formules existentielles pures, formules universelles pes. Une formule existentielle
(universelle) pure est une formule logiguement équivtel@rune forme prénexe ne comportant
que des quantificateurs existentiels (universels). Tdeteformules introduites au paragraphe
précédent sont donc des universelles pures. Dans la exestoute formule se réduit aisement
a la forme prénexe, il n’est pas génant de se restremdes formes dans cette étude.

On sait qu'une formule est consistante si et seulement seaeture existentielle est
consistante; une formule est valide si et seulement si saefere universelle est valide.
Cependant, la fermeture existentielle de la form®(e) vV - P(y) est valide sans que la matrice
elle-méme le soit; de méme, la fermeture universell®d@e) A -P(y) est inconsistante alors
gue la matrice est consistante.

Le théoreme de Herbrand donne un moyen simple de testanisistance des formes
de Skolem, qui devient une procédure de décision dansdegaon n'a pas de symboles
fonctionnels. On a les résultats suivants :

Théoreme.Une formule universelle pure (forme de Skolem) est consistai et seulement si
on obtient un schéma vérifonctionnellement consistargrenant la conjonction des formules
obtenus en substituant des variables libres aux variabkestifiées de la matrice.
Démonstration.Corollaire immédiat du théoreme de Herbrand, les végmllibres de la
formule jouant le rble de constantes de Skolem.

Theoreme.Une formule existentielle pure est valide si et seulemepnsbbtient un schéma
vérifonctionnellement valide en prenant la disjoncti@s formules obtenus en substituant des
variables libres aux variables quantifiees de la matrice.
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8.2.4 Logique piedicative avec une alternance de quantification

La technique du paragraphe précédent permet d’analgatest les formules monadiques
et de nombreuses autres formules utiles, notamment celfésadforme prénexe comporte une
seule alternance de quantificateurs.

ExemplelLa formule
JxVy P(x,y) = Vy 3z P(x,y)

est logiqguement équivalente a la forme prénexe
VaVy 3z Jw [Pz, z) = P(w,y)];
cette formule est la fermeture universelle de
3z Jw [P(z,2) = P(w,y)],

donc ces trois formules sont valides si et seulement si laigler est valide, ce qui est le cas
puisque la disjonction

[P(z,2) = P(x,y)] V [P(z,x) = Py, y)] V [P(z,y) = P(z,y)] V [P(z,y) = P(y,y)]

est valide.

Petit théoreme de Herbrand. Le théoréme de Herbrand est a la base d’'une procédure
générale permettant de reconnaitre la validité owcdimsistance des formules predicatives
quelconques. Particularisé aux formules quantifieesgur permet de reconnaitre aussi les
formules contingentes. Dans ce paragraphe, nous noustisét ce cas particulier.

Nous considérons une forme prénexe universelle fusans variable libre mais contenant
éventuellement des constantes.d@maine de Herbrandis (ou univers de Herbrangde S
est I'ensemble de ces constantes s'il en existe, et le $org{e} sinon; ce domaine est fini.
Uneinterprétation de Herbrandl’'une formule en forme de Skolefest une interprétatiok
de S dont le domaine ests et telle que chaque constante présente dasait interprétée en
elle-méme (si cette interprétation refd/raie, on parle denockle de Herbranyl La base de
Herbrand Bg est 'ensemble des atomes fondamentaux. Cette base estdirlenombre de
prédicats intervenant dassest evidemment fini. §iHs| = &, chaque prédicat d’arité donne
lieu k™ atomes fondamentaux.
Théoreme. Si ‘H est une interprétation de Herbrand pour la mattibte;,...,z,), on a
H[Vzy - -V, A(zy,...,2,)] = V si et seulement sH[A(h4,...,h,)] = V pour tous
hi,...,h, € H.
Corollaire. Une forme de Skolem est vraie pour une interprétation détdad si et seulement
si toutes ses instances fondamentales sont vraies pogiirtettprétation.
Simplification. Les interprétations de Herbrand s’identifient aux fonudiqtotales) de la
base de Herbran®y sur {V,F}, ou encore aux sous-ensembles g, c’est-a-dire aux
interprétations propositionnelles de lexidulie= By.

Petit treoreme de HerbrandJne formule universelle purg est consistante si et seulement si
elle admet un modeéle de Herbrand.
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RemarqueOn voit immédiatement I'intérét de ce théoréme quinpet; lors de la recherche de
modeles, de se limiter aux interprétations de Herbrandc@ un domaine générique, unique
et simple.

Démonstration.La condition est visiblement suffisante. On montre qu’ek¢ ®écessaire
en donnant une technique de transformation d’un modelécopgueZ (de domaineD
quelconque) en un modéle de Herbratdde domaine? = Hy).

1. On commence par donner une fonctiorgui & tout élément. € H du domaine de
HerbrandH associe un élemeni(h) € D. Si au moins une constante apparait dénps
toutes ces constantes sont interprétéesZpatr on posew(c;) = Z[e;] = I[c] € D;
sinon, la constante arbitraireest interprétée en un élémeht w(a) € D quelconque.

2. Pour donner une interprétation de Herbrandil faut spécifier 'ensemble des atomes
fondamentaux qui seront vrais daks

Soienthy, ..., h, € H etp un symbole prédicatif d’arité&. Pour interpréter I'atome
fondamentalp(hy, ..., h,), on poseH[p(hi,...,h,)] = L[pl(w(hi),..., w(h,))
(Z¢[p] est une fonction d®" dans{V,F}).
On adonc
Hay fhon i P15 - - 80)] = Loy (i) ovesion Jw(hn) [P(T15 - - 5 )]

3. Soity(z,. .., x,) UNe matrice ne contenant aucune variable libre autrecque. | z,,.
On aHzl/hl,“.,zn/hn [@(xlu sy wnﬂ = Lay/w(hi),..., zn/w(hn)[(fj(wla ceey xn)}

4. Toute formule de la form€z; - - -V, p(z1, ..., z,) satisfaite pafZ est aussi satisfaite

parH. On a successivement

IVxy - Vo, o(z,. .., 2,)] =V (hypothése),

Torjds, . onjdnl@(@1, - ., 2n)] =V, pourtous legl;, ..., d, € D,

Loy Jwihn),.oim fws(h) [9(215 - . T0)] = V, pour tous lesuy, ..., h, € H.
Harhn,zn i P(21, - ., 20)] =V, pour tous leguy, ..., h, € H.
HNVzy - Vo, (21, ..., 2,)] = V.

Procédures de @cision Une conséquence immédiate du petit théoréme de Hatlestrgue,
pour tester la consistance d’une forme universelle

RemarqueLa théorie de Herbrand a une portée trés générale nkdlt pas restreinte au cas
particulier des formes universelles pures. que ce qui wgtre s'appliqgue seulement aux
formes de Skolem. Par exemple, la formule

pla) A Jap(x)

est consistante, mais n’a pas de modele de Herbrand : sydle Herbrand (si on le considere
comme défini) serait le singletdma}, et la formule n'admet que des modéles a deux éléments
au moins. En revanche, la forme de Skolem correspondante

pla) A —p(b)

admet le modele de Herbradd(a)}, tel quep(a) =V etp(b) = F.
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