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Avant-propos

Du point de vue de son enseignement, la logique formedenéfitaire se trouve dans
une situation paradoxale. D’'une part, cet enseignementaestisé par plusieurs facteurs
objectifs mais, d’autre part, les résultats obtenus soavent décevants. Nous développons
ici brievement ces deux points, et proposons quelquessiur améliorer la situation.
Quelques atouts. Citons d’abord trois raisons pour lesquelles un cours @ihiction a la
logique formelle devrait étre un cours facile a donnefaeile a assimiler.

— La matire proprement dite est objectivement facile.
Analyser une formule propositionnelle, teligp A ¢) = ) = (p = (¢ = 1)),
est plus simple qu'analyser une formule arithmétique @élalique telle que/ab <
(a 4+ b)/2. En effet, les propositions ne peuvent étre que vraies ossts, tandis que
les nombres forment un ensemble infini. Cela a pour consiegugue les opérations,
les regles et les méthodes de la logique propositionrselfe moins nombreuses et
plus simples que celles de I'algebre élémentaire. D’'omamiere analogue, il est plus
facile d’analyser une formule du calcul des prédicatdetgle (exemple classique)
Vz (P(z) = Q(z)) = (Vz P(x) = Yz Q(z)), que de résoudre une équation intégrale,
telle quey(z) = 1+ J; y(¢) dt. Enfin, comme nous le verrons, presque tous les théoremes
de la logique élémentaire se démontrent de maniérei gyatematique, alors que
chaque théoreme de mathématique élémentaird,dlissi vieux que celui de Pythagore,
ressemble a un défi.

— Les eferences de bonne quditaccessiblea I'autodidacte, ne manquent pas.
Méme si, a I'échelle des mathématiques, la logique &lenest un domaine plutdt
jeune, il a quand méme plus d’un siecle; le plus récestltét que nous verrons, le
principe de résolution, date de 1965 (il est méme netté@u@@rieur en ce qui concerne
la logique propositionnelle). En mathématique, tous tewaines de base ont fait I'objet
de présentations didactiques nombreuses et soignédegitpie n'échappe pas a la
regle. La situation est moins favorable pour des domaihesrgcents et moins fondés
théoriquement, comme les systemes experts ou les réseawnaux artificiels.

— Les matlematiques Eparenta la logique.
La logique est la science du raisonnement et de I'expredsiamelle du raisonnement.
Tout étudiant est amené a raisonner et a exprimer ledeuses cogitations oralement ou
par écrit ... Bien plus, les écueils traditionnels de lgidoe €lémentaire (implication,
démonstration, variables libres et liees, etc.) onad#g rencontrés ailleurs, dans des
contextes mathématiques souvent plus difficiles. La notdiamplication formalise le
lien existant entre I'hypothese d’'un théoreme et saehaotion familiere aux étudiants
qui distinguent condition nécessaire et condition suffisaet qui, plus généralement,
ont une certaine expérience des démonstrations. Digtirlgs roles des variablesety
dans la formule/z P(z, y) n'est pas plus difficile que distinguer les rolestdst = dans
I'intégrale [y f(¢) dt, ou ceux de etj dans)_; A;z;.

Quelques probeEmes ... Pourquoi alors I'étudiant, reconnaissant rapidement atss
hésitation la validité des formulggp A ¢) = r) = (p = (¢ = r)), et aussi celle de
Vab < (a+b)/2, hésitera-t-il devant des questions innocentes, telles q
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SoientA, B, X etY des formules quelconques.

Onposed’ =4 (X = (A=Y))etB =45 (X = (B=Y)).

Si A = B estvrai, que peut-on dire d¢ = A, deA' = B' etB' = A'?
et

Quel lien logique y a-t-il entre les formules
Ve Vy (P(z) = Q(y)) et 3z P(x) = Ve Q(z) ?

Nous n’avons naturellement pas d’explication définitivee probleme, et encore moins
de reméde infaillible, mais on peut néanmoins explorelgues pistes. Tout d’abord, les trois
points cités plus haut, bien qu’objectivement favorafstesont pas dépourvus d’effets pervers.

— La facilité de la matiere peut susciter trois types dectiens négatives. Tout d’abord,
“si c'est trop simple, ce n'est pas utile”. Les applicatioren triviales de la logique
sont pourtant nombreuses, mais le temps manque parfoisiggaborder. Ensuite, et
cela surtout a propos de la logique propositionnelle, ¥gaaoi vouloir formaliser et
théoriser a propos d’une arithmétique simpliste, legaig 0 (faux) et 1 (vrai) ?”. Enfin,
la facilité conduit a 'imprudence, qui elle-méme ménkerreur! La logique renferme
guand méme quelques pieges ...

— Les bons livres existent, sans aucun doute, mais ne corrdspt pas toujours aux
attentes et besoins du lecteur. Un simple exposé du typeothgtico-déductif”
habituellement utilisé en mathématique ne convient p#mne si paradoxalement la
logique élémentaire s’y préte tres bien. Ce genre disgpse lit avec peu d’effort mais
conduit seulement a une compréhension passive des dspe¢mon a une maitrise
active de l'outil qu’est la logique pour un informaticienn Butre, un tel exposé ne
donne pas de justification a I'existence méme de la logigathématique et ne fera
gu’amplifier les réactions négatives évoquées plus.hau

— Notons enfin que la maturité mathématique de I'appremastaccompagne pas toujours
d’une motivation pour aborder une nouvelle branche desénzdtiques. ..

Quelques solutions. Les remedes existent. Une approche historique et phitogop des
concepts [L1] est un excellent moyen de contrer les réastitegatives, en montrant que
beaucoup d’efforts ont été nécessaires pour abouticangepts simples et épurés sur lesquels
se base la logique moderne. Elle montre aussi que les progatisés au cours des siecles
I'ont souvent été a I'occasion de problemes concrets yait enfin que la formalisation de
I'expression des raisonnements a été la voie royale desadua une meilleure compréhension
de ceux-ci. Linconvénient de cette approche est gu’ellenge grandement la taille de
I'exposé, surtout si on le compléte d’une introductiotes problemes de nature informatique
[L2] auxquels la logique apporte une solution partielle ompléete. Tout en restant persuadé
de l'intérét pédagogique d'une approche historiquetetopophique de cette matiére, nous
devons admettre qu’elle est peu compatible avec la duréénmate de 30 heures prévue au
programme (travaux pratiques non compris), surtout posiadditeurs fortement sollicités par
ailleurs.

Un moyen radical de balayer les objections de simplicit@’etutilité est de dépasser
quelque peu la matiere reconnue comme indispensablentortiaticien, et d'aborder
guelgues grands problemes tels l'incomplétude et €gidabilité de I'arithmétique, ou
l'indécidabilité de la logique prédicative, conduisarde séveres limitations dans les domaines
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de l'algorithmique, de la démonstration automatique stgestemes experts, notamment. On
obtient alors un cours de mathématique plutdt volumiretudifficile, dont I'introduction dans
un curriculum de sciences appliquées serait malaiséstéi¢r. (Recommandons néanmoins
[CL] et [BM] a I'amateur.) Leffort a fournir par I'étudint peu habitué a I'algebre et aux
mathématiques abstraites devient alors lourd, mémedjlianteur s’'ingénie avec succes a
motiver tout résultat et a en donner une bonne intuitianad’en exposer une démonstration
rigoureuse [S].

Il semble donc que les problemes liés a I'enseignemertd tlegique se résolvent surtout
par des développements supplémentaires, dont le simglene peut rebuter I'étudiant.
Signalons quand méme que peu de domaines progressemnizgaidement que la logique pour
linformatique ; le “Handbook of Logic in Computer Sciencedmporte six volumes, dont le
premier contient plus de 800 pages [AGM].

En dépit de cette inquiétante inflation, on constate qpeaitte de la logique mathématique
réellementnécessaire a l'informaticien est plutdt réduite, ettpaisément s’exposer en
30 heures et s’assimiler concrétement et pratiguementOeheBres supplémentaires ... a
condition de respecter une stricte discipline. Une doublagaraison va nous permettre de
préciser ce point. L'étudiant en sciences appliquégseul, assimile et utilise une grande
guantité de théoremes d’analyse mathématique, aoprdp fonctions réelles et complexes,
d’intégrales et d’équations différentielles, de tf@ansées de Laplace et de Fourier, etc. En
contrepartie, si I'on peut dire, I'assimilation n’est pasijpurs treés profonde. On mémorise,
ou on sait ou retrouver, les formules d’intégration et@d@sformation de fonctions, mais on
s’interroge moins, ou avec moins de succes, sur les conditile validité de ces formules.
Le plus souvent, il n'y a pas de conséquences facheuses,padois un résultat aberrant
sera admis sans hésitation. A I'opposé, I'étudiantilidet que peu de résultats d’arithmeétique,
et presque exclusivement des résultats élémentaisggendant, il est parfaitement “a l'aise”
dans ce petit domaine ; en particulier, sa perception iatuites nombres lui permettra le plus
souvent de détecter un résultat aberrant (d0 a uneratessigne, d’'un facteur 10, etc.).

Le point crucial est que [l'étudiant doit assimiler la logéy €lémentaire comme
I'arithmétique élémentaire ; il doit pouvoir “doublelé raisonnement méthodique et rigoureux
par une compréhension intuitive des formules. Il doitvami par exemple, &ejeter 'énoncé
de logique (incorrect!)

SiA = Bestvrai, alor§fX = (A=Y)) = (X = (B=Y)) estvrai.
aussi rapidement que I'énoncé algébrique (incorrect!)
Sia < bestvrai, alorsly — a) —x < (y —b) — x est vrai.

En mathématique, il est extremement pénible de mémodss démonstrations vues comme
des textes linéaires dont tous les mots ont la méme impeetall est de loin préférable
d’associer a un théoréeme un objet concret (au sens largejtir duquel on peut reconstituer
aisément la démonstration du théoréme.

Le dessin de gauche de la figure 1 comporte deux carréseimtérdont les dimensions
sonta etb ainsi que deux rectangles de cotéstb. Ce dessin illustre notamment la formule
(a+b)? = a® + 2ab + b*. Le dessin de droite comporte un carré intérieur de diiens ainsi
gue quatre triangles rectangles de petits catésb et d’hypoténuse. L'aire totale des deux
rectangles étant égale a celle des quatre trianglé ttalea? + 5% des deux carrés intérieurs
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FiG. 1 — Clef du theoreme de Pythagore.

a gauche est égale a l'airé du carré intérieur a droite. Cette derniére égaliéle theéoréme
de Pythagore.

Deux pistes prometteuses ... Ce genre d'objet (ici, une paire de dessins) est natureieme
tres utile, mais il n'est pas évident de le découvrir.sE'eependant moins difficile en logique
formelle qu’en algebre ou en analyse, et notre princip@ailf, en écrivant ce texte, est de
montrer comment ces objets peuvétie cecouverts et utiligs; ce seront souvent des objets
bien connus de linformaticien, tels les tableaux, leseBset les arbres. Nous essayerons
aussid’arithmétiser la logiquece qui permet d'importer en logique I'expérience et Liitibn
acquises en arithmétique élémentaire. En particdésrdémonstrations paraitront simples au
lecteur qui observera leur caractére constructif et itille plus souvent, une démonstration
donne lieu a un programme (récursif) construisant I'odnt le théoreme démontré affirme
I'existence.

1 Introduction

Dans ce bref chapitre, on présente les objectifs de lal@gi@n montre certaines analogies
existant entre la logique et I'arithmétique. On montréilii@ de la logique pour une meilleure
compréhension des théoremes et des programmes, etpausdiécriture méme de certains
programmes.

Qu'est-ce que la logique ? La logique est la science du raisonnement et de I'expression
précise du raisonnement. Tout étre humain raisonne etl@st concerné par la logique.
Raisonner, c’est produire de I'information a partir dbnfnation préexistante et de certains
mécanismes de transformation de I'information.

Raisonnement et calcul. Le raisonnement est proche du calcul, qui lui aussi transfor
I'information. Etant donné un triangle dont la base et latear sont de 6 cm (information
préexistante), on sait que l'aire du triangle est de 18 ¢mouvelle” information). Le
mécanisme de production est la régle classifjue (B x H)/2.

La logique la plus simple est celle des propositions. Il i&’agen d’'un calcul, dans lequel
les objets ne sont pas les nombres et les expressions mu@&rimais les valeurs de vérité
(“vrai” et “faux”) et les propositions et formules suscdyis d’'étre vraies ou fausses. Voici un
exemple typique de ce calcul. L'information préexistacaenporte deux énonces :

Pour sortir sous la pluie, je prends mon parapluie.
Je suis dehors sans parapluie.

Le mécanisme de calcul, ou plutdt de déduction, est kasti

A= B, -B
-A

“Si A implique B est vrai, et siB est faux, alorsA est faux.” L'information nouvelle que I'on
peut obtenir ici est “Il ne pleut pas”. Oniastance A en “il pleut” et B en “je sors muni d’'un
parapluie”.

On notera I'emploi de la convention habituelle : la ligneihontale sépare lgzrémisses’un
raisonnement (au-dessus de la ligne) et@aclusion(au-dessous de la ligne).

Logique et arithmétique. Dans le raisonnement précédent, le calcul propremenedit
extremement simple. C’est une arithmétique des pluswadtaires, ou on ne dispose que de
deux “nombres”, noté¥' (faux) etV (vrai), ou encore, pour parfaire I'analogie, O et 1. Les
tables correspondant a I'implication et aux quelquesesutipérations logiques seront donc
bien plus simples que la table de multiplication par exemplesque les tables logiques ne
comportent que deux entrées. Une difficulté de la logicarergpport & I'arithmétique est le
caractere informel du langage utilisé (le francais)nfdrmation représentée pa peut étre
écrite “je sors muni d’'un parapluie”; on a donc implicitemadmis que la phrase “Pour sortir
sous la pluie, je prends mon parapluie.” est synonyme ddélitgmplique je sors muni d’'un
parapluie”. On congoit aisement que, dans des raisonmsnpdus €laborés, une hypothese



de ce type peut rapidement devenir douteéu3eutefois, ce probleéme est du ressort de la
linguistique et nous ne I'aborderons pas ici. Plus peroisnt, nous ne considérerons pas de
raisonnement dont la formalisation ne soit €lémentaioire méme déja faite. L'objet de la
logique mathématique sera donc la représentation etliaa des raisonnements formalisés. A
titre d’exemple, considérons les tables de la négatiale ¢implication :

[y |z=y]

]

F
Vv

ujw<<H
o <<
< <jH|<

Ces tables permettent d’établir la validité du mécamista raisonnement utilisé au paragraphe
précédent. Par simple combinaison, on obtient immédiant la table ci-dessous :

= | < <

o < | <
<= <™

< <= =

<<= <

Valider le mécanisme de raisonnement utilisé dans noeenple (c’est le “Modus Tollens”)
consiste a vérifier que, dans tous les cas ou les deuxiggésd = B et —=B sont vraies,
la conclusion—A est également vraie. Dans les trois premieres lignes lneda, I'une des
prémisses est fausse. Ces lignes correspondent a des tad/odus Tollens ne s’applique
pas. La quatrieme ligne correspond au cas ou les deuxiggémsont vraies, c’est-a-dire au
cas ou le mécanisme de raisonnement étudié s’applignegbserve que la conclusion est
également vraie, ce qui acheve la vérification.

Trop simple, la logique? On peut se demander a quoi sert la logique en tant que science
puisqu’elle ne recouvre, dans le contexte élémentairg dous ne sortirons pas, que des
connaissances évidentes. Nous aurons amplement I'oocdsi souligner plus loin qu'il est
certaines évidences méritant d’étre soulignées maig;, I'informaticien en particulier, I'utilité

de la logique est du méme ordre que celle de I'arithmétiGatte utilité est liee a la dimension
des problemes traités, et a I'intérét, au dela d’uereaine taille trés vite atteinte, d’automatiser
la résolution de ces problémes. On “produi6’ x 6)/2 = 18 sans effort, mais il n’en va
pas de méme pou5 234 x 765864 = 264402292 176; on utilisera ici une calculatrice, ou
un ordinateur dont la programmation a requis la mise en osla/régles arithmétiques bien
formalisées. Plus peut-étre que la taille des problemiest leur généralisation qui requiert
I'élaboration d’une science. L'égalitt+ 2 + --- + 10 = 55 présente un intérét nettement
moindre que I'égalité&_} ;i = (n x (n + 1))/2. Cette égalité ne se déduit pas seulement
de tables arithmétiques, si détaillées soient-elle; gcience” arithmétique est nécessaire. ||

IMéme dans notre exemple, certains problemes surgissemarticulier, il peut avoir commencé a pleuvoir
aprés que je sois sorti (sans parapluie) ; je peux ausstégen parapluie en cours de route.
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en va de méme en logique, ou I'on formalise des regle€mgées, telle la classique regle de
récurrence :
P(0), Vn[P(n) = P(n+1)]
¥n P(n)

L'effet de dimension est également présent en logiquemmnee en témoignent deux petites
énigmes amusantes.

1. Les étudiants ayant participé a I'examen de logiquediiit par le le prénom, la
nationalité et le sport favori pratiqué par chacun d’édm.demande de reconstituer
le classement et de déterminer qui est le Francais et gtiés sport pratiqué par
Richard, sur base des indices suivants.

Il'y a trois étudiants.

Michel joue au football.

Michel est mieux classé que I'’Américain.
Simon est Belge.

Simon a surclassé le joueur de tennis.
Le nageur s’est classé premier.

SUhONR

2. Les occupants de maisons alignées différent par la rediténla couleur de la
maison, la marque de cigarette favorite, la boisson pgéfét I'animal familier. On
demande de reconstituer la situation, et en particulielediifier le propriétaire du
zébre et le buveur d’eau, sur base des indices suivants.

1. Les numéros des maisons sont 1, 2, 3, 4, 5.

2. L'Anglais habite la maison verte.

3. L’Espagnol posséde un chien.

4. On boit du café dans la maison rouge.

5. On boit du thé chez I'Ukrainien.

6. La maison rouge suit la maison blanche.

7. Le fumeur de Old Gold éléve des escargots.

8. On fume des Gauloises dans la maison jaune.
9. On boit du lait au numéro 3.

Le Norvégien habite au numéro 1.
11. Le fumeur de Chesterfield et le propriétaire du renand @@isins.
12. Le fumeur de Gauloises habite a coté du propriéthireheval.
13. Le fumeur de Lucky Strike boit du jus d’orange.
14. Le Japonais fume des Gitanes.
15. La maison bleue jouxte celle du Norvégien.

Formaliser ces énigmes, c’est-a-dire les convertir emides a analyser, est facile. L'analyse
proprement dite est tout aussi facile, mais, vu la taillefdesules, peut demander un certain
temps, et une bonne organisation du tra¥hlaturellement, on peut programmer un ordinateur
pour faire le travail ; nous préterons une attention palitice aux questions algorithmiques.

Mieux comprendre les theoremes. La logique formelle a été au départ développée par
des mathématiciens, pour éclairer divers problemésadé survenant en algebre, en analyse,
en géométrie, etc. Ce point n'a pas tellement d'intpdir I'informaticien, mais il importe

2Si on n’est pas habitué & résoudre ce type d’énigme, oh $attendre & une demi-heure de tatonnement
avant de découvrir la solution de la seconde, méme si unatmsuffit pour la premiere . ..



de reconnaitre d’emblée le statut acquis par la logiquéhemaatique : elle contribue au
développement d’autres branches des mathématiquesestaune meilleure compréhension
de celles-ci. Inversement, une certaine maturité madhigpne favorise I'apprentissage de la
logique.

Nous ne donnerons ici qu'un exemple de la symbiose entrglegtt mathématique, mais
il est capital. Dans n’'importe quelle branche des mathigmes, un théoréeme évoque une
catégorie d’'objets et affirme que tout objet vérifiant poyhese vérifie aussi la these. Ceci est
un exemple typique d’évidence qu'’il est opportun de saédigDans le domaing des entiers
relatifs, on a le théoréme suivant :

Tout carré est positif.

La paraphrase suivante donne lieu & une traduction imatedi
Pour toutn, n est un carré implique est positif.

On peut en effet formaliser I'énoncé en

Yn[C(n) = P(n)].

Comme souvent en mathématique, on sous-entend une partimfdrmation ; dans le cas
présent, la formule ne reprend pas (notamment) le faitrqueprésente un entier relatif et
non, par exemple, un nombre complexe. Ce théoreme expiedes quatre classes d’entiers
relatifs que I'on peut a priori former (C-P : carré-posit@fnP : carré-non-positif, nC-P : non-
carré-positif, N\C-nP : non-carré-non-positif), la sede est vide. On a en effet

C-P |0,1,4,...,100,...
C-nP

nC-P |2,3,5,...,99, 101, ...
nC-nP| -1, -2, -3,...,-100, ...

Cela illustre la régle logique disant qu’'une implicatipn= ¢ est fausse si et seulement
si 'antécédenp est vrai et le conséquentest fauxd En particulier, une implication dont

I'antécédent est faux est toujours vraie. Par exempdmolicé “si 2+2=5, alors 2+2=6" est
vrai, ce qui ne 'empéche pas d'étre sans intérét puatiq

Mieux comprendre les programmes. La logique est utile a I'informaticien, et en particulier
au programmeur. Elle permet dpécifierun programme :

{xo € N} (z,y) := (x0,1); whilez > 0do (y,x) := (y*xx,2—1); F := y {F = x0!} .

Cette écriture exprime une relation utile entre la donnget le résultatr. La logique permet
aussi dalonner un argument de conforméntre le programme et sa spécification, par exemple
un invariant de boucle ; cet invariant est ici

z, 20,y ENANO <z <29 A Y*a! =z

3Le théoreme affirme que la seconde des quatre classesiestivi’interdit pas qu’éventuellement une des
trois autres classes soit vide aussi.

Enfin, la logique permet deérifier la validite de I'argumentUn élément crucial de cette
vérification est le fait que le corps de la boucle, lorsqest exécuté, restaure I'invariant. En
appelant cet invariant, on doit avoir

{I ANz>0}(y,z) = (yxz,x—1) {I},

Oou encore
(INz>0)=Iyz/ysz,x—1]

oul[y,z / yxz,x—1] désigne la formuld dans laquelle on a remplacé les occurrencegete
dex pary*x etz — 1, respectivement. En définitive, pour établir que le pangme est correct,
il faut prouver que la formule

VeVroVy ([0<az<zg A yxa!l =20l = [0<ax—1<ax¢ A (y*x) * (x—1)! = x0!])

est vraie, ce qui peut se faire en utilisant les proprigt@hmeétiques usuelles, notamment
I'associativité de la multiplication et le fait quex (n — 1)! = n! pour tout entier. strictement
positif. Le fait que la logique soit plutdt simple rend pitds I'automatisation du raisonnement,
qui est vu comme un calcul d’'un genre particulier. La logiggedonc une clef de l'intelligence
artificielle et permet en particulier la programmation dstégnes experts, aptes a la résolution
automatique d'énigmes comme celle du zébre ou, d’'uneémnamoins ludique, a I'élaboration
de diagnostic de pannes dans les réseaux informatiquashpaonner qu’un exemple.

Un algorithme est une recette de calcul permettant de desain probléme sans devoir
réflechir. Toute la réflexion nécessaire a été andigipar I'auteur de I'algorithme, ce qui
explique la difficulté potentielle de la tache du concepté'algorithme. Un programme de
calcul implique des regles de calcul et la mise en ceuvre slegegges. Dans un programme
classique, tel celui calculant la factorielle, ces deuxé&dients sont intimement mélangés,
et les regles mathématiques de base qui ont été eslif@ssociativité de la multiplication,
par exemple) n'apparaissent explicitement que lors d'@ndigation systématique et détaillee
de I'exactitude de I'algorithme. Dans la mesure ou cal¢ubesonnement ne sont que deux
facettes d’'un méme processus, on peut envisager de s&gsadeux ingrédients. Un algorithme
de mise en ceuvre de régles logico-mathématiques et Wi fois pour toutes, et cet
algorithme est particularisé a un probleme particyir I'adjonction des regles relatives a ce
probleme. Cette technique de “programmation (par la)jogi est trés puissante, notamment
dans les cas ou la programmation classique est déceu@ans. ce contexte, pour trier un
tableauX en un tablead’, il suffira de donner deux “indices” :

Y est une permutation d¥ ;
les éléements d& forment une suite croissante.

Trier de cette maniere sera cependant trés inefficaces Banéme contexte de programmation
logique, il suffira de donner les indices et la question @aijme évoquée plus haut pour
résoudre celle-ci. Dans la mesure ol on ne connait pdgodithme classique de résolution

d’énigme, I'approche logique est ici tres attrayante.

Programmer en logique. Puisque la logique est, dans une certaine mesure, un calieul,
peut donner naissance a un langage de programmation. ¢@gafPROLOG (“PROgrammer
en LOGique”) est le plus utilisé des langages basés sundmulie. En dépit de certaines
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limitations, il se préte bien a la résolution d’'une vadltisse de problemes. A titre d’exemple,
nous donnons a la page suivante un programme PROLOG poesdéution de I'énigme du
zebre donnée plus haut. Ce programme décrit d’une papi’'est une énigme et, d’autre part,
les particularités de I'enigme du zebre. Le systeme BRG calcule la réponse en utilisant les
algorithmes de résolution et d’'unification, préseraés fin de ce cours.

prc(A B, [A B C D, E]) prc(A,C[ABCDE]). prc(ADI[ABCDE).
prc(A E, [A B CDE]) prc(B,C [A B, CDE]). prc(B,D[ABCDE).
prc(B,E [A B, C D, E]) prc(C D [A B, C D, E]) prc(C E[A B, CDE).
prc(D, E [A B CD,E).

one(A [A B C D E)

three(C [A B CD,E)

nei ghbor (A, B,[A B,C D E]). neighbor(B,C [A B,CD,E)

nei ghbor (C,D,[A B,C, D E]). neighbor(DE [AB,CD,E)

nei ghbor (B, A, [A B,C D E]). neighbor(C B,[A B,CD,E)

nei ghbor (D, C,[A B, C,D E]). neighbor(E D, [A B,CD,E])

nation(h(N,C,A B, T),N.
color(h(N,C,ABT),QO.
animal (h(N,C,A, B, T),A.
drink(h(N,C A B, T),B).
tobacco(h(N,C,A B T),T).

go(X,Y) :- St = [h(NL, C1, A1, B1, T1), h(N2, C2, A2, B2, T2),
h(N3, C3, A3, B3, T3), h( N4, C4, A4, B4, T4), h(N5, C5, A5, B5, T5) ],

menber (X2, St), nation(X2, english), color(X2, green),
menber ( X3, St), nation( X3, spani sh), ani mal (X3, dog),
menber (X4, St), color(X4,red), drink(X4,coffee),
menber (X5, St), nation( X5, ukrainian), drink(X5,tea),
nei ghbor ( X6a, X6b, St),
nmenber ( X7, St), tobacco(X7, ol dgol d), ani mal (X7, snails),
menber (X8, St), col or (X8, yell ow), tobacco(X8, gaul oi ses),
three(X9, St), drink(X9, mlk),
one( X10, St), nation(X10, norwegi an),
nei ghbor ( X11a, X11b, St), tobacco(Xlla, chesterfield), ani mal (X11b, fox),
nei ghbor ( X12a, X12b, St), tobacco(X12a, gaul oi ses), ani mal (X12b, horse),
menber ( X13, St), tobacco(X13, | uckystrikes), drink(X13, orangej uice),
menber ( X14, St), nation(X14, | apanese), tobacco(X14, gitanes),
nei ghbor ( X15a, X15b, St), nati on(X15a, norwegi an), col or ( X15b, bl ue),
menber (Q St), animal (Q zebra), nation(Q X),
menber (R, St), drink(R water), nation(RY).

On observe que ce texte ressemble plus & une variantergmté du probleme qu’a un
programme pour résoudre le probléme. Il n'est en fait ga’'donnée pour la version Prolog
des algorithmes de résolution et d’unification.

Le texte est composé atauseqqui décrivent des prédicats. Il y a deux sortes de clauses :

a.

a:- b,c,d.
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prc(X6b, X6a, St), col or(X6a, red), col or(X6b,white),

La premiere exprime un fait (axiome, postulat, définijidglle peut se lire “On @” ou
“a est (toujours) vrai”. La seconde clause exprime une réglgossibilité d’obtenir le faia a
partir des faitd, ¢ etd. On peut lire “Sib, ¢ etd sont vrais, alora est vrai”, ou encore “Pour
avoir (établir)a, il suffit d’avoir (d’établir)b, c etd”.

Les clauses préliminaires constituent des définitionsiliaires, pour les notions de
précédence (une maison précede une autre si le nureédeopiemiere est plus petit que celui
de la seconde), de premiere maison, de maison du milieumiadsns voisines. On note par
exemple que, dans une structure de cing élemeAfB, C, D, E] , les maison® et B sont
mitoyennes, de méme qiet A, B etC, ... et enfinD et E. On précise aussi qu'une maison
est décrite par cing attributs qui sont, dans I'ordre, laomalité du propriétaire, la couleur de
la facade, I'animal familier, la boisson favorite et la mpae de tabac.

La clause principale définit le prédicgb. Les cinq premieres lignes correspondent a
indice 1; les lignes suivantes correspondent aux quat@utres indices, sauf les deux
dernieres lignes qui correspondent aux deux questiorire’dtexemple, voici une paraphrase
du dernier indice : “la structur8t comporte deux maisons mitoyennék5a et X15b telles
gue l'occupant deX15a est de nationalité norvégienne, et gkiE5b est de couleur bleue”.
La premiere question se traduit en “la structSte comporte une maison (inconnu®) dont
I'occupant est de nationalit€ et posséde un zebre”.

L'exécution de ce programme est représentée ci-dessous

?- go(ZebraOwner, Wat er Dri nker).
ZebraOmner = japanese

Wat er Dri nker = norwegi an ? ;

no

Le “no” indique I'absence d’une seconde solution; sur base désdadil est donc certain que
le Japonais possede le zébre et que le Norvégien boiede.I’

Notre but n’est pas ici de présenter Prolog, mais de monqtrerles algorithmes logiques
que nous étudierons sont suffisamment puissants pourneremndcharge la résolution d’'un
probleme non trivial. Ces algorithmes sont préprograsefficacement et une fois pour toutes
dans le systeme Prolog, mais peuvent naturellement édgrggmmeés dans n’importe quel
langage ; nous verrons d’ailleurs comment, aux chapitogs ét cing.

Nous terminons ce chapitre par une tres bréve introductiox deux algorithmes utilisés
par Prolog. Considérons le petit programme suivant.

f.
, C.
f.

©T Q00T
O T O

Le logicien écrira plutdt

{A,B,A=C,(ANF)=D,(BAC)= D, (CAF)= E}.
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La derniére formule, par exemple, signifie qué€'stt /' sont vrais, alor€ est vrai. Essayons,
sur base de nos six clauses, de voiDsest vrai, et siE est vrai. Pour avoiD, d’apres la
cinquieme clausé,il suffit d’avoir B et C. On a B (deuxieme clause) et, pour avdit, il
suffit (troisieme clause) d’avoid, que I'on a par la premiére clause. La réponse a la premie
question est donc “oui”. D’autre part, pour avéir il suffit d’avoir C' et F'. On a bienC' (on

a vu comment), mais aucune clause ne permet d’espéreriobteba réponse a la seconde
question est donc “non”. Ces raisonnements, illustrésfiglire 2, sont des exemples typiques
de ce qu’étudie ldogique des propositiongbordée aux chapitres deux et trois. Les numéros
des noeuds des arbres de la figure 2 indiquent I'ordre dansllega nceuds sont créés et
exploités.

© e

@ c.f

2 a,f

@ f

X

® oui

FiG. 2 — Arbres de vérification systematique de faits.

Considérons maintenant un autre programme.

append([], Vs, Ys).
append([ X| Xs], Ys, [ X| Zs])

La notationappend( Xs, Ys, Zs) signifie “la concaténation de la liskés et de la listeYs
est la listeZs”. Le programme ci-dessus correspond donc a la définigannsive classique
de l'opération de concaténation de deux listes. (Lt@cei[ X| Xs] représente la liste dont le
premier €lément esf et dont le reste est la lisks.) On peut demander a Prolog

? append(Xs, Ys,[a, b]).

Cela signifie “Existe-t-il des listeXs et Ys dont la concaténation donne la ligte, b] ?".
Prolog cherche une preuve constructive de I'énoncé, aigoiant lunificationdes termes. En
particulier, il établit que I'on a bieappend( Xs, Ys, [ a, b] ), siI'on choisitXs =[ a] et

Ys =[ b] . Cette recherche systématique produit trois solutiotie st illustrée a la figure 3.
C’est une application typique dellagique des pedicats abordée aux chapitres quatre et cing.

;- append(Xs, Ys, Zs).

4Utiliser la quatriéme clause conduit & une impasse, coommn le voit & la figure 2.
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appendXs, Ys, [a, b]) ?

Xs, Vs, Vsl — Xs, Vs, X1, Zst « [a| Xs1], V5!, a,[b]
@D appendXs', Vs, [b]) ?
{Xs, Ys =[], ]a,b]}
Xs!', Vs Xst, vst, X2 Zs — [b| Xs?], Y52, b, (]

(4) appendXs®, YVs?, [])?

Xs?, ¥s?, Ys® — (L[], []

{Xs, Ys = [a,8],[]}

FiG. 3 — Arbre de recherche systématique des solutions.

2 Logique propositionnelle : syntaxe et 8mantique

2.1

L'objet de la logique propositionnelle est I'étude desgmsitions et de certaines opérations
qui permettent de les combiner. Nous montrons dans cettieiseou proviennent ces objets
et ce qu'ils sont.

Introduction

2.1.1 Cenréralités sur les propositions

Une propositionest une phrase susceptible d'étre vraie ou fausse. Enafggran parle
souvent de “phrase énonciative”. Voici quelques exemgéepropositions, écrites en langage
naturel, en formalisme mathématique ... ou dans un méldeg deux.

1. Un plus deux égalent trois.
2. 1+1=3.
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m™> €.

. Il n’existe que cing polyedres réguliers convexes.

. Il existe une infinité de nombres premiertels quer + 2 est aussi premier.
. Le procompsognathus est un deutérostomien anamniote.

. Il fera beau a Liege le 29 avril de I'an 2021.

2?4 y2 =22

. Il pleut.

10. Je donne cours de logique le mardi.

11. Jedonnecours(matiere, jour).

12. Un plus deux égalent trois et la terre tourne autour tkilso

13. Un plus deux égalent trois parce que la terre tournauadiosoleil.
14. Cette phrase est fausse.

© O N O U AW

15. La phrase suivante est vraie.

16. La phrase précédente est fausse.

17. Cecin’est pas une phrase.

18. Cette phrase n’est pas une proposition.

On observe immédiatement que la nature propositionnélieedphrase n’'implique pas la
connaissance automatique de la valeur de vérité de detiesg Les trois premiers exemples
paraissent non problématiques, mais on pourrait hésiteur attribuer une valeur de vérité
par méconnaissance du francais ou de I'arithmétigeiméhtaire ; on pourrait aussi ignorer ou
refuser les conventions habituelles des mathématiciensecnant les constantes numériques
importantes, tellesr = 3.14159... ete = 2.71828.... Les exemples 4 a 7 montrent que
l'ignorance est une cause excusable et méme inévitableodeattribution. On peut savoir
ce gu’'est un polyedre régulier convexe, mais le non-eratkticien ignore généralement leur
nombre. L'exemple 5 a un sens clair, mais il s’agit d'une eofjre de I'arithmétique :
les spécialistes pensent qu’elle est vraie, mais n'ontrpassi a la démontrer. Le sens de
la phrase 6 et a fortiori sa valeur de vérité échapperama@n-biologiste. Enfin, faire une
prévision météorologique a trés long terme est cetgphent irréaliste.

Les exemples 8 a 11 posent une difficulté d’'une autre nab® phrases sont claires et
élémentaires, mais leur valeur de vérité dépend dteste La pertinence de ce contexte peut
apparaitre explicitement, via des parametres téls"y”, “ 2", “matiere”, “jour”, ou de maniere
implicite : qui est “Je” ? Ou et quand est prononcée la phtdpleut”? On ne peut attribuer
une valeur de vérité a ces exemples sans connaitredetexie.

Les exemples 1 a 11 étaient des propositiatmsniques les exemples 12 et 13 sont des
propositionscomposges les deux composants sont les propositions atomiques “Usgeux
égalent trois” et “La terre tourne autour du soleil”. Cesnpmsants sorconnecéspar “et” et
par “parce que”.

Les exemples 14 a 16 sont dearadoxes on les comprend, aucune culture et contexte
particuliers ne sont nécessaires a leur analyse, maist iheanmoins impossible de leur
attribuer une valeur de vérité sans aboutir a une coittiad (le cauchemar du logicien!).
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Ce phénomene est lié @alitoréference: ces phrases parlent d’elles-mémes. Les exemples 17
et 18 montrent que I'autoréférence n'implique pas totgde paradoxe : il s’agit bien de deux
propositions, toutes deux fausses.

Dans I'approche formelle de la logique propositionnellgys voulons nous affranchir de
tous les problémes non liés au raisonnement proprementli moyen radical d'y parvenir
est de restreindre le sens d’'une proposition a sa valeurédiéyexactement comme, en
arithmétique, le sens d’'une multiplicité est réduit aataille. On évoque le nombre “13”
par exemple, sans se soucier d’évoquer une multipli@ticiete comportant 13 éléments.
En fait, I'arithmétique ne nous apprend rien sur les nomlex-mémes, mais a pour objet
les relations qui existent entre les nombres, dont I'eristeest tout simplement postulée et
admise. Le lexique de I'arithmétique se limite donc awatiohs identifiant les nombres (suites
de chiffres), aux variables représentant les nombres/éstules lettress, y, a, b, etc.) et aux
symboles représentant les opérations par lesquellesutrcpmbiner et comparer les nombres
(+, =, <, etc.). Lécriturex® + y? = 22 est un énoncé de l'arithmétique ; c’'est aussi une
proposition. Pour attribuer une valeur de vérité a gatégosition, il faut connaitre les valeurs
(numériques) de, y et z, mais rien d'autre (inutile, par exemple, de savoir si lesbes en
guestions représentent des longueurs, ou des vitessdesaiombres de pommes contenues
dans des paniers).

En arithmétique, on distingue les énonc&dides qui sont toujours vrais, les énoncés
inconsistants ou contradictoires qui sont toujours faux, et les énoncésntingents ou
simplement consistantgui sont vrais ou faux selon le contexte, c'est-a-direrséts valeurs
gue I'on attribue aux variables qu'ils contiennent. Unrécovalide peut contenir des variables,
tel 22 + y? > 22y ou n’évoquer que des constantes el 3 = 5. Il en va de méme pour les
énonceés inconsistants’(+y? < 2y, 2+ 3 = 6). En revanche, un énoncé contingent comporte
toujours une variable au moins K 3).

La méme classification sera adoptée en logique proposiite. Les énoncétue et
false = p sontvalides; seul le second comporte une variable praposglle. Lénonc® = ¢
est contingent, tandis que I'énons&e = false est contradictoire.

Deux differences essentielles existent entre la logiquaethmétique. Tout d’abord, il
n’existe que deux valeurs en logique, contre une infinit@athmétique ; de plus, la notion
de proposition existe en arithmétique (les énoncésiraétiques sont des propositions, au
méme titre que les énoncés de mécanique des fluidesxpanpée), alors que la notion de
nombre n’apparait pas en logique propositionnelle. Bnl&iogique “précede” l'arithmétique,
car on ne peut pas faire d’arithmétique sans faire, comsuoient ou non, de la logique. En
contrepartie, I'arithmétique est “plus riche” que la lgge ; on pourra identifier le calcul des
propositions a un calcul numeérique particulier, mais emaurra pas identifier le calcul sur les
nombres a une logique propositionnelle particuliere.

SD'apres Larousse, la logique est la “science du raisonnégrelui-méme, abstraction faite de la matiére a
laquelle il s’applique et de tout processus psychologique”
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2.1.2 Cereralités sur les connecteurs

Les opérateurs combinant les propositions sont appsd@secteursLa logique des
propositions est en fait la logique des connecteurs, conamthimétique est plus la science
des opérations (addition et multiplication surtout) gabecdes nombres proprement dits.

Les opérations de I'arithmétique (au sens large) sonfategions dont les arguments (en
général, un ou deux) prennent des valeurs numériquesjdar du résultat est numérique, ou
une valeur de vérité. Voici quelques opérations cowsnt

— L'addition : +:ZXZ — Z: (z,y)—x+y.
— Le passage a I'opposé : -4 — Z: xv+— —x.
— Ladivisibilité : |: ZxZy — {V,F}: (z,y) — z|y.
— Laprimarité : Pr: No; — {V,F}: z— Pr(x).

Rappelons que, siest un nombre entier plus grand que 1Pest vrai sic est premier,

c’est-a-dire n’est divisible que par lui-méme et par 1.
Il existe une infinité d’'opérations arithmétiques, etlathématicien s’autorisera a en créer une
nouvelle, qu'il nommera et notera de maniere appropdés,que le besoin s’en fera sentir.
Toutefois, quand on étudie I'arithmétique, on se limitngralement a une demi-douzaine
d’opérations. On retient, d’une part, celles dont I'nétepratique est évident et, d’autre part,
celles dont les propriétés sont les plus attrayanteseqilies €légantes. Ces deux criteres sont
souvent concordants ; de plus, les opérations non retawmesie primitives peuvent souvent
se dériver des opérations primitives ... au moyen de lagleg On définit par exemple la
divisibilité (ne pas confondre avec la division) a padr'egalité et de la multiplication :

zly =a Iz(x2=1).
On se sert de cette nouvelle opération pour définir la pittna
Pr(z) =45 2>1AVylylz = (y=1Vy=u2z).

En logigue propositionnelle aussi, nous aurons des coemectfondamentaux et des

connecteurs dérives.

Notons aussi que certaines “opérations” arithmétiguesaent pas considérées comme
telles par les mathématiciens, parce qu’elles dépemienseulement des nombres eux-mémes
mais aussi de points annexes, par exemple le formalismséupibur les représenter. Ainsi, la
“longueur” d'un nombre n’est pas une véritable opératwithmétique, puisqu’elle n'est pas
“numérifonctionnelle” :

((13) =

06 + 7) 3,
£(78/6) = 4
(1ol =
((treize) = 6
Z(thlrteer) = 8
XNy =

En logique aussi, les connecteurs non “vérifonctionnedxbnt eliminés.

Les connecteurs propositionnels sont nombreux dans laidafrgncaise ; nous en avons
rencontré deux exemples :
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— Un plus deux égalent trogt la terre tourne autour du soleil.

— Un plus deux égalent trofsarce quda terre tourne autour du soleil.

Le connecteuet est vérifonctionnel : la proposition4' et B” sera vraie si et seulement si
les propositions A” et “ B” sont toutes deux vraies. En revanche, il n’est pas évid@tablir
un éventuel lien de cause a effet entre deux faits, et doerlas valeurs de vérité ded” et
de “B” ne permet généralement pas de connaitre la valeur & e “A parce queB”. Les
propositions composées suivantes, dont nous supposoosigosantes vraies, montrent que
le connecteur “parce que” n'est pas vérifonctionnel :

— La voiture dérapparce quda route est mouillee.
— Laroute est mouilléparce quda voiture dérape.

Dans un contexte ou une voiture a dérapé sur une routellBmuia premiere proposition
composée semble vraie mais la seconde est quasi certaibfamgse. Or, les deux propositions
simples contenues dans les propositions composées sies$ ycela montre que la valeur de
vérité d’'une proposition composée avec “parce que”epedd pas uniquement des valeurs de
Vvérité des composantes.

\oici quelques exemples d’emploi des connecteurs vértfonnels les plus frequemment
utilisés en francais.

— J'irai au théatreu bienj'irai au cinéma.
Il pleutouil vente.
Sil pleut, alorsla route est mouillée.
Le ciel est blewetla neige est blanche.
Il n'estpasbéte.
Sic'est pilealorsje gagnesinontu perds!
Elle réussisi elle travaille.
— Elle réussiseulement lle travaille.
Elle réussiti et seulement sille travaille.
Elle travaille,doncelle réussit.
[lls n’ont] ni Dieu, ni maitre !

Dans ces exemples, la valeur de vérité de la propositiorposée se déduit aisement de
la valeur de vérité des composants; les connecteurs saitlien vérifonctionnels. Dans ce
cadre, il est possible de rendre compte de la validité deiosrraisonnements, tel le suivant :

1. Tous les hommes sont mortels.

2. Sitous les hommes sont mortels et si Socrate est un homme,
alors Socrate est mortel.

3. Socrate est un homme.
4. Donc, Socrate est mortel.

Ce raisonnement est uitestance c’est-a-dire un exemple, du schéma

A, (ANB)=C, B
c
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et nous verrons plus loin que toutes les instances de censcfifui comporte trois prémisses T |01 ]092]093]|%4 \
et une conclusion) sont valides. On observe cependant qumree logique (informelle) la VI|IV|V|F | F
prémisse F|V| F|V|F

2. Sitous les hommes sont mortels et si Socrate est un homme,
alors Socrate est mortel.

semble redondante, car elle exprime une tautologie, &€bte une évidence. Comme nous
I'avons signalé plus haut, le probléme est que la vaidit raisonnement |

FIG. 4 —Les quatre connecteurs unaires.

|| Ol|02|03|o4|05|OG|O7|08‘09 ‘010|011‘012|013|014|015‘016‘
VIV V|V |V|F|F|F|F
VI F|F|F|F|V|V|IV |V
FIV|V|F|F|V|V|F|F
F|V|F|V|F|V|F|V|F

1. Tous les hommes sont mortels.

3. Socrate est un homme.

4. Donc, Socrate est mortel.
ne peut pas étre établie dans le cadre du calcul des ptigmssimais seulement dans celui,
plus puissant, du calcul des prédicats. Notons enfin queygsi, des curiosités linguistiques FIG. 5 —Les seize connecteurs binaires.
peuvent compliquer I'emploi de la logique en langage natvaci un exemple classique de
raisonnement qui, formellement, pourrait sembler validésmui, clairement, ne I'est pas.

i < < s

Y
\4
F
\%
F

| = ==

<| | |

M| <| M| =

<l <l<|<
| < < <
<lH| <<
< <= =

. . 2.1.4 Les connecteurs usuels
1. Jacques est un personnage intelligent.

2. Un personnage intelligent a découvert la relativité.
3. Donc, Jacques a découvert la relativité.

On voitimmédiatement que, des quatre connecteurs unagekle troisieme sera vraiment
utile ; on I'appelle lanégation (Les autres sont les deux constantes et I'identité.) Laiendes
connecteurs binaires ont regu un nom, et un ou plusieurbalas. s sont repris a la figure 6.
En voici un autre :

1. Tout ce qui est rare est cher. L op. | nom | symbole| se lit |
2. Une Rolls-Royce bon marché est rare. o2 fjlspnct!on v ou .
) . o3 | implication = est impliqué par

3. Donc, une Rolls-Royce bon marché est chere. inverse
Le calcul des prédicats classique ne pourra pas rendreteateges problemes, qui sont plus o5 | implication = implique
du ressort de la linguistique que de la logique. o; | équivalence = est équivalent a

og | conjonction A et
2.1.3 Les connecteursérifonctionnels g T nand(en électronique)
. . L N e - 019 | ou exclusif o)) xor
Le nombre d'opérations arithmétiqueshaarguments est infini et, de plus, il n'est pas o 1 nor (en électronique)

possible de donner une table explicite exhaustive pour pésations arithmétiques, car les
opérandes peuvent prendre une infinité de vale@es limitations n’existent pas en calcul FiG. 6 —Les connecteurs binaires usuels.
des propositions, puisqu’il n’y a pour les opérandes quedeleurs possibles. Une table de

connecteur sera explicite et exhaustive : on énumeredsimgnt tous les cas possibles. Chaque
opérande peut prendre deux valeurs ; pour un opératearguments, la table comportera donc

2" lignes. Chaque ligne peut correspondre & un résultaburaiun résultat faux ; ily auradonc @ lafigure 7.

22" connecteurs (vérifonctionnels)aarguments. En particulier, il y a 2 constantes (opérateurs Remarque.Les symboles utilises pour représenter les connecteeusept differer d’'un

sans argument), 4 connecteurs unaires et 16 connecteareebirdont les tables sont reprises ~ Ouvrage a l'autre. Nous avons adopté les notations les qiurantes ; on notera cependant
aux figures 4 et 5. que “O" est souvent utilisé au lieu de="; en Prolog, le symbole:“- " est employé & la place

Lestables de @rité des connecteurs importants, les plus frequemmentasjlsont reprises

Dans la suite, nous n'utiliserons que des connecteurowetionnels, simplement qualifies de “<=" et la virgule remplace la conjonction.
de connecteurs. Disposer de nombreux connecteurs permet une expressitengbeoncise des propositions
6La table de multiplication, par exemple, ne concerne quedesbres de 1 & 10; des regles supplementaires ~ COMposées, mais rend le formalisme plus complexe, et ate &lus fastidieuse. Avec la
sont utilisées pour traiter les cas ol les valeurs dessopies n'appartiennent pas a cet intervalle. négation et un connecteur binaire bien choisi, il est fibssle tout exprimer. Supposons par

exemple, comme le font souvent les mathématiciens, queolesecteurs “primitifs” sont la
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SRR

-z
F
\%

o im| < < =
| <) =| <<
M| | | < >
| << < <
<= = <]
| < <| ||
<<= <V

FIG. 7 —Les connecteurs importants.

négation et I'implication. On peut alors introduire lesras connecteurs comme suit :
((I\/b) =def (“(l:>b)., ((1/\b) =def _\((1,:> ﬁb),...

On montre facilement qug—,Vv} et {—, A} constituent aussi des “paires primitives”
acceptables, au contraire fte, =} et{—, ®}. Curieusement, le connecteur bingjrpermet &
lui seul de définir tous les autres; on a par exemple=,4; (a T a) et(a Ab) =4y ((a 1
b) 1 (a 1 0)). Lopérateur| est le seul autre connecteur binaire jouissant de cetteiptép

En francais, I'un des rares connecteurs ternaires d’'usagent est “si-alors-sinon”. La
proposition “siA alors B sinonC” a la valeur deB si A est vrai, et celle d€’ si A est faux. Ce
connecteur permet lui aussi de dériver tous les autres) kii@djoint les constantes de base
true etfalse’ Il peut lui-mé&me s’exprimer en termes de connecteurs tesat de la négation :
“si A alors B sinonC” a méme valeur de vérité quéA A B) vV (A A C')), ou encore que
(A= B)AN (A= Q).

On a aussi le résultat suivant.
Théoreme. Tout opérateum-aire (» > 2) peut se réduire & une combinaison d’opérateurs
binaires et de négations.
Remarque.En logique, les théoremes affirmant I'existence d’unaiarbbjet se démontrent
souvent de fagomonstructive la preuve du théoreme est une méthode (un algorithme) de
construction de I'objet en question. En outre, la preuveagesbuvent parécurrence cela
revient a dire que l'algorithme de construction est réfuEnfin, une fois que I'on sait cela,
il suffit de mémoriser une simple ligne pour reconstitued&ail de la preuve. Dans le cas
présent, cette ligne peut étre

M(p1,...,pn) = [(pa A M(py, ...

Cette ligne est en fait une preuve du résultat suivant :

Lemme.Tout opérateun-aire (o > 2) peut se réduire & une combinaison de deux opérateurs
(n — 1)-aires, d’opérateurs binaires et de négations.

Corollaire. Les connecteurs-aires ¢ > 2) peuvent &tre ignoreés.

Corollaire. Toute la logique propositionnelle peut étre développ@ebase du seul connecteur
binaire? (ou de son dual).

s Pnt, true)) V (=py, AM(pr, ..., pp-1, false))] .

7On a par exempléa V b) =g4.; [Si a alorstruesinond].
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2.2 Syntaxe du calcul des propositions
2.2.1 Les ggles de base

SoitIT = {p,q,r,...}, unlexique propositionnelc’est-a-dire un ensemble de symboles
arbitraires appelégpropositions atomiquesu atomes La notationp € II signifie quep
appartienta II, ou est unélementde II. Signalons aussi que I'ensemble vide, celui qui ne
contient aucun élément, est ndté

Définition. Uneformuledu calcul des propositions est une chaine de symbolesgépar la
grammaire

formula ::= p, pourtoutp € I1
formula = true | false

formula = —formula

formula = (formula op formula
op s= VA==€

Chaque ligne s’interpréte simplement. Par exemple, ssrsavons déja queA”™ est un
opérateur (connecteur) et quép“ = ¢)” et “—r” sont des formules, la quatrieme ligne
nous permet de conclure qué“= ¢) A —r” est une formule. On appelldérivation un
développement détaille montrant qu'un assemblage nbsles est une formufeVoici deux
exemples de dérivations, montrant qe\ ¢) et ((p = ¢q) = (¢ = —p)) sont des formules :

1. formula

2. (formula = formula)

3. ((formula = formula) = formula)
L. formula 4. ((p = formula) = formula)
2. (formula op formula 5. ((p= q) = formula)
i' (foj\n;ul!?nA Iformu@ 6. ((p= q) = (formula = formula))
5' (p A ormulg) 7. ((p= q) = (~formula = formula))

- PAa) 8. ((p=q) = (~q = formula))
9. ((p=q) = (—qg = —~formula))
10. ((p=q) = (¢ = —p))

L'ordre des dérivations n’est pas total mais partiel ; i @snc naturel de représenter une
dérivation par un arbre. Les arbres de dérivation de lardigdimontrent I'importance des
parentheses. Deux formules peuvent ne différer que pgrdsitions des parenthéses et avoir
des sens tres differents.

8Formellement, cette grammaire comporte deux symbolesarariniauxformulaetop. Une formule est donc
un mot du langage engendré par la grammaire, dépourvundedgs non terminaux. C'est le dernier terme d’'une
dérivation dont le premier terme est le symbole non terhdiginguéformula

SLe méme phénomene se produit en arithmétique ; les sgjores arithmétiquess (b + ¢) et(a * b) + c ont
généralement des valeurs différentes.
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7N
= D =
7N 7N
= = q -
SN SN !
p q¢ = = =
Lol 7N
g P qg 7
l
p

(p=q) =(~q=p) (p= (¢=-(¢g= —p)))

FiG. 8 — Deux arbres de dérivation.

2.2.2 Les egles simplificatrices

Les regles simplificatrices de la logique propositiormedbnt analogues a celles de
I'arithmétique. Elles sont destinées a abréger itaoe des formules et a en faciliter la lecture.
Voici d’abord deux regles d’'un emploi habituel.

— Omission des parentheses extérieures :

on écritp A ¢ au lieu de(p A q), et ¢ = =(q = —¢) au lieu de(q = ~(¢ = —q)).
— Utilisation de I'associativité des opératewst v :1°
on écritp VgV raulieude(pVg)VroupV(qVr).
Certains ouvrages utilisent en outre les regles suivantes
— Groupement a gauche des opérateurs non associatifs :
on écrit parfoip = ¢ = r au lieu de(p = ¢q) = r.
— Priorité des opérateurs :
en arithmétique, on écrit souvemnt+ b x ¢ poura + (b % ¢) ; de méme on convient par
exemple que V g A r équivaut g Vv (¢ Ar) etnon&pV g) Ar.
La suite—, A, V, =, <, = reprend les connecteurs logiques, par ordre décroissant d
priorité.
Dans la suite, seules les deux premieres regles de sicapiifn seront utilisées. On s’autorisera
aussi, pour faciliter la lecture, a remplacer certaindeepale parentheses par des paires de
crochets.

2.2.3 Les notations polonaises

Les logiciens polonais ont proposé des notations perntetie se passer complétement
des parentheéses. La notation polonaise directe, ou pegfoonsiste a écrire I'opérateur avant
ses opérandes ; la notation polonaise inverse, ou pastibamsiste a écrire I'opérateur apres

100n verra plus loin comment démontrer cette propriété.
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ses opérandes. La notation habituelle est dite infixéan@ér de notation revient a changer
I'ordre de parcours des nceuds dans I'arbre de dérivatiditredd’exemple, les trois parcours
possibles pour les arbres de dérivation de la figure 8 sprésentés a la figure 9.

Notation infixée
Notation simplifiee
Notation préfixée
Notation postfixée

(p=(¢g=-(¢g=p))
p=(¢=-(¢g= —p))
>p=q-=q-p
pagp- ===

((p=q) =(-g= p)
(r=4q) =(~g=—p)
==pg=>-q-p
pg=q-po=>=

FIG. 9 — Les notations polonaises.

Les calculatrices de poche Hewlett-Packard proposent posant 'usage de la notation
postfixée, ce qui a contribué a rendre cette notationlf@araiaux non-logicienst

2.2.4 Formules et sous-formules

La formule A est unesous-formuleale B si I'arbre syntaxique (I'arbre de dérivation) de
est un sous-arbre de I'arbre syntaxiqueRIgla formule A est unesous-formule proprele B
si A est une sous-formule d&, maisA n’est pas identique &.
Exemplesp = ¢ est une sous-formule propre de = ¢) = (-¢ = —p) ; en revanche,
p = q est une sous-formule impropre ge= ¢ ; enfin,q = —¢ n’est pas une sous-formule de
(p=q9=(~q=p).

On notera aussi qu’une sous-formule peut avoir plusieucaroences dans une formule.
Par exemple, la (sous-)formutey a deux occurrences dans I'équivalerge= —(p < —p);
la (sous-)formule a trois occurrences dans I'implicatipn=- (p V —p).

2.2.5 Exemples deé&currence non nunerique

L'ensemble des formules du calcul des propositionsrekictif en ce sens qu’il admet un
principe de récurrence :

Si une propriété est vraie de toute proposition élémentaire,

et si, chaque fois qu’elle est vraie des formufest B,

elle I'est aussi des formulesA, (AN B), (AV B), (A= B) et(A= B),
alors elle est vraie de toute formule.

On appelle souvemgrincipe d’'inductiontout principe de récurrence non numérique.

Ce principe peut étre utilisé pour démontrer des peips variees. Un exemple simple
consiste a demontrer que toute formule (en notation eefixion simplifiee) comporte un
nombre pair de parentheses. D’une part, c’est vrai poupfepositions élémentaires qui
comportent zéro parenthese. D'autre partAscomportea parenthéses, sB comporte
parenthéses et &i et 5 sont des nombres pairs, alorsl comportea parenthéses (nombre

11Un bon exercice de programmation consiste a écrire lesggires permettant de passer d’une notation &
l'autre.
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pair) et(A A B), (AV B), (A = B) et(A = B) comportentx + 3 + 2 parentheses (nombre
pair), d’ou la conclusion.

Un propriété plus intéressante affirme que toute fornemlenotation infixée peut s’écrire
en notation préfixée et en notation postfixée. C'esté@vighour les propositions élémentaires.
D’autre part, siles versions préfixées det B sonta et 3, alors les versions préfixées ¢d,
(AAB), (AVB), (A= B)et(A = B) sontrespectivementa, Aaj, Vai, =af et=af. Le
principe d’induction permet de conclure. On peut aussiat@ner que la traduction est unique.

2.3 Smantique du calcul des propositions
2.3.1 [Efinitions

Une sémantique est une fonction qui donne un sens aux otfjets langage. Une
sémantique est compositionnelle si le sens d’'une ertit@osée au moyen d’'un mécanisme
donné dépend uniquement du sens des composants. Dangrie da la logique des
propositions, compositionnel signifie vérifonctionn€n sait notamment que la formule
conjonctive(A A B) est vraie si et seulement si les formuldset B sont toutes les deux
vraies. Le caractére non compositionnel des sémantidgekangages naturels est la premiere
cause de leur complexité (et de leur richesse).

Une sémantique compositionnelle est non seulement faciléliser mais aussi facile a
décrire. |l suffit en fait d’enrichir les regles syntax&gide construction des formules de regles
sémantiques, permettant d’en construire le sens. Aurséyntaxiques rappelées ci-dessous

formula = p, pourtoutp € II
formula = true| false

formula = —formula

formula = (formula op formula
op = VA= =|<e

correspondent des regles sémantiques, permettantigiiéter, c’est-a-dire de donner un sens
a chaque formule.

Une interprétation propositionnellel est basée sur une fonctien: II — {V,F} qui
attribue unevaleur de rité quelconque a chaque atome. L'interprétatigmiont le domaine
est 'ensemble des formules construites au moyen du leXigest I'unique fonction respectant
les conditions suivantes :

I(p) = v(p), pourtoutp € T,

I(true) =V, I(false) = F,

I(~p) =Vsil(p)=F, I(~p) =Fsil(p) =V,
I op ¥) = S(op, 1(9),1(¥)),

la derniére condition est la définition de la fonction sétiquesS, résumée a la figure 10.
RemarqueConceptuellement, la formuteue (objet syntaxique) et la valeur de vérke(objet
sémantique) sont des objets trés differents. L'usagaalseule notation pour les deux objets
est cependant fréquent, et peu génant en pratfque.

12En arithmétique, il est inhabituel de distinguer I'exmies arithmétique réduite au seul terme 13 (objet
syntaxique) et sa valeur (objet semantique) qui est le mem@présenté par 13.
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A [IA) [ 1(4) [I(A)]
AV A,y F F F
AV Ay sinon \%
ANA | V]V \Y
AN Ay sinon F
A=Al V| F F
A= Ay sinon \%
A1 < A2 F ’ A% F
Al <= Ay sinon \%
Al EAQ [(Al):I(AQ) \%
A1 = A2 I(Al) 7é [(AQ) F

FIG. 10 — Fonction sémantique pour les opérateurs binaires.

Théoreme.La fonction d’interprétations se prolonge en une et une seule interprétafion
C’est une conséquence immeédiate de I'unicité de I'asgraaxique (arbre de dérivation) d’'une
formule.

Ceci signifie seulement que, si on fixe l'interprétation gespositions €lémentaires que
contient une formule, on fixe ipso facto I'interprétatiamld formule elle-méme. La réciproque
n'est généralement pas vraie. Si on impose que, par eeemph —¢ soit vrai, alors
nécessairement est vrai etg est faux. En revanche, si on impose que —¢ soit faux, on
ne peut pas déduire avec certitude les valeurs de vét@éh@es & etq.

RemarquesCet énoncé est effectivement immédiat mais on peutmears le démontrer.
Cette demonstration (il en existe plusieurs variantes) emeévidence les caractéristiques
des démonstrations en logique : construction de I'objééwqpgue I'énoncé, raisonnement
par récurrence ou par induction. Les régles de la figureertnhettent de calculef(—¢) et
I(¢ op ) & partir del(¢) et (). On voit donc que si(«) existe et est unique pour toute
formule o« comportant (strictement) moins deconnecteurs, alors(a) existe et est unique
pour toute formulex comportant exactementconnecteurs. D’autre part, pour une formuale
comportant O connecteur, c'est-a-dire une propositiona 6(«) = v(«) par définition. Cela
montre |'existence et I'unicité de I'interprétatidin prolongement sur le domaine des formules
de lexiquell de la fonction d'interprétation (de domaindl).

On observera aussi que la figure 10 est en faglgorithme(récursif), pour le calcul dé(«).

La démonstration ci-dessus est une preuve d’exactitude et algorithme. Notons enfin
que, I étant univoguement déterminé a partirwdal n'est pas indispensable d'utiliser deux
notations différentes, ni de distinguer interprétagbhonction d’interprétation. Dans la suite,
nous parlerons uniqguement d’interprétation, et utibssrindifferemment etv pour noter une
interprétation quelconque.

La mise en ceuvre de la sémantique propositionnelle estieitaire ; on attribue d’abord une
valeur de vérité a toutes les propositions intervenansda formule a interpréter, c’est-a-dire &
toutes les feuilles de I'arbre syntaxique corresponddmf@mule. On “remonte” ensuite dans
I'arbre, la valeur d’une sous-formule (correspondant aogud interne de I'arbre) dépendant
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uniguement des valeurs attribuées a ses composantssdicegbre syntaxique étant fini, on
termine en attribuant une valeur a la formule elle-mémegespondant a la racine de l'arbre.

Exemple.La fonction d'interprétatiorv = {(p, V), (¢,F), (r, V), (s, V)} se prolonge en
une interprétation/ unique sur I'ensemble de toutes les formules basées siwaxiquke
II={p,qr s} LecasddpV s) = (s A q) esttraité a la figure 11.

I{(pV's) = (sAq) = F

FIG. 11 — Interprétation d’une formule composée.

Remarquele fait que toute fonction d’interprétation se prolonge en une et une seule
interprétation/ nous autorise, en pratique, a confondre les deux notions.
Remarquel’examen exhaustif des interprétations d’une formule posge se fait souvent au
moyen d’'unetable de erité; cette notion sera approfondie plus loin, mais nous en dasino
déja un exemple & la figure 12. Cette table montre que tadt®(p = ¢) = (—¢ = —p) est
vraie pour chacune des quatre interprétations possibles.

lplafpr=aq[-a=»[=9=(q=1]

b4
V|V
VI|F
F|V
F|F

<l<|<i<

<<= <
<<= <

FiG. 12 — Table de véritée d@ = ¢) = (—¢ = —p).

2.3.2 Les connecteurs naturels

Les connecteurs vérifonctionnels utilisés en logiquet stes versions simplifiees et
idéalisées de leurs homologues naturels. Par exemmenteecteur “et” de la langue francaise
n’est pas toujours compositionnel, comme le montrent lesgses suivants :

— Il eut peur et il tua l'intrus.
— Iltua l'intrus et il eut peur.

Dans un contexte ou les deux composants sont vrais, ureprassises par exemple,
les deux phrases ont des sens nettement differents. Néasndans la plupart des cas, le
connecteur “et” s’emploie de maniere vérifonctionnetleec parfois une surcharge de sens,
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indiguant une nuance temporelle ou causale. Il en va de ni&meersions naturelles de la
négation, de la disjonction et de I'équivalence.

Le connecteur d'implication pose toutefois un problemes Phrases telles que

— Si2 + 2 = 4, alors la terre tourne autour du soleil.

— Silaterre tourne autour du soleil, al@s- 2 = 4.

— Si2+2=>5,alors2+2=26
sont vraies selon les régles semantiques de la logiqumpitionnelle’® elles pourraient bien
étre tenues pour fausses (ou “absurdes”) par le non-Egidise fait que, la plupart du temps,
la notion d’'implication n’est pas vérifonctionnelle.

Nous avons déja noté dans le chapitre introductif quegdlication logique correspondait
exactement a I'implication mathématique. Il n'empécjue, dans les théorémes “utiles”, le
lien entre I'hypothése (ou la conjonction des hypothpstda thése n'est pas seulement
vérifonctionnel; il s’y ajoute un autre lien, I'existencBune démonstration permettant de
“passer” de I'hypothéese a la these. Il n’en est pas maiasgu’un énoncé tel que “8i+2 =5
alors2 + 2 = 6” est un théoréme de 'arithmétique, aussi valide qutileu

On peut aborder le probleme autrement. Il n’existe que b®ecteurs binaires, et donc 16
possibilités de définir une approximation vérifonctietle de I'implication. En outre, certains
choix sont d'office exclus. En particulier, on admet aisétrgue la valeur de vérité d’'une
implication(p = ¢) ne peut dépendre du seul antécégeiou du seul conséqueit on admet
de méme que les rbles de I'antécédent et du conségeesunt pas interchangeables. Si I'on
se référe a la figure 5, les seuls candidats possiblegony, o, eto,4. Si on admet en outre
que, quand l'antécédent est vrai, I'implication a la valdu conséquent, il ne reste qug
c’est-a-dire I'implication logique telle gu’elle a ét&finie plus haut.

Une comparaison plus poussée entre la logique et l'agtlqué fournira une autre
“justification” de la notion d'implication (Fig. 13).

2.3.3 Formalisation d'un texte en langage naturel

Comment formaliser le raisonnement ci-dessous en logigpgogitionnelle ?

Si le récit biblique de la création est strictement exkckoleil n’a pas été créé
avant le quatrieme jour. Et si le soleil n'a pas été aédnt le quatrieme jour, il ne
peut avoir été la cause de l'alternance de lumiére etat’ohbté pendant les trois
premiers jours. Mais soit le sens du mot “jour” dans la bildedsfférent du sens
habituel, soit le soleil a bien été la cause de I'altereashe lumiére et d’obscurité
pendant les trois premiers jours. Il s'en suit DONC que fgtrbiblique de la
création n’est pas strictement exact ou que le sens du mat™flans la bible est
différent du sens habituel.

Introduisons les propositions suivantes :
— E :lerécit biblique de la création est stricteméixact ;
— @ : le soleil a été créé avant {guatrieme jour;

130n admet que les propositions élémentaires contenuesaanphrases ont les valeurs de vérité que leur
assignent les mathématiques et I'astronomie . ..
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— A :le soleil a été la cause dedlternance de lumiere et d’obscurité
pendant les trois premiers jours;

— D : le sens du mot “jour” dans la bible eBlifferent du sens habituel.

Le raisonnement se formalise en

E=-Q,-Q=-A, DVA
-EvV D

On peut vérifier que toute interprétation rendant vraes trois prémisses rend vraie la
conclusion. En effet, si la conclusion est fausse pourdiipitétationv, on a nécessairement
v(E) =V etv(D) = F. Les valeurs de vérité des trois prémisses sont alors

1Lv(E= Q) =v(-Q);

2. v(-Q = -A);

3. v(DV A) =v(A).
On vérifie immédiatement qu'aucune des quatre mani€egiduer des valeurs de vérité a
Q@ et A ne permet de rendre simultanément vraies les formul@s(—Q = —A) et A. En
anticipant sur la section suivante, on peut donc affirmerguaisonnement est correct.

RemarqueNotre analyse ne permet évidemment pas de porter un judesuera véracité
des trois prémisses. Une simple lecture de la Genese peleneérifier la véracité de la
premiére. Pour admettre la seconde, il faut admettre notmh que la cause doit précéder
(temporellement) I'effet. L'analyse de chacune des psses et de la conclusion requiert
naturellement une bonne connaissance du francais. Eril fadtt difficile d’'inventorier avec
précision les connaissances, élémentaires mais noisgsenécessaires a la validation de ce
raisonnement.

2.3.4 Logique et arithmétique

Si on assimile les valeurs de vérife et V aux nombred) et 1, respectivement, les
connecteurs logiques deviennent les restrictions au denjéi 1} d’opérations arithmétiques.
Naturellement, les opérations arithmétiques dont lesmeoteurs logiques sont des restrictions
ne sont pas univoquement déterminées. Par exemple, taidonidentité sur{0,1} est la
restriction non seulement de la fonction identité Numais aussi, entre autres, de la fonction
carré puisqué?? = 0 et 12 = 1. Il est intéressant de considérer que les connecteuts son
les restrictions d’opérations arithmétiques aussirfdhtaires et utiles que possible. Nous
proposons les rapprochements repris a la figure 13.

Remarquel’expressiorn: mod n, dans laguelle est un entier et un entier strictement positif,
désigne le reste de la division d@arn, c’est-a-dire I'unique entier € {0,...,n— 1} tel que
I’équationa = ng + r admette une solution (nécessairement unique et appetgotient).

Le role de I'implication en logique est analogue a celuycial, de la relation d'ordre
numérique en arithmétigue. Comme il n'existe que deurwal de vérité, I'implication jouit
de propriétés particulieres. Par exemple, si on camsidine formuled(p) comportant une
seule occurrence d’'une propositiprtomme une fonction dg, cette fonction est croissante,
si A(false) = A(true) est valide (voir paragraphe suivant), ou décroissantel (giue) =
A(false) est valide) ou les deux & la fois (di(false) = A(true) est valide). Cette propriété,
qui n'est pas veérifiee en arithmétique, permettra ddifaci’analyse de certaines formules.
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a=b|la=b

a=bla<b

aAb | min(a,b) ouencorea b
aVb | max(a,b)

a®b | a+#b ouencore(a+ b) mod 2
—a l1—-a

FiIG. 13 — Interprétation arithmétique des connecteurs.

2.4 Relation de congquence logique

Un raisonnement est un mécanisme, ou un algorithme, pembetle dériver une
proposition, laconclusion a partir d'un ensemble de propositions données pléisses
Un raisonnement esorrect, ou valide, si dans tout contexte ou les prémisses sont vraies, la
conclusion est vraie aussi. On dit alors que la conclusibcaesequence logiquée I'ensemble
des prémisses. Dans cette section, nous abordons leepreliiéntral de la logique, qui est
de déterminer si une formule est ou n'est pas conséquegague d'un ensemble donné de
formules.

Un probleme plus simple est de déterminer si une formuleée (ou un ensemble de
formules) est vrai pour toutes les interprétations pdesjipour au moins une, ou pour aucune.
C’est ce probleme que nous allons aborder en premier lieu.

2.4.1 Consistance et validi

Consistance et validié d’une formule isolee. Soit A une formule propositionnelle.
— Une interprétatiom de A est unmocklede A siv(A) = V.
— A estsatisfaisableu consistantei A a au moins un modele.

— A estvalide ou A est uneautologie siv(A) = V pour toute interprétation.
La notation= A exprime queA est valide.

— A estinsatisfaisableou inconsistantesi A n'est pas satisfaisable, c’est-a-dire si, pour
toute interprétatiom, on av(A) = F.
Remarque’(In)satisfaisabilite” est le terme propre ; “(in)contsince” est souvent préféré par
euphonie.
Théoreme.Une formuleA est valide si et seulement si sa négatiot est insatisfaisable.
DémonstrationLes gquatre énoncés suivants sont équivalents.

— A estvalide;

— v(A) =V, pour toute interprétation;
— v(—A) = F, pour toute interprétation;
— —A est insatisfaisable.

Consistance et validieé d'un ensemble de formules. Soit £ un ensemble de formules.
— Lelexiquell de E est la réunion des lexiques des élément&de
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— Une interprétation de £ est une fonctionv de II dans{V,F}; elle admet un
prolongement unique permettant d’interpréter toutesfdesiules dont le lexique est
inclus dandl et, en particulier, toutes les formules He

— Une interprétatiom de E est unmocklede E si elle est un modéle de tous les éléments
deE, c'est-a-dire sb(A) = V pour toute formuled € E.

— FE estsatisfaisableou consistansi £ a au moins un modeéle.

— F estinsatisfaisableou inconsistantsi £ n'est pas satisfaisable, c’est-a-dire si, pour
toute interprétatiom, on av(A) = F, pour au moins une formulé € E.
\oici trois conséquences immédiates de ces définitions.
— Toute interprétation est un modéle de I'ensemble dide
— Les modéles du singletdm} sont les modéles de la formule
— Les modeles de I'ensemble figi4,,..., A,} sont les modeles de la conjonction
AN NA,.
RemarquesOn peut définir la validité d’'un ensemhbiecomme le fait que toute interprétation
est un modele d&. Cela n'est guere intéressant car un ensemble validé quasn ensemble
de formules valides. La situation est difféerente en ce guicerne la consistance. Il est clair
que les élements d’'un ensemble consistant sont des fesncohsistantes, mais un ensemble
de formules consistantes peut &tre inconsistant; c’esmanple le cas de la paife, —p}.
Une interprétation d’'un ensembléini £ = {A,, ..., A, } estun modele d& si et seulement
si c’est un modele de la formulé; A --- A A, ; c’est pourquoi on parle parfois d’ensemble
“conjonctif” de formules. Notons enfin que les notions ddrgrétation et de consistance
restent pertinentes dans le cas d’'un ensemble infini de fesn&n revanche, la notion de
“conjonction infinie” ou de “formule infinie” n’existe pas da notre contexte, parce qu’elle
correspondrait & un arbre sémantique infini, objet (imfatique) difficilement manipulable.

Théoreme.Si E' C E, tout modele d&& est un modele dé&’.

Corollaire. Tout sous-ensemble d’'un ensemble consistant est cortsistan

Corollaire. Tout sur-ensemble d’'un ensemble inconsistant est indamsis

Remarquela notationE’ C E représente I'énoncé “tout élément Béest un élément de”.

2.4.2 Congquence logiquegquivalence logique

Une formuleA estcongquence logiqud’'un ensemble” de formules si tout modele dé
est un modéle del. La notationE = A exprime queA est conséquence logique fle

RemarqueSi E est valide, et en particulier i est vide,A est conséquence logique fesi et
seulement si est valide. On peut donc voir la notation

- A

comme une abréviation de la notation
hE=A.

Autrement dit, une formule est valide si et seulement si eie conséquence logique de
'ensemble vide. On notera aussi qu'une formule est validetsseulement si elle est
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conséquence logique de tout ensemble. Dans le méme didize,da notation
E = false

exprime que I'ensembl& est inconsistant. En effet, le seul moyen que tout modele deit
un modele ddalse est que 'ensembl& n’admette aucun modele.

Nous introduisons maintenant un résultat, immédiat mngp@rtant, permettant de ramener
la question A est-elle conséquence logique de&?” a la question £ U {—A} est-il
inconsistant ?”.

Théoréme de la @duction (cas fini)Soit A une formule et soit/ = {A,, ..

fini de formules. Les trois conditions suivantes sont égjemtes :

— A estune conséquence logiquelde U | A;

— l'ensemblel/ U {—A} estinconsistant{/ U {—A} & false;

— limplication (A; A ... A A4,) = Aestvalide;= (A, A...ANA,) = A
Théoréme de la @duction (cas gréral). Soit A une formule et soif? un ensemble de formules.
Les deux conditions suivantes sont équivalentes :

— A estune conséquence logiquelde E = A;

— I'ensembleE U {—A} estinconsistant £ U {—A} [ false.
La théoried’'un ensemble de formules est I'ensemble des conséquences logiqués sleit
T(E)={A: E = A}, les éléements d& sont lesaxiomesou lespostulatset les éléments
de7 (E) sont lesthéoremes Cette notion est surtout employée dans le cadre de lalegigs
prédicats.

., A,} un ensemble

Théoreme.Soit £ un ensemble de formules et sbitun ensemble de conséquences logiques
de E. Les ensemblef et E U U admettent exactement les mémes modeles.

Corollaire. On préserve la consistance d’'un ensemble de formules ppression de formules
(quelconques) et aussi par adjonction de conséquenciegidsg on préserve l'inconsistance
d'un ensemble par adjonction de formules (quelconques)ussiapar suppression de
conséquences logiques (de ce qui n'est pas supprimé!).

Deux formules propositionnelled; et A, sont diteslogiguementequivalentegce qui
se noted; <« A,, ou parfoisA; ~ A,) si elles ont les mémes modeles, c’est-a-dire si
v(A;) = v(Ay) pour toute interprétation.

En pratique, on peut vérifier simplement I'équivalenggdpie de deux formules, en passant
en revue toutes les interprétations définies sur la tgudes lexiques des deux formules. On
établit par exemple

pVq < qVp
en dressant le tableau suivant :
[p[aJvleva) vlgVp)]
V|V A\ A\
V| F A\ A\
F|V A\ A\
F|F F F




Remarquele mot “équivalence” est employé dans trois cas bienmlitsi que nous allons
énumeérer.

1. Ce mot désigne des objetsldngage formefu’est la logique propositionnelle. On peut
écrire

Le symbole= représente le connecteur d’équivalence.

La formule(p V ¢) = (¢ V p) est une équivalence valide ;

La formulep = ¢ est une équivalence contingente ;

La formulep = —p est une équivalence inconsistante.

2. Ce mot intervient aussi dansri®talangagec’est-a-dire le formalisme, comportant des
notations spécifiques, qui permet de parler des objetguegi On peut écrire

— Le symbole« représente la relation d’équivalence logique.

— L'expression(pVq) < (qVvp) n'estpas une formule, mais un énoncé du métalangage ;
cet énoncé est vrai et exprime que les formyjes ¢) et (¢ V p) sont logiquement
équivalentes.

— L'énoncép « ¢ appartient au métalangage ; il est faux parce que les fasput ¢
ne sont pas logiquement équivalentes.

3. Enfin, le mot “équivalence” est employé en francaidateyue qui nous permet d’écrire
ce texte, et d’évoquer les objets du langage et du métatgngdn peut écrire

— Les expressions (A = B) et A — B appartiennent toutes les deux au métalangage ;
ce sont des énoncés interchangeable€quivalentsparce qu'ils sont tous les deux
vrais, ou tous les deux faux, selon les formules que leshlasgdu métalangage)
et B représentent.

— Les énoncés “tout sous-ensemble d'un ensemble comisistst consistant” et
“tout sur-ensemble d’'un ensemble inconsistant est instars” appartiennent a la
langue francaise (et non au métalangage); ils smputivalents parce qu'ils sont
interchangeables ; un raisonnement (informel et éléanentpermet de déduire un
énoncé de l'autre.

— La phrase frangaise “Les énonces (A = B) et A « B sont équivalents”
n'appartient pas au métalangage, mais exprime un fait) (kekatif a deux énoncés
du métalangage.

L'usage d’'un méme mot pour désigner des concepts diftéree justifie (ou au moins
s’explique) par les liens étroits existant entre ces cptsce€es liens apparaissent par exemple
dans le théoreme suivant, qui exprime I'équivalence gans 3) entre deux énoncés du
métalangage.

Pour toutes formuled; et A;, on a4, <« A, sietseulementsionja (A; = A,).

Ce théoreme, dont la démonstration élémentaire éstda au lecteur, exprime que deux
formules sont logiquement équivalentes (sens 2) si eeseriit si I'équivalence (sens 1) dont
elles sont les deux termes est valide.

Selon les formules représentées fdaret A,, les quatre énoncés

pour “chicaner” un peu plus, signalons que la locution “ss@tlement si” est utilisée, en francais, pour
exprimer I'équivalence (au sens 3) entre deux énoncésé&talangage . .. et parfois aussi entre deux énoncés du
francais, c’est-a-dire entre deux phrases énoncmtjuelconques. (Rassurons le lecteur qui nous a suivi jigsqu’
c’est fini sur ce point!)
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- A1 d AQ.

- E (A = Ay).

- ): (Al = Az) et ': (A2 = Al)

- {Al} ': AQ et {AQ} }Z Al.
sont, ou bien tous vrais, ou bien tous faux.
RemarquesOn écrit souventd = B au lieu de{A} = B, et E,;A,B = C au lieu de
EU{A, B} |= C. De plus, certains auteurs écrivent= A au lieu dev(A) = V. Celavientde
ce que 'on assimile parfois l'interprétatieré I'ensemble des formules domest un modéle.
Mieux vaut éviter cette surcharge de sens pour une notaipartante.

2.4.3 Echange et substitution uniforme

En arithmétique et en algébre, on est souvent amené plaeer une variable ou une
sous-expression d’'une expression ou d'une équation eoipar une autre expression. Ce
remplacement est intéressant s'il respecte certaingsiptés de I'expression ou de I'équation
initiale. Deux cas particuliers sont d’usage frequentittabord, si une expressiencontient
une sous-expressighégale a une troisieme expressignon peut remplacer dans une ou
plusieurs occurrences diepar~ sans changer la valeur de Supposons par exemple

@ =gy 287 +3(8+6)*(y—1)7 etg=~.
On a, entre autres, les égalités suivantes :
a =287+ 3(v+0)*(y—1)" = 28z + 3(B+0)*(y—1)" = 28z + 3(y+6)*(y—1)".

Un autre type de remplacement est souvent employé daesjlegions. De I'égalité bien
connue
(x+y)?=a®+ 20y +9°,

on tire par exemple
(ab+ 3¢c)? = (ab)? + 2ab3c + (3c)?.

Notons deux differences importantes entre les deux typesmplacements :
— Dans le premier cas on exige I'égalité du terme remplagadu terme remplacé, mais
pas dans le second.
— Dans le second cas on exige le remplacement uniforme, destées occurrences du
terme remplacé, mais pas dans le premier.
Ces deux résultats paraissent évidents mais on doit serm@ur au moins trois raisons.
La premiere est que les mathématiques fourmillent dsultats évidents” ... mais faux. La
propriété d'associativité de I'addition, souventugee par la formule

a+(b+c) = (a+b)+c

permet, dans un enchainement d’additions, de former raiginent des résultats
intermédiaires, et de calculer indiffemméntt- (b + ¢)) + d ou (a + b) + (c + d), les résultats
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étant égaux. Cette propriété est valable pour toutensefinie, mais pas pour toute somme
infinie (série), comme le montre I'exemple suivalit :

1:1+[(—1)+1]+---+[(—1)+1]+~~~:?[1+(—1)]+---+[1+(—1)]+~~-:0.

La deuxieme raison est que les résultats susmentiorsiégyidents qu'ils paraissent,
deviennent faux dans certains contextes particuliersefamnple, on apprend en astronomie
que “I'étoile du berger” est en fait une planete, Vénus;apprend aussi que les planétes,
au contraire des étoiles dites “fixes”, tournent autour deis Un imprudent remplacement
conduirait a confondre les phrases

Jacques sait que Vénus tourne autour du Soleil.
et
Jacques sait que I'étoile du berger tourne autour du Soleil

alors que pour beaucoup de gens la premiere phase est \a@ipas la seconde. Voici un autre
exemple :

L'expression(x + y)® s'écrit en moins de 10 caracteres,
donc I'expression? + 3%y + 3zy? + y* s’écrit en moins de 10 caractéres.

La troisieme raison pour laquelle il n’est pas inutile dendntrer des “résultats évidents”
est que les preuves sont parfois aussi instructives quehBsdmes correspondants. En
particulier, la validité du premier principe de remplaearhévoqué plus haut tient a une
propriété essentielle des opérateurs mathématigioles ; laquelle ?

Lemme de remplacement. La propriété cruciale des opérateurs mathématicalags est
que la valeur de la formé(ey,...,e,) ne dépend que de I'opératefiret de lavaleur des
opérandes;, ..., e, ; en particulier, sie; = ¢, alors f(eq,...,e,) = f(ef,...,€,). On dit
que les opérateurs mathématico-logiques sont compositls, ou encore dénotationnels;
en logique propositionnelle, on a déja noté que “commeiel” signifie “vérifonctionnel”.
L'opérateur “Je sais” n’est pas vérifonctionnel ; il fe®nc pas étonnant qu’il mette en défaut
les principes évoqués plus haut.
Formellement, le lien entre vérifonctionnalité et reaq@ment s’exprime comme suit.

Lemme (remplacementgoientA, B, C' des formules et une interprétation. On suppose que
A apparait au moins une fois comme sous-formulé'det de plus que(A) = v(B). SiD est
le résultat du remplacement d’'une occurrenceldg®r B dansC, alorsv(D) = v(C).

Premire cemonstration du lemmen considere I'arbre syntaxique relatif a la formdle
Chaque nceud de I'arbre correspond a une sous-formulede C'; il peut étre étiqueté par
la valeur de vérité(p,). Le fait que les connecteurs soient vérifonctionnelsifiggigue la
valeur attachée a un nceud intérieune dépend que du connecteur principalgeet des
valeurs associées aux descendants directs de remplacement d’'une occurrencedlpar B
correspond au remplacement d’un sous-arbre par un autss coamev(A) = v(B), ceci ne
change ni I'étiquette de la racine du sous-arbre, ni legiéttes des ancétres, dont la racine de
I'arbre. Cela implique)(C) = v(D).

15Ce fait nous parait maintenant évident, mais a été dapadsé a |'origine d’erreurs graves.
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RemarqueCette démonstration se résume tres bien en un dessinpgsesuggérons au lecteur
de tracer. La démonstration qui suit, plus dans le stylend@thématiciens, n'implique pas la
représentation, méme mentale, d’'un objet graphique ;tifiseuau lieu de cela la notion de
profondeur d’'une sous-formule dans une formule ... ce gquiai, revient au méme.

Seconde @monstration du lemme@n raisonne painductionsur la profondeurl de la sous-
formule A dansC, qui correspond a la profondeur de la racine du sous-aybtaxsqueA dans
I'arbre C.X® Soitv une interprétation telle qug A) = v(B).
—d=0:A=CetB=D,doncy(C) =v(D).
—d > 0:C estdelaforme-C’' ou(C’' opC”). Dans le premier cas} est de profondeur
d — 1 dansC’ et, en nommanb’ le résultat du remplacement depar B dansC’, on
a (hypothése inductive)(C’) = v(D’); commeC = —=C’ et D = —D’, on a aussi
v(C) = v(D). Dans le second cas, si 'occurrence a remplacer se troanve(d, on a
aussiv(C’) = v(D"), d’'oliv(C) = v(C' opC") = v(D' op C") = v(D).Y’

Théoréme de lechange. Le théoreme suivant est une conséquence immédiatertudede
remplacement.

Théoreme de kEchangeSoient A et B deux formules; soienf’ une formule admettant
comme sous-formule, € la formule obtenue en remplacant une ou plusieurs ocote(sh
de A parB dansC. On a

(A=B) E (C=D).

Démonstrationll suffit de montrer que, pour toute interprétationsi v(A) = v(B), alors
v(C) = v(D). Dans le cas particulier ol s’obtient par remplacement d’une seule occurrence
de A, on applique le lemme de remplacement. Dans le cas géoéraloccurrences sont
remplacées, il suffit d’appliquer fois le lemme de remplacement.

Démonstration directeConsidérons une table de vérité pour la formGleElle comporte
une colonne pou€’ elle-méme, et une colonne pour chacune des sous-formeal€sed en
particulier une colonne relative4& Pour obtenir une table de vérité paduril suffit de

1. Juxtaposer a la colonne relativedaune table relative & (I'ordre des lignes étant le
méme).

2. Remplacer les tétes de colonne comportant les occasamenplacées par la formule
résultant du remplacement; le reste de la colonne n'esilparé.

3. Supprimer les colonnes inutiles.

Corollaire. Avec les notations du théoreme de I'échange,Asiet B sont logiquement
équivalents, alor€’ et D sont logiqguement équivalents.

16_a notion de profondeur d’'une sous-formule peut se défiairipduction, sans évoquer la notion d’arbre
syntaxique :X est de profondeur 0 dan§ ; si X est de profondeuf dansY’, alors X est de profondeuf + 1
dans—Y, dansY = Z, etc. On notera aussi qu’une formule peut contenir plusiegcurrences d’une sous-
formule (cf.§ 2.2.4) ; ces occurrences peuvent avoir des profondeumsatiss.

17Ce dernier point utilise explicitement le caracteére fa@rctionnel deop.

8Cela s'écrit, si= (A = B), alorsf= (C = D).
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ExempleSoient les formules Enfin, on supprime les colonnes devenues inutiles (ici, ag)cue résultat est une table de
Verité pourD.

A:p=>
B- ]ip qu Corollaire. Avec les notations du théoreme de I'échange,Asiet B sont logiguement
C:llp= g Ar)V(p=q) =r) équivalents, alor€’ et D sont logiqguement équivalents. _
D:((~pVOAT)V((p=q) =) ExempleOn donneA =4 p, B =4 —p €t C =4 (p = ¢) = (~g = —p). Trois
choix sont possibles poup :
Une table de vérité relative@ est = D =4 (- =4q) =(-q¢= p);

- D=4 (p=q) =(-qg= ~7p);
— D =def (—\—\p = q) = (—\q = —\—|—|p) .

= =q) A =q) = C
| e ’ ‘q/ | ‘Tf ” L % d ‘ b ‘(/]) 4 ’ v ‘(]/) L ‘ v ” CommeA et B sont logiquement équivalents, et D le sont aussi.
V|V|F A% F F F I . ) T
VIF |V F F v v Applications du théoreme de lechange. La figure 14 donne une série d’équivalences
VIF|F F F v v logiques qui, via le théoreme de I'echange, permettentsinplifier des formules. Ces
FIVIVI Vv v v v équivalences logiques sont des lois algébriques, anafogux identités remarquables utilisées
FIVIFE % F F F en arithmétique et en algebre.
FIFIV] V v v v (X AX) o X o (X VX)
F| F|F A% F F F (X AY) & (Y A X)
; ; P ; P . (X VY) o (Y V X)
On introduit les colonnes supplémentaires nécessagiesife seule) : (X AY)AZ) o (XA (YA 2)
(XVY)VZ) < XV YV2Z)
(plalrlpr=adl-»pveallp=drr|p=9=>1r][C] (X=X) < true
VIV|[V] V Vv Y i\ Y (X=Y)A (Y=X)) <« (X=Y)
VIV|[F| V Vv F F F (X=Y)AN(Y=2)= (X=2Z)) < true
V| F|V] F F F Y v X=Y) o« (XAY)=X)
VIF|F F F F vV vV (X=Y) « (XVY)=Y)
F|IV|[V|] V Y v Y Y XANYVZ)e (XAY)V(XAZ)
F|IV|[F| V v F F F X VY AZ) < (XVY)A(XVZ)
F|F|V] V v Y v v X=¥=2) <« (X=Y)=(X=2)
F FIF vV vV F F F (X V =X) & true ; (X A =X) < false
(X V true) < true ; (X A true) < X
On change les tétes de colonnes concernées par le remgiacéci, deux), sans changer (X V false) — X ; (X A false) < false
les colonnes elles-mémes : —X - X
—|(X A\ Y) — (—|X V —\Y)
(X VY) < (=X AN Y
lplalrllp=a]-pVe|(pVvaArr|p=q =r]D] ( ) = )
VIV |V A% A% A% A% A%
VIVIF VvV vV F F F FiG. 14 — Quelques équivalences logiques.
V|IF|V F F F A A N _ o o i )
VIFI|F F F F vV vV — On utilise souvent ces lois algébriques, combinées aoréme de I'échange, pour
FIV IV vV vV v vV Y simplifier les formules. Voici un exemple :
F|V|[F| V Y F F F PA(pVa) < (pA=p)V(PAG) < falseV(pAq) < pAg
FIF| V] V v \4 \4 \4 1SCela s'écrit, si= (A = B), alorsi= (C = D).
F|F|F A% A\ F F F
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— Ces équivalences décrivent des propriétés des ctaureg telles I'associativité,
la commutativité et l'idempotence de, V, la transitivite de l'implication et de
I'eéquivalence, etc.

— D’un point de vue sémantique, des formules telles gue- ¢ et —p Vv ¢ ne doivent
pas étre distinguées. L'ensemble des formules conssristir un lexique donné et
dans lequel des formules logiqguement équivalentes ne gtemt’ que pour une seule
formule est intéressant a étudier. Cela suggére (auhéneticiens ...) I'étude de
'ensemble-quotientd;;/ «—, ou @ désigne I'ensemble des formules basées sur le
lexiquell. Cet ensemble-quotient est ualgebre de Boolgarticuliere (appeléalgebre
de Lindenbaumn dont les opérations sont naturellement les connect&if§ = {p},
l'algebre correspondante comporte quatre éléements; &n= {false, p, —p, true}. Si
IT = {p, ¢}, l'algébre correspondante comporte seize éléments;n= { false, p A q,
PADG PNG PADGD, PG 2 pDGP=qpVqgpV g pVg pV g,
true }. L'algébre A, est isomorphe &(E,,), ol E, est un ensemble &' éléments.
La négation, la conjonction, la disjonction, I'implicati et I'équivalence correspondent
respectivement a la complémentation, I'intersectianiglunion, I'inclusion et I'égalité.

Théoréme de la substitution uniforme. Soient A; et A, des formules etB la formule
A; = (A; V Ay). La formule B peut &tre trés longue, mais on “voit” immédiatement de’e
est valide, comme “instance” de la formule valide> (p V ¢). Si C est une formule, on note
Clp,q/ A1, Ag] la formule obtenue en remplaganttesles occurrences des propositignet
q dansC par les formules4; et A,, respectivement. On note au$gsiq / A, As] la fonction
(dite “substitution uniforme double”) qui a toute formuleassocie la formul€'[p, ¢ / A1, As).

Remarque.Les formulesCp, q/ A1, As], Clp/Ai]lg/As] et Clg/As)[p/A1] peuvent étre
distinctes; c’est le cas par exemple(Siestp V ¢ et si A; et A, sontq et p, respectivement.
Dans le cas particulier ou aucune propositigm’intervient dans les €léements de I'ensemble
{44,...,A,}, la substitution uniforme:-uple est diteindépendante on note alors que les
formulesClpi,...,pn/ A1, ..., A] et Clpi/A4] ... [pn/An] SONt NECcessairement identiques.
Ceci montre que toute substitution uniformeuple indépendante est la composée (dans
n’importe quel ordre) des substitutions simples correspondantes. Ce résultatesse le
programmeur, qui peut remplacer I'affectatieruple

(1, ., xn) = (€1,-..,€n)
par la séquence

T ‘= €15...

a condition que les expressions affectantes ne conti¢pasries variables affectées.

3T = €

RemarqueToute substitution uniforme-uple est la composition di& substitutions uniformes
simples indépendantés.

Lemme de substitution uniformeSoient C, A4, ..., A, des formules etp,,...,p, des
propositions deux a deux distinctes. Siest une interprétation, définie sur un lexique

20La  demonstration est laissee au lecteur. On pourra etilisla décomposition
d’une affectationn-uple (z1,...,z,) := (e1,...,e,) €n une séquence équivalente Meaffectations simples
tyi=e15... 5ty 1= en; w1 = ty; ... Ty, = by, OU lest; sontn “nouvelles” variables.
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comportant toute proposition intervenant dahsu dans I'un desl;, et telle ques(p;) = v(A4;)
(i=1,...,n),aorsona(Clpi,...,pn/ A1,..., A]) = v(C).

Exemple de substitution uniforngoit

C =aef PV I(@=1p2), Al =aes 2N (P1VT), Ay =aep P1V Q.

On a alors
Clp1,p2/ A1, As] =aes (P2 A1 V1))V (= (p1 V).

Sion choisitv =4 {(p1,F), (p2, V), (¢, V), (r,F)}, onav(4;) = v(p1) = F etv(Ay) =
o(ps) = Vs on @ aussi((p. ps / Ay, As)) = 0(C) = V.

Démonstration du lemméans le cas ou la substitution est indépendante; désigne le
nombre d’occurrences de dansC, il suffit d'appliquerr; + --- + r, fois le lemme de
remplacement (ow fois le theoreme de I'échange). On laisse au lecteutdiesion au cas
des substitutions non indépendantes.

Théeoreme de substitution uniformeSoientC, A4, ..., A, des formules efp, ...
propositions deux a deux distinctes ;($iest une tautologie, aloS|py, . ..,p,/A1,. ..
est une tautologie.

DémonstrationOn suppose d’abord que la substitution est indépendantaina; n'apparait
donc dang(4,, ..., A,}, pas plus que dars’ =,4; Clp1,...,pn/ A1,..., A,]. Soitv, une
interprétation quelconque d&, etw I extensiorde v obtenue en posant(p;) =4 v(4;).

Le lemme de substitution uniforme impliqugC’) = w(C). Par hypothése on@a(C) = V

et par construction ona(C’) = v(C’). Onadona(C’) =V

RemarqueSi les p; intervenaient dans led,, la technique pourrait ne pas fonctionner. De
= p = ——p, on ne déduit pas immédiatement duep vV ) = —-—(p V r) car l'interprétation

v :v(p) = F,u(r) = V telle quev(A) = v(p vV r) = V n'admet pas d’extensiow telle
quew(p) = V. Le reméde est simple. De p = ——p on déduit= ¢ = ——¢q, d’'olu on déduit
EpVr)=-a(pVvr).

Suite de la @monstration. Si en revanche leg; interviennent dans{A4,,...,A,},

on se donne une famille de nouveaux atomgs Si C est une tautologie, alors

,pn des
9 Aw]

C" =45 Cpi/a1,---.pn/an) €St une tautologie. D'autre part’ peut s’écrire
C"q1, -, qn ) Ay, ..., Ay, OU lesq; ninterviennent pas dans led;; C’ est donc une
tautologie.

Remarque.Ou l'exigence d’'uniformité de la substitution est-elldilisgée dans cette
démonstration ?

Tables de \érité abrégges. On vérifie un énoncé tel qu@ Vv ¢) < (¢ V p) au moyen
d’'une table de vérité (de quatre lignes). Il semble natdee vérifier un énoncé tel que
(AVB) < (BVA)delaméme maniere, sans recourir a un théoreme detstiostuniforme.
Cette méthode est acceptable et se justifie comme suit. @rvpie la “pseudo-table” relative
a(Av B) < (BV A) comme une abréviation de la table compléte, potentigtartrés
longue, relative a une instance du schéma, telle que

(p=qVr] < [rVp=q)].
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Il est clair que chaque ligne de la table compléte est “représentée” dans la “pseabiet,
par la ligne qui attribue & la valeurv(p = ¢) et B la valeurr. En revanche, certaines lignes
de la pseudo-table peuvent ne correspondre a aucune ligleetdble compléte. C'est le cas
par exemple sH est instancié par une formule valide : les lignes de la pséable concernant
les cas oA est faux n’ont pas de correspondant dans la table comgléte.a la conséquence
suivante.

— SiC estune formule valide, alofS(p; /As, . . ., pn/A,) €st une formule valide ;

— Si C est une formule inconsistante, alo€(p;/Ay,...,p,/A,) est une formule

inconsistante ;

— SiC est une formule simplement consistante, on ne peut rien dire
Donnons un contre-exemple trés simple pour le dernier st C' =4, p. On voit que
C est simplement consistante, tandis quig/(q vV —¢)] est valide et qu&’'[p/(q A —q)] est
inconsistante.

2.5 Quelques tleoremes ¢mantiques

2.5.1 Interpolation et définissabilite

Introduction. Considérons des fonctions réell¢gset g de domaineR? et un ensemble
D c R3tels que
V(z,y,2) € D: f(z,y) < glz,2).

Existe-t-il une fonctiorinterpolanteh : R — R telle que
V(x,y,2) € D: [f(a,y) < h(z) < g(x,2)]?

Cela dépend du domaire. Si par exempléd = D; x Dy x D3, deux interpolantes possibles
sont

x+— sup f(x,y) et z— inf g(z,z)
y€Ds z€Ds3

Si enrevanche on B = {(0,0,0), (0,1, 1)}, 'hypothese devient
£(0,0) < g¢(0,0) A £(0,1) < g(0,1)
et la thése devient
f(0,0) < h(0) <g(0,0) A f(0,1) <h(0) <g(0,1).

On voit que, dans ce cas, 'interpolante peut ne pas exister.

DansR™, I'equationz? = x + 1 caractérise un nombre unique (le “nombre d'or”).
Autrement dit, siy? = y + 1 et2?2 = 2 4+ 1, on ay = z, et 'équation définit implicitement le
nombre d'or. L'explicitation de ce nombre n’est possibl@ giion introduit une fonction non
rationnelle (la racine carrée) ; on a alars- (1 4+ 1/5)/2.

La définissabilité et linterpolation correspondent a fésolution d'équations et
d’'inéquations. Ces concepts existent aussi en logique,“€” et “=" deviennent
respectivement="et “=".
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Théoreme d'interpolation de Craig. En logique propositionnelle, l'interpolation doit
permettre notamment I'optimisation des circuits digitaure formule comportant variables
propositionnelles distinctes correspond a un circuittdiga n entrées et une sortie. Le plus
souvent, un circuit digital n'est pas complétement sie@t le concepteur peut mettre a
profit les degrés de liberté tolérés par la spécificaiour obtenir un circuit aussi simple que
possible. Dans le cas ou la spécification prend la forme ditervalle logique, le theoreme
d’interpolation donne lieu a une technique de simplifimati

Théoreme.SoientA et B deux formules propositionnelles. 5i A = B, il existe une formule
C, ne contenant que des propositions communésbB, telle que= A = C et=C = B.
DémonstrationOn raisonne panductionsur I'ensembldl des propositions communesizet

B. Cela signifie que I'on démontre d’abord le theoreme daiss particulier ou I'ensemblé
est vide (cas de base). On suppose ensuite que le théosérraiedans le cas d’'un ensemble,
guelconque mais fixé, ne contenant pas une propositi@gaetisi quelconque mais fixée (cette
supposition est I'hypothése inductive), puis on demmqgtre le théoreme reste vrai dans le cas
de cet ensemble augmenté de cette proposition.

Cas de baseSiII = @, = A = B implique que A est inconsistante (et on choisit
C =4 false) ouqueB estvalide (et on choist’ =, true). Cela se demontre par 'absurde.
S'il existait des interprétationsetv (de domaines disjoints) telles quéd) = V etv(B) = F,
linterprétationw =4 uU v serait telle quev(A = B) = F.

Cas inductif. Si p € TI, 'hypothese inductive affirme I'existence d'interpotas Cr
etCr relatives aA(p/true), B(p/true) et aA(p/false), B(p/ false), respectivement.

On vérifie immédiatement que la formule A Cr) V (—p A Cr) interpoleA et B.

Théeoreme de dfinissabilité de Beth. Theoreme.Soit A une formule ne contenant qini r
telle quelA(p/q) NA(p/r)] = (¢ = r) est une tautologie. Il existe une formubene contenant
pasp, q etr telle queA = (p = B) soit une tautologie.

Remarquel’hypothese affirme quel caracérise (la valeur de) la propositiop, donc que
A définit implicitementp. La thése affirme qu’'une certaine formul existe, qui définit
explicitementp. Le théoreme affirme donc qu’en logique propositionneliee définition
implicite peut toujours étre explicitte. De ce point deeyle domaine des formules
propositionnelles se distingue de la plupart des domainathématiques, dans lesquels
I'explicitation des définitions implique souvent l'indaction d’outils nouveaux. Dans une
logigue plus puissante que la logique propositionnell@péee a I'intelligence artificielle,
on peut concevoir, sur base du théoréme de Beth, des teempermettant d’expliciter une
information donnée implicitement (résolution d’énigspar exemple).

DémonstrationOn a successivement

= [A(p/a) A Alp/r)] = (g =1)],

= [Alp/a) NAp/T)] = (¢ = 7)),

= [Ap/a) NAp/r) Ng] =T,

= [Alp/a) Na] = [Alp/r) = r].

Soit B une interpolante (théoreme de Craig), ne contenanppgs. On a

E [A(p/q) A q] = B, etdonc

= A(p/q) = (¢ = B), et par substitution

= A(p/r) = (r = B).
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D’autre part, on a

= B=[A(p/r) = r],dou

= [BAA(p/r)] = r,dou

E A(p/r) = (B = r), et par substitution
= Alp/g) = (B=q).

On en déduit la these, sous la forme

= A(p/q) = (¢ = B), ou sous la forme
E A(p/r) = (r = B), ou encore
FA=(p=B).

2.5.2 Theoreme de compaci

Préliminaires. La majorité des théoremes mathématiques évoqueplicégment ou non,
des objets infinis ou des ensembles infinis d’objets. La difficvient de ce que les propriétés
des objets et ensembles finis ne s’étendent pas systémaént aux objets et ensembles
infinis. Par exemple, I'addition finie est toujours assaegét commutative ; I'addition infinie
(séries) ne I'est que dans des cas particuliers. Certaisasnebles structurés, ditbmpacts
héritent de la plupart des propriétés intéressantegdsembles finis.

En logique propositionnelle, 'ensemble des interpiétet devient infini si 'ensemble des
propositions est lui-méme infini. La compacité est icidaulté de ne considérer qu’un sous-
ensemble fini (de propositions, d’interprétations, derfgles, ...) pour tirer des conclusions
portant sur un ensemble infini. Plus concrétementy ®st un ensemble de formules 4t
une formule, on souhaite que, di est conséquence logique @& alors il existe un sous-
ensemble finiE’ C E tel que A soit conséquence logique @&. D’une maniere équivalente,
il faudrait que tout ensemble inconsistant (par exeniple { —~A}) admette un sous-ensemble
fini inconsistant (par exemple’ U {=A}). Ou encore (contraposition), que chaque ensemble
finiment consistant’est-a-dire dont toutes les parties finies sont consieta soit lui-méme
consistant.

Ensembles finiment consistants maximaux. Définitions. Un ensemble estfiniment
consistansi tous ses sous-ensembles finis sont consistahts.ensemble finiment consistant
estmaximals'il n'admet pas de sur-ensemble finiment consistant.

Theoreme.SoientIl un ensemble de propositions @t'ensemble des formules construites
surIl. Un ensembleE C @ est finiment consistant maximal si et seulement s'il existe u
interprétatiorv surll telle queE = {p € ¢ : v(p) = V}.

Corollaire. Tout ensemble finiment consistant maximal est consistaadetet un modele
unique.

DémonstrationLa preuve montre la correspondance biunivoque entre legirétations et les
ensembles finiment consistants maximaux (pour un lexiqég. fix

2Tout ensemble consistant est donc finiment consistant tldeboette section est de montrer que l'inverse est
vrai aussi.
220n écrira parfois “f.c.” et “f.c.max” au lieu de “finiment nsistant” et “finiment consistant maximal”.
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La condition est suffisante’'ensembleF = {¢ € ® : v(¢) = V} est (finiment) consistant,
puisqu’il admet le modéle (unique) et est maximal, parce queiZ F, 'ensembleE U {¢}
contient le sous-ensemble fini inconsisté&nty, ¢ }.

La condition est acessaire.On se restreint au cas ou le lexiglieest dénombrable, soit
IT = {p1, pa, . . .}. Soit E un sous-ensemble f.c. maximal de

— Pour tout, FE contient exactement un des éléements de la paire-p;}. D'une part, il
ne peut contenir les deux éléments, puisfue—p;} est inconsistant. D’autre part, Si
pi € E, 'ensembleE U {p;} n'est pas finiment consistant Btadmet un sous-ensemble
fini E' tel queE’ U {p;} est inconsistant; on a alo’s’ = {-p;}. On en déduit que
E U {-p;} estfiniment consistant [§i” C F, tout modéle d&&” U E’ est un modéle de
E" U {-p;}] d'ou, vu la maximalité;p; € E.

— Pour touti, soit ¢; I'unique élément de{p;, —p;} appartenant & ; ces éléments
déterminent une interprétation unique, rendant vraiss ttes ;. On notewv cette
interprétation, dont on va montrer qu’elle est celle regquar I'énoncé.

— On commence par démontrer l'inclusiégh C {p € ® : v(¢) = V}. Soity € FE
et{pi,-..,pi, t les propositions intervenant dapsCommekF est finiment consistant,
son sous-ensemblfé; . ..., ¢, ¢} est consistant, d'oti(p) = V.

— On conclut en observant que, I'ensembig étant finiment consistant maximal,
linclusion E C {p € & : v(¢) = V} entraine I'égalitédd = {9 € ¢ : v(p) = V}.

Théoreme.Tout ensemble finiment consistant est consistant.

Remarque.ll suffit de prouver que tout ensemble finiment consistantiesius dans un
ensemble finiment consistant maximal.

Démonstration.Soit D un ensemble finiment consistant. On pdsg = D et, sin > 0,
E, = E,_1 U {p,} sicet ensemble est finiment consistdt,= £, ; U {—p,} sinon.

On démontre par récurrence que tousAgsont finiment consistants. C’est trivial paur= 0.
PourE,, c'est trivial siF,,_; U {p, } est finiment consistant. Sinon, il existe un sous-ensemble
fini £/ C FE,_; tel que E’ U {p,} est inconsistant, et donc qu&  —p,. Dans ce cas,
E, = E,_1U{-p,} estfiniment consistant, car pour tout sous-ensembléfin F,_;, tout
modeéle de&” U E’ est aussi un modéle d&’ U {-p, }.

On poseE =4 U, E,. Lintersection{p;, ~p;} N E contient un élément uniqu&. Ces/;
déterminent une interprétation uniquéelle quev(y) = V pour touty € E. L'ensembleD,
comme I'ensemblé, est donc inclus dans I'ensemble maxirfiale @ : v(yp) = V}.

RemarquelLe théoreme de compacité facilite I'emploi de I'outigigue, mais indique aussi
une certaine faiblesse de cet outil. Par exemple, en agtiqoe (théorie des nombres entiers),
un ensemble infini de formules peut étre inconsistant tauttant finiment consistant. Sj
est une constante sur le domaiieon poseE,, = {(z > z) : z € Z}. Cet ensemble
est inconsistant, puisque pour toute interprétatior’entier v(z,) admet des minorants.
Néanmoins, tout sous-ensemble fini g, est consistant. Un tel ensemble s’édrit >

20) : z € A}, ou A est un ensemble fini d’entiers. Un modeles’obtient en posant
v(z9) = (inf A) — 1. Cela montre simplement que le calcul des propositions nagtepas
d’exprimer toute la théorie arithmétique.

Variante de la @monstrationOn peut combiner la construction d’un sur-ensemble maxanal
la démonstration du théoreme de compacité. Il suffibd&rver que dil est dénombrable, alors
® l'est aussi; en effet, on @ = |J,, @,,, ou ®,, est 'ensemble (fini) des formules construites
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avec le lexiqugpy, . . ., p, } et comportant au plus connecteurs. On peut alors considérer une
énumératior{yy, 9, . . .) de 'ensembleb et récrire la démonstration comme suit.

Soit D un ensemble finiment consistant. On pése= D et, sin > 0, £, = E,,_1 U {¢,}
si cet ensemble est finiment consistait,= F,_; U {—p,} sinon.

On démontre par récurrence que tousAgsont finiment consistants. C’est trivial paue= 0.
PourE,, c'est trivial siE, 1 U {¢,} est finiment consistant. Sinon, il existe un sous-ensemble
fini ' C E,_; tel queE’ U {y,} est inconsistant, et donc tel qui# = —,,. Dans ce cas,
E, = E,_1 U {—g,} est finiment consistant, car pour tout sous-ensembleFfihic E,,_;,
tout modeéle deE” U E’ est aussi un modele d&” U {—¢,}. On poseE =, U, E,. Par
construction, pour tout > 0, l'intersection{p;, —p;} N E contient un éléement uniqué.
Ces éléments déterminent une interprétatipdont on montre qu’elle est un modele e
En effet, soity € E et {p;,...,p:;, } les propositions intervenant dags Soit k le plus
petit naturel tel que I'ensemblE; comporte tous les élements @&, ..., ¢, ¢} (k existe
toujours). Commeév;, est finiment consistant, son sous-ensenble . . ., ¢; , ¢} est consistant
et admet un modele. Ce modele ne peut étrewq(@ plus exactement la restriction deau
lexique{pi,, ..., p;, }), d'oliv(i) = V.

Remarquons qu’en arithmétique ce résultat est faux.deerble
{n>0n>1,...,n>143,...}

est inconsistant, car aucun nombre n’est plus grand quelésusutres, mais tous ses sous-
ensembles finis sont consistants.

Pourquoi ce théoreme est-il important? Pour plusieus®ns, mais nous n’en citons que
deux. La premiere raison est technique. Supposons quaunmaife A soit conséquence logique
de I'ensemble infini& de formules. A priori, on pourrait craindre qu’une infindé formules
de F soient des hypotheses nécessaires pour obtenir la ciorchl Le théoreme de compacité
montre que cette crainte n’est pas fondée. En effet, st conséquence logique de alors
E u{-A} estinconsistant et, par le théoreme de compacité,stexin sous-ensemble fial
de E tel queE’ U {—A} soitinconsistant, et donc tel quesoit conséquence logique d&.

La seconde raison est plus philosophique. L'une des mainatle Frege, dans sa tentative
remarquablement réussie de formaliser la logique, @eitréduire” les mathématiques a la
logique. Ce “logicisme”, dans la lignée du projet leibeizide “calculus ratiocinator”, ne
peut réussir que de maniére tres partielle. Le théerdmcompacité (surtout dans le cadre
prédicatif, que nous aborderons plus loin) montre quétiiarétique ne peut se réduire a la
logique. Les célebres résultats d’incomplétude ddébinontrent que cela a des conséquences
importantes.
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3 Procedures de dcision analytiques

Le théoreme de la déduction permet de ramener le prabfemdamental de la logique
a la détermination de la consistance d’'un ensemble deulesnen réduisant la question
“la formule A est-elle conséquence logique de I'ensemble de formiles a la question
“I'ensemble de formule& U{—A} est-il inconsistant ?". En pratique, on développe surtiest
algorithmes de détermination de la consistance d’unedtgmu d’'un ensemble de formules.
Un tel algorithme permet aussi de résoudre le problema dalidité : un ensemble de formules
est valide si et seulement si tous ses éléments sont s&lide une formule est valide si
et seulement si sa négation est inconsistante. Une forestlsimplement consistante, ou
contingente, si elle n’est ni valide ni inconsistante.

3.1 La méthode des tables deéaritée

Le principe de cette méthode est tres simple. Toute foenwaintient un nombre fini
d’atomes et admet donc un nombre fini d’interprétationsc&rséquence, on peut déterminer
la valeur de vérité de la formule pour toutes ses integbidns. On présente souvent le résultat
sous forme d’'ung¢able de erité, appelée aussableau matriciel

On voitimmédiatement que la méthode est trés inefficatk;formule & analyser contient
n atomes distincts, elle admgt interprétations. L'algorithme est donc exponentiel @mps
et espace) en fonction du nombre de propositions interteders la formule. Cela signifie
gue le temps nécessaire a la mise en ceuvre de cet algodtigneente trés vite en fonction du
nombre de propositions intervenant dans la formule. Laéiddrillustre la méthode des tables
de vérité pour trois formules simples.

Le probleme de la consistance en logique des proposititri$-complet. On ne s’attend
donc pas a trouver un algorithme polynomial mais, en puatign escompte une méthode qui
soit exponentielle en pire cas, et non dans tous les cas.itead®ice chapitre est consacrée
a des méthodes qui, le plus souvent, sont nettement mmreileque la méthode des tables de
verité.

On peut améliorer la méthode des tables de vérité eisariil diverses simplifications. La
plus importante consiste a ne pas attendre la fin de la cmtisin de la table pour tirer une
conclusion.

Considérons I'exemple de la formule

p=q)Vig=r).

C’est une disjonction de deux implications. La premierglioation n’est fausse que giest
vrai etq faux, mais dans ce cas la deuxieme implication est vraitortaule est donc valide.

Nous n’approfondissons pas ici les raffinements que I'ort ppporter & la méthode des
tables de veérité, parce qu'il existe d’autres méthodetement plus efficaces.

Z3Rappelons ici qu’un ensemble de formules consistantesipeinconsistant.
24_a méthode des tables de vérité (avec simplificationsferentéressante pour résoudre certaines questions
théoriques et surtout pour analyser “a la main” des foantiies courtes.
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lplallr=q]-a=v[p=q9=(q=p]
VIV V v v
VIF| F F Y
F|IV|] V V vV
F|F| V Y vV

Table de vérité de la formule valide = ¢) = (—¢ = —p).

Table de vérité de la formule simplement consistante;.

lplalpVval-p]-q][(pVvaA-pA—q
VIV[ V |[F|F F
VIF| V [F |V F
FIV|] V |[V]|F F
F|F| F | V|V F

Table de vérité de la formule inconsistaiitey g) A —p A —g.

FiG. 15 — Application de la méthode des tables de vérité.

3.2 Lestableaux émantiques

3.2.1 Introduction

La méthode des tables de vérité consiste a passer ee teutes les interprétations
possibles d’'une formule donnée. La valeur attribuée par une interprétation faraule ¢
est calculée en parcourant I'arbre syntaxiquegddu bas vers le haut, des feuilles vers la
racine. On utilise le fait que la valeur de vérité d'unetioife est déterminée par les valeurs de
ses composants.

La méthode des tableaux sémantiques consiste en la chehgystématique d'un modele
d’une formulepy donné€’® Le fait d’imposer une valeur de vérité a une formule pétedminer
univoguement la valeur des composants de la formule, ou @inad@® laisser plusieurs choix
possibles. La recherche systématique d’'un modele coadaiconstruction progressive d’'une

250n peut aussi rechercher un antimodele, une interpoétatii falsifie la formulep. 1l est inutile de considérer
explicitement cette variante, puisqu’un modeéledest un antimodele degp.
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structure arborescente particuliere, appéddsdeau €mantiques®

3.2.2 Technique de construction du tableau

Un exemple introductif. Considérons la formule =, (p = ¢) A ~(p = ), en vue de
la recherche systématique d’'un modele. La formule atartconjonction, tout modele de
sera un modele de ses deux composants (et réciproquement) un modele de I'ensemble
{p=¢q, -(p = r)}. Le deuxiéme éléement de cet ensemble est la négatioredmplication;

il sera vrai si et seulement si I'antécédent est vrai ebleséquent faux. L'analyse geest donc
réduite a celle de I'ensemble = ¢, p, —r}. Enfin, le premier élément est une implication,
que I'on rend vraie en falsifiant 'antécédent ou en vérnifile conséquent; il y a |a deux
possibilités (non exclusives). Les modeles@asont donc, d’'une part, ceux de I'ensemble
{-p, p, —r} et, d'autre part, ceux de I'ensemHle, p, —r}.

A ce stade, la décomposition de la formule est achevéeepaue les ensembles ne
comportent plus que ddigtéraux Un littéral est un atome (littéral positif) ou la négatid’'un
atome (littéral négatif). En effet, un ensemble de létéx est consistant si et seulement s'il
ne contient pas simultanément un littéral et son oppdeét-a-dire ungaire compémentaire
du type{p, —p} ; ceci se détermine par simple inspection. On voit notamrmee I'ensemble
{-p, p, —r} estinconsistant et que I'ensemHle, p, —r} est consistant; les modeles de la
formuley sont ceux de ce dernier ensemble.

La méthode des tableaux sémantiques consiste donaiaeéd question (complexe) “la
formule A est-elle consistante ?” a la question (triviale) “la fdeiffinie) .A d’ensembles de
littéraux contient-elle un élément consistant ?”.

Il est commode d’organiser la recherche sous forme d’'ureadmpeléableau €mantique
Celui correspondant a la formujeest représenté a la figure 16.

(P=q9 N =(p=r) (p=q N =(p=r1)

1 !
p=q,-(p=r) p=q,-(p=r)
1 / \
p=q,p,r -p,=(p=r) ¢,~(p=r)
/ AN l 1
_‘])7]‘7"_‘7‘ q7p7_‘7, _‘p7p7_\,r q7p’—|7"

FIG. 16 — Deux tableaux sémantiques.

Une formule peut donner lieu a plusieurs tableaux sémaes difféerents suivant I'ordre
d’'application des régles de construction, mais tous cizetd a la méme conclusion (la
bonne!) concernant la consistance de la formule. La sigaific commune des deux tableaux
de la figure 16 est

25Cette structure est bien un arbre, mais ne doit pas @trendnog, d’une part, avec la notion d’arbre syntaxique
déja introduite ni, d’autre part, avec la notion d’arbeéenantique qui sera introduite plus loin.
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Une interprétation est un modéle de la formigle= q) A —(p =)
si et seulement si c’est un modéle de I'un des ensemblesp, —r}, {q,p, —r}.

Construction des tableaux &mantiques. La construction des tableaux sémantiques est
basée sur la partition des formules en trois catégories :

— les littéraux;

— les formules conjonctives;

— les formules disjonctives.

La formule—(X = Y") est conjonctive car elle est équivalente a la conjonaties deux
formules (plus simplesX et—Y. La formuleX = Y est disjonctive car elle est équivalente
a la disjonction de-X etY. Le connecteut= est exclu ic” et on convient d’assimiler—X
ax.

La construction est basée sur deux types de regles deqesition de formules : les regles
de prolongation(type ) et les regles deamification(type 3). Dans le contexte des tableaux
sémantiques on utilise les réglespour les formules conjonctives; les reglgspour les
formules disjonctiveg® La figure 17 répertorie les formules conjonctives et disfimes, ainsi
que les résultats de I'application a ces formules dekesade prolongation et de ramification,
respectivemert?

[ o Ja[o] B 16 ][5 |
A N Ay A | A By V By B, | By
—\(Al V Ag) —A; | A, —|(Bl N Bg) -By | B>
_‘(Al = Az) A1 _'A2 B1 = B2 _|Bl BQ
—\(Al = Ag) —|A1 A2 Bl = Bg Bl _‘BQ

FIG. 17 — Les régles de décomposition.

Le processus général de construction d’un tableau sigoampour une formule donnée
est décrit a la figure 18. Ce tableau est un arbre dont champuel est étiqueté par un ensemble
de formules. Un nceud egirminalquand son étiquette ne comporte que des littéraux. Qaand |
construction du tableau est achevée, toutes les feudl@sdes noeuds terminaux. On convient
de marquer un nceud terminal g@rsi I'étiquette est consistante (feuilkeivertg, et parx si
I'étiquette est inconsistante (feuilfermee.

On utilise parfois desssertionglutdt que des formules, une assertion étant I'attrdouti
d’une valeur de vérité a une formule. La figure 19 comparteéableau classique, en notation
“formule”, et sa variantsigrée en notation “assertion”.

270n remplacera donc une équivaledtes Y par une formule conjonctiveX = Y) A (Y = X), ou par une
formule disjonctivg X A Y) V (=X A —Y'), au choix. On élimine de méme les formules du type> Y.

28Ce point sera nuancé plus loin.

2%Dans la suite, on notera souventune formule conjonctive et une formule disjonctive ; les composants
respectifs seront notés respectivementet o, et 8; et 8». Soulignons qu’en général il s'agit de composants
sémantiques et non de composants syntaxiques ; par exempl@st pas un composant syntaxique de la formule
disjonctivep = gq.

48

— Initialisation. On crée une racine étiquetée}.
— Itération.On sélectionne une feuille non marquée’étiquettel/(¢).
— SiU(¢) estun ensemble de littéraux :
— siU(¢) contient une paire complémentaire,
alors marquef comme étant fermée;
— sinon, marquef comme étant ouverte.
— SiU(¢) n’est pas un ensemble de littéraux,
sélectionner une formule dabg?) :
— sic'est unex-formule A,
créer un nouveau ncedt descendant dé
et étiqueter’ avec
Ut)=U) —{A}) U{ar, e}

— si c’est unes-formule B,
créer deux nouveaux nceudt ¢”, descendants de
et étiqueter’ avec

Ut) = (U(t) —{B}) u{p}
et étiqueter” avec
U(") = U) = {B}) U{p}.

— TerminaisonLa construction est achevée

quand toutes les feuilles sont marquéesou ‘().

FiIG. 18 — Algorithme de construction d’un tableau sémantique.

pA=(gAp) pA-(gAp) =V
! !
p,~(qAp) p=V,qAp=F
7 N e N
P, g P, P p=V,q=F p=V,p=F
O X X

FIG. 19 — Tableau classique et tableau signé.

Remarque.Si on adopte cette variante, les liemsonjonction et3-disjonction ne sont plus
valable tels quels; par exemple, I'assertijpn ¢ = V est de typen, I'assertionp A ¢ = F
est de type3. En revanche, les liens-prolongation et3-ramification subsistent. C’est pour
éviter ces complications (a tout le moins, ces apparedeeomplication) que nous n’'avons
pas directement introduit les tableaux signés, pourtéguiemment utilisés.

Programmation de la méthode. La méthode des tableaux sémantiques est facilement
programmable. Pour économiser I'espace mémoire, onieohde ne pas créer un nouveau
nceud lors de I'application d’une regle et de ne pas étiqueter un noceudvec une formule
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qui étiquete déja uancetreden. Avec ces conventions, le tableau

(pVa)A(=pA—q)
!
pVq,—pA—q
1
pVq,p,q
/ \
P, g q,7p,—q
X X

prend la forme plus compacte suivante :

(PVq)A(=pA-q),
PV q,—~pA=q,—p, g

' N
p q
X X

Une autre économie possible est de ne pas étiqueter ledsndegectement avec des sous-
formules, mais plutdt avec des pointeurs vers les sougfrtorrespondants dans l'arbre
syntaxique. Enfin, certaines branches d'un tableau séguentont tres semblables. Il est
possible d’éviter aussi les redondances de ce type esautfinon plus une structure d’arbre,
mais une structure de graphe sans cycle. Ces raffinemetéstsdu cadre de ces notes (voir
[L2] pour plus de détails).

Terminaison de I'algorithme de construction. Théoréme. La construction d’un tableau
sémantique se termine.

Principe de la @monstration.Chaque étape remplace une formule par une ou deux formules
strictement plus simples. Comme la complexité des formes limitée, on ne peut appliquer
gu’un nombre fini d’étapes.

RemarqueOn peut, sans restriction essentielle, supposer que leecteur d’équivalence n’est
pas employé. Cette restriction simplifie la forme de la meBl définie dans la démonstration.
DémonstrationSoit'V le tableau d’'une formulel, & une étape quelconque de sa construction,
soit¢ une feuille quelconque d¥ ; soientb(¢) le nombre de connecteurs binaires d&iié) et

n(¢) le nombre de négations dabig/).

On définitW (¢) = 2b(¢) + n(£). Quelle que soit la regle utilisée, toute étape de latronson
crée un nouveau ncedtiou deux nouveaux nceuds ¢” tels quel (¢') < W (¢) et W (¢") <

W (£). Or, W (¢) prend ses valeurs dab; il ne peut donc y avoir de branche infinie dévis
RemarquelLa démonstration peut étre étendue au cas sl ét “@” apparaissent dans la
formule (exercice).

Un tableaucomplet(dont la construction est achevée) festre si toutes ses feuilles sont
fermées. Sinon, il estuvert
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3.2.3 Propriétés de la neéthode des tableaux@mantiques

La méthode des tableaux sémantiques est le plus souvkséeipour montrer la validité
d’une formule (ou 'inconsistance de sa négation), ou empour montrer I'inconsistance d’un
ensemble fini de formules. On souhaite naturellement quetthade donne uniquement des
résultats corrects ; elle ne peut conclure, par exempl@éconsistance d’'une formule, que
si la formule est effectivement inconsistante. Cette pedprest’adéquationde la méthode.
D’autre part, on souhaite que, si une formule est inconsisfda méthode mette ce fait en
évidence; c’est la propriétée dmmpktude En résumé, une méthode est adéquate si elle est
correcte ; elle est complete si elle est assez puissante.

Dans le cas présent, prouver I'adéquation revient ayaollun des énoncés suivants :
siT(A) est fermé, alors! est inconsistante ;
siT(—B) est fermé, alor®3 est valide ;
si A est consistante, alofi§(A) est ouvert;
si B n'est pas valide, alor§(—B) est ouvert.

Prouver la complétude revient a prouver la réciproqgiesteé-dire I'un des énoncés suivants :

— si A estinconsistante, alofS(A) est fermé;

— siB estvalide, alord’(—B) est fermé;

— siT(A) est ouvert, alors! est consistante ;

— siT(—B) est ouvert, alord$3 n'est pas valide.

Théoreme d’a@quation.SiT'(A) est fermé A est inconsistante.
DémonstrationOn suppose que l'arbré(A) est fermé (tous ses sous-arbres le sont aussi).
On démontre par induction sur la hautéudu noeudh dansT'(A) que pour tout sous-arbre de
racinen deT'(A) 'ensemblel (n) est inconsistant. La hauteur d’une feuille est 0; la hauteur
d’'un nceudy est celle de son fils, plus 1; la hauteur d’un noguskt celle du plus haut de ses
fils, plus 1.

— h = 0 : n est une feuille fermée donG(n) contient une paire complémentaire de

littéraux etU (n) est inconsistant.
— h > 0:une reglex ou 3 a été utilisée pour créer le(s) descendant(s).de

{Ck} U U()
1
TL, . {al., ()42} @] UO

On ah(n’) < h(n) et 'hypothése inductive s’applique au sous-arbre (EBrrdé
racinen’; 'ensembleU(n') est inconsistant. Pour toute interprétationil y a une
formule A’ € U(n’) telle quev(A’) = F; trois cas sont possibles :

1. soitd’ e Uy CU(n);

2. soitA’ = a; 1 v(a1) = F d'ouv(a) = F (cf. reglesa) ;

3. soitA’ = ay 1 v(ay) = F dolv(a) =F.
Dans les trois cas, il y a une formule ddii§:) quew rend faussey étant quelconque,
U(n) est donc inconsistant.

Reéglea: n:

Reégles : n: {8} Ul
/ N\
n : {31} U Uy n' {52} U Uy
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h(n') < h(n) et h(n”) < h(n); les ensembled/(n’) et U(n"”) sont tous deux
inconsistants. Pour toute interprétatign

1. soitily aune formuled’ € Uy CU(n) :v(A") =F

2. soitv(By) = v(f2) = F, d'ouv(B) = F (cf. regless).
Dans les deux cas, il y a une formule ddh@:) quev rend faussey étant quelconque,
on en déduit qué/(n) est inconsistant.

Ensembles de Hintikka. Les méthodes de la logique sont en général construdiine.
particulier, si une formulel est consistante, non seulement tout tableau séemantiqueete
formule doit étre ouvert, mais en outre il doit &tre poksitle construire un modele dé a
partir de ce tableau.

Cette construction est possible et méme trés simple. Qiémeontrer dans ce paragraphe
gue toute interprétation vérifiant I'étiquette d’uneifte ouverte vérifie aussi I'étiquette de tout
ancétre de cette feuille, et en particulier de la racineathieiu.

ExemplelLes tableaux de la figure 20 sont ouverts. A chaque feuilleedaworrespond un
modele de la formule-racine. |l peut se faire que cette fdencomporte une proposition
n’apparaissant pas dans I'étiquette de la feuille ; cgjaiie que tout prolongement du modeéle
spécifié par cette étiquette rend vraie la formule-racire tableau de droite indique que toute
interprétatiorv vérifiantp est un modeéle de la formufev (¢ A —q) (et ceci, quelle que soit la
valeur attribuée a(q)).

pA(=qV -p) pV(qgA—q)
! / AN
p,mqV —p D qN—q
e N O !
P, g P, P q,7q
O X X

FIG. 20 — Deux tableaux sémantiques ouverts.

Définition : Soit U un ensemble de formuleg est unensemble de Hintikkai les trois
conditions suivantes sont satisfaites :

1. Pour tout atome, p ¢ U ou—p ¢ U

2. Sia € U est unex-formule, alorsn; € U etay € U.

3. Sip € U estunes-formule, alorss, € U ou 3, € U.

Lemme de la branche ouvertgoit b une branche ouverte d’un tableau complet. L'ensemble
U =4es Uney U(n) estun ensemble de Hintikka.
DémonstrationOn montre qué/ respecte les trois conditions caractérisant les ensandele
Hintikka.
1. On note! la feuille (ouverte) dé. Pour tout littéralm (m € {p, —-p}), m € U implique
m € U(¢) car aucune régle ne décompose les littéraux/@st un nceud ouvert, sans
paire complémentaire ; on adop& U ou—p & U.
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2. Pour toutex-formule« € U, I'arbre étant complet, la régle correspondante a di étre
utilisée a un certain noeud Par constructiony;, az € U(n') C U.

3. Pour toutes-formule 5 € U, I'arbre étant complet, la réglé correspondante a di étre
utilisée a un certain nceud Par construction?, € U(n') et3, € U(n”), etU(n') CU
ouU(n") CU,doup, eUoupf, eU.

Lemme de Hintikkalout ensemble de Hintikka est consistant.

Démonstration.Soit U un ensemble de Hintikka et sdit = {py,...,p.} 'ensemble des
atomes apparaissant dans les formule& dBéfinissons une interprétatierde U :

v(p)=V si pgU
vip)=F si -peU

Linterprétationv assigne une et une seule valeur de vérité & chaque atohhéade U est un
ensemble de Hintikka). Il faut démontrer que pour tdu€ U, on av(A) = V. Cela se fait
par induction sur la structure dé:
— Aestun litéral. Par définition deon a :
— SiA = p, alorsv(A4) = v(p) = V.
— SiA = —p, alorsv(p) = F, doliv(A) = V.
— A est unen-formulea. On aay, s € U, donc par hypothese inductivea;) = V et
v(ag) =V, d'otv(a) =V par définition des régles.
— A est uneg-formule 3. On a, € U ou (3, € U, donc par hypothése inductive,
v(f01) =V ouv(fy) =V,douv(f) =V par définition des régles.

Théoreme de complude.Si T'(A) ouvert, alorsA est consistante.

DémonstrationSi T'(A) est ouvert, il existe une branche ouverte d@id). La réunion des
ensembles de formules étiquetant les nceuds de cette briorale un ensemble de Hintikka
(donc consistant) ; cet ensemble contient la formdylgui est donc consistante.

Résuné.La méthode des tableaux sémantiques est un algorithmciiah pour la validité (la
consistance, l'inconsistance) dans le calcul des prdpasitLa formuleA est inconsistante si
et seulement $f'(A) est un tableau fermé ; la formulgest valide si et seulementB{—B) est
un tableau fermé ; la formul€ est simplement consistante si et seulemefit(si) et 7'(—C)
sont des tableaux ouverts.

3.2.4 Exercice sur la néthode des invariants

La preuve d'adéquation et de complétude que nous avonséeoast classique et se
trouve dans beaucoup de livres de logique mathématiquest ljuand méme intéressant, a
titre d’exercice, de développer une vue plus “informatiide cette double propriété et de sa
preuve.

On note d'abord que la méthode des tableaux sémantiquegssentiellement un
algorithme itératif, constitué d’'une simple boucle (Fig). Si on néglige le marquage par des
ronds et des croix, les élements constitutifs de cettelleaont I'instruction d’initialisation, la
garde de la boucle et le corps de la boucle. Linstructionitiilisation consiste en la création
de la racine du tableau et de son étiquette, composée aminut de la formule de départ.
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La garde exprime I'existence d’'un nceud, “feuille provisbjrdont I'étiquette comporte une
formulea ou S. Le corps de la boucle consiste en la génération du ou dessseur(s) direct(s)
d’une “feuille provisoire” du tableau.

Rien n'empéche donc I'application de la méthode des iaugs. En fait, cette application
est simple et éclairante ; I'invariant de boucle est la pé&ip suivante :

Les modéles de la formule de départ sont exactement lepiétations

qui sont modeéles d’au moins une étiquette de feuille Fave.

Lorsque le tableau est achevé, le mot “provisoire” disppata clairement, la formule de
départ est consistante si et seulement si le tableau coeggomoins une feuille ouverte.

En ce qui concerne la terminaison, le raisonnement faithws reste valable dans le cadre
de la méthode des invariants.

3.2.5 Lanéthode en pratique

Si on présuppose qu’une formulé est inconsistante, on construira d'abdr@x) ; si on
présuppose qu’elle est valide, on construira d’abiffeh.X ). Si le tableaul'(Y") est fermé,
I'analyse est terminée : on sait gqbieest inconsistant et queY” est valide. Si le tableali(7)
est ouvert, on sait qug est consistant et queZ n’est pas valide; il faut construiré(—2)
pour en savoir plus.

On tient compte en pratique de trois regles simplificagrigiémentaires :
— Une branche peut étre fermée lorsqu’une paire compiéite de formules (pas
seulement de littéraux) apparait.
— Les formules inchangées ne doivent pas étre recopieesndeud a son descendant
(économie d’espace).
— Des heuristiques peuvent éventuellement écourtebleda (par exemple, utiliser les
reglesa avant les regles).

3.3 La méthode analytique des&quents

3.3.1 Introduction

La méthode des tableaux sémantiques admet une méthade, dite “des séquents”.
Nous donnons d’abord I'algorithme qui transforme un tablsamantique en une dérivation
de séquent. La figure 21 présente un tableau sémantigua dérivation de séquent
correspondante.

— On opere une symétrie d’axe horizontal, amenant lefidsieén haut et la racine en bas.

(La construction directe d’'une dérivation de séquentede donc de bas en haut.)

— Chaque étiquette du nouvel arbre se compose des négdesrelements de I'étiquette
correspondante du tableau sémantique; de plus, chaiyeett¢ est précédée du
symbole—.

— Les arcs du tableau deviennent des lignes horizontalesldal&rivation de séquent.

— Les symboleg) et x sont remplacés respectivement par les symhdlesA.

Un tableau sémantique et la dérivation de séquent quoreRante ne se rapportent donc pas

a une méme formule. On peut éliminer cette divergencen@ins en apparence) en utilisant la
notation signée plutdt que la notation classique pouresgmter le tableau (voir figure 22).
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pA(=gqV -p)
l prolongation (typex) H A
y regleconjonctive — —p.q — —p,p ramification (type3)
p,mq vV p N ) ?
U e T g e
regledisjonctive Fé Iedigs'onctiv}ép
p:—q PP — —pV(gap) N
O X
FiG. 21 — Un tableau sémantique et une dérivation de séquent.
“pV(gAp)=F
! p‘rolonga‘tion (typex) H A
V.agA regl;t‘:onjonctlve - P9 - PP ramification (types3)
pP=V,qN\p= N ) )
PP leconjonctive
ramification (types3) — =, qA\D reg )
<N rgledisionctive prolongation (typey)
p=V,q=F p=V,p=F — pV(gAp)
O X
FIG. 22 — Un tableau sémantique signé et une dérivation gieesi.
3.3.2 Interprétation

Fondamentalement, le contenu sémantique d’'une dérvale séquent est le méme que

celui du tableau correspondant, mais la dualité permeté&kepter ce contenu differemment.

— Chaque étiquette d’une dérivation de séquent s’'inéégromme un ensemhdésjonctif
de formules.

— Les feuilles correspondent a ddausesc’est-a-dire a des disjonctions de littéraux.

— Les feuilles valides sont étiqueté®s ce symbole signifie “Axiome” : vérité universelle.
Les feuilles non valides sont étiquetéds ce symbole signifie “Hypothése” : énoncé
contingent.

— La ligne horizontale s'interprete comme la relation gqlizvalence logique : une
interprétation rend vraie(s) la (lepyémisse(s)au numérateur, si et seulement si elle
rend vraie laconclusionau dénominateur.

On a aussi les définitions et regles suivantes.

— Une clause est uaxiomesi elle comporte une paire complémentaire de littératiMne
hypotlesesinon.

— Lesregles d’inérencesont de deux types
— reglesa (prolongation) :

— UUu {0(1., Oéz}
— UU{a}
— réglesg (ramification) :
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— UU{p} — UU{p}
— UU{p}
| a 831 Q2 B B B2
AV Ay Ay Ay By A By By By
—\(Al A Ag) —A; | A, —\(Bl \% Bg) -By | =By
A = Ay A | Ay “(Bl = BQ) By | ~DB,
A1 = AQ Al "AQ “(Bl = Bg) "Bl BQ

FIG. 23 — Les regles de (dé)composition.

Rappelons que les doubles négations sont systématigquesmaplifiees et que les
connecteurs d'équivalence et de disjonction exclusim¢isterdits. On observe (figure 23) que
les formulesconjonctivegdonnent lieu a uneamification(type 3) et les formuleglisjonctives
a uneprolongation(type«). C'était le contraire pour les tableaux sémantiques.

Si on lit la dérivation de haut en bas, les regles de déasitipn deviennent des regles de
composition, ouegles d'inérence

3.3.3 Propriétés de la nethode des 8quents

Elles se déduisent immédiatement de celles des tabléauréthode de dérivation de
séquent est adéquate : toute formule racine d’'une d&nivee séquent dont toutes les feuilles
sont des axiomes est valide. La méthode de dérivatioegleesit est compléte : toute formule
valide est racine d’'une dérivation de séquent dont tdeteteuilles sont des axiomes.

3.3.4 Extension décriture

On convient que le séquent

— =A,B,~C,-D,E F
peut aussi s'écrire

A,C,D — B,E,F.
Ce séquent est vrai poursi v rend vraie au moins une des formulBs E et F, ou siv rend
fausse au moins une des formulgs” et D. La partie de gauche (icl, C, D) est 'anttcdédent
la partie de droite (icB, F, F) est lesuc@&dent Le séquent est vrai poursi et seulement si
I'implication (AANC A D)= (BV EV F) estvraie poup.

La virgule a valeur conjonctive dans I'antécédent et waliisjonctive dans le succédent.
Un antécédent vide correspondrae, un succédent vide correspondagse, le séquent vide
correspond Jalse. Tout séquent dont I'antécédent et le succédent corapbune formule
commune est valide.

On peut transférer une formule de I'antécédent au slerdéou inversement, en changeant
sapolaritg, c’est-a-dire en transformant en —A ou inversement. Le séquedt C, D —
B, E, F est donc logiquement équivalent au sequéntB,C — —D, E, F.

Il est commode de récrire les régles en tenant compte degeties notations. A titre
d’exemple, sid et B désignent des formules etiSiet V' désignent des ensembles de formules,
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les anciennes regles

— V,-A,B — VA — V,-B

— V,(A= B) — V,=~(A= B)

peuvent étre étendues en
U — V,-A B

U— VA U — V,-B

U — V,(A= B) U — V,~(A= B)

puis récrites en les nouvelles régles suivantes :
UA— V,B

U — VA UB —V

U — V,(A= B) U(A=B) - V

3.3.5 Regles eversibles, egles analytiques et syntétiques
La regle d'inférence

U—- VA UB —V

U(A=B) - V

estréversible: la barre horizontale peut s’interpréter commégliivalencdogique. Dans une
regle non réversible, la conclusion est conséquendguegles prémisses, mais non l'inverse.
Sion posel, = AU etV; = VV, laregle ci-dessus exprime que les modeles communs
des formuled/. = (V; Vv A) et (U. A B) = V, sont exactemeries modeles de la formule
(U.AN(A=B)) =V,

Cette reégle est ausanalytique: toute formule apparaissant en haut apparait aussi en bas
(comme formule ou sous-formule). Les dérivations de satpipeuvent se lire de bas en haut
(analyse d'une formule) ou de haut en bas (déduction d'amedle au départ d’axiomes et/ou
d’hypotheses).

Il existe aussi des méthodsegntletiquesde déduction, ne se prétant pas directement &
'analyse des formules. La méthode synthétique est ls phwvent la seule utilisable en
mathématique. On utilise des regles ou la barre s'iléégcomme la relation (non symétrique)
de congquencdogique. L'exemple le plus connu de regle synthétiquen(doon analytique)

et non réversible est sans doutéMedus ponens
U— A U — (A= B)

U — B

Un exemple de régle synthétique mais réversible esigkerdecoupure:
UA—-V U—=VA

U -V
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La formule A et ses sous-formules peuvent ne pas apparaitre dans t#esions. Il est donc
difficile de “deviner” des prémisses adéquates au désrconclusion

3.3.6 Differences entre implication et équent

Dans la présentation qui vient d'étre faite, la seuleédéhce est que les deux termes d’'un
séquent sont des ensembles (éventuellement infinis)rdaifes, tandis que les termes d’'une
implication sont des formules, finies par nature.

Une autre difference plus subtile apparait souvent. lasgients peuvent étre utilisés
dans des contextes variés, mais le sont habituellemert dancontexte de preuve de
validité. Autrement dit, seules des dérivations sanlhygses sont considérées. Tout séquent
apparaissant dans une telle dérivation est valide, et dless naturel et frequent d’'introduire
cette information dans la définition méme de la notionetugent. Cela signifie qu’un séquent
n'est plus un objet du langage (assimilable a une impbecatimais devient un objet du
métalangage. Dans ce cadre, la signification du séquent

A,B,C — D,E,F

noté parfois
A,B,C+D,E,F

est “Limplication(AABAC) = (DV E V F) est valide”.

3.3.7 Tableaux sig@s vs. équents

Il 'y a correspondance naturelle entre les tableaux sighésseséquents : les formules
apparaissent dans I'antécédent ou dans le succédanséquent selon qu’elles sont assertées
positivement ou négativement dans le nceud homologue teataffigure 24).

pV(gAp)=F H A
! p—q p—p
p=V,qAp=F
e AN p — qAp
p=V,q=F p=V,p=F
O X — “pV(¢Ap)

FIG. 24 — Un tableau sémantique signé et une dérivation giecst.

30 es deux regles synthétiques de Modus ponens et de cofgmumalisent deux modes de raisonnement
omniprésents en mathématique et dans la vie quotidiérnelodus ponens traduit la notion méme de théoreme
ou de résultat général : “appliquefA = B), c’est déduire dans le cas oWl est connu. La régle de coupure
formalise le raisonnement par cas : si on inferele U quandA est vrai, et aussi quand est faux, on inferd”
deU en toute généralité.
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3.4 Le raisonnement automatique

3.4.1 Introduction

La logique formelle permet, comme on vient de le voir tout @ngl de ce chapitre, de
transformer le raisonnement en un objet mathématiqueeptible d'étre traité, et méme
construit, par un ordinateur. Nous avons vu, au paragrapB8,2gu’un texte court mais
relativement dense, présentant un raisonnement, pcéivaitransformé en formules et ainsi
devenir accessible & une analyse fiable et automatique célébre ouvrage de science-
fiction®? évoque ainsi l'analyse formelle d’un trés compliqué e@lumineux document
diplomatique ... aboutissant a la conclusion que ce doouramit sémantiguement vide
et que ses auteurs meéritaient, étymologiquement du mtens statut de diplomate. Plus
concretement, un livre d’analyse mathématique a étiérement vérifié par ordinateur dans
le cadre d'un projet d'intelligence artificielle. Peut-oeellement espérer ramener ainsi le
raisonnement au calcul, dans le but de I'automatiser ?

3.4.2 Digression : Leibniz et le raisonnement automatisasbl

Leibniz avait imaginé un “ratiocinator universalis”, sode machine abstraite capable de
raisonner et, dans une certaine mesure, de trancher dassdgfineux. Il croyait possible
de représenter les idées et le raisonnement dans un krgagbolique pourvu d'une
syntaxe et d’'une sémantique précises. Dans une disoyfiglevenait théoriquement possible
de remplacer un débat d’idées animé par une séance ik datcul dont lissue serait
inconditionnellement admise par les protagonistes dadé@&pole et surtout Frege ont créé
le langage symbolique révé par Leibniz, et la logiquedmdtive est parfaitement apte a
la représentation de tout type de raisonneni&iity a cependant loin entre la capacité de
représenter un probleme et la capacité de le résoudirs dette section, nous évoquons
guelques aspects fragmentaires mais importants de cetstiqu

3.4.3 Automatiser la logique

Cette question est comme beaucoup d’autres : il est plus faeil’examiner dans le cadre
propositionnel que dans le cadre prédicatif, et certagmwxlusions établies dans le cadre
propositionnel s’étendront au cadre prédicatif. Cem€admis, on pourrait croire qu'il n'y
a pas de question. La logique propositionnelle est en aitenaatisable, puisque nous I'avons
effectivement automatisée. La méthode des tables di drcelle des tableaux sémantiques
par exemple, permettent d’analyser tout raisonnementgitpnnel, si complexe soit-il. Nous
allons voir maintenant que la port@eatique de ces méthodes est séverement limitée par
un probleme de dimension. En dépit de la puissance guilsatieinte actuellement (et qui
continuera a croitre de longues années encore), lesatedirs ne sont pas capables d’analyser,
en toute généralité, un probleme logique d'une ceetdaille. Considérons par exemple le
probleme classique consistant a déterminer si un erisetietformules est consistant ou pas.

3!informaticien dirait : fiable parce que complétementauatique . . .

32Foundation d’lsaac Asimov.

33Des logiques spéciales ont &té et continuent & étredottes pour modéliser plus commodément certains
aspects de la connaissance mais, fondamentalement,daéogiiédicative peut prétendre a 'universalité.
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Si nous utilisons les tables de vérité, et si 'ensembleeestion comporte des occurrences
de n propositions élémentaires distinctes, il suffit de cornigt une table de vérité ... qui
comportera2™ lignes. Sin vaut 30, la table comportera plus d’un milliard de lignesnsi
vaut 100, ce qui n'a rien d'irréaliste, le probleme estifsaas particulier, définitivement
hors d’atteinte de tout ordinateur présent ou a venir.eDlm1s au passage queultiplier
par 1000 les performances d’un ordinateur ne permet gaj@uer 10 nouvelles variables
propositionnelles a notre lexique.

Il existe a priori deux moyens de contourner cet écueil.n@’ypart, il est possible de
développer des procédures de décision plus rapidesago®thode des tables de vérité et,
d’autre part, on peut essayer d'isoler certains types dadtas et d’ensembles de formules
pour lesquels le probleme de la consistance pourraitssridge plus rapidement. Nous avons
déja adopté la premiere approche : la méthode desaablsemantiques est souvent — mais
pas toujours — nettement plus efficace que celle des tablegrité. Une analyse plus fine
montrerait quand méme que cette méthode et, a des diigegs, toutes les méthodes connues
actuellement, restent fondamentalement trop lentes.gre@sément, dans beaucoup de cas,
les performances se dégradent trés vite dés que la diomeds probleme augmente. Une
théorie recemment dévelopgétaisse peu de chances de progrés significatifs dans cégte vo

La seconde approche est plus prometteuse ; nous la déeel®dpns la suite de ce chapitre.

3.4.4 Cubes, clauses et formes normales

Considérons la table de vérité de la figure 25, se rappbéaine formule inconnug’,
dépendant des trois variables propositionnelleg et . Peut-on reconstituer la formule sur
base de la table? Oui, a une équivalence logique presatila tndique que la formule est
vraie dans quatre cas, correspondant aux lignes 1, 3, 5 etléague cas correspond aabe
c’est-a-dire une conjonction de littéraux. Par exemf@esube correspondant a la ligne 6 est
(-p A g A —r), ce qui S'interprete en(p) = F, v(q) =V eto(r) =F.

(plalr[X(pgr)]
VIV |V Vv
VIV |F F
VIF |V Vv
VI|IF|F F
F|V |V Vv
F|V |F Vv
F|F |V F
F|F | F F

FiG. 25 — Table de vérité d’'une formule inconnue
La formule X est donc (logiquement équivalente a) la formule

PANgAT)V PA=gAT)V (FpAgAT)V (Zp A g A T).

34Et notamment le theoréme de la NP-complétude du problderia consistance, demontré par Cook en 1970.
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Cette formule peut s’écrire differemment, et notamment

(pAT)V (=P Aq),

ou encore
p=r) A (p=q).

Le pointimportant est que toute formule, puisqu’elle adoret table de vérité, est équivalente
a une disjonction de cubes, ce que I'on appelle aussfam®e disjonctive normale

Observons aussi que la négation d’une disjonction de cegtame conjonction de clauses,
ce que l'on appelle aussi urferme conjonctive normaleOn obtient aisément la forme
conjonctive normale d’une formule a partir de la forme aligjtive normale de la négation de
cette formule ; on peut aussi I'obtenir directement a pasila table de vérité, en considérant
les lignes pour lesquelles la formule est fausse. Par exerapformuleX (p, ¢, ) est fausse
dans quatre cas; elle peut donc s’écrire

“(pAgA=T) A =(PA=gA =) A S(mpA=gAT) A =(=p A =g A )

Oou encore
(=pV=gVr)A(=pVagVr)A(pVgV-r)A(pVgVvr),

ce qui est une forme conjonctive normale, c’est-a-direaorgonction de clauses; la formule
peut se simplifier en
(=pVvr) A(pVa),

qui est encore une forme conjonctive normale, appeléé tarsse clausale

Le principe de la déduction affirme que la formule est conséquence logique de
I'ensembleE si et seulement si I'ensembleU {-A} est inconsistant. Chaque formule de ce
dernier ensemble est logiquement équivalente a une eatijm de clauses ; Siest I'ensemble
de toutes ces clauses, on peut dire guest conséquence logique fesi et seulement & est
inconsistant. Le probleme fondamental de la logique sem& donc a celui de déterminer si
un ensemble de clauses est inconsistant ou non.

RemarqueConstruire la table de vérité d’'une formule donnée riéstéralement pas le moyen
le plus rapide d’obtenir une forme normale disjonctive onjonctive logiguement équivalente
a cette formule.

3.4.5 Clauses de Horn et ensembles de Horn

Nous venons de rappeler que, pour les problemes d'uneireertaille, I'approche
automatique était tres aléatoire. C'est étonnantsdarmesure ou I'étre humain moyen est
capable d'effectuer des raisonnements logiques de grailtlegvec une certaine efficacité.
Une raison a cela est I'aptitude, typique de I'étre humais’adapter aux circonstances et a
remplacer une méthode générale par une approche phaffigpé et plus rapide, du moins
dans le cas particulier considéré. Une autre raison,gguinente ici, est que bien souvent les
formules de I'ensembl&, qui constituent la “base de connaissance” a partir decliégon va
déduire la formuled, ont une forme trés particuliére, qui se retrouve ausssdes énoncés
mathématiques, a savoir

(pl/\/\pn):>q
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Les p; et ¢ sont des propositions élémentaiféd.a formule exprime simplement que toute
interprétation rendant vraies les propositipns . ., p,, rend vraie aussi la conclusigt®®
On voit immédiatement que cette formule est une clausel'gu@eut récrire en

VeV oape Vg

De méme, la conclusiom est souvent une simple proposition, ou une conjonction de
propositions, donc de litéraux positifs. Sa négatioruestdisjonction de littéraux négatifs.

On appelleclause de Horrioute clause contenant au plus un littéral positif. Uneistade
Horn estdéfiniesi elle comporte exactement un littéral positif; elle Bsgativesi elle n’en
comporte pas. Urnsemble de Horest un ensemble de clauses de Horn. Cette notion est
extrémement importante parce que, dans le cas particldigeensembles de Horn, le probleme
de la consistance peut se résoudre de maniére efficaaajtergénéralité.

3.4.6 Lalgorithme de résolution unitaire

Uneclause unitaireest une clause comportant un seul littéral. Une clausaiuaipeut étre
positiveou négative Dans la suite, sauf mention explicite du contraire, unasgaunitaire est
une clause unitaire positive, réduite a une proposiiémentaire. L'algorithme deesolution
unitaire (figure 26) est un moyen simple de déterminer si un ensengbléodn est consistant
ou inconsistant.

{S = So}
Tant que O ¢ S faire
choisirp etc tels que
p est une clause unitaire positive e
c est une clause dg contenant-p;
ri=c\{-p};
S =S\ {chu{r}.

FiG. 26 — Résolution unitaire

Le principe de cet algorithme est trés simple. Il consisseipprimer, dans les clauses d'un
ensembleS de clauses de Horn, tous les littéraux négatifs dont lggsition sous-jacente
apparait comme clause unitaire, jusqu’a ce qu’une clsoiseevenue vide, ou que plus aucune
suppression ne soit possible. Dans le premier cas, on dantinconsistance, dans le second,
a la consistance. La notation=" signifie “devient” ; exécuter 'instruction := z + y signifie
gue la nouvelle valeur de est I'ancienne valeur de + y. Si ¢ est une clause contenanp,
¢\ {—p} estla clause obtenue en supprimapt La clause videqui ne contient aucun littéral,
est représentée par le symbaleUne clause est vraie si au moins un de ses littéraux est vrai
la clause vide est donc logiquement équivalenfelg. Si c est une clause de I'ensemltfe

350n peut considérer que cette formule représente un&hémmathématique, dont Ipssont les hypothéses
etq la thése.

360n observera que cette formule, méme si elle représeriteéoneme de mathématique, n'est pas valide. La
raison en est que dans le cadre de la logique propositietesipropositions élémentaires ne sont pas analysées.

62

S\ {c} estI'ensemble obtenu en enlevarde S. Sir est une clause§ U {r} est 'ensemble
obtenu en ajoutanta S.
La figure 27 donne un exemple d’exécution de I'algorithmerngettant de montrer que
'ensemble
S={pV-rvVv-t,qg,r,tV-opV-or tV-oqg, opV gV -r}

est inconsistant.

Llipv-rV-—t|lqg|r|tV-pV-r|tVog|-pV gV -r
2l pVaor V=t | qg|r |tV -pV -r t —pV gV —r
3. pV —t g|r |tV -opV-r 13 -pV gV
4. pV —t qg|r |tV -pVar t -pV or
5. pV ot q|r |tV -pV-or t -p

6. P qg|r|tVv-pV - t -p

7. P q|r |tV -pV-or t O

FIG. 27 — Résolution unitaire : un exemple positif

La figure 28 donne un second exemple d’exécution de I'aligore, permettant de montrer
que I'ensemble

S={pV-rvVv-t, g, s, tV-opV-or, tV-oqV-s, -pV-qV-r}

est consistant.

LiipV-orV=at|qg|s|tV-pV-r|tVagVas|—pV gV -r
2.l pV—rV -t |lq|s|tV-pV-r tV s -pV gV r
3 lpV-rVv-at|lqg|s|tV-opV-or t -pV gV or
4.\ pV-rVoat|lqg|s|tV-pV-r t —-p V or
5. pV r qg|s|tV-apV-r t —-p V or

FIG. 28 — Résolution unitaire : un exemple négatif

La premiere propriété de I'algorithme de résolutioritaine est d’étre efficace. A chaque
étape, un littéral est enlevé donc le nombre d'étapepend dépasser le nombre total de
litteraux. A chaque étape, I'ensemisiehange (un littéral est supprimé). Comme d’habitude, le
point crucial de I'analyse de I'algorithme consiste aed@tiner ce qui ne change pas. Comme
précédemment, c’est 'ensemble des modele$ dpii ne change pas. En effet, si la clause
unitairep se trouve dans, seules les interprétations rendantrai peuvent étre des modéles.
Soit] une telle interprétation ; quelle que soit la clausentenantp, on al(c¢) = I(c\{-p}).

On a donc, aprés chaque étapé(S) = M(Sy). En particulier, aprés la derniére étape, on
aM(Sy) = M(Sy), si Sy désigne I'état final de 'ensemblg. Cela prouve en particulier
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ques, ('ensemble de départ, celui qui nous intéresse) estistamd si et seulement $i; est
consistant. Il se fait que déterminet%i est consistant estimmédiat. En effet, il n’y a que deux
possibilités :

— L'ensembleS; contient la clause vide, qui est inconsistante, dSpest inconsistant.

— LensembleS; ne contient pas la clause vide. Séit’interprétation qui rend vraies
toutes les clauses unitaires (positives)$jeet fausses toutes les autres propositions.
Cette interprétation rend vraies toutes les clauses itestaet aussi toutes les clauses
non unitaires, puisque ces dernieres contiennent au muirigtéral négatif dont la
proposition sous-jacente est fausse par définitiod §ear cette proposition n'est pas
une clause unitaire, sinon elle donnerait lieu a une &applémentaire).

On appellebase de connaissanae; ensemble de clauses de Horn positives; on appelle
guestionune conjonction de propositions. L'algorithme de rédolutunitaire permet de
déterminer si une questiof est conséquence logique d’'une base de connaisgance sera

le cas si'ensemblél U {—~A} est reconnu inconsistant.

RemarqueOn peut aussi tester 'ensemhbieseul ; il est nécessairement consistant puisqu’il
ne comporte que des clauses de Horn posifiiés détermination dei; permet d’obtenir
'ensemble de toutes les propositions qui sont consésetagiques defl ; ce sont les
propositions qui apparaissent comme clauses unitairestiat interprétation qui rend vraies
ces propositions et seulement celles-la eshéekle canoniqueou mockle minimalde H. Le
modele minimal de I'ensemble traité a la figure 28 est donterprétation qui rend vraies les
propositionsy, s ett et seulement celles-la.

RemarqueOn représente souvent les exécutions de I'algorithmegdelution unitaire sous
forme arborescente ; la représentation correspondaexé&cltion de la figure 27 se trouve a
la figure 29. L'arborescence s’appe#iebre de crivation, ou arbre de €futationdans le cas
particulier ou on dérive la clause vide.

tV—-pV-r pV-rVv-t r tV-—gq q —pV gV -r
pV -t t —pV -r
p -p
A4
O

FIG. 29 — Arbre de réfutation unitaire pour I'ensemisle

$7linterprétation qui rend vraies toutes les propositieasdonc un modele d€.
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3.4.7 La programmation logique propositionnelle

Le probleme de la programmation logique propositionnetlesiste a déterminer si une
proposition est ou n’est pas conséquence logique d’'umanisede clauses de Horn définies,
appelébase de connaissan@@ programme logiqueNous venons de voir que I'algorithme
de résolution unitaire est une solution générale ebraiablement efficace pour ce probleme.
Elle n’est cependant pas optimale en pratique. La raisorseque, dans la plupart des cas, la
base de connaissance est énorme, voire infinie, et queparnpldes clauses qu’elle contient
n’'ont rien a voir avec la question particuliere a traitealgorithme de résolution unitaire
n’accorde aucun role particulier a la question traithmt la négation est simplement ajoutée a
la base de connaissancealdorithme de esolution d’enteeest une variante de I'algorithme
de résolution unitaire, dans laquelle la négation de kestjan joue un role privilegié. Cette
variante est représentée a la figure 30Lalésigne un programme logique.

{G = Go}
Tant que G # O faire
choisirp etc tels que
-peG,
ce Let
pEc,;

G = (G\{-p}) V (c\{p}).

FiG. 30 — Résolution d’entrée

Cet algorithme utilise une variabl&, appelée ldut, dont la valeur est toujours une clause
de Horn négative ; initialement, le but est la négationadguestion. A chaque étape, le but est
transformé selon la régle suivante : un litteral du but est remplacé pac \ {p}), ouc est
une clause de la base de connaissance, dont le litteraif gssp. On pourrait demontrer que
I'algorithme de résolution d’entrée est équivalentadglorithme de résolution unitaire. A titre
d’exemple, nous montrons & la figure 31 que la propositiest bien conséquence logique du
programme logique

L={tV-pV-r pV-rVv-t,rtV-q,q}.

On voit que, dans un arbre de réfutation d’entrée, il existe branche principale unissant
le but initial (ici, —p) a la clause vide. Les branches auxiliaires sont de longLet unissent
une clause d’entrée (d’'ot le nom de I'algorithme) a unibtgrmédiaire.

3.4.8 Prolog propositionnel

L'algorithme de Prolog est une version concréte de I'athare de résolution d’entrée. Les
clauses sont représentées par des listes de litterdenpeigramme logiqué est une liste de
clauses. Les choix deet c sont imposés par une stratégie trés simplest nécessairement la
proposition correspondant au premier littéral du butestt la premiere clause deconvenable.
En effet, le systeme Prolog essaiera, dans I'ordre 08 skeprésentent dans la listetoutes
les clauses dont la téte gstCela peut poser un probleme si I'ordre des clauses outtizmlix
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tV—-pV-r —p pV-rvVv-t r tV —q q

FiG. 31 — Arbre de réfutation d’entrée polretp

dans une clause est mal choisi. A titre d’exemple, voici lesiee Prolog du programme
logique L donné plus haut :

t :- p,r.
p:-r,t.
r.

t :- q.
g.

On voit que la virgule a valeur conjonctive et que le symbole™représente le connectewgt
(inverse de I'implication). L'ordre n'est pas adéquat éair la clause inutilet* : - p,r.”
court-circuite la clause utilet* : - q.”. Si on omet la clause inutile, le systeme Prolog
détecte que la propositiop est conséquence logique du programme logidgueNous
reviendrons sur le systeme Prolog dans le cadre préfigatipermet des applications plus
intéressantes.

3.5 Quelques exercices
3.5.1 Argumentation

Le récit de la création du monde. Au paragraphe 2.3.3, nous avons formalisé un argument;;
les techniques présentées dans ce chapitre permettedétdeminer si cet argument est
correct ou non ou, plus précisément, si I'argument foremirespondant est correct. Un
argument formel se compose d’'un ensemble (fini) de préemi8se {P,..., P,} et d’'une
conclusionC'; il est ditcorrectsi la conclusion est conséquence logique des prémissesiic
s'écrit £ |= C; cela a lieu si et seulement si 'implicatid®;, A --- A P,) = C est valide.
L'argument formel introduit au paragraphe 2.3.3 conduitda la question

2
{E:>—‘Q, -Q = -A, D\/A} )= —EVD.
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La méthode des tables de vérité est peu intéressartarité lexique utilisé comporte quatre
propositions; la table de vérité aurait donc seize lighasméthode des tableaux sémantiques
peut s’appliquer; si nous croyons que lI'argument est ctri@cacine de notre tableau sera la
négation de I'implication associée a cet argument. LaréB2 représente ce tableau.

([(E=-Q) A (-Q=-A)AN(DVA)] = (WEVD))
[(E=-Q) A (—Q= ﬂA‘) A (DV A)], ~(=EV D)

(E:>—|Q),(—\Q:>—VA‘), (DVA),—\(—\E\/D)
\

(E:>—‘Q),(ﬁQé—\A),(D\/A),E,—\D

~E,...,E... =Q,(-Q=-A4),(DVA),E,~D
X
~Q.Q.... —Q.-A,(DVA),E,~D
X
..D,..,=D ...,=AA,...
X X

FIG. 32 — Tableau sémantique, argument “biblique”

Ce tableau est fermé, donc I'argument est correct. On aotependant que cette
construction n’est que marginalement moins fastidieusecglle d’'une table de vérité a seize
lignes. Il serait souhaitable de disposer de techniques @tpéditives, non seulement pour
gagner du temps, mais aussi pour limiter le risque d’'effe@n relisant attentivement la
justification de la méthode des tableaux sémantiques,eomh gbserver que I'étiquette d’'un
nceud peut étre remplacée par une autre, pour peu que bestitpuettes admettent exactement
les mémes modeles.

La figure 33 donne un tableau sémantique exploitant ce ipend.es simplifications
successives se basent sur les faits suivants :

— Les ensemble§E = —Q, E} et{—Q, E} sontlogiquement équivalents;

— Lesensemble§D v A, =D} et{A, D} sont logiguement équivalents ;

— Les ensemble§—Q) = —~A, A} et{Q, A} sontlogiquement équivalents.

Chacune de ces simplifications a permis I'économie d’'undirament?

380n dit parfois que le taux d’erreur d’un développement fer(non vérifié par ordinateur) est proportionnel
aucarré de la taille de ce développement...

3%De plus, pour éviter le risque de non-terminaison, la nbengiquette ne pourra &tre plus complexe que
I'ancienne.

“OUne autre maniére de justifier ces simplifications est déoler que chaque couple simplifiable comporte
une formule disjonctive et un littéral, et que la déconipars de la formule disjonctive donne lieu a une branche
comportant le littéral opposé et a une branche compbleagouple simplifié. Le “raccourci” proposé consiste a
faire 'économie de la premiére branche, inutile puistgrenable immédiatement.
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((E=-Q) A (-Q=-A) A (DVA)] = (mEVD))
!
(E=-Q) A (-Q=-A) A (DVA)], ~(-EVD)
!
(E’:>ﬁQ)’(ﬁQ:>ﬁ )7(DVA)7ﬁ(ﬁE\/D)
!

(E:>ﬁQ)7(ﬁQ:>ﬁA)7(D\/A)-,EaﬁD

1
"Q7("Q:>ﬁA)7(D\/A)7E7ﬁ
1
_‘Q’(_‘Qi_‘A)7A7E7_|D
l
"Q?Q?AvE?"D
X

FiG. 33 — Tableau sémantique simplifié

On peut aussi envisager I'utilisation de la théorie de Hepour tester I'inconsistance de
I'ensemble composé des prémisses et de la négation dadéusion :

{E:>—\Q, —\Q:>—\A, DVA, —\(—\E\/D)}7

qui se récrit en
{-EV-Q,QV-A DVA E,-D}.

L'une des clauses de cet ensemble comporte deux littérasixifs, ce qui est incompatible
avec l'utilisation de la théorie de Horn. Dans le cas pnésen remédie a ce probleme par
obversionf! On introduit donc la propositio®, définie comme logiquement équivalente a la
formule—D. L'ensemble devient

{-EV-Q,QV-A,-DVA,E, D}.

Cet ensemble de Horn est bien inconsistant, comme le medi&kloppement de la figure 34.

Croire aux fantdbmes? C’est ce que nous suggere le raisonnement ci-dessous,egtr’i
prudent d’analyser ...

Si on considere que les gens qui étudient les perceptidres-gensorielles sont honnétes,
alors il faut admettre I'existence de telles perceptions.dlus, si I'on met a I'épreuve
I'existence des perceptions extra-sensorielles, on sedéoconsidérer sérieusement la
doctrine de la clairvoyance. Admettre I'existence des g@tions extra-sensorielles doit
nous pousser a mettre celles-ci a I'épreuve et a lesgpil

411’ obversionconsiste & introduire ou & supprimer une négation daaphrase sans en changer le sens. Par
exemple, la phrase “Tout ensemble contenant une paire éonepltaire de litteraux est inconsistant” devient par
obversion “Aucun ensemble contenant une paire compléairerde litteraux n’est consistant”.
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1L ~EVv-Q | QV-A -DV A E D
2. -Q QV-A|-DVA|E|D
3. -Q QV-A A E | D
3. -Q Q A E|D
4. o Q A E| D

FIG. 34 — Résolution unitaire : argument “biblique”

La doctrine de la clairvoyance doit étre considérééesdement si on est prét a considérer
sérieusement les phénomeénes occultes. Et si on esamensidérer sérieusement ces
phénomenes, nous devrons respecter les médiums. AuS®US respectons ces gens,
nous devrons aussi prendre au sérieux leur prétendugidg communiquer avec les
morts. Enfin, si nous devons prendre au sérieux cette dptdcommuniquer avec les
morts, on ne peut que croire aux fantbmes.

Considérer que les gens qui étudient les perceptiona-sgtisorielles sont honnétes nous
oblige donc a croire aux fantbmes.

On utilise le lexique suivant :

hon on considere que les gens qui étudient les perceptions-s&hsorielles
sonthonnétes ;

adm on admet I'existence des perceptions extra-sensorielles;;

epr on met a [epreuve I'existence des perceptions extra-sensorielles;

cla  onconsidere sérieusement la doctrine ded&voyance ;

exp on cherche a&zpliquer les perceptions extra-sensorielles;;

occ on considére sérieusement les phénomenadtes ;

med on respecte lesiedums;

com on prend au sérieux I'aptitude des médiums#muniquer avec les morts;

fan  on croit auxfantdmes.

Les prémisses sont, pour le premier paragraphe,
hon = adm , epr = cla, adm = (epr A exp);
celles du second paragraphe sont
cla < occ, occ = med , med = com, com = fan .
La conclusion (dernier paragraphe) est

hon = fan .
Les procédés utilisés pour résoudre le probleme dit béblique s’appliquent également

a ce probleme; nous considérons ici seulement la réeplunitaire. La prémisseidm =
(epr A ezp) n'est pas une clause, mais est logiquement équivaleste@njonction des deux
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clausesadm = epr et adm = exp ; de méme, la négation de la conclusibon = fan
n'est pas une clause, mais est logiquement équivalerteadnijonction des deux clausksn
et —fan. On obtient ainsi le développement de la figure 35, dansléles clauses (de Horn)
ont gardé leur forme implicative.

1. hon = adm , epr = cla, adm = epr, adm = exp

cla < occ, occ = med , med = com , com = fan, hon, —fan
2. adm , epr = cla, adm = epr, adm = exp

cla <= occ, occ = med, med = com , com = fan , hon , ~fan
3. adm , epr = cla, epr, exp

cla <= occ, occ = med, med = com , com = fan , hon, ~fan
4. adm , cla, epr, exp

cla < occ, occ = med , med = com , com = fan , hon, —fan

FiG. 35 — Résolution unitaire : croire au fantbmes ?

On voit immédiatement que I'obtention de la nouvelle ciusitairecla ne permet pas de
progresser, car 'unique autre occurrencectleest positive, dans la prémissés < occ.
Cependant, si la prémisse

La doctrine de la clairvoyance doit étre considéréé&eséement si on est prét a considérer
sérieusement les phénoménes occultes.

était remplacée par la prémisse

La doctrine de la clairvoyance doit étre considéré@eséemenseulementsi on est prét
a considérer sérieusement les phénoménes occultes.

ou encore, ce qui revient au méme, par la prémisse

Sila doctrine de la clairvoyance est considérée sézimest, alors on doit aussi considérer
sérieusement les phénomeénes occultes.

la clausecla < occ serait remplacée par la clausés = occ ; cela rendrait 'argument
correct, comme le montre le développement de la figure 36:d@rtoute I'importance qu’un
seul mot peut avoir dans un texte . ..

3.5.2 Analyse de formules

Soient4, B, X, Y des formules. On supposel= B. Dans les quatre cas suivants, peut-on
affirmerC; = D; etlouD; = C;?

1. C =4 X=(A=Y)etD =4y X = (B=Y);

2. Cy =gy (X=A)VY etDy =45 (X=B)VY;

3. O3 =4 X=A)=Y etD; =4 (X=B)=Y;

4. Cy =45 X=((A=(BVA)=Y)etD) =45y X=((B=(AVB))=Y).

Comme toujours, la méthode des tables de vérité peetudilisée. En principe, puisque les
formulesC et D dépendent des quatre formulds B, X, Y, seize lignes sont nécessaires.
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1. hon = adm , epr = cla, adm = epr, adm = exp
cla = occ, occ = med , med = com , com = fan , hon, —fan
2. adm , epr = cla, adm = epr, adm = exp
cla = occ, occ = med , med = com , com = fan , hon, =fan
3. adm , epr = cla, epr, erp
cla = occ, occ = med , med = com, com = fan, hon, —fan
4. adm , cla, epr, erp
cla = occ, occ = med , med = com , com = fan , hon, =fan
5. adm , cla, epr, exp
occ, occ = med, med = com, com = fan, hon, —fan
6. adm , cla, epr, exp
occ, med , med = com , com = fan , hon, —fan
7. adm , cla, epr, exp
occ, med , com, com = fan, hon, —fan
8. adm , cla, epr, exp, occ, med, com, fan, hon, —fan
9. adm , cla, epr, exp, occ, med, com, fan, hon, O

FiG. 36 — Argument “Croire au fantdbmes ?” corrigé

Cependant, I'hypothésé = B élimine les casA = V, B = F, ce qui ne laisse subsister que
douze lignes. La table compléte est représentée a l@fRjl; on en déduit immédiatement les
solutions :

1. C, Dy etD EC;
2. Co =Dy et Dy [ECy
3. O3 £ D3 et D3 j~Cs
4. C,ED, et Dy = Cy.

Remarquell se peut que, pour des choix particuliers deB, X, Y, on aitC; = D, et/ou

D; = C; méme si c'est faux dans le cas général. Plus concréeterfemésultat négatif

Cy £ Dy que nous venons d'obtenir signifie que pour certains chaxXalenulesA, B, C, D,

la condition A = B ne garantit pasC; = D, ; c'est le cas notamment sl et Y sont
identiguement vraies et 9% et X sont identiguement fausses. Cela n’exclut pas que, pour
d’autres choix (par exemple celui ou les quatre formules stentiguement vraies)); = D,
puisse avoir lieu. En revanche, tout résultat positif,/gl = C, ou Cy = D,, s’entend pour
tous les choix de formules compatibles avec I'hypothesasde méme ordre d’idée, rappelons
que les énoncég- (A = B) et = ~(A = B) ne sont pas équivalents : le second (qui garantit
la validité deA et I'inconsistance d&) est nettement plus fort que le premier.

La méthode des tableaux sémantiques est égalemeisabtdiici. A titre d’exemple, le
tableau de la figure 38 montre la consistance de la forfiile> B) A —(Dy; = (), ce qui
établit le résultat négatib, = C, .

Il convient de souligner que les méthodes des tables dt&\&rdes tableaux sémantiques
sont toujours utilisables, mais rarement optimales. Dansak présent, on peut arriver aux
conclusions plus rapidement, en notant qu’a priori il esdént que certaines interprétations

71



Him < < << < < < <] =

[ Y[ G| Di[Co[Ds|[Cs| Dy Ci| D

| | | | | | ] <] < <

X
\2
\2
F
F
\4
\2
F
F
\2
\
F
F

H| < = <= <|H <= < =<
<<l << << <<l < <A <
<l <A< << < < << <
<l <Hl < << <<l < << <
M < < < < < < < < <
M| < << < < < < < H| <

<= < << < <
<\ H H < <|HH < < H <

<< <<l < <H < < <= <

FIG. 37 — Analyse de formules par table de vérité

rendentC; et D; logiquement équivalentes. De telles interprétationgaigent naturellement
pas étre étudiées, puisque nous cherchons a mettreidenée les differences sémantiques
entre les deux formules. Par exemplg, et D; sont toujours vraies (et donc logiquement
équivalentes) des que€ est fausse ou qu€ est vraie ; le probléme relatif@, et D, peut donc

se réduire au probleme relatif@ =,; —A etD| =4 —B, puisqueC; se réduit &7, et

D, se réduit @D} dés queX est vraie et qu&” est fausse. Dans le méme ordre d’idée, on note
que les formulest = (B Vv A) et B = (A Vv B) sont identiquement vraies (valides). En fait,
le probleme initial se réduit de la sorte au probleme eomant les paires suivantes :

1. Cf =4f "AetD] =45 B ;
2. C) =4 AetDy =45 B;
3. Cf =4y "(X =A)etD; =4y ~(X =DB);
4. Cy =4y X=Y €t D) =45 X =Y.
Cette simplification du probléme rend les résultats éntd.

Enfin, notons que le tableau sémantique de la figure 38 piodvaisimplifie, comme dans
le cas de I'argument “biblique”; le résultat est donna digure 39.

On notera I'emploi d’'une nouvelle regle de simplificatiola paire{(A = B), A} est
récrite en le singletofi—A}, ces deux ensembles étant logiquement équivalents.

3.5.3 ProbEmes

Le coffre partagé. Cing personnes4, B, C, D, E) ont des économies en commun dans un
coffre. N'ayant pas confiance I'une en l'autre, elles dénidque le coffre ne pourra s’ouvrir
gu’en présence dé et B, ou deA etC, ou deB, D et E. Combien de serrures le coffre doit-il
avoir ? Combien faut-il de clés et a qui les donne-t-on ?
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(A=B)A~((X=B)VY]=[(X=A4) VY]

(A= B), ~([(X = B) VY] = [(X = 4) vY])
(A= B),[(X=B)VY], - [(X = A) VY]
(A:>B),[(X:>B)\|/Y}7ﬁ(X:>A),ﬁY

(A= B), [(XéBl)vY],X,ﬂA,ﬂY

-A, [(X:»B)vy}

B, [(X:>B)\/Y]

/\

ﬁA (X:>B X:>B
A, ﬂA, X, A ﬁA -y
/\ X /\ X
ﬂA
ﬁA —|Y X,ﬂA ,ﬁA ﬂY X,ﬂA,
x O x O

FIG. 38 — Tableau sémantiquel; [~ Cs

On introduit les propositions, b, ¢, d, e pour modéliser la présence éventuellede, C,
D, E, respectivement. Le coffre peut étre ouvert dans toutiatsin vérifiant la formule

Q =4y (aND) V (bAdNe).

En utilisant la regle de distributivité de la disjonctisar la conjonction, on voit qué est
logiquement équivalente a la conjonction des 12 clausieamstes :

(anc) Vv

(aVavbd), (aVavd), (aVaVe),
(bvavd), (bvavd), (bvaVe),
(avVeVvd), (avevd), (aVcVe),
(bvevd), (bvevd), (bVvcVe).
On peut omettre les répétitions de littéraux au sein@’cause, ce qui simplifie les clauses en

(aVD), (aVvd), (aVe),

(aVvb), (bvavd), (bVaVe),
(avevd), (avevd), (aVeVe),
(bve), (bvevd), (bVeVe).

De plus, si une clause (vue comme un ensemble de litteraugdetient une autre, la clause
contenantgeut étre omise ; seules quatre clauses subsistent :

1:(aVd),2:(avd),3:(aVe),4:(bVe).
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(A=B)A~((X=B)VY]=[(X=A) VY]

(A:>B),ﬂ([(X:>B)|\/Y]:>[(X:>A)vY})

(A= B), [(X:>B)\|/Y},ﬁ[(X¢A)\/Y]

(A:>B),[(X:>B)\|/Y},ﬁ(X:A),ﬁY

(AéB),(X$B|),—|(X:>A),—\Y

|
(A=B),(X=DB),X,-A, Y

|
(XéB),X,—\A,—\Y

|
B,X,-A, Y

O
FIG. 39 — Tableau semantique simplifié), £ C,

Ceci montre qu’une solution a quatre serrure(3, 4) convient, avec la distribution de clés
suivante :
A:1,23; B:1,4; C:4; D:2; E:3.

Penser ou payer! Vous entrez dans un pub écossais et le barman vous dit : “«yez ces
trois hommes ? L'un d’eux est Monsieur X, qui dit toujours &ite, un autre est Monsieur Y,
qui ment toujours, et le troisieme est Monsieur Z, qui rgh@u hasard sans écouter les
guestions. Vous pouvez poser trois questions (appelantrémense par oui ou non), en
indiquant chaque fois lequel des trois doit répondre. $e|gela vous pouvez identifier
correctement ces messieurs, ils vous offrent un whiskydm@ent vous y prenez-vous ?

Il est clair que les réponses de Monsieur Z sont sanssh#&uSsi une bonne tactique consistera
a repérer d'abord quelqu’un qui n’est pas Monsieur Z; qaat se faire au moyen d'une
question bien choisie. C’est a ce quelqu’un que I'on pokeraeux dernieres questions.
On pose a I'un des hommes (1) la question

Votre voisin de gauche (G) est-il plus menteur que votreivais droite (D) ?
Examinons, pour les six dispositions possibles, la répémsrnie, étant entendu que Y est plus
menteur que Z, lui-méme plus menteur que X :

Ilalp Réponse Répohse
exacte fournie

XY | Z out out

X|Z|Y non non

Y| X | Z non out

Y| Z|X out non

Z|X|Y non oui/non

Z|Y|X out oui/non
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On observe que si la réponse fournie @si; le voisin de gauche n’est jamais Z; c’est donc a
lui que I'on s’adressera pour les deux questions suivadi&eméme, si la réponse fournie est
non, c'est au voisin de droite, qui n'est jamais Z, que I'on s&xtera.

Dans les deux cas, on posera ensuite une question dont oaittanréponse, par exemple
“Etes-vous Monsieur Z ?”, qui identifiera ce nouvel intedteur (X si “non”, Y si “oui”). La
troisieme question, “Votre voisin de gauche est-il Moosig ?”, permettra de compléter les
identifications.

L'enquéte policiere. Cing suspects (A, B, C, D et E) sont interrogés a propos dtime.
Voici leurs déclarations :

. C et D mentent.
. A et E mentent.
. B et D mentent.
. C et E mentent.
. A et B mentent.

mooOw>»

Que peut-on en déduire ?

Si z signifie “X dit la vérité”, on peut modéliser les déclarations enftamules

Al a = (—c A —d)
B: b= (—aA —e)
Cic= (-bA—d)
D:d= (—cA —e)
E:e = (ma A —b)

RemarqueOn pourrait imaginer d’autres interprétations des datians, et donc d’autres
modélisations.

Supposons qud dise la vérité ; ceux qui disent le contraire ont donc mentin en déduit

A: —¢, —d
B: b
C:c=-d
D:d= —c¢
E: —e

On obtient une contradiction, ce qui montre que A a menti.ittmton est donc

A: —a,cVd
B: b= —e
C:c= (b A —d
D: d = (-¢c A —e)
E:e= b
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Si B dit la verité, on obtienta, ¢ Vv d, b, —e, —c, d.
Si B a menti, on obtienta, ¢ V d, =b, e, ¢, ~d

En conclusion, A est certainement menteur mais, pour lesejaatres suspects, il y a deux
possibilités : B et D disent la vérité et C et E mentent, oetB® mentent et C et E disent la
Veéritée.

3.6 La méthode de Esolution

La méthode de résolution est la technique de preuve la ghusent utilisée dans les
programmes de démonstration automatique; elle intervdemivent, sous une forme ou
sous une autre, dans les programmes d'intelligence aatificiCette méthode opére par
réfutation : elle permet de démontrer la validite deen démontrant I'inconsistance ded.
Plus généralement, pour déemontfef= A, on prouve l'inconsistance dé U {—A}.

On peut appliquer la méthode de résolution a n’importel gmsemble de formules mais,
comme pour les méthodes vues antérieurement, il estiphydesde se limiter a un certain type
de formules, appelées formes clausales.

3.6.1 Formes normales

Formes normales en algbre. Lexpression(z? — 4x)(z + 3) + (22 — 1)? + 4z — 19 est
un polyndme, mais ses propriétés ne sont pas directeapg@rentes. On souhaitera donc
normaliserle polyndme, c'est-a-dire trouver un polyndme équevdl(en fait, €égal) mais de
forme plus “agréable”. Le type dorme normaleou deforme canoniqueshoisi dépendra
des propriétés que I'on souhaite mettre en évidence etiitiser, et aussi de I'existence et
de l'efficacité de I'algorithme de recherche de la formeisigo On a notamment les formes
suivantes :

23 + 322 — 122 — 18
(z—3)(x+3—V3)(z+3+V3)
[(z+3)x —12]x — 18

Les formules propositionnelles, comme les polyndmesyv@euprendre diverses formes
normales; nous en introduisons ici deux.

(somme de mondmes de degrés décroissants);
(produit de facteurs du premier degré) ;
(forme de Horner).

Forme normale disjonctive. La figure 40 montre qu’une formule est toujours équivalénte
une disjonction de conjonctions de litteraux.

On appelléorme normale disjonctiv=ND) toute disjonction de conjonctions de littéraux.
Toute formule est donc équivalente a une FND.
Remarque.ll s'agit de disjonctions et de conjonctiomggréralisees c’est-a-dire a nombre
quelcongue (mais fini) de termé&s.

Un cubeest une conjonction de littéraux, c’est-a-dire une fderid; A 6o A -+ A 4,),
(n € N), ou les¢; sont des littéraux. On écrit parfoi§{/1, ..., ¢,}, ou A, ¢;, ou simplement
{1, ln}

2NB:\/ 0 « false, N0 < true, \V{A} « A — A\{A}, V{A,B} « Av B, \{A,B} < AAB.
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plalrr=a[lb=q9=r]

V|IiV|V A% A%

V|V|F v F (pAN gN 1)
V|IF|V| F A% Vo (pA=gAN 1)
V|F|F F \Y V. ( pA-gA-T)
FIV|V| V \Y Vo o (-pA gA T)
F|V|F A\ F Vo o (-pA-gA T
F|F|V A% Vv

F|F|F A\ F

FIG. 40 — Table de vérité et forme normale disjonctive.

RemarqueDans ce contexte, les connecteurs “0-airege et false ne sont pas utilisés.

On observe immédiatement qu’un cube est inconsistantsw@ement s'il contient une
paire complémentaire de littéraux ; de plus, le cube viddeeseul cube valide.

Une forme normale disjonctive est inconsistante si et seeit¢ si tous ses cubes sont
inconsistants. En particulier, la forme normale disjorectiide est inconsistante.

Forme normale conjonctive. Uneclauseest une disjonction de litteraux. Une telle formule
est parfois représentée par la notation ensembli§te : « = 1,...,n}, voire {¢; : i =
1,...,n}%

RemarqueSelon le contexte, la notatiqigr peut représenter le culper —¢ A r ou la clause
pV =g V r. Cette notation compacte mais ambigué est a éviter.

La seule clause inconsistante estliuse videreprésentée patou pard. (On n'utilise pas
les connecteursue et false) Une clause est valide si et seulement si elle comporte aine p
complémentaire de littéraux. Urbause unitaireest une clause composée d'un seul littéral.

Une forme normale conjonctiveENC, ou CNF pouiConjunctive Normal Formest une
conjonction de clauses, c’est-a-dire une conjonction idgictions de littéraux. Voici un
exemple et un contre-exemple :

— (pVagVr)A(—gVr)A(-r) —CNF

= (pVagVr)A=a(—-gVr)A(-r) —non CNF

Une forme normale conjonctive est valide si et seulemertetoses clauses sont valides.
En particulier, la forme normale conjonctive vide est validoute formule du calcul des
propositions peut étre transformée en une forme nornwa@octive équivalente.

Rappel.Les clauses, cubes et formes normales sont des formuless tnaite souvent comme
des ensembles (conjonctifs ou disjonctifs) mais ces enesrsbnt toujouréinis.

Int érét des formes normales. Une forme normale doit étre, idéalement
— assez générale pour que chaque formule soit réduétilohe forme normale équivalente,

43| faut se méfier de cette derniére notation : une clausaresnsemblelisjonctif de littéraux.
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— aussi restrictive que possible, pour que les algorithmegajtent les formes normales
soient plus simples que les algorithmes généraux.
Des formes normales conjonctives ou disjonctives digigpeuvent étre équivalentes.

ExempleLa forme normale disjonctive

(PAGAT)V (PA=gAT) V (PA=gA=T) V (Zp AgAT) V (mp A =g A=)
se simplifie en

(pAT)V (2gA-T) V (gAT)

Algorithme de normalisation. On ne considere que la forme normatajonctive
1. Eliminer les connecteurs autres quev, A.
2. Utiliser les lois de De Morgan pour propager les occumerde- vers l'intérieur.

—-(AAB) < (mAV-DB)
—(AV B) < (=AA-DB)

3. Eliminer les doubles négations.
4. Utiliser les lois de distributivité de par rapport & pour éliminerA des disjonctions.

AV (BANC) < (AVB)A(AVC)
(AAB)VC < (AVC)AN(BV(O)

Une formule en forme conjonctive normale équivaut @asembléconjonctif) de clauses;
on dit aussforme clausale
Exercice.Comment obtenir une forme disjonctive normale équivaentl au départ d'une
forme conjonctive normale équivalente-al ?

Exemple de normalisation. On récrit la formule (—-p = —¢) = (p = ¢) en forme
conjonctive normale.

(=p = —q) = (p=q)
(= Vo)V (mp V)
(== p A=) V (mp Vq)
(=pAq)V(=pVaq)
(=pV-pVag)A(gV-pVa)

(élimination=>)
(propagation)
(double négation)

(distributivité)

Une forme normale conjonctive dep = —¢q) = (p = q) est(-pV pV q) A(gV —pVyq).
Une forme plus simple estp V ¢ .
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Algorithme de normalisation (variante). Une variante intéressante de l'algorithme de
normalisation est représentée a la figure 41. La donrs@pulée est un ensemble conjondtif
de disjonctions généralisées. Initialement, I'unigliament dd. est la formule donnéd (vue
comme une disjonction généralisée a un terme). La véileale deL est une FNC équivalente
a A. On appellenon-clauseoute disjonction (généralisée) dont au moins un terfestrpas
un littéral. La preuve de terminaison est analogue a qall&r la construction des tableaux
sémantiques. La valeur finale deest 'ensemble de clauses cherché.

RemarqueCet algorithme n’est qu’une reformulation de I'algorithpr&cédent. L'intérét est
lié a la méthode de résolution vue plus loin.

L:={A};

Tant queL comporte une non-clause faire
{ANL < A estinvarian}
choisir une non-clausP € L;
choisir un non-littérat € D ;

x Sit = ——t’ faire
D' :=(D—1t)+t
{D < D'}
L= (I\{D}) u{D}
x Sit = o faire
t1 = aq; g 1= Qo;
{D Ad Dl A DQ}
L= (L\{D}) U{Dy, Do}
x Sit = (3 faire
ty = Bu; tg 1= Bo
D' :=((D—t)+t1) + to;
{D < D'}
L= (L\{D}) u{D"}

FIG. 41 — Algorithme de normalisation.

Exemple de normalisation (variante)

L {(kp=-¢)= (=9} Init
2. {=(-p=-q) V (p=q} 6,1
3. {=(-p=-q¢ V-V 3,2
4. {-pV -pVyq, gV -pVq} @3
5 {pV-pVg, qV-pVyg} o, 4

La forme normale requise estdofiep V —p V ¢) A (¢ V —p V q).
Elle se simplifie er{-p V ¢) A (—p V q), etpuisenp V q.

Simplifications des formes clausales. Les formes clausales ou ensembles conjonctifs de
clauses fournis par I'algorithme de normalisation peusenivent étre simplifiés.
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1. On peut supprimer les répétitions de littéraux au deine méme clause.
Exemple (-pV gV —p) A (rV -p) < (=pVq) A(rV -p).
2. Les clauses valides (elles contiennent une paire conggitaire de littéraux) peuvent
étre supprimées.
Exemple (-pV ¢V p)A(rV-p) < (rV-p).
3. Une clauseontenanune autre clause peut étre supprimée.
Exercice: justifier la regle.
Exemple (r VgV -p)A(=pVr) < (-pVr).

Ces simplifications élémentaires sont faciles a mettreegivre mais ne conduisent pas a une
forme normale unique. Par exemple, elles ne permettenteeEddire(p V —q) A g enp A g.

3.6.2 Laregle de gésolution

Définition.  On sait qu’un ensemble de clausesst inconsistant si et seulemenssi= 0. (O
est la clause vide qui dénotalse) Cela suggere de montrer I'inconsistanceStden essayant
de dériverO (false a partir deS, au moyen d’'un mécanisme adéquat.

SoientA, B, X des formules et soit une interprétation. SupposongA v X) = V et
v(BV-X)=V.Siv(X)=V,alorsv(B) =V etdoncv(AV B) = V. Siv(X) = F, alors
v(A) =V etdoncv(A V B) = V. En conclusion{(AV X),(BV -X)} E (AV B).

Cette regle tres simple est appetegle de &solutiondans le cas olX est une proposition
et ouA, B sont des clauses. Avec la notation habituelle, on I'écrit

AVX, BV-X
AV B

Fermeture par résolution. On définit par induction la relatioRr (que nous noterons
simplement-) entre un ensemble de clauses et une clause ; c’est la pltesngédtion vérifiant
les deux conditions suivantes :

1. SiC € S,alorsS + C.
2. SoientC; = (C] Vp)etCy = (CLV —p);
siSt CyetSk Oy alorsSECyv Q.

Les deux clauses; et C, sont ditegésolvablegpar rapport &) ; leurrésolvanteest la clause
1es(Ch, Cy) =aer C1V Ci.

Si S est un ensemble de claus&d dénote lafermeture deS par résolution c’est-a-dire le
plus petit sur-ensemble d&contenant les résolvantes de ses éléments. &ha {C : S+
C}={C:SEFC}.

Adéquation de la regle de €ésolution. SoientS un ensemble de clauses@une clause. On
doit montrer que sb - C, alorsS = C. |l suffit de montrer que la relatiop- (restreinte aux
ensembles de clauses et aux clauses) vérifie les deux iomsdiefinissant la relatidny, :

1. SiC € S, alorsS |= C.
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2. SoientCy = (C] Vp) etCy = (CLV —p);
SIS |=CyetS = 0y, alorsS = Cf v Ci.

La premiére condition est évidente, la seconde est unségprence de I'énoncg(A v
X),(Bv-X)} E (AV B), valable quelles que soient les formulésB et X.

Remarque.On déduit de ceci que les ensemhbiest S™ sont logiquement équivalents, pour
tout ensemblé de clauses.

3.6.3 Compktude de la methode de Esolution

Introduction.  Si S est un ensemble de clauses,Asest une clause et § = A, a-t-on
nécessairemerfi - A ? La réponse est clairement négative : on a

{r,—p} E q,

mais on n'a pas
{p,—p} = q.

Cela n’est pas génant, dans la mesure ou on ne cherchexaipbser la résolution pour établir
directementS = A, mais plutdtS, - A = O. On démontrera et utilisera le théoreme suivant.

Théoreme.Si S |= O, alorsS ¢ O.

Cette “complétude affaiblie” (cas particulier ou la cd@ua dériver est toujours la clause vide)
est aussi puissante que la complétude usuelle (non $@tigf puisqu’on peut toujours se

ramener au cas particulier. C’est pourquoi la “complétaffiziblie” est nommée simplement

“complétude”.

Arbre sémantique. Soient S une formule ou un ensemble (conjonctif) de formules et
(p1,p2,...) une énumération déls, I'ensemble (fini ou dénombrable) des propositions
présentes darfs. L’ arbre £mantiquele S est un arbre binaire complet dont toutes les branches
de gauche de niveausont étiquetées pas; et toutes les branches de droite de niveaont
étiquetées parp;.

L'arbre sémantique d& décrit toutes les interprétations possiblessSd€haque chemid
dans I'arbre allant de la racine a un nceude niveau définit

— un ensemble de propositions, Sditr) = {p1,...,pi};

— une interprétation pour cet ensemble de propositiofitsy,spon av,, (py) = V sip, € C

etv,(px) = F si—p, € C.

ExempleSoit S = {pV q,pV r,—qV —r,—p}, un ensemble de clauses. Le lexiqig
est{p, q,r}. Un arbre semantique relatif a ce lexique est donné @ladi42. L'arbre est fini
puisqudly est fini. CommeS est inconsistant, chaque feuille peut étre étiquetéeampaclause

fausse pour l'interprétation correspondante.

Preuve de compétude dans le cas fini. Soit S inconsistant et fini; on doit prouve¥
O. Comme d’habitude, on souhaite une preuve constructiest-&-dire un moyen effectif
d’obtenird au départ de&, par applications répétées de la regle de résolution.
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FIG. 42 — Arbre sémantique montrant I'inconsistance d’un etide de clauses.

=

[mav ] \PWI [pVvad]

Soit.A un arbre sémantique poSt Chaque chemin dans cet arbre allant de la racine a un

nceudn définit un ensemble de propositiolign) et une interprétation,, pour cet ensemble ;
v, rend vrais les littéraux étiquetant le chemin.

S est inconsistant, dong est falsifié par toutes les interprétations définies pauféuilles
de A. Par conséquent, a chaque feuiflele I'arbre correspond au moins une cladsec S
telle que
HCJ« - H(f) =1l et Uf(Cj) =F

(Ig, estI'ensemble des propositions intervenant dépg La feuille f est étiquete€’;.

Soit S = SU{C : S + C}. On va montrer qu'il est possible d'étiqueter chaque nceud
intérieurn de I'arbre au moyen d’une claugg, € S* telle que
I, CII(n) Cllg et u,(C,) =F.
De cette maniére, on aura au noeud racinee clause’, ¢ ST telle que
e, CII(r) et v, (C,)=F.

Or commell(r) = () etwv,(C,) =

L'étiquetage se fait en remontant des feuilles vers laeci
Soit une paire de nceuds, n, de I'arbre ayant un nceud pérecommun tel que

II(n) U {p}.

F, on aura nécessairemeiit = O.

II(ny) =1(ny) =

On suppose
Cn, € ST et Ilg, CII(n) et v, (Cy)=F
Cn, € ST et Il,, CII(ny) €t v, (Cy,) =F
L'étiquetteC,, den seraC,,, ouC,, oures(C,,, Cy,) et ne contiendra rji ni —p ; cela suggére
la politique de choix suivante :
- Sip ¢ Ilc,, pouri =1 o0u2, alorsC,, = C,,,.
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- Sipellg, etpellg,, :
Va, (Cy) = F implique C,,, = Cl) V —p €t v,,(C,) =
OnposeC, = C,, vV C;,, = resy(Cyy, Cpy).
Dans les deux cas, on@, € S% et I, C Il(n) et v,(C,) =F.
Ceci acheve la demonstration du cas fini.

Un exemple d’étiquetage complet de I'arbre sémantiqd@sné a la figure 43.

F implique C,,, = C;,, V p.

X
O
P [avor]  [evr]  [pvd] [pvd]
FiG. 43 — Arbre sémantique montrant I'inconsistance d’un etige de clauses.

Complétude dans le cas infini, preuve indirecte. On a jusgu’ici supposé qug était fini
mais, vu le theoreme de compacité, le résultat

O e S® ssi S estinconsistant

reste valable sb est infini. En effet, siS’ est inconsistant, il admet un sous-ensembledini
inconsistant; on en déduit € S¥, d’ol a fortiori0 € S%.

Complétude dans le cas infini, preuve directe. Prouver directement ce résultat revient a
donner une autre preuve, moins abstraite, du théorememgacite. On se limite au cas
habituel ou le lexiqudl est un ensemble dénombrable. L'arbre sémantique camespt

A comporte une infinité de branches, elles-mémes infinieshaque nceud on associe,
comme précédemment; le nceudst unnceudechecs’il existeC,, € S telle quev, (C,) = F.

On obtient I'arbreB en élaguant4, de telle sorte que les feuilles desoient des noeuds-
échecs et que les nceuds intérieurs ne le soient pas. (liksfeles ne sont pas nécessairement
toutes au méme niveau.)

L’ensembleS étant inconsistant, toutes les branchegd®nt finies. Un arbre binaire dont
toutes les branches sont finies est nécessairement fist (@'ecas particulier du classique
lemme de Konig, dont nous (re)verrons la démonstratiopaaagraphe suivant). On applique
a B la technique d'étiquetage introduite pour le cas fini. EembleS, c S des clauses
associées aux feuilles d8 est donc tel qued € S%, et S, est un sous-ensemble fini
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inconsistant de5. On a donc prouvé que tout ensemble inconsistant de claasesruit au
moyen d'un lexique dénombrable admet un sous-ensemblénfionsistant. Toute formule
étant logiquement équivalente a un ensemble (conj@igticlauses, on a en fait démontré que
tout ensemble inconsistant de formules construit au moy@em ldxique dénombrable admet
un sous-ensemble fini inconsistant.

Lemme de Konig. Définition. Un arbrefini est un arbre comportant un nombre fini de nceuds.
Un arbre esfinitaire si chaque nceud a un nombre fini de fils.

Lemme.Tout arbre infini finitaire a au moins une branche infinie.
Démonstration.Considérons un arbre infini finitaire. Seig sa racine. L'arbre est infini, donc
ny a un nombre infini de descendants. L'arbre est finitaire, dgna un descendant direct,
soitny, qui a un nombre infini de descendants. De mémaejoit avoir un descendant direct,
soitny, qui a un nombre infini de descendants. On peut itérer iniééint ; on obtient ainsi la
branche infinieyy, ny,no, . ..

3.6.4 Pro@&dure de résolution

Si S est un ensemble de clauses, on ndfg I'ensemble des modeles de L'ensemble
S est inconsistant si et seulement/sis = (). L'algorithme représenté a la figure 44 met en
ceuvre la vérification d’'inconsistance par résolution.

S :=Sy; (S estunensemble de clauses)
{Ms = Mg, }
Tant qued ¢ S, répéter :
choisirp € Ilg,
Cr=(Civp) €S,
Cy=(ChV—p)es;
S:=5U {T&S(Cl, CQ)}
{Ms = Mg, }

FiG. 44 — Procédure de résolution.

Remarque sur l'invariant de bouclajouter &S des conséquences logiques de ses éléments ne

change pas I'ensemblets des modeles d§.

Remarque sur la praure de choixOn admet qu’aucune paire de clauses résolvables ne peut

étre choisie plus d'une fois ; cela garantité&aminaisonpuisqu’un lexique dex propositions
donne lieu &3" clauses distinctes non valides. Le programme peut se termormalement
(garde falsifiee) ou anormalement (plus de choix possible)

Terminaison normaleSi la garde devient fausse, la valeur findlevérifie Mg, = Mg, et
O € Sy, ce qui implique linconsistancele Sy et desS,.

Terminaison anormaleSi toutes les résolvantes ont été calculées sans peodyion a
Mg, = Mg, etd ¢ S;. Cela implique laconsistancele Sy et deSy.

RemarqueUne dérivation d&J (false a partir deS est appelée uneéfutationde S.
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Exemples de Efutations. Soit S I'ensemble des quatre clauses suivantes :

1. pVyg

2. pvr

3. qV-r
4. —p

Cet ensemble est inconsistant ; il admet au moins une t&fmt&Comme souvent, il en existe
plusieurs, telles que

5 ¢ (1,4) 5 pVv-r (1,3)
6. r (2,4) 6. ¢ (1,4)
7. =g (3,6) 7. pV-oq (2,3)
8. O (57) 8. (2,4)
9. p (2,5)
10. - (3,6)
11. —q (3,8)
12, —r (4,5)
13. —q (4,7)
14. O (4,9)

Soit S’ 'ensemble des deux clauses suivantes :

1. p
2. = pVygq

La seule dérivation possible est
3.q (1,2)
qui ne produit pas la clause vide. L'ensemble est donc ctamgis

Soit S” 'ensemble des trois clauses suivantes :

1. p
2. = pVgq
3. —q

On obtient immédiatement la réfutation

5. 0

qui prouve l'inconsistance de I'ensemble.

Efficacité de la résolution. On sait que 'algorithme de résolution est correct et seites
toujours, mais est-il efficace ? Méme si on évite de pradpiusieurs fois la méme résolvante,
il est clair que le nombre de clauses produites peut étrerexgtiel en la taille d&' (ou en la
taille du lexiquelly).

La plupart du temps, I'emploi d'une stratégie adaptéemeérd’obtenir une efficacité
acceptable (dans le cas ou I'ensemble de départ est istamt3. On peut cependant construire
des “cas pathologiques” pour lesquels aucune stratéfifaed n’existe.
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3.7 Exercice de Ecapitulation

SoitAlaformule[(p A g) V (r=35)] = [(pV (r=35)) A(gV (r=19))].
On utilise diverses méthodes pour prouver la validitédde

3.7.1 Methode directe

Elle consiste a considérer toutes les interprétatiduas.formule A comporte quatre
propositions distinctes, il y a don2* = 16 interprétations. Il est plus commode de
structurer I'analyse que de procéder en 16 étapes ; aseusilissi les regles de simplifications
élémentaires concernamb b, oUo est un connecteur binaire. Ces regles s’appliquent dés qu
a etb sont égaux ou opposes, et aussi si I'un des opérandds est. On simplifie aussi les
doubles négations.

(TAQV(r=398)]=[(TV(r=s)A(V(r=2s9)),

[
lg Vv (r=2s)] = [TAgV(r=s))]
gV (r=s)] = [¢V (=9
\&
p=F:
[(FAQV(r=9)]=[(FV(r=3s)A(gV(=2s9),
[FV(r=s)]=[r=sA@GV(=s)),
(r=s) = [(r=s) AV (r=s);
q=V:(r=s) = [(r=s) ATV (r=y3)),
(r=3s) = [(r=s) AT
(r=3s) = (r=2s),
g=F:(r=3s) = [(r=s) A(FV(r=29)))),
(r=3s) = [(r=s) A (r=2s3),
(r=3s) = (r=2s),

Diverses variantes existent selon le nombre de régledi§itafrices admises (assez réduit
ici) et le niveau auquel on les applique (ici, tous).

3.7.2 Meéthode algebrique
Elle consiste a utiliser les lois algébriques pour sifigliles formules. Cette méthode est
trés efficace si on fait les meilleurs choix . .. mais elletest inefficace sinon!
[(pA@V (r=s)] = [[pV(r=s)A(qV(r=s))
{ Distributivité deA surV (antécédent)
[(pV(r=s)A(gV(r=9)]=I[pV(I=35))A(qV(=s)
{X = X < true pourtoutX }

true
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3.7.3 Tableau #mantique (notation réduite)

—A (pAg)V(r=s),
Sllpvir=9)) AV (r=s)

7
—(pV(r=s)), =(qV (r=1s)),
=p, =(r = s) =g, =(r = s)
7 N 7 N
pPAQ, D, q r= S pAg,p,q r=3S
X X X X

On observe une certaine redondance dans les calculs ; &' pekla payer pour une méthode
facilement mécanisable.

3.7.4 Reductiona la forme conjonctive

On applique les regles habituelles :

[(pAQV (r=s)]=[pV(=s)A(V(=s))]
SpAq)V—r Vs V(pV-rVs)AlgV —rVs)
[(FpV =g ArA=s]V[(pV-rVs)A(gV-rVs)
(p AT A=)V (mgAT A=s)V[(pV —rVs)A(gV -rVs))
Une conjonction est valide si et seulement si tous ses tesomisvalides. On prouve donc
séparément la validité des deux formules
Ay =gy (DATADS)V(mgATADS) VPV TV s
et
Ay =gy ((DATADS)V (mgAT ADS)V gV -V os.
Chacune de ces formules se réduit a une conjonction deiSeda on considere seulement
la formuleA4;. Les clauses sont
—-pV—-qVpV-rVs
—pVrVpV-rVs
pV-sVpV-rVs
rV-oqVpV-rVs
rVrvVpV-rVs
rV-asVpV-orVs
—“sV-gVpV-rVvs
—sVrVvVpV-rvs
—“sV-sVpV-arvs
Chague clause comporte une paire complémentaire daiitt@t est donc valide.
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3.7.5 Resolution
On commence par réduired en forme clausale.
“([pAg)V(r=s)]=I[pV(r=s)A@V(=s)))
[(PAq)V—rVsIA=[(pV-rVs)AlqgV-rVs)

(pV-1rVS)A(QV-TrVs)A[(-pArA=s)V (mg A1 A-s)

Cela donne 11 clauses :

1. pV-rvs
2. qV—-rVs
3. —pV—q
4. —pVr

5. —pV s
6. 7V —q

7. r

8. rV-s

9. sV g
10. —sVvr
11. —s
On déduit la clause vid@ par résolution :
12. pvs 1,7
13. qVvs 2,7

14. p 11,12
15. ¢q 11,13

16. -~¢ 3,14

17. O 15,16

RemarqueLes clauses valides ou sur-ensembles d’autres clausematls et peuvent étre
supprimées d’emblée. Dans le cas présent, toutes lesedaninimales (1, 2, 3, 7 et 11) ont
été utilisées.

3.7.6 Resolution geréralisée

La déduction
XVY,-XVZ YVZ
reste correcte sk n’est pas un littéral.
On utilise aussi les trois régles suivantes :

aVX EF aVvX,
aVX E VX,
BVX E BVEVX.

On obtient alors une réfutation plus courte, sans rédngiréalable a la forme clausale :
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1. -A

2. (pAqQ)V-TVs 1,0
3. =l(pVv-rVvs)A(gVv-rVvs)] 1,a
4. =(pV-rVs)Valgv-rvs) 3,0
5. pV-rVs 2,01
6. gV-rVs 2, ao
7. =(gV-rvVs) 4,5 R
8. O 6,7, R

3.7.7 Methodead-hoc

Elle consiste a tirer parti des particularités de la foeritudiée ... c’est-a-dire a n’avoir
pas de méthode!

On peut observer, par exemple, que
(pAg) vV (r=s9]=1pV(r=25)AqV(=s))
est de la forme
(Av B) = (C A D),

et gqu'une telle formule est valide si et seulement si les fdesA = C, A = D, B = C,
B = D sont valides. On doit donc prouver

FAg = (pV(r=s)),
EAg = (qV(r=ys),
Er=s = (@VI=s),
E(r=s = (gV(r=2s3),
ce qui est évident dans chaque cas.
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4 Meéthodes dductives : le systme de Hilbert

4.1

Nous avons vu qu'une théorie est I'ensemble des conséegadngiques d’'un ensemble
donné de formules, appeléasiomesou postulats Ces conséquences logiques sont appelées
théoremes Développer une théorie consiste donc a repérer lssrémes parmi les formules
construites au moyen du lexique (du langage) utilisé patooduire les postulats. Deux grandes
techniques existent pour cela, la méthode analytiqueraéthode synthétique.

Introduction

Jusqu’ici, nous avons utilisé la méthode analytique sslauforme d'une procédure de
décision. Pour analyser une formule propositionnellesuffit de construire un ou deux
tableau(x) sémantique(s). Cette approche est excellentgiand elle est possible. En logique
prédicative, qui est la logique des mathématiciens, ordispose pas en général d’'une
procédure de décision; méme quand elle existe, elle peatdifficile a mettre en ceuvre.
De plus, une procédure de décision pour la validité nendoguéere d’'information sur le
lien sémantique entre axiomes et théoremes. Enfin, lestdures de décision sont souvent
inefficaces parce qu’elles ne réutilisent pas les résul@n ne peut pas, en général, accélérer
la validation d’'un théoreme sur base d’autres theosamérieurement démontrés.

Les mathématiciens utilisent le plus souvent la méthogigh&tique. Des théoremes
simples sont obtenus a partir des postulats au moyen dgugseinécanismes de raisonnement.
Ces mémes mécanismes, appliqués aux théoremes singaemettent de démontrer des
théoremes plus difficiles, et ainsi de suite. L'approchetisétique est également utilisée dans
les autres sciences exactes, et notamment en physique ydartertaine mesure, on utilise
également I'approche synthétique en médecine, en psygie, en sociologie, etc. Un aspect
typique de cette approche est I'exploitation de résubiatérieurs pour produire des résultats
nouveaux. Le principal avantage de cette approche estr&aajié. La méthode synthétique
s'accommode d’'un ensemble infini de postulats (chaque preten utilise qu’'un nombre
fini); elle permet d'isoler les postulats nécessaires @riduction d’'un théoreme donng,
ce qui permet notamment de déterminer si un théoremdstebsu non quand I'ensemble
des postulats est modifié. La théorie est développéeateare modulaire, chaque théoreme
pouvant étre assimilé a un postulat supplémentaispatiible pour I'obtention de nouveaux
théoremes.

Ces avantages ont un prix. L'obtention de théoremes pmpptoche synthétique est
un processus foncierement non déterministe, pouvantérgqcréativité, inventivité ... et
tatonnement, au contraire de I'approche analytique dageelle le non-déterminisme est
inexistant (tables de vérité) ou peu important (tablesémantiques). Des choix inadéquats
conduisent a des théoremes corrects mais inintéressan voit qu’'une certaine forme de
créativité est nécessaire ici. On peut méme dire quallent du mathématicien consiste
essentiellement a opérer les bons choix, ceux qui coaduis valider (ou a infirmer) les
conjectures les plus remarquabtés.

La logique propositionnelle est suffisamment élémeatgiour étre correctement

44Une autre facette du talent du mathématicien est I'amitaccréer de nouveaux ensembles de postulats
conduisant a des théories intéressantes.

90

appréhendée au moyen des seules méthodes analytiqoes. iNtroduisons néanmoins
I'approche synthétique pour préparer le lecteur a sdisation dans le cadre plus complexe
de la logique prédicative.

4.2 Axiomes et egle d’'inféerence
Le systéme formeH est constitué
— desclemas d’axiomeson a
lLFA= (B=A)
2FA=>B=0) = (A=B)=A=0))
3. F(=-B=-4)= (A= B)
— de laregle du Modus ponens (MP)

FA FA=B

FB

A, B et C sont des formules quelconques, n’'utilisant que les cornest-" et “=".4°
Un axiome proprement dit s’obtient eénstanciant/’'un des trois schémas, c’est-a-dire en
remplacantd, B, C par des formules. Par exemple, la form@le= ¢) = (p = (p = ¢))
est un axiome, obtenu en appliquant la substitutibf(p = ¢), B/p| au premier schéma. La
notation + ¢” se lit “ est un théoreme”. Rappelons ici que tout axiome est uorémge. Le
systeme de Hilbert comporte la seule régle d’inferefdedus ponens”. Cette régle permet

d’'obtenir le théoremd3 au départ des théoremdset A = B.

4.3 Preuves

UnepreuvedansH est une séquence de formules, chaque formule étant
— linstance d’'un axiome, ou
— inférée de deux formules la précédant dans la ségyenanoyen de la regle d'inférence
Modus ponens.
Par définition, tout élément d’'une preuve, et en parigcué dernier, est un theoreme ;Aiest
le dernier élément de la séquence, celle-ci estprasve de AA titre d’exemple, une preuve
de l'implicationp = p est donnée a la figure 45.

RemarquesPar facilité, chaque élément d’'une preuve est préckatt numéro d’ordre et suivi
d’'une bréve justification ; “Axiome 1" veut dire “instanca dchéma d’axiome 1" et “4, 3, MP”
veut dire “obtenu a partir des formules de numeéros 4 et 8nfjsses) par la régle du Modus
ponens”. La preuve donnée ici établit que la formle=- p) est un théoréme, ou encore que
l'assertiont (p = p) (lire : “(p = p) est un théoréme”) est unétatreoreme(c’est-a-dire un
théoreme au sens mathématique courant; le préfixea'neat souvent omis. Lexpression

43| existe des variantes permettant 'emploi de tous les eoteurs habituels, mais la version présentée ici est
plus simple, sans étre réellement restrictive ; on cansig V ¢ comme une abréviation dep = ¢, etp A ¢
comme une abréviation de€p = —q).

46Signalons quép = p) est une formule, donc un objet du langage, tandistgg = p) est une assertion,
donc un objet du métalangage.
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LEp=(p=p =0p (Axiome 1)
2.F(p=(p=p)=p)=((p=@=p)=@=p) (Axiome2)
3.F(p=@{@=p)={@=Dp (1,2, MP)
4. Fp=(p=0p) (Axiome 1)
5.Fp=p (4,3, MP)

FiG. 45 — Exemple de preuve dans le systeme de Hilbert.

(A = A) estunschema de tBoreme toute instance d’un schéma de théoréme est un th&rem
On transforme facilement la preuve @e=- p) en une preuve dé = ¢) = (p = ¢), par
exemple.

La preuve donnée plus haut peut se représenter de mamnEmescente (figure 46). Cette
représentation est plus naturelle que la représentaéqnentielle introduite plus haut, mais
n'est guere utilisee a cause de son encombrement.

Fp=(p=p=p) +Fhe=(r=p=p)=(r=>pP=>p)=p=Dn)

Fo=(@=p)=>@=>Dp Fp=(p=0p)

Fp=p

FIG. 46 — Représentation arborescente d’une preuve.

On peut aussi (figure 47) ne mentionner dans I'arborescameteg numéros des formules
impliquées, ce qui réduit I'encombrement.

1 2

ot

FIG. 47 — Représentation arborescente abrégée d’'une preuve

Il existe une nette analogie entre une preuve de Hilbertr§szmtée de maniére
arborescente) et une dérivation de séquent, mais il ys quelques difféerences :
— Le symbole " remplace le symbole-".
Les antécédents sont vides (pour l'instant).
Les succédents comportent un seul élément.
Le sens de “axiome” a changé.

L'unique regle est le Modus ponens, qui n'est pas analgtigi réversible.
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En dépit de ces differences, on peut dire que le systentdildert est un calcul de séquent
(synthétique).

Remarquele mot “axiome” a en fait plusieurs sens relativement vasinais qu’il convient
de distinguer. Dans le cadre de la méthode (analytiqued&tpsents, un axiome est un séquent
d’'un type particulier, dont la validité est immédiate.ri3de cadre du systeme de Hilbert, un
axiome est une tautologie d’'un certain type, obtenue p#auitigtion d'un schéma particulier.
Dans les deux cas, l'idée de validité est importante. Banehe, dans le langage courant,
dans le langage mathématique général et dans le cadsequanique des théories logiques
(surtout prédicatives), les axiomes ne sont pas des tmiésl mais des énoncés consistants
dont on souhaite étudier I'ensemble des conséquencepiEsy Dans le cadre de cette étude
seulement, les axiomes sont considérés comme toujoais;\it s’agit donc d’'une validité
“locale”, limitée a un certain contexte. En pratique, oatexte peut paraitre universel. C'est le
cas de I'énoncé “I'addition est commutative”, traduit formulevz Vy (z+y = y+z). Cette
formule n’est pourtant valide que si on interpréte de manadéquate le symbole fonctionnel
“+" et le symbole prédicatif=".

Notons aussi que le mopbstulat est synonyme du motadxiomé mais que ce dernier
insiste plus sur I'aspect “vérité universelle” tandigdpostulat met plus I'accent sur I'aspect
relatif de la validité. Le célebre énoncé d’EuclideatRout point extérieur a une droite passe
une et une seule parallele a cette droite” est un axiomedgebmeétrie classigfieet un
postulat — auquel il est parfois profitable de renoncer — dgetamétrie moderne. De méme,
la commutativité de I'addition est un axiome (ou un th&oe) en arithmétique et un postulat
en théorie des groupes.

4.4 Derivations

Un ensemblel/ de formules quelconques étant donné, déeivation ou preuve avec
hypothleseglansH est une séquence de formules, chaque formule étant

— unehypotlese(éléement dé/), ou

— une instance d’'un axiome, ou

— inférée de deux formules précédentes, au moyen du Mpdoens.

Le métathéoréme relatif a une preuve avec hypothésestsl -, A ou U - A . Un exemple

de dérivation est donné a la figure 48. Comme pour les pgues lignes sont numeérotées et
accompagnées d’une courte justification. En outre, I'etde des hypothéses est rappelé a
chaque ligne. On verra plus loin pourquoi.

RemarqueEn général, le dernier élémendtd’une dérivation n’est pas un theoreme. On verra
plus loin queU + A alieu si et seulement sion@ = A ; en particulier,- A a lieu si et
seulement si est une tautologie.

Remarquesll est souvent plus facile d’établid, B,C' + D que- A = (B = (C = D)),
mais on montrera qu’une dérivation du premier énoncéoseeartit automatiquement en une
preuve du second; la dérivation ci-dessus établit dodicentement

Fp=@=r)=@=@p@=r).

4TApres en avoir longtemps été une conjecture, dont les@nadticiens ont finalement déterminé qu’elle ne
pouvait étre déduite des autres axiomes.
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1. p=(¢=r),¢pF p=(¢=r) (Hypothese)
2.p=(¢g=r)qpkp (Hypothése)
3 p==r),¢,pFq=r (1,2, MP)
4. p=@=r),¢pkq (Hypothése)
5.p=@W=r).¢ptr (3, 4, MP)

FIG. 48 — Exemple de dérivation dans le systeme de Hilbert.

La représentation arborescente, style séquent, reswbpe Les hypothéses deviennent les
éléments des antécédents. (Le sens du mot “hypotlaédefic changé.)

4.5 Quelques Esultats utiles

Nous voyons ici trois résultats permettant de raccoussrdreuves ou, plus exactement,
d’écrire des “textes” qui ne sont pas, a strictement padkes preuves, mais des argumentations
(souvent plus courtes que les preuves elles-mémes)ssail I'existence d’'une preuve d’'un
théoréme donné.

4.5.1 Principes de composition et de substitution uniforme

Theoreme Tout théoréme peut &tre utilisé comme un axiome danpumeve?®
DémonstrationOn obtient une preuve (au sens strict) en remplagant chihgoeeme utilisé
comme un axiome par une preuve de ce théoreme.

Théoreme.Si C est un théoreme et gi, . . ., p, sont des propositions deux a deux distinctes,
alorsC(p1/Ay, ..., pn/An) estun théoreme.

Démonstration L'application d’une substitution uniforme & toutes legnies d'une preuve
produit toujours une preuve.

4.5.2 Regles d’inference cerivées

Uy kA, U HA,

U+ B
est uneregle d'inerence érivée; elle exprime que s'il existe des dérivations pour chacune
desn prémisses, alors il existe une dérivation pour la conctusUne régle esadequateou
correctesi elle exprime une vérité.

L'écriture

RemarquelUne regle dérivée est correcte ... si 'on peut s'en passest-a-dire si toute
dérivation I'utilisant peut &tre convertie en une dation ne |'utilisant pas. Une fois que nous

480n notera la difference de sens entre les deux emplois dtithéaireme”
étre “métathéoreme”.

; la premiéere occurrence aurait pu
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aurons montré qué/ - A est assimilable &/ = A, on pourra prouver facilement qu'une
regle est correcte. Par exemple, la regle
U,-XF X
UF X

est correcte, parce queXiest conséquence logique deJ{—-X}, alorsX est est conséquence
logique deU. Nous devrons cependant établir directement certaieges, nécessaires pour
démontrer que les relationset = sont coextensives.

RemarqueDans ce contexte[); A” abrége U U {A}".

On notera que les principes de composition et de substitutiforme peuvent se traduire
par des regles dérivées, de méme que le principe de mmiegtselon lequel une hypothese
supplémentaire n’altére pas les dérivations faites s#la. On a

UrA UAFB
UFrB

Uk A
Ulp/B] - Alp/B]
Uk A
UBF A

4.6 Regle de @duction

. L . .. UAF B
Cette regle dérivée essentielle s ecm .

RemarqueOn voit que cette regle provient directement d'une regdedrsible et de type)
du calcul des séquents. Elle formalise une démarche ctmies mathématiques :
— on doit démontreA = B;
— on supposel ;
— on en dériveB.
On a déja vu I'utilité potentielle de la regle (pour paiegson adéquation soit établie) :
-p=(¢=r),q pt r esttrivial;
-+ (p=(@=r1)=(¢= (p=r)) nelestpas.
Notons enfin que la régle est réversible, la régle invétaat une simple variante du Modus
Ponens.

4.6.1 Acdequation de la regle de éduction

On doit démontrer que toute preuve utilisant la reégle déuttion peut se récrire en une
preuve ne l'utilisant pas. Cela revient a transformepétpar étape, une preuve tleA - B
enune preuvedé/ - A= B.

DémonstrationOn suppose donnée une prelifedeU, A + B, dont chaque étape est du type
U, A+ X.On construit une preuvé, deU + (A = B) en remplacant chaque étapeldie

n. UUAF X

par une ou plusieurs nouvelles étapes dont la derniére est
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F(A=B)=(B=0C)=(A=0))
. F(A=(B=0C)=(B=(A=0))
1. X estun axiome .F A= (A= B)
2. X estune hypotkse de I'ensembl€ ; .F A= (-A= D)

n. UkA= X. L.
2
3
4
3. X estla nouvelle hypotbseA ; 5 bk amAd = A
6
7
8

On distingue quatre cas :

4. X estinféré par Modus ponens

. F A=A
— Dans les cas 1 et diétape
! . F (A B -B —-A
n. U AFX (Ai ou H) (A= B) = (=B =~4)
est remplacée par les trois étapes suivantes : . FB=(=C=~(B=C0)
n-2. UkF X (AiouH) 9. F(B=A4)=((-B=A4)=A)
-1l Uk X=(A=X) (AL)

Il s’agit en fait de schémas de théorémes; chacune desdét, B et C' désigne ici n'importe

n. Uk A= X (n'=2,n'—1, MP)
quelle formule.

— Dans le cas 3,l'étape U,A + A est remplacée par cinq étapes calquées sur la
demonstration de (p = p) donnée plus haut; la derniere de ces cinq nouvelles&tape Dans la suite, on évitera leonstructiondes preuves; on préférera démontrer simplement

est naturellemery + (A = A). I'existencel’'une preuve. Les notions dirivationet derégle deriveeont pour but de faciliter
— Dans le cas 4la preuvell; comporte les étapes ces démonstrations d’existence.

b v,ArY (.- A titre d’exemple, une dérivation du théoreme 6 est dana’la figure 49, les théoréemes 1

jo UAFY=X o () a 5 étant supposés déja demontrés. On voit ici Itétdapitale du principe de composition; la

n. UAF X (i, j, MP) regle de déduction facilite le travail de justification qui n’est quand méme pas évident.

Le préfixe déja construit d&, comportera

i'. UFA=Y (--) 1 r " " c — he
J.UF A= (Y = X) ¢.) 1. A ——— A = - (Composition, th.
Le fragment dd1, relatif a lanieéme étape dé&l; sera: 2. A, ———A F -—=A (Hypothese)
-2 UkFA=Y=X)=(A=Y)=(4A=X)) (A2)
3A ——AF —A 1,2, MP
-1 UkF (A=Y)= (4= X) (j', n'=2, MP) ’ ( )
0 Uk (A= X) (', n'—1, MP) 4.AF ——A=-A (Déduction, 3)
Ceci acheve la démonstration. 5. A F (m—A = -A) = (A= --A) (Axiome 3)
heort Sales @rivé . 6.AF A= —-A (4,5, MP)
4.7 Théoremes et Bgles @rivées suppkmentaires 7 AL A (Hypothese)
Dans le systeme de Hilbert, les preuves sont trés faeilegrifier mais nettement plus S A F —=A (6,7, MP)
difficiles a construire; cette situation est habituelle avec les méthodes stigthes. Nous i n
donnons ici quelques théorémes utiles et quelquessé@ievées supplémentaires. 9. F A= =4 (Déduction, 8)
4.7.1 Theoremes suppémentaires FiG. 49 — Justification d¢- A = ——A.

Nous donnons ici neuf théoremes importants :
Remarque.Une regle dérivée évidente, le plus souvent utiligeplicitement, est laggle
d’augmentation elle s'écrit

Uk A
UBFA

et exprime qu’une hypothése disponible ne doit pas nagessent étre utilisée.
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4.7.2 Quelques autreségles erivées
Notons d’emblée un puissant moyen de construire dességievéees.

I . UrA N L
Métaregle.Si- A = B, alors est une regle dérivée correcte.

Ukr B
Cela formalise une démarche intuitive :

1. Ayant démontrél en supposarit/, soitU + A,
2. on utilise le théoreme A = B
3. eton applique la régle du Modus ponens a (1) et (2) potanitd/ - B.

On obtient ainsi diverses regles dérivées utiles, doitiquatre exemples :

w Contral O@e
UFA= B P
U A=B UrB=C
UFAS O Transitivite
Uk ——A L
T A Double regation

UFA= (B=C)

UFB= (A= C) Echange d'ar#cdents

La regle decontrapositionformalise le raisonnement par I'absurde. La régletrdasitivité
formalise I'emploi de lemmes “en cascade” : pour démontrel = B, on démontre les
lemmest A = Cy,F C; = (C,,...,F C, = B. Par application répétée de la regle
de transitivité, on déduit A = B. La regle déchange d’arécedentsindique que l'ordre
dans lequel des hypothéses sont faites n’est pas impol@négle de la double négation est
couramment utilisée en mathématique. Elle n’est pasdenie dans le cadre de la philosophie,
de la linguistique, de I'informatique. Par exemple, la glera

Il n’est pas vrai que je suis mécontent.
n'est pas tout a fait équivalente a
Je suis content.

De méme, un programme qui ne produit pas deux valeytsy, n’est pas nécessairement un
programme qui produit deux valeurs= y.

Signalons encore la regle de disjonction des cas, quiis’éc

UBF A U-BF A

UrFA

Voici un schéma de demonstration de cette regle imptatan

98

UBFA Prémisse
UFB=A Déduction
F(B=A4) = (-B=A4)=A) Théoréme 95 4.7.1
Uk (-B=A) = A MP
U-BFA Prémisse
UF-B=A Déduction
UFA MP

RemarqueUn peu de créativité ... ou de patience est nécessained@nontrer le theoreme
utilisé dans le développement ci-dessus.

4.8 Adéequation et compEtude du syseéme de Hilbert

Le systeme de Hilbert est un mécanisme permettant d'elgerdes théorémes; on
souhaite naturellement que tout théoreme soit une tEgi®l(adéquation) et que toute
tautologie soit un théoréme (complétude). On peutligtah résultat plus général : sl est
une formule et sUU est un ensemble de formules, alors

UEA
est vrai si et seulement si
Uk A

est vrai. (Seuls les connecteurs de négation et d'imphicaont admis.)

4.8.1 Adequation du syseme de Hilbert

Montrer que tous les theoremes sont des tautologiestevimontrer que tous les éléments
d’'une preuvdl sont des tautologies. C'est une conséquence immédiatkeaenes suivants,
eux-mémes évidents.

LemmeToute instance des schémas d’axiomes est une tautologie.
LemmeSi A et A = B sont des tautologies, alofsest une tautologie.

On démontre de méme que si lI'assertibht- A apparait dans une dérivation, alors la
formule A est conséquence logique de I'ensenible

4.8.2 Lemme de Kalmar

Le systeme de Hilbert est, nous venons de le prouver, uramigoe de production de
tautologies. Il faut aussi prouver que ce systeme praduitesles tautologies. Le point de
vue constructif adopté dans ce texte nous incite donafdogér une stratégie d'utilisation du
systeme de Hilbert, permettant de construire & la demandgreuve dont le dernier élément
est une tautologie donnée.
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Le systeme le plus simple de vérification de tautologiesass doute la méthode des tables

de vérité?® Le lemme de Kalmar spécifie qu'a chaque ligne d’une tableé&ié correspond
une dérivation dans le systeme de Hilbert.

Lemme. Soit A une formule construite a partir des propositiops,...,p, et des

connecteurs” et “=". Soit v une interprétation. Si on définit, commep, ou —p, selon

quev(px) estV ouF, et si on définitA’ commeA ou—A selon ques(A) estV ouF, on a
{p1, - P} EA

ExempleDu fragment de table de vérité

(pla[r[s[=q9=-(r=s3]
[FIF[V]|V] F |

le lemme de Kalmar permet de déduire

{=p,~q,r,s} F =lp=q) = ~(-r=s)].

Remarquele lemme de Kalmar permet de “coder” une ligne de table déé/éans le systeme
de Hilbert; il contribue donc & établir qié = A impliqueU + A.

4.8.3 [emonstration du lemme de Kalmar
Remarque p#liminaire. On va utiliser les lemmes suivants :
C +F B=C,
B+ --B,
-B + B=C,
-C,B F ~(B=0C).

dont les démonstrations sont évidentes si I'on tient demgspectivement de I'axiome §4.2)
et des théorémes 6, 3 etB4.7.1)

Démonstration.On raisonne par induction sur la structure de la formvile

Cas de basela formule A est une propositiop.
Siv(pr) = V,I'énoncé seréduit§. .., pi, ...} F p.
Siv(py) = F, 'énoncé se réduit &. .., —pg, ...} F —p .

Premier cas inductif la formule A est la négatiomB.

“Ne confondons pas “le plus simple” et “le plus efficace”.
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Premier sous-cas. Deuxiéme sous-cas.

v(B) =F etv(A) = V. v(B) =V etv(A) =F.

{y,-- oL} F B P} B

{1, pp} F B, {1, P} F B,

{py,.- -, P} HA, B+ —-—-B,

i, P A {p1,....on} F =B,
{1, P A,
PR A

Second cas inductifla formule A est I'implicationB = C.

Premier sous-cas. Deuxiéme sous-cas. Troisiéme seus-ca
v(C)=Vetv(A)=V. ov(B)=Fetv(A)=V. v(B)=V,v(C)=Fetv(4)=F.
{r o EC {pl.-. 0L} E B {0} E B
{r.m - C, {ph,- oL} F B, {0}t E B,
CF(B=C), ~BF (B=0), ..., oL} F O,
oy (B=0), {0} (B=0C), {p,....on}FC,
. m A, {h oA, —C, BF ~(B=C),
(Pl R A (P A {h o E (B =0),
{ph ot E A,
(- R AL

Remarque.On a raisonné par cas pour étaldli, ..., p,,} - A’, sans pour autant utiliser la
regle dérivee de disjonction des CA<En fait, cette reégle dérivée est, comme les autres, une
version particuliere et formelle d’'une technique de marsament (informel).

4.8.4 CompEtude du syseme de Hilbert

Soit A une tautologie construite a partir des propositions. . , p,, et des connecteurs-"
et “=". D’aprés le lemme de Kalmar, on a

{p/lvypfn}FAv

ou p), est indifferemmenp;, ou —py.
(On atoujoursd’ = A.)

De ces2" théorémes on tire, par disjonction des caspgytes2” ! théorémes suivants :

{p- Pt EA,

50En revanche, cette régle sera utilisée explicitementaagraphe suivant.
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et, plus généralement, 18% théoremes suivants, pour taue {0, 1, ...

{Ph P E A,

et donc, en particulieri(= 0) le theoreme

A,

ce qui achéve la démonstration.
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