UNIVERSITE DE LIEGE
FACULTE DES SCIENCES APPLIQUEES

THEORIE DE L' INFORMATION
ET DU CODAGE

Théorie

de

I"information

NOTES DE COURS

LouisWEHENKEL
SEPTEMBRE 2003.



COPYRIGHT (© UNIVERSITE DE LIEGE, BELGIQUE. 1998, 1999, 2000, 2001



iii



Table des matieres

(L. INTRODUCTION

Partie [l_MODELISATION PROBABILISTE DE L'INFORMATION

._MOTIVATION

[3. CALCUL DES PROBABILITES
E P bilite stique]
B2 Notion d bilite - ons]

.2.1 Intuitivement

3.4.1 Définition

Rii Eacoroaron]
3.4.4 Marginalisa;tign|
B Vot it ]

13.5.1 _Définition généra|e|

11
11

12
12
14
14
15
15
16
16
17
17
17
18
19
19
19
20
21
22

23
23
24
24
25
25
25



vi

3.5.8 Inégalité de Jensen
| ~ounles d i |
[3.6.1 Cas discret|
o o %ed
.6.1.2 Moments conditionnel
B62 Van - |
| Une des d - g
B622 Casl néral
Illustration
E Mods bil |
B8 Su | - | |
3.0 FExercices]

4. MESURE QUANTITATIVE DE |'INFORMATION|

4.1 uantité d'information de messages

4 Regl hain
[44_ Positivite — cite]

.4.5.2 Trois variable

I Brincioe o moncréation T —
4461 Corollaired

.4.6.2  Généralisation 3 un nombre quelconque de variables aléatoire:

26
26
27
27
27
28
28
29
30
31

31
31
31
32
33
33
33
34

35
36
37

39

39
40
40
42

43

45
46
a7
47
49
50
50

51
52
52
54
55
56
56
57
58
59
59



Table des matiéres vii

| Inicité de T ion_de I'entropie] 63
| E e relativel 63
[4.7 Généralisation au cas continu | 64

14.7.1 Entropie relative| 64
[4.7.2 Quantité d'information mutuelle| 64
[4.7.3 _Entropie différentielle 65
4.8 Résumé 68
Appendi hapitr 69
[4.A Exerciced 69
4.B Formules utiles 72

5. _MODELES GRAPHIQUES ET INFERENCE PROBABILISTH 75
[5.1 Introduction] 75
[5.2Réseaux Bayesiens | 75

| 1 il 76

| Terminologic] 76
[5.2.3 Modgle probabiliste et sémantique| 77
[5.2.4 D-séparation| 79
[E.2.5 Inférence] 81
5251 Approche brutald 82

.2.5.2 _Approche structurée par le graph 82

[5.2.6  Cas particuliers importants et exemples | 86
2.6.1 Double “pile ou face” 86

5.2.6.2 Graphes non connexes 87

2.6. hain Mark 87

£.2.6.4  Arbred 87

£.2.6.5 Structures arborescentes (poly-arbres) 88

5266 Duplicat fosion d s d z Bavsicl 88

[5.2.6.7  Autres exemples pratiqued 89

(5.3 Chaines de Markov cachées | 89
[.3.1  Exemples] 89
[5.32 Invariance temporelle | 90

& 'infé 90

[5.3.3.1 Probabilité d'une suite d’observationg 90

3.3.2 Explication rti rvé 92

.4 Inféren n général dans les ré x_arbor n 95
.5 __Inféren ns les ré x_Baysien Icon 95
56 Al e décision] 95
[5.6.1 Construction d'un guestionnaire| 96
[5.6.1.1 Une seule questjon| 96

E.6.12  Séred - i | 97

[5.6.1.3  Arbre de décision 97

[5.6.2 Synthese] 08
Résumé 99
|Appendices au chapitre § 100

100



viii

16.2.3  Structure inconnue et données totalement observées |
2.4 Variabl hé

4.1 Application au probleme de pesées

Partielll__LES GRANDS THEOREMES DE LA THEORIE DE L'INFORMATION

MO ATION

7.1.2 1'age dor

[B_SOURCES DISCRETES
[8.1 _Introduction]
[8.2__Sources de Markov|

[82.1 Sources réelles|

.2.2 Modeles de sources

[8.5.1 Processus aléatoires discrets en temps discret |
[8.5.2  Chaines de Markov|
B5.2 Définitiond
[8.5.2.3  Mémoire finid
.5.2.4  Extensions d'ordre élev
B53 E o d - o]
[8.6 Codage de source|

18.7__Premier théoréme de Shannon|

101
101
102
102
105
105
105
106

106
108

113

113
113
114

116

117
117

118
118
118

119

120
120
121
124
124
125

125
125
126
126
132
132
132
132
132
134
134
134
135
137



8.1 instantané rbr -air
B2 2 vy s ot inéealité de Kraft]
.83 Probabilités d )

[8.8.4 Algorithmes de construction de codes|

| oz T o ot T o]

.8.5.3 Extension au cas d'un alphabet d'ordre quelconqu

8.A Exercices

[Théoremes de convergencd

1 mmunications 3 travers un canal

19.1.3 Exemples de capacités de canaux|
1.3.1 nal binair ns brui
i3z ¢ broite | e
| T 1 hine 3 écri ted
.1.3.4 Canal symétrique binair
Bi35 C binai i |
5 c — |

9.2 Codage de canal

[9.2.5 De I'égalité dans la réciproque|
19.2.6  Généralisation |

[9.3 Construction de bons codes de canall
B2 Comcié e feedinck]

9.5 Interprétation géométrique du codage de canal

Table des matieres

ix

137
138
138
138
139

140
140
141
142
142
144
144
145
146
146

147

148
148
150
150
151

153

154
154
155
156
156
156
156
157
157
158
159
159
159
163
164
166
166
168
171
171
171
172
172



[10.2.1.1 Translatiod
10212 Produi d

[10.2.2 Entropie différentielle de quelques lois usuelles|
[10.2.2.1 Loi uniforme
10.2.2.2 Loi ienn

[10.2.3 Théoréme AEP pour des v.a. continues |

[10.3 Canaux continus|

[10.3.1 Le canal Gaussien|

[10.3.1.1 Définitions

Partiellll APPLICATIONS AU CODAGE
12. MOTIVATION

[13. COMPRESSION DE DONNEES REVERSIBLH
13.1 Introduction

113.2 Méthodes d'ordre zéro |

174
176

179

180
180
181
182
184
185
186
186
186
186
186
186
187
188
188
189
190
193
196
196
197
199
200
200
201
201
202

203
203
204

205
205
207
207

211

213
213
214



|14.1.2.1 Formulation|

14.1.2.2 Transformée de Fourier bi-dimensionell

(14.1.2.3 Transformée de Walsh
[14.1.2.4 Transformée de Hadamari
(4125 Transforme o
4126 Opérations fac - forméed

[14.2 Sources de redondance|
14.2.1 Redondan
1422 Redond ier-pixel]

[[43 Systs | ond |
(431 T e d : cversible]
[14.3.1.1 Méthode d’ordre zérd
[14.3.1.2 Plans de bitd

14.5 Résumé

Table des matieres

xi

214
216
217
220

225
226
228

228
228
231
231
232
233
233
234
234

234

237

238
238
239
239
240
241
242
242
243
243
244
244
244

244
245
245
245
246
246
246
247
247
247
247
247

247
250



xii

[15.1 Introduction]
o o —

15.3 De la difficulte du decodage optimal

[15.4 Canal discret - Correction et détection d’erreurs|

15.5.1 Espaces vectoriels finis
[15.5.2 Codes linéaires en blocs (n. k)|
[15.5.2.1 Avantage de représentation

[15.5.3.2 Correction et détection d’erreurd
15.5.3.3 Exemple illustratif : | Hammin 4

[15.5.4.6 Exemple 2 : un code BCH binaire (15, 7)

15.5.4.7 Exempl : |

[15.5.4.8 Existence de codes parfaitd

[15.8.1 Position du probleme |

251
251
252
254
255
256
257
257
257
258

258
259
259
259
260
260
260
261
262
262
262
263
264
264
265
266
267
267
268
268
269
269
269
270

270

272
273
273
274
275
276
276
277
278

279
279



[15.10.1 Codes produits de codes linéaires |

15.10.2 Con

nation

15.10.3 Mise en_parallel

[15.11Apercu sur les Turbo-codes|

15.11.1 Encodeur

X

16.4 Théori

[Bibliographie

I'information

Table des matieres

xiii

280
282
284
284
284
286
286
287
287
288
288
288
289
289
290
290
201
294
295
295

296

305
305
306
307
307

309






1 inTRODUCTION

Comme son intitulé I'indique, ce cours est a vocation théorique et traite de deux sujets complémentaires : la
notion d'information et les méthodes de codage de I'information. Ces deux sujets ont une relation tres étroite,
similaire a celle qui existe entre la théorie des systemes et I’automatique. La théorie de I'information fournit
essentiellement des outils de modélisation et d’ analyse dans|e domaine du traitement de|’ information. Lathéorie
du codage dével oppe des techniques de synthéese, visant a concevoir des systeémes de stockage et de transmission
de’information fiables et/ou efficaces.

Mais il est également vrai que les répercussions de la théorie de I'information dépassent largement le seul
domaine du codage, et, symétriquement, le codage des données fait appel a d’ autres disciplines que la théorie
de I'information. Dans cette introduction nous allons clarifier les questions abordées dans ces deux domaines
trés vastes et nous apportons aussi les précisions qui S'imposent sur la partie de cette matiére que nous voulons
couvrir dans ce cours ainsi que la démarche que nous adopterons pour y arriver.

Lathéorie de I'information donne des bases formelles et quantitatives ala notion d' information, de facon ace
que celle-ci deviennetechniguement utilisable dans un certain nombre de disciplines qui traitent del’ information.
Cette théorie fut congue par Claude E. Shannon peu apres la seconde guerre mondiale pour répondre a certaines
interrogations fondamental es dans le domaine des techniques de communication. Comme le suggéere I'intitulé
de I’ article fondateur de Shannon (The mathematical theory of communication, 1948), cette théorie peut &tre
vue comme une discipline mathématique. Les trois principales questions auxquelles elle apporte une réponse
sont les suivantes : (i) quelle est la limite ultime en matiére de compression des données digitales réversible
(réponse: I'entropie H de la source d’information); (ii) quel est le débit maximal de transmission fiable de ce
type d’'information sur un canal bruité (réponse: la capacité C' du canal); (iii) sous quelles conditions un code de
chiffrement est-il sir (réponse: ...).

Le codage vise, quant a lui, a développer des méthodes pratiques (algorithmes) de représentation de I’infor-
mation qui visent, certes, a atteindre les limites du possible définies par la théorie de I'information, mais qui
répondent aussi a des préoccupations techniques, telles que vitesse de traitement, besoins réduits de mémoire,
robustesse vis-avis des hypotheses de travail. Nous verrons que les différentes techniques de codage résultent
essentiellement de différents compromis entre ces besoins antagonistes. Le codage est donc essentiellement
une science appliquée, et suit de pres les besoins pratiques et les moyens matériels qui sont a la disposition
des ingénieurs. Notons que les langues parlées et écrites sont des méthodes de codage, inventées longtemps
avant I'émergence de la théorie de I'information; d autres méthodes ont &é mises au point trés récemment
gréce a |’ éclairage apporté par cette théorie et font maintenant partie des dével oppements les plus importants
del’informatique.
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Figure 1.1.  Relation de la théorie de I'information avec d'autres discipline scientifiques

Claude Shannon, qui est certainement un des esprits scientifiques les plus brillants de ce siecle, s'intéressait a
de nombreuses questions fondamentales dans e domaine de I’ informatique, et ses propres travaux de recherche
dépassent de loin la théorie de I’ information & proprement parler. Shannon a commencé sa carriére scientifique
en montrant comment appliquer I’ algébre booléenne & la conception et a la minimisation de circuits logiques
(a base de relais électromécaniques, a |’ époque de ses travaux). 1l est devenu célébre a la publication de son
article fondateur de la théorie de I'information, dont certains comparent I'importance avec celle de la théorie de
la relativité générale d’ Einstein. Bien que mathématicien hors pair, Shannon est aussi un ingénieur hautement
créatif. Il acongu de nombreuses machines “intelligentes’ et notamment le premier programme de jeu d’ échecs,
dont les idées principal es sont encore & la base des logi ciel s contemporains dans ce domaine.

Cependant, méme si lathéorie de I’ information fut essentiellement congue pour les besoins de I’ informatique
et des télécommunications, ces apports vont bien au-dela. En effet, on peut citer les contributions fondamentales
en physique statistique (thermodynamique), en informati que théorique et en inférence statistique (complexité de
Kolmogorov, théorie de I’ apprentissage), dans le domaine de la génétique et de la neurophysiologie, et dans bien
d autres disciplines scientifiques. La figure[Iillustre, de fagon non exhaustive, la relation entre la théorie de
I"information et un certain nombre d’ autres disciplines scientifiques, mettant en évidence les contributions les
plus importantes de cette théorie. Comme on peut le voir ces contributions recouvrent un panel extrémement
vaste comprenant physique, informatique, mathématique et économie, tous domaines oul la notion d’information
joue un réle capital.

Une autre caractéristique de cette théorie est que ses bases et la plupart de ses résultats théoriques fondamen-
taux furent ébauchés essentiellement par une seule personne (Claude Shannon) dans une période de maturation
trés courte. |l en résulte une théorie conceptuellement simple et élégante. Mais les limites prédites par Shannon
n’ ont pu étre approchées de fagon pratique qu’ apres une longue période de recherche (alaguelle d' ailleurs Shan-
non N’ a pas participé directement). Dans e domaine de la compression de données | es meilleures techniques ont
€été inventées seulement pendant les années 70-80 (codage arithmétique, algorithmes de L empel-Ziv). Dansle do-
maine du codage de canal |es résultats les plus spectaculaires sont encore plus récents (invention des turbo-codes
au début des années 90). Nul doute que cette théorie continuerade jouer un réle prédominant dans |es techniques
del’information qui sont de plus en plus omniprésentes.

Dans |e cadre de ce cours nécessairement introductif nous nous focaliserons essentiellement sur les questions
qui ont des répercussions dans e domaine des communications ou de I’ informatique. Nous suggérons au lecteur
désireux d’en savoir plus sur le plan purement théorique de consulter le livre de T. M. Cover et J. A. Thomas
[ [CT91], qui offre une tres belle introduction a I’ensemble de la théorie de I'information. Par ailleurs, nous
développerons la plupart des concepts et méthodes dans le cadre d’un monde ou I'information est discréete et
finie, ce qui nous semble justifié dans le cadre d' un coursintroductif. Cependant, nous discuterons | e cas échéant
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les interfaces avec e monde des signaux et systémes physiques continus. A la fin de ce cours nous reviendrons
sur cette distinction discret vs continu et nous analyserons alalumiére de lathéorie de I’ information pourquoi la
représentation discréte de I information a supplanté de maniére quasi-universelleles systémes anal ogiques.

Le cours atrois objectifs principaux, correspondant aux trois parties de ces notes.

Premiérement, nous voulons fournir aux étudiants les bases nécessaires a la mise en oeuvre d’ approches pro-
babilistes. La théorie de I'information est en effet fondée sur des modeles probabilistes et permet de donner
une définition précise et quantitative aux notions d' incertitude, d’information et de dépendance statistique. Une
fois bien assimilée, lathéorie de I’ information fournit un certain nombre de raisonnements intuitifs qui facilitent
éenormément |’analyse et la synthese de modéles probabilistes. Ces modéles trouvent aujourd’ hui un nombre
croissant d' applications, que ce soit dans le domaine de I’ informatique (par exemple en intelligence artificielle)
ou celui de lathéorie des systémes compl exes (systemes stochasti ques, réglages adaptatifs, fiabilité et sécurité de
systémes).

Le second objectif du cours concerne |'étude des grands théoremes de la théorie de I'information. Ces
théoremes, énoncés et demontrés par Shannon lorsqu'il a fondé la théorie, définissent essentiellement les li-
mites du possible en matiere de stockage et de transmission de I'information, et sont des lors fondamentatix
dans |e contexte de la mise au point des systémes informatiques et des techniques de télécommunications. Cette
étude passe par la modélisation des sources d’information et des canaux de communication, et débouche sur
I"analyse des propriétés de ces modéles en ce qui concerne les limites de faisabilité en matiére de codage effi-
cace de I'information. Les notions d' efficacité qui sont étudiéesici concernent les performances de vitesse et de
volume de stockage, et surtout de fiabilité face aux imperfections des systemes physiques utilisés. Shannon a
en effet montré que grace au codage de I’information il est possible d' utiliser des systemes physiques limités du
point de vue capacité et fiabilité afin de stocker et de transmettre de |’ information digitale de maniére aussi fiable
que souhaité. On peut difficilement surestimer I'importance de ces résultats dans le cadre du dével oppement de
I"informatique et des télécommuni cations de ces derniéres décennies.

Le troisieme objectif du cours est de donner un apercu représentatif des diverses techniques de codage de
données (compression de données, codes correcteurs d’ erreurs, codes de chiffrement) qui sont aujourd’ hui mises
en oeuvre dans la plupart des applications. Cependant, ce domaine est trop vaste pour pouvoir étre couvert dans
son intégralité, et nous nous limiterons la plupart du temps a la discussion des méthodes | es plus représentatives.

Enfin, un objectif omniprésent dans ce cours est de mettre en évidence les différentes questions en rapport
avec le cours qui font aujourd’ hui I’ objet de nombreuses recherches. Nous souhaitons aussi donner envie aux
éudiants d’en savoir plus sur les facettes de la théorie de I’ information et du codage non abordées dans ce cours
et nous consacrerons donc une partie du temps a évoquer un certain nombre de ces faces “ cachées’.

Ces notes de cours sont structurées en trois parties correspondant plus ou moins aux trois objectifs que nous
venons de discuter.

Lapremiere partie (intitulée Modélisation probabiliste de I’ information) fournit une introduction aux mesures
d’information et au divers aspects du raisonnement probabiliste : quantification de la notion d’incertitude et
de dépendance statistique, modeles probabilistes graphiques, raisonnement (inférence déductive) et apprentis-
sage automatique (inférence inductive) a I'aide de ces modéles. Notre but ici est de donner un apercu assez
représentatif des applications modernes des méthodes probabilistes pour les informaticiens et éectroniciens.
Cependant, I’objet du cours n’est pas I’ approfondissement des agorithmes d’inférence déductive et inductive
qui seralaissé au soin d enseignements plus spécialisés.

La seconde partie des notes est constituée d’une série de chapitres qui couvrent les principaux résultats
théoriques de la théorie de I'information relatifs a la modélisation et a I’ utilisation des sources d'information
et des canaux de communication. |l s'agit incontestablement de la partie la plus difficile de la matiere, mais
aussi de celle dont les résultats portent le plus a conséquence. En particulier, les theorémes de Shannon reposent
essentiellement sur laloi des grands nombres et leur énoncé méme est souvent mal compris. Afin de permettre
aux étudiants de comprendreles rai sonnements théoriques qui sont ala base de ces théoremes, nous avons décidé
d'inclure les démonstrations dans ces notes, méme si €elles sont ardues. Cependant, a nos yeux il est bien plus
important de bien comprendre e sens des énoncés des théoremes que d’ apprendre ces démonstrations.

Latroisieme partie des notes couvreles différents aspects pratiques et théoriques des algorithmes de codage de
I"information : compression de données digital es, quantification et compression de données anal ogiques (images,
son), codes correcteurs et détecteurs d’ erreurs. Logiquement, on devrait trouver dans cette partie également des
éléments de cryptographie, mais cette matiére est laissée au soin d’ autres enseignements.



Les notes se terminent par un chapitre récapitulatif qui discute également de questions qui sortent du cadre
strict des techniques de représentation et de transmission de I’ information, mais qui font néanmoins partie desre-
tombéesde lathéoriedel’ information au sens large (complexité de Kolmogorov, raisonnements a base entropique
en traitement du signal, gestion de portefeuilles, théorie des jeux. . .).

Enfin, nous mettons a la disposition des étudiants un certain nombre d’ exercices collationnés a la fin de
chague chapitre, et quelques appendices (placés a la fin des chapitres qui y font appel) qui couvrent des bases
mathématiques auxquelles on fait particulierement appel dans|e cadre de ce cours. Nous suggérons aux étudiants
de prendre connaissance du contenu des ces appendices dés le début de la lecture de chague chapitre, puis d'en
faire usage seulement en cas de besoin réel.

Le cours oral est composé d' une partie théorique qui couvre essentiellement la matiere des deux premiéres
parties des notes et de certains chapitres de latroisiéme partie. Nous accordons une importance considérabl e aux
travaux pratiques, nécessaires pour assimiler la matiére vue au cours théorique. En ce qui concerne la premiere
partie, il s'agit de répétitions sous forme d’ exercices simples qui permettent d’ utiliser et de compléter la matiere
reprise dans ces notes. Pour ce qui concerne la deuxiéme et la troisieme partie, les travaux pratiques seront du
type laboratoire informatique; les éudiants pourront &tudier le comportement de divers modeles de sources et de
canaux et comparer les performances de divers algorithmes de codage.
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2 MOTIVATION

Lathéoriedel’information, telle qu’ elle fut éaborée par C.E. Shannon peu apreslafin dela seconde guerre mon-
diae, avait pour objet principal d’ évaluer les performanceslimites (“optimales’) des systémes de tél écommunica
tions en présence de perturbations al éatoires (désignées par le terme générique de bruit). Elle se compare donc,
par exemple, aux énoncés de la thermodynamique qui dé&finissent le rendement limite des cycles thermiques.

fibre optique _
ordinateur enregistrement magnétique ordinateur
homme signal acoustique homme
message
SOURCE — =1 CANAL DESTINATAIRE

perturbations

bruit de fond thermique
erreurs d' écriture/lecture
bruit de fond acoustique

Figure 2.1.  Schéma fondamental d'un systeme de communication

Lafigure 2] représente le schéma de communication désigné sous le nom de paradigme de Shannon. Une
source engendre un message al’intention d’ un destinataire. Lasource et e destinataire sont deux entités séparées
(éventuellement distantes) qui sont reliées par un canal qui est e support de la communication d’ une part, mais
qui d autre part est le siege de perturbations. Les perturbations ont pour effet de créer une différence entre le
message émis et celui qui est regu. Ces perturbations sont de nature aléatoire, ¢’ est-a-dire qu’il n’est pas possible
(ni pour lasource, ni pour le destinataire) de prévoir de maniére certaine leur effet. Lafigure [Z]indique quelques
exempl es physiques correspondant au paradigme de Shannon. |l est important de noter que le message émis par
lasource est également dans une certaine mesure imprévisible delapart du destinataire, car si le destinataire avait
une connaissance totale du message a priori il N'y aurait pas besoin d’ établir une communication.
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Figure 2.2.  Chaine de transmission avec codage/décodage source/canal

Lesrésultats fondamentaux de la théorie de I’ information ont été &tablis par Shannon dés 1948 (dans |’ optique
télécommunications), et en particulier le fait capital, et totalement imprévu a I’ époque, qu'il est possible de
réaliser une transmission d'information exempte d' erreurs, malgré |’ existence de bruit de fond, mais cela suppose
une représentation appropriée de I'information (on utilisera dans la suite le terme de codage) et impose des
contraintes sur le débit (ou la densité) de I'information transmise, qui dépendent des caractéristiques du canal .
Maisil afallu attendre les dével oppementsrécents en informatique et en t&l écommuni cations pour voir apparaitre
des systemes qui se rapprochent effectivement des performances limites annoncées par Shannon.

Lathéorie de I'information, telle qu’ elle sera développée dans les chapitres qui suivent, donne tout d’ abord
une définition quantitative a la notion d’information. Nous montrerons que cette définition répond d'une cer-
taine maniére aux desiderata qu’on peut intuitivement imposer a une telle mesure. Ensuite la théorie met en
évidence comment les limites de Shannon pourraient étre réalisées, au moyen de codes appropriés. Cependant,
ces dével oppements ne donnent pas lieu a des codes pratiquement réalisables. Nous verrons donc dans la seconde
partie des notes un certain nombre de codes pratiquement utilisables, et qui visent a s approcher au mieux des
limites de Shannon.

Nousverronsdanslasuite que le schémade communication “idéal” peut ére schematisetel quereprésentéala
figure2.2l Ony voit apparaitre deux ensembles de codage CS et CC (et les &léments de décodage correspondants
DS et DC) : CS code les messages émis par la source de fagon a en @liminer (ou diminuer) la redondance; CC
code les messages al’ entrée du canal en introduisant de la redondance sous une forme appropriée pour permettre
I’ utilisation du canal sans erreurs (ou avec un taux d’ erreurs répondant aux spécifi cations techniques du systeme).
Il est & noter que dans ce schémales conversions physiques nécessaires al’ utilisation du canal sont implicitement
représentées dans la boite “cana”. Notons que I’ étude des canaux physiques et des techniques de conversion
associ ées constitue une part importante des télécommunications, dont nous ne nous préoccupons cependant pas
dans e cadre de ce cours.

Nous venons de voir que les deux & éments essentiels d’ un schéma de communication (source et canal) ont un
comportement aléatoire. L outil de base en théorie de I'information est des lors le calcul des probabilités. Dans
le mesure oul la plus grande partie de la théorie s’ intéresse au monde digital, nous feronsintensivement appel aux
probabilités discrétes, et seulement occasionnellement aux probabilités continues.

Cette premiére partie du cours est composée de quatre chapitres qui visent essentiellement a définir et il-
lustrer les concepts de base utilises pour la modélisation et |’ analyse probabiliste du paradigme de Shannon
(variables aléatoires discrétes, probabilités conditionnelles, indépendance, entropie, information mutuelle) et que
nous utiliserons dans la seconde partie pour modéliser sources et canaux et expliquer les résultats fondamentaux
établis par Shannon.

Nous commengons par un bref rappel de calcul de probabilités ce qui nous permettra aussi d'introduire les
notations que nous utilisons dans ces notes. Ensuite, nous introduirons les notions d’ entropie et d’information
mutuelle de variables aléatoires discretes ainsi que I’ algeébre qui permet de manipuler ces notions efficacement
(chapitre[] des notes).

Enfin, nous terminerons cette premiére partie par deux chapitres qui discutent de I’ exploitation de modéles
probabilistes discrets (inférence déductive) et de leur obtention a partir de données observées (apprentissage
automatique). Nous pourrons ainsi également mettre en évidence les liens entre la théorie de I'information et
I"intelligence artificielle.



MOTIVATION 9

2.1 EXERCICES

Voici quel ques exercices de réflexion. Nous reviendrons ultérieurement sur ces exercices et montrerons comment
lathéorie de |’ information permet de répondre aux questions posées.

1. Information et incertitude

Deux personnesjouent aux devinettes. Lapremierelance une piece apile ou face sans montrer lerésultat ala
seconde. Pouvez vous mesurer e déficit en quantité d’ information de la seconde personne sur la premiére ?

Combien d'information la premiére personne communique-t-elle ala seconde lorsgu’ elle lui révéle le coté
sur lequel la piéce est tombée ? Quid, si au lieu de lancer la piéce une seule fois, on la lance deux fois de
suite avant de révéler “simultanément” les deux résultats ?

Quid, s onlanceun dé a4 faces ?
Quid, si au lieu delancer une piece équilibrée, on lance une piéce qui retombe presque toujours sur laméeme
face (en supposant que les deux personnes connaissent |es caractéristiques de la piece) ?

2. Problémede pesée

On donne 12 hilles, toutes de méme poids a |’ exception d’ une seule qui est de poids différent (on ne dit pas
si elleest pluslégere ou pluslourde). On dispose d’ une balance a deux plateaux qui permet de comparer les
poids de deux ensembles debilles. A chaque pesée, on peut mettre un certain nombre de billes sur le plateau
de gauche et le méme nombre sur le plateau de droite : soit le plateau reste a |’ horizontale, soit il penche a
gauche, soit il penche adroite.

On demande de définir une stratégie d' utilisation de la balance, dans le but d' identifier la bille anormale et
de déterminer s elle est plus légére ou plus lourde que les autres. En essayant de résoudre ce probléme,
réfl échissez au questions suivantes :

(8 Comment peut on mesurer I’ information apportée par une pesée ?
(b) Quel est le maximum d'information qu’ on peut obtenir au moyen d’' une seule pesée ?

(c) Lorsgue I’ exercice de pesée est terminé (bille identifiée et réponse a la question concernant son poids
relatif), combien d'information avez vous obtenu ?

(d) Quel est le nombre minimal de pesées qui permet dans tous les cas de résoudre |a devinette ?

(e) Au fur et amesure de lamise au point de la stratégie de pesée, vous pouvez dessiner un arbre dont les
branches correspondront aux issues possibles. Quelle est la probabilité des trois issues possibles de la
premiére pesée ?

(f) Combien d’information obtient-on si au premier stade on pése 6 billes contre 6 billes ? Combien
d information obtient-on si on pése 4 billes contre 4 ?






3 CALCUL DES PROBABILITES

“La théorie des probabilités n'est rien d’autre
que le bon sens réduit sous forme de calcul.”
- Pierre Simon L aplace, 1819

Guide de lecture

La théorie de I'information traite de phénomeénes imprévisibles (ou aléatoires) et repose essentiellement sur le
calcul des probabilités. Ce chapitre fournit les bases dans le domaine du calcul des probabilités nécessaires dans
le cadre de ce cours et introduit également les notations que nous utiliserons dans la suite.

La plus grande partie du cours se limite au traitement de modéles probabilistes discrets (variables aléatoires
en nombrefini et ayant un nombre fini de valeurs possibles). En premiére lecture de ce chapitreil n’est donc pas
nécessaire d approfondir les questions relatives aux variables aléatoires continues.

Bien que ce chapitre constituera pour la plupart des étudiants un rappel, il est vivement recommandédelelire
le plustdt possible et de s’ entrainer en faisant les exercices (petites démonstrations | ai ssées au soin du lecteur).

3.1 PROBABILITES VERSUS STATISTIQUE

Lathéorie des probabilités est une branche des mathématiques qui &tudie | es propriétés des structures (mathéma-
tiques) permettant de représenter les phénomenesou le “hasard” intervient.

Cette théorie permet donc de modéliser efficacement certains phénomenes aléatoires et d’en faire I’ étude
théorique. Elle fournit également une approche pour la formalisation du “raisonnement” en présence d' informa-
tions partielles et/ou contradictoires. Comme toute théorie mathématique, la théorie des probabilités est une
science déductive, qui se base sur un certain nombre d’ axiomes et utilise les techniques usuelles en mathématiques
pour la démonstration de theorémes. On'y déduit donc des propriétés spécifiques, apartir d’ hypothéses générales.
Ses domaines d’ application sont nombreux : la physique, I'intelligence artificielle, la théorie des systemes, le
traitement du signal, la statistique . . . pour n’en citer que quelques uns.

Lastatistique, au sensleplusgénéral, est unedisciplinequi consiste danslerecueil, letraitement et I' interpréta-
tion de données d observations sur des systemes physiques (réels ou simulés). En particulier, elle permet de
construire des modeles (probabilistes ou non) qui représentent correctement la réalité mesurable du monde
physique. 1l s agit d’' une discipline faisant souvent appel au raisonnement inductif : a partir d’' un certain nombre
d’ observations éémentaires on cherche & construire des lois générales qui “expliquent” ces observations. Etant
donné ce caractere inductif, les résultats obtenus par |a statistique peuvent étre remis en question par de nouvelles
observations, comme ¢’ est le cas dans le domaine des sciences naturelles en général. Pour cette raison, une utili-
sation correcte de la statistique dans un domaine donné, va nécessairement de pair avec une bonne compréhension
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physique de ce domaine. Aussi, les résultats obtenus sont justifiés dans la mesure ou ils sont opérationnels, et
non pas parce qu'ils représenteraient la vérité absolue. Qu’on ne s'y trompe pas cependant, car |’ utilisation des
outils statistiques fait autant appel a la rigueur scientifique que les autres sciences expérimentales. Néanmoins,
ces outils ne permettent de vérifier que la “plausibilité€” (et non la “réalité€’) de la plupart des modéles utilisés
par les ingénieurs et scientifiques de nombreuses disciplines. Etant donné la diversité des problémes rencontrés
en pratique, la statistique est un domaine extrémement vaste dont I’ appréhension d’ ensembl e nécessite du temps
et de I' expérience pratique. Elle est basée sur le calcul des probabilités, qui sert d’outil de raisonnement, et fait
appel ade nombreuses autres parties des mathématiques (analyse, algebre, géométrie. . .).

Il'y a donc une interdépendance forte entre les deux disciplines, mais également une différence fondamentale
dans leur approche : déductive pour le calcul des probabilités; inductive pour |la statistique.

Ce chapitre ne s'intéresse qu’au calcul des probabilités pour en rappeler les bases et les résultats les plus
fondamentaux qui doivent &tre maitrisés. Dans ce cours nous ne ferons appel qu’ a des résultats &émentaires de
statistique qui sont rappel és dans un appendice séparé. Pour une tres bonne introduction aux probabilités et ala
statistique nous recommandons vivement [ |Sap90] . Pour en savoir plus sur les fondements mathématiques du
calcul des probabilités nous suggérons lalecture de laréférence [ IBil79].

Pour conclure cette introduction, insistons sur lefait que la séparation probabilités/statistique que nous faisons
volontairement n’ est pas justifiée d’ un point de vue fondamental, mais bien pour des rai sons pédagogiques. Nous
commengons en quel que sorte par analyser quel ques arbres sans nous préoccuper de laforét. Parmi les différentes
possibilités qui s offrent pour aborder un domaine comme celui-ci, le choix que nous avons fait est celui d'une
rupture minimale (mais nécessaire) avec la fagon habituelle de présenter probabilités et statistique dans un meme
cours, et sans séparation claire.

Nous souhaitons ainsi limiter la confusion entre les aspects déductifs et inductifs complémentaires du calcul
des probabilités et de la statistique. Au fur et a mesure de sa familiarisation avec les méthodes stochastiques,
I” étudiant prendra conscience comment ces deux disciplines couvrent les deux pans du raisonnement en pr ésence
d'informations incompl étes. Enfin, pour terminer ces commentaires introductifs, notons que le domaine des
méthodes stochasti ques est étroitement apparentéalalogique et ala philosophiedes sciences, mémesi |’ approche
probabiliste ne constitue pas la seule réponse possible aux problemes abordés dans ces domaines.

3.2 NOTION DE PROBABILITE - INTERPRETATIONS

Dans cette section nous allons introduire, tout d’ abord intuitivement puis plus formellement la notion de proba-
bilité. Ensuite nous discuteronstres briévement de ses différentes interprétations logiques et physiques.

3.2.1 Intuitivement

Comme mentionné plus haut, le calcul des probabilités est un outil mathématique qui permet de représenter et
de manipuler des situations/expériences dont I'issue est aléatoire et/ou au sujet desquelles on dispose de connais-
sances incompl etes/incertaines.

Une connaissance (¢’ est-a-dire une affirmation logique) est dite incertaine dans un contexte donné si, dans ce
contexte, il est impossible aussi bien de réfuter sa véracité que de la prouver. La notion de probabilité permet
d’ ordonner de telles connaissances par ordre de plausibilit & croissante, et de remettre & jour cet ordonnancement
lorsgque de nouvelles informations deviennent disponibles.

Expériences aléatoires. Une expérience est qualifiée d’ aléatoire si on ne peut pas prévoir par avance son
résultat, et donc si, répétée dans des conditions apparemment identiques, elle pourrait donner lieu adesr ésultats
différents. Le calcul des probabilités permet de modéliser et d’ analyser des expériences aléatoires.

Pour étudier une telle expérience on s'intéresse tout d’' abord a I’ univers de tous les résultats (ou objets) possi-
bles : on note usuellement Q2 cet ensemble fondamental, et w un éément particulier de 2, ¢’ est-a-dire un résultat
particulier parmi ceux possibles.

Exemple 1. Par exemple, s on s'intéresse au diagnostic médical, I’ expérimentateur pourrait &tre un médecin
particulier, et |I'expérience le premier diagnostic de I’ année (disons, le 2 janvier au matin, en I’an 2000). Nous
pourrions aors définir I’ ensemble © pour ce probleme comme |’ ensemble de tous | es patients que ce médecin est
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susceptible de diagnostiquer (le médecin ne peut évidemment pas prévoir quel serale patient particulier qui vase
présenter devant lui).

Exemple 2. Un autre exemple intéressant concerne les réseaux informatiques. Plagons nous en un noeud
particulier du réseau Internet, et observons les messages par courrier éectronique qui y transitent pendant une
journée donnée. Un résultat particulier est alors la suite particuliere de messages qui ont transité pendant la
période d’ observation. Avant d' avoir effectué |’ expérience on ne peut évidemment pas prévoir quelle suite sera
observée, et I'ensemble Q est alors |’ ensemble de toutes les suites de messages possibles pouvant transiter sur
une journée, un ensemble certes trés compliqué a caractériser mais néanmoinsde taille finie.

Exemple 3. Un dernier exemple d expérience aéatoire, plus directement pertinent dans le contexte de ce
cours, concerne I’ utilisation d’'un systeme source-cana tel qu'illustré a la figure 27 (chapitre 2, page[7). Ici
on pourrait définir un résultat de I’ expérience comme |’ observation d’un message émis par la source suivi de
la déformation du message lors de la transmission par le canal et de la réception du message déformé par le
destinataire. Dans la mesure ou nous ne chercherons pas a modéliser le fonctionnement interne du canal de
communication, notre univers représenterait alors par exemplel’ ensemble des couples possible du type “ message
émis par la source, message regu par le destinataire” (nous appellerons un tel couple une utilisation du canal). Le
calcul de probabilités pourrait alors étre utilisé pour déterminer lafiabilité et I’ efficacité du systéme de commu-
nications en fonction du systeme de codage utilisé.

Il faut noter quel’ universest défini en fonctiondel’ objectif particulier poursuivi. Ainsi, dansle premier exem-
ple ci-dessus on aurait pu définir I’ univers comme étant I’ ensemble des mal adies diagnostiquées par le médecin,
ou encore |’ ensemble des médicaments prescrits. Dans le second exemple, on aurait pu S intéresser uniquement
a |’ expéditeur des messages et définir le résultat de I’ expérience comme étant |’ ensemble des adresses email des
expéditeurs ayant envoyé au moins un message email pendant lajournée : I'univers serait alors I’ensemble de
tous |l es sous-ensembles d’ expéditeurs possibles de messages & ectroni ques susceptibles de transiter par le noeud.
Enfin, dans le troisiéme exemple, nous aurions pu nous intéresser seulement aux messages émis par la source
(nous verrons qu’ en matiére de compression de données ¢’ est ce qui compte).

Evénements. Danslaterminologie usuelle, un événement désigne une assertion logique vérifiable relative
au résultat d’ une expérience. Ainsi, dans le cadre de notre troisieme exemple |’ assertion logique suivante

le message regu est différent du message envoyé

définit un événement. Cette assertion logique est soit vraie soit fausse, et définit en fait un sous-ensemble des
utilisations possibles du canal. Nous allons noter un tel ensemble A C €.

Un autre événement correspondrait al’ assertion logique suivante
L e message émis compor te moins de cent mots

auquel on peut également associer un sous-ensemble B C 2, apriori différent de A.

A tout événement correspond donc une assertion logique a laguelle on peut faire correspondre un sous-
ensemble de Q. En particulier, atout w € Q on peut associer un événement &émentaire correspondant au
singleton {w}.

Probabilités. Lanotionde probabilitéqui seraformalisée ci-dessous est unefonction qui mesurel’ importance
(lavraisemblance, ou la crédibilité) des événements : elle associe a un événement un nombre positif (entre O et

1) qui représente le degré de certitude qu’ on peut associer acelui-ci apriori. |1 traduit I’ éat de connai ssance dans

lequel on se trouve avant de réaliser une expérience.

Notons que si I univers comprend un nombre fini d’é@éments, les événements sont forcément des ensembles
finis. Dans ce cas, un événement auquel on associe une probabilité égale a un est un événement dit certain
(on est certain qu'il se réalisera); symétriquement, un événement auquel on associe une probabilité nulle est un
événement impossible : on est certain qu'il ne se réalisera pas. Ces deux cas extrémes sont les limites ou le
raisonnement probabiliste regjoint la logique classique : en ce qui nous concerne la partie intéressante concerne
cependant tous les événements auquel s on associe des probabilitésintermédiaires. La mesure de probabilité per-
met detrier I’ ensemble des événements par ordre croissant de leur probabilité apriori. Le calcul des probabilités
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permet de s assurer que les raisonnements effectués al’ aide de ces nombres restent cohérents, d’ une part, d' autre
part, il permet de mettre ajour les probabilités en fonction des informations obtenues.

Remarque sur la notion d’expérience répétable. Dansle monderéd, il est difficile d’ imaginer des
expériences qui puissent étre répétées dans des conditions parfaitement identiques, I’ aspect aléatoire vient alors
du fait qu'il n’est pas possible de quantifier les variations des conditions d’ une réalisation de I’ expérience ala
suivante. Cet aspect aléatoire peut étre négligeable ou non, et ce n’est que dans ce dernier cas que |’ utilisation du
calcul de probabilités se justifie.

Par ailleurs, d'un point de vue strictement logique certaines expériences ne peuvent pas en principe étre
répétées : le 2 janvier 2000 au matin il n'y aura qu'un seul patient qui sera le premier et on ne peut donc
pas répéter cette expérience. De méme, au cours d' une journée donnée un seul ensemble de messages transitera
en un noeud donné d’Internet. Le caractére non répétable d' un expérience n’ empéche pas que les assertions
logiques concernant de telles situations puissent &tre entachées d'incertitudes, soit parce qu'il s agit de prédire
I"avenir d’'un systeme complexe, soit parce que la personne (ou I’ ordinateur) qui effectue le raisonnement n’ est
pas completement informé de tous les & éments pertinents concernant la situation.

Il est cependant souvent possible de supposer que les propriétés de certaines expériences ne changent pas au
cours du temps : on peut alors répéter (éventuellement indéfiniment) cette expérience. Par exemple, on peut
supposer qu’un dé ne s'use pas au cours du temps et que le résultat d’ une expérience de lancer de dé ne dépend
pas du temps, ou du nombre de fois qu’il a dga &té lancé. Similairement, lorsqu’ on utilise plusieursfois de suite
un canal de communication pour transmettre de I’information, on peut supposer que ni la source ni le canal ne
modifient leur comportement au fil du temps et que donc I’ ensemble des résultats possibles ne change pas d' une
foisala suivante et que les probabilités des événements restent constantes.

La notion d’ expérience répétable est donc en soi une vue de I’ esprit, ¢’ est-a-dire une abstraction qui ne se
réalise jamais parfaitement en pratique : il n’est pas possible d' observer un systeme physique sans le perturber.
Nous verrons plus loin que cette abstraction est souvent vérifiée approximativement et est ala base d’ une grande
partie des statistiques. Nous allons pour le moment au moins admettre qu’ une expérience peut étre répétée. Nous
discuterons a la section [3.2.3] plus finement pourquoi il n’en est pas toujours ainsi, et pourquoi il est néanmoins
intéressant de se servir du calcul des probabilitéslorsque ce n' est pasle cas.

3.2.2 Formellement
3.2.2.1 Espace probabilisé.
Ladéfinition formelle d’ un espace probabilisé est 1a suivante.

Définition : espace probabilisé
Un espace probabilisé est défini par untriplet (2, €, P(-)) ou
= () représente I’ ensemble de résultats possibles d’ une expérience aléatoire,

m £ uno-algebre d assertions logiques relatives aux résultats de |’ expérience, et

m  P(-) uneloi de probabilité qui associe a chague assertion logique A de £ un nombre P(A) € [0; 1].

Nous allons préciser ci-dessous les notions de o-algebre d’ événements et de loi de probabilité.

Notations. Ci-dessous nous utiliserons

m deslettres minuscules grecques (o, 3, . . .) pour désigner les éléments de

m des lettres majuscules latines (p.ex. A, B, ...) pour désigner des sous-ensembles de Q, et 2 désigne alors
I’ ensembl e de tous | es sous-ensembles de ©

= des lettres rondes (p.ex. A, B,...) pour désigner des parties de 2%, ¢ est-a-dire des ensembles de sous-
ensembles de Q2.
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= f(-),g(-),...pour désigner une fonction définie sur (une partie de) 2,
= F(-),G(),... pour désigner des fonctions définies sur (une partie de) 2 2.

Enfin, nous désignerons par — A le complémentaire dans (2 de A.
3.2.2.2 -Algebre des événements.

Un o-algebre est un ensemble de parties de Q2 qui correspondent a toutes les assertions logiques dont on se
donneledroit de discuter dans|e cadre d’ un probléme. Cet ensemble doit vérifier un certain nombre de propriétés
de complétude qui assurent que les combinaisons logiques usuelles d’ assertions figurant dans cet ensemble (et,
ou, négation) produisent encore des assertions logiques de I’ ensemble.

Définition : o-algebre

Uno-adgebre & d evéenementd] défini sur un univers Q est une partie de 2 (i.e. un ensemble de sous-
ensembles de Q) qui vérifie les propriétés suivantes :

1 Qeg;
2. Aecf=> A€t
3. VAi, As, ... € £ (ennombrefini ou denombrabled) : |J; 4; € €.

Les éémentsde £ sont désignés par le terme d’ événements. |l s agit des (seules) parties de Q auxquelles nous
conférons le statut particulier de partie “probabilisée”’, comme nous le verrons ci-dessous. Deux événements A
et B sont ditsincompatibless AN B = 0.

Remarques.

1. Lesdeux premiéres propriétés ci-dessus impliquent que I’ ensemble vide (désigné par () fait nécessairement
partie de tout o-algebre d’ événements.

. Laseconde et latroisiéme propriété impliquent également que (), 4; € £.
. {0, 0} est un o-algebre d’ événements: c'est e plus petit de tous.

2
3
4. 29 est un o-algebre d’ événements: ¢’est le plus grand de tous.
5. Si Q est un ensemblefini, alors £ I’ est également.

6

. Par contre, si Q est infini (denombrableou non), £ peut &tre non-dénombrable, dénombrable, et mémefini.

3.2.2.3 Systéme complet d’événements.

Définition : systeme complet d’ événements.
Unepartie A = {A4,...,A,} C £ formeun systéme complet d’ événements

m SiVi#j :A;NA; =0 (les A; sont incompatibles deux & deux)

m etsi|J; A; = Q (ilscouvrent Q).

On dit aussi que les A; forment une partition de 2, et on supposera la plupart du temps que tous les A ; sont
non-vides. Nous verrons qu’ un systeme compl et d’ événements correspond a une variable aléatoire discrete.

1|e terme consacré est en réalité “o-algebre de Boole” ou “tribu”. Le terme “o-algebre” est normalement réservé au cas oll la troisiéme
propriété est relaxée al’union finie. Cependant, dans la suite nous utiliserons la plupart du temps simplement le terme “o-algébre” étant
entendu que dans le cas infini il faut comprendre o-algébre de Boole.

2Dorénavant nous utiliserons lanotation Ay, Az, . . . pour désigner une suite denombrable (éventuellement finie) d’ ensembles.
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Exemple. Dansle cadre de notre schema de communications on peut définir les 26 événements suivants

m A I'ensemble des réalisations dont |e message source commence par la lettre a,
m B : |I'ensemble des réalisations dont |e message source commence par lalettre b,
" ..

m 7 : I’ensemble des réalisations dont |e message source commence par lalettre z.

En supposant que les messages source sont écrits al’ aide des 27 symboles (26 | ettres de |’ alphabet plus |’ espace)
€t qu’ un message source ne peut pascommencer par un espace, cet ensembleforme un systéme complet d’ événements.
3.2.2.4 Probabilités.

Le statut particulier des événements (par rapport aux parties de 2 qui ne seraient pas des événements) est qu'il
est possiblede leur attribuer une probabilité, ¢’ est-a-dire un nombre positif comprisentre O et 1, qui doit répondre
aLx axiomes suivants.

Axiomes de Kolmogorov

On appelle probabilité sur (£2, £) (ouloi de probabilité) unefonction P(-) définie sur £ telle que:
1. P(A)€]o,1],YA €&,
2. P(Q) =1;
3. VA, A,,... € incompatibles: P(UJ, Ai) = Y, P(4).

Discussion.

Onvoit quel’ utilisation du calcul des probabilités passe par trois étapes successives de modélisation : définition
del’univers 2, choix d'un o-algebre d’ événements £, et enfin quantification par le choix de la mesure de proba-
bilité. Les propriétés de base qui sont requises pour que ces trois opérations donnent lieu a un ensemble cohérent
(c'est-&-dire qui permet de faire des raisonnements cohérents) résultent du fait que £ est o-algébre et que P(+)
satisfait les axiomes de Kolmogorov.

On constate également que le calcul des probabilités est compatible avec la logique classique (en tout cas, si
Q est fini). 1l suffit de considérer le cas particulier ot P(-) est définie sur {0, 1}, et associer alavaleur 1 lavaleur

devérité“vra” et a0 lavaeur “faux”.
3.2.2.5 Propriétés remarquables.

Des axiomes de Kolmogorov on peut déduire immédiatement |les propriétés suivantes (qu’ on démontrera a
titre d’ exercice, en se restreignant au cas ou €2 est fini).

P(0) = o.
P(=A) = 1 — P(A).

AC B= P(A) < P(B).

P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(AN B).

P(U; 4i) <32, P(4).

A; | 0 = lim; P(4;) = 0 (voir note en bas de paged)

o o~ W N B

On aégalement :

1. P(A)=1= P(AUB)=1,VB€ €.

SLanotation A; | A désigne une suite d’ ensembles, telle que A; 41 C A; et); 4; = A.
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2. P(A)=1= P(ANnB)=P(B),YBe¢.
3. P(A)=0= P(ANB)=0,VB €.
4. P(A)=0= P(AUB) = P(B),VB € €.

3.2.2.6 Théoréme des probabilités totales. Soit B = {Bj,..., B,} unsysteme complet d’ événements,
alors

VA€E :P(A) = zn:P(AﬂBi).

Exemple. Soit, pour notre systéme de communications le systeme complet d' événements {4, B, ..., Z}
décrit ci-dessus et soit E' |'événement qui désigne les réalisations correspondant a une erreur de transmission
(message regu différent du message émis). Ona

P(E'Y=P(E'NA)+P(E'NB)+---+ P(E'NZ).

L ethéoreme des probabilités total es permet de décomposer un probléme en sous-problémes: ici la détermination
du taux d’ erreurs en 26 problémes de détermination du taux d’ erreurs dans des situations spécifiques.

Remarque. Certains auteurs définissent un systéme complet d’ événements de fagcon |égerement différente de
celle que nous avons adoptée ci-dessus. Au lieu d'exiger que |J" A; = Q ils imposent la condition plus faible
P(U!" A;) = 1. Cetype de systéme obéit également au théoréme des probabilités totales.

D’ailleurs, on peut évidemment compléter un tel systemeavec A ,,+1 = = J; A;, avec P(A,,+1) = 0.

3.2.3 Différentes interprétations de la notion de probabilité

I faut faireladistinction entre laformulation mathématique d’ une théorie et I’ utilisation que nous en faisons pour
étudier des problemes du monde réel qui nous entoure, ¢’ est-a-dire son interprétation. Ceci est particulierement
vrai pour une théorie telle que le calcul des probabilités qui vise entre autres & modéliser une certaine forme du
raisonnement humain, et qui s adresse ades problémesou I’ incertitude joue un réle fondamental, ¢’ est-a-dire des
problémes ou il pourrait &tre difficile de valider la théorie. En particulier, la théorie ne nous aide pas lorsqu'’il
s agit de définir en pratique laloi de probabilité a associer aux événements choisis.

En réalité, depuis son origine, le calcul des probabilités a donné lieu a des débats intenses entre scientifiques,
logiciens, physiciens, philosophes, en ce qui concerne la ou les interprétations physiques a donner a la notion
méme de probabilité. Ces débats sont encore d’ actualité, et |e resteront certainement encore longtemps; c'est la
raison pour laguelle nous voulons mettre en évidenceici les différents points de vue qui s' opposent dans ce débat
d'idées.

3.2.3.1 Le point de vue objectiviste.

La vision classique. Lavision classique est héritée des jeux de hasard. Dans cette vision 2 est en général
fini, et on considére alors comme o-algébre d’ événements 2 2, fini lui aussi. Nous décrivons en détail ladémarche
adoptée pour aors définir la mesure de probabilité, car cette demarche est également utilisée dans la conception
subjectiviste.

Danscecas, il suffit d' attribuer des probabilités aux événements élémentaires P(w), Vw € ; les probabilités
desautres événementss' en déduisent par application du troisieme axiome de Kolmogorov. En particulier, on aura
P(Q) =3, P(w) cequi en vertu du second axiome de Kolmogorov impose évidemment que >  P(w) = 1.

Sous cette contrainte, la vision classique impose des arguments de symétrie, posant que les événements
élémentaires sont équiprobables. Par conséquent, P(w) = || ! (ol |2| désignelataillefinie de I’ univers).

C' est cette demarche qui conduit a associer aux 6 faces d’ un dé“ parfait”, une probabilité de %

Laprincipalefaiblesse de cette approche est qu’ elle repose sur un postulat de symétrieidéal (donc irréalisable
en pratique) et ne permet pas la remise en question des probabilités en fonction d’informations supplémentaires
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(obtenues par exemple en effectuant des expériences de lancer de dé). Une autre faiblesse est que cette approche
ne s étend pas au cas ou £ est non-dénombrable (voir a ce sujet ladiscussion au §3.2.4).

La vision fréquentiste. Elle repose sur laloi des grands nombres et sur une autre idéalisation, a savoir
la notion d’ expérience indéfiniment répétable dans les mémes conditions. La loi des grand nombres assure en
effet que dans une telle expérience la fréquence rel ative observée d' un événement converge versla probabilité de
celui-ci.

Notons que cette vision est aussi appelée la vision “orthodoxe” : toute comme dans la vision classique, la
notion de probabilité est supposée définie de fagon unique (¢’ est-a-dire indépendamment de |’ observateur), et
tous les observateurs doivent se soumettre a une expérience similaire pour en déterminer lavaleur.

Il est clair que la procédure expérimentale n’est pas pratiquement réalisable. D’ autre part, elle n’ autorise pas
I"utilisation du calcul des probabilités pour raisonner sur des événements incertains mais non répétables (et en
pratique, aucun événement n' est parfaitement répétable). Enfin, elle est basée sur un cerclevicieux logique: cette
définition repose sur laloi des grands nombres qui €lle-méme suppose dga défini |e concept de probabilité.

3.2.3.2 Le point de vue subjectiviste.

Les faiblesses des deux approches précédentes et le fait que d’un point de vue logique il soit souhaitable de
permettre la remise en question de la probabilité d’ un événement suite a I’ obtention de nouvelles informations
(par exemple, si nous apprenons que le dé est imparfait) conduisent & nier |’ existence de la notion de probabilité
“objective’.

Ainsi, dans la conception subjectiviste on modélise I' état de connaissance d'un observateur. On peut alors
argumenter que pour étre cohérent avec lui-méme, un observateur doit assigner des probabilités aux événements
qui respectent les axiomes de Kolmogorov, mais, différents observateurs, ayant éventuellement des connai ssances
différentes, peuvent aboutir a des assignations différentes. De plus, un méme observateur peut remettre ajour ces
probabilités lorsque de nouvelles informations se présentent.

Mesure d’incertitude. La probabilité objective n’existe pas et n’ est donc pas une grandeur mesurable; la
probabilité subjective est simplement une mesure d’incertitude, qui peut varier avec les circonstances et avec
I’ observateur.

Puisque la notion d’ expérience répétable n’est plus nécessaire, on peut éendre le domaine d' application du
calcul des probabilités aux événements non répétables, ¢’ est-a-dire au raisonnement en présence d’incertitudes
(par exemple en intelligence artificielle, pour modéliser le raisonnement humain).

La vision bayesienne. Nous reviendrons plus loin sur cette approche, aprés avoir développé le calcul des
probabilités. Pour le moment, contentons nousd’ indiquer que cette approche consiste aattribuer desprobabilitésa
tout ce qui est incertain. En particulier, cette approche consiste a attribuer deslois de probabilités aux probabilités
des événements, si les informations disponibles ne sont pas suffisantes pour déterminer leurs valeurs exactes.

Ainsi, en présence d’ un probléeme de jeu de “pile ou face”, un bayesien va commencer par admettre qu’il ne
connait pas suffisamment bien la piece pour fixer apriori la probabilite de “pile”’. En d autre mots, il admet avoir
une incertitude sur la valeur de cette probabilité, qu'il va modéiser par une (meta)loi de probabilités. Ensuite, il
va utiliser cette loi de probabilités pour faire des prédictions, et si des expériences sont effectuées (par exemple
des lancers de piéce) il va utiliser le calcul des probabilités (laformule de Bayes) pour remettre & jour la valeur
des méta-probabilités en fonction de I’ issue de I’ expérience.

Il faut remarquer que cette approchen’ est pas non plus entierement sati sfai sante (au grand dam de ses défenseurs)
puisqu’il reste une phase arbitraire qui consiste a choisir les méta-probabilités. Signalons simplement que cer-
tains arguments de symétrie et d'“esthé&tique” sont utilisés par les bayesiens pour fixer de fagon “objective’ les
méta-probabilités...

Cependant, sans prendre parti disons qu’il nous semble que I’ approche bayesiennne présente une certaine
souplesse qui va de pair avec la démarche scientifique.
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3.2.4 Ensembles infinis, voire non-dénombrables

Pour terminer ces commentaires philosophiques, et avant de nous attaquer au coeur du calcul des probabilités,
nousvoulonsfaireici quelques remarques générales sur la nécessité de pouvoir manipuler deslois de probabilités
définies sur des univers de taille infinie ou denombrables.

Lorsgue I'ensemble  est fini, |’ algebre des événements |’ est également. Par contre, lorsque Q est infini, il
est possible d'y définir des algebres d’ événementsfinis, denombrables ou non-dénombrables. Par exemple, si ©
est infini mais reste dénombrable (¢’ est-a-dire peut étre mis en bijection avec I’ ensemble N des entiers naturels),
I’ algebre complet est non-dénombrable (il peut &tre mis en bijection avec I’ ensemble R).

Dans la pratique, I'application du calcul des probabilités aux ensembles infinis peut conduire & un certain
nombre de difficultés conceptuelles, dues aux passages a lalimite. En particulier, un événement de probabilité
nulle n'est pas nécessairement impossible, et corrolairement un événement de probabilité égale a un n’est pas
nécessairement certain. Par exemple, si nous prenons comme univers I'intervalle ]0, 1] de la droite réelle muni
de I algébre induit par les semi-intervalles]a, b] (a < b € [0, 1]) A et muni delaloi de probabilité uniforme qui
associe a un intervalle Ja, b] la probabilité b — a, les événements éementaires de 0, 1] sont des singletons de
probabilité nulle et non moins possibles. Dans detelles situationsiil faut utiliser quelques précautions oratoires et
parler d’' événements presgue impossibles ou presgue certains.

D’un point de vue conceptuel, il est cependant important de se souvenir que ces ensembles infinis sont des
constructions mathématiques obtenues par passage a lalimite sur des ensemblesfinis. Le langage mathématique
associé a ces ensembles permet d’ écrire de fagon synthétique des propriétés qui sont vraies pour les ensembles
finiset qui lerestent lors du passagealalimite. Mais, celangage ne doit pas changer la signification de propriétés,
ni nousinduire en erreur.

D’un point de vue pratique, on peut donc adopter le point de vue que le monde tel qu'il est accessible a
I’ expérimentation physique est essentiellement fini (c'est d’ailleurs évident en ce qui concerne le monde de
I"'informatique digitale). On pourrait donc parfaitement justifier une approche qui consisterait a dével opper les
théories sur base de modélisations par ensemblesfinis, et qui expliciterait les passages alalimite sur les résultats
plutdt que sur les concepts de départ. On pourrait alors se débarasser des difficultés engendrées par I’ analyse
moderne (calcul infinitésimal, théorie de lamesure, des distributions. . .) au prix d’ unelourdeur d’ &criture accrue
(et souvent excessive) d' un certain nombre de propriétés et de raisonnements.

Nous pensonsquel’ utilisation del’ analyse classique est un outil mathématique qui est non seulement intéressant
du point de vue conceptuel, mais également justifié par son caractére opérationnel. Cependant, la compréhension
des principes de base importants dans |e domaine du calcul de probabilités peut par contre trés bien se faire sans
y faire appel atour de bras. En clair, nous suggérons aux étudiants d’ effectuer leurs raisonnements dans le cadre
d universfinis, afin de bien assimiler la signification mathématique et physique des principales notions. Unefois
bien maitrisé le cas fini, ils pourront ensuite se poser la question de savoir ce qui se passe lors du passage a la
limite.

3.3 ELEMENTS DE BASE DU CALCUL DE PROBABILITES

3.3.1 Loi de probabilité conditionnelle

Partons d'un espace probabilisé (€2, £, P(+)), &t supposons qu’un événement B soit réalisé, par exemple parce
gu’ une observation le confirme ou simplement & titre hypothétique.

Cherchons a savoir ce que devient alors la probabilité qu’ un événement A quelcongue soit également réalisé
sous cette hypothése. Nous allons noter cette quantité par P(A|B).

Si A et B sont incompatiblesil est clair que A devient impossible et P(A|B) = 0. Par contre,si AN B #
(), alors la réalisation de A est compatible avec notre hypothése, mais seulement les éléments de A qui sont
également dans B nousintéressent. Si A N B = B alors nous sommes certains que A seréalisera: P(A|B) =1
dans ce cas. Tout se passe donc comme si nous avions restreint notre univers al’ événement B et que nous Nous
intéressions uniquement aux probabilités relatives des parties des événements situées dans B.

4C est-a-dire le o-algebre de tous les ensembles qui peuvent s exprimer sousla forme d’ une union ou d’ une intersection finie ou denombrable
de semi-intervalles. On appelle cet algébre la tribu Borelienne.
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Définition : loi de probabilité conditionnelle

Nous supposerons que B est de probabilité non-nulle (dans le cas fini il est ridicule d’ envisager qu'un
événement de probabilité nulle se soit réalisé), et nous définissons la probabilité conditionnelle de A
sachant que B est réalisé par

~ P(ANB)

Notonsque A D B = P(A|B) = 1, mais (attention) la réciproque est fausse!
Il s’agit bien d’une loi de probabilité. En effet, elle vérifie les axiomes de Kolmogorov puisgue :
m A/ Be& = ANB e etdonc P(A|B) est bien définiesur £.
s P(A|B) > 0.
m ANBCB= P(ANB) < P(B) = P(A|B) < 1.
s P(Q|B) =1 (trivid).

m P(,Ai|B) = P((Ué(%))mB) = 2 Aon) s, BAOB) — s~ p(4,|B), car s les A; sont incompa-

P(B)
tiblesles A; N B le sont également.

3.3.2 Notion d’'indépendance d’événements

Définition ;: événementsindépendants
On dit que A est indépendant de B si P(A|B) = P(A), C'est-a-dires lefait de savoir que B est réalisé
ne change en rien la probabilité de A. On utilise souvent la notation

ALB (3.2)

pour indiquer que A est indépendant de B.

Si P(B) €]0, 1], ona A indépendant de B si, et seulement si, P(A|B) = P(A|-B).
Suggestion : calculer alors P(A) par le théoreme des probabilitéstotales.

Définition : indépendance conditionnelle

Soient A, B, C troisévénements, et P(C') # 0. Alors, ondit que A est indépendant de B conditionnelle-
ment a C, que I’ on note par
A1l B|C (3.3

s P(A|BNC) = P(A|0).

Notons que

s P(AN(BNC)) _P((ANB)NC) P(C) _ P(ANBIC)
PABNO) =—Fgae) ~— P)  PBnG) BB

L' indépendance conditionnellede deux événementsest donc équivalenteal’ indépendance des ces deux événements
vis-a-visdelaloi conditionnelle P(-|C).
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Discussion. |l estimportant de remarquer quelaloi de probabilité conditionnelle est bien dé&finie sur I’ algébre
de départ £, et ceci bien que ses valeurs ne dépendent en fait que de probabilités de sous-ensembles de B.

Pour deux événements donnés A et B non indépendants on peut avoir soit P(A|B) < P(A) ou P(A|B) >
P(A). Un événement peut donc devenir plus ou moins certain lorsqu’ on dispose d'informations nouvelles. B

Danslecasd ununiversfini tousles événements possibles sont de probabilité strictement positive, et dé&finissent
par conséquent une loi de probabilité conditionnelle. Nous avons déja illustré un cas d' universinfini, ou le fait
gu’ un événement se réalise n'implique pas nécessairement que sa probabilité a priori soit non-nulle; il est alors
nécessaire de recourir aun artifice pour dé&finir la notion de probabilité conditionnellevis-a-vis detels événements
(passage alalimite).

3.3.3 Sur la notion d’indépendance

La notion d’'indépendance est une notion centrale en théorie des probabilités. Aussi alons nous détailler les
diverses propriétés immédiates qui découlent de sa définition. Nous supposerons ci-dessous que P(A) €]0, 1]
(resp. P(B) €]0, 1]), et dansle cas contraire nous dirons que A (resp. B) est un événement trivial. Nous laissons
au lecteur le soin de vérifier dans quels cas (et comment) ces conditions peuvent étre relaxées a des événements
triviaux.

Propriétés positives. Nous demandons au lecteur de démontrer, & titre d' exercice immédiat, celles parmi
les propriétés suivantes dont nous ne donnons pas la preuve.

= () est indépendant de tout autre événement.

= Un événement de probabilité nulle est indépendant de tout autre événement :
P(A)=0= P(ANB)=0= P(A|B) =0.

= Tout événement est indépendant de Q.

= Tout événement est indépendant de tout événement certain :
P(A) =1= P(ANB) = P(B) etdonc P(B|A) = P(B).

= “Aindépendantde B” < P(AN B) = P(A)P(B)
(conséquence directe de la définition).

m “ A indépendant de B” = “ B indépendant de A”.

= “ A indépendant de B” = “—A indépendant de B”.
= “ A indépendant de B” = “ A indépendant de —B".
= “ A indépendant de B” = “—A indépendant de ~B”.

On peut donc utiliser en lieu et place de la définition de I’ indépendance la définition suivante.

Définition alternative de I'indépendance. Deux événements A et B sont indépendantssi P(ANB) =
P(A)P(B).

Il est & noter que cette définition peut &tre étendue au cas ot P(A) et/ou P(B) sont nulles, la propriété étant
trivialement vérifiée dans ce cas (car P(A N B) < min{P(A), P(B)}).

Propriétés négatives. L’'assimilation de celles-ci sont aussi importantes pour la bonne compréhension de
la notion d'indépendance.

Remarquons tout d’abord que des événements indépendants pour une loi de probabilité donnée peuvent trés

bien étre non indépendants pour une autre loi de probabilité. En d'autres mots, la propriété d’indépendance
dépend bien du choix delaloi de probabilité et pas seulement des propriétés ensemblistes.

5Cependant, dans le cours de théorie de I’ information on montrera qu’ en moyenne I’ incertitude concernant une expérience aléatoire diminue,
lorsqu’ on utilise de I'information complémentaire.
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Nous suggérons au lecteur de chercher des contre-exemples pour démontrer les propriétés négatives suivantes.

= Un événement quelcongque non trivial n’ est jamais indépendant de lui-méme!

= A indépendant de B et B indépendant de C' A A indépendant de C
(suggestion : prendre A et B non-triviaux indépendantset C' = A).

m A dépendant de B et B dépendant de C' A A dépendant de C
(suggestion : prendre A et C' indépendants, et B = AN C nontrivial.)

= A indépendant de B # A indépendant de B conditionnellementa C

(suggestion : prendre comme exemplele double” pileou face” avec une pi ece équilibrée, comme événements
A “faceau premier lancer” , B “face au second lancer” , C' “ mémeissue aux deux lancers”).

Indépendance mutuelle. On peut éendreladeuxiemedéfinitiondel’ indépendanceau cas den événements.
Ondiraquelesévénements Ay, A,, ..., A, sont mutuellement indépendantssi pour toute partie I del’ensemble

desindicesdlantdel anona:
P (ﬂ Az-) =[] P(4). (3.4)
I I

Il est important de noter que I’ indépendance mutuelle est une condition plus forte que I'indépendance deux a
deux.

Pour s'en convaincreil suffit de reconsidérer notre double lancer de pile ou face ci-dessus. Dans cet exemple
on aeneffet, A indépendant de B, B indépendantde C, et C indépendant de A, alorsque C n’ est pasindépendant
de AN B.

Autres formules utiles.

P(ANBNC) = P(A|BNC)P(B|C)P(C) (35)

P(AN B|C) = P(A|C)P(B|C N A) (3.6)

Notations. Dans la suite nous utiliserons de fagon interchangeable les notations suivantes pour désigner
I’ occurence simultanée de plusieurs événements:

= A;NAsN...NA, : lanotation ensembliste (oninsiste sur lefait queles A ; sont vus comme des ensembles).

m A, AAs Ao A A, lanotation logique (on insiste sur le fait que les A; sont vus comme des formules
logiques).

m Ay, As,. .., Ay, notation indifférente (plus [égere).

3.3.4 Formules de Bayes

Lesformulesde Bayes permettent d’ exprimer P(A) et P(B|A) enfonctionde P(A|B) et P(B). Elless énoncent
comme suit

Premiére formule de Bayes
P(A|B)P(B)

P(BIA) = =55

(3.7)
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Théor eme des probabilitéstotales

Si B = {B,Bs,...,B,} est un systeme complet d’'événements non triviaux alors le théoreme des
probabilités totales peut s écrire sous la forme suivante

P(4) = P(AB)P(B)) (338)

Théoreme sur la“ probabilité des causes’ (deuxieme formule de Bayes)

_ P(A|B;)P(B;)

Cette derniere formule permet de calculer les probabilités des causes possibles d’ un événement sachant qu’ une
conséguence s est réalisée, connaissant la probabilité de cette derniére sous I hypothese de chague cause et con-
naissant |a probabilité des causes a priori.

Il ne faut pas confondre la (ou les) for mules Bayes avec la notion de r egle de Bayes utilisée en théorie dela
décision. La regle de Bayes est une régle de décision qui minimise une probabilité d’erreurs. Nous en verrons
des exemples plus loin dans ce cours.

Discussion. Le théoréme de Bayes (on donne souvent le nom de théoréme de Bayes aux deux formules de
Bayes) joue un rdle tres important dans le cadre du calcul des probabilités. 11 sert de fondement au rai sonnement
incertain probabiliste et est ala base de toute une branche de |a statistique appel ée statistique bayesienne.

Il permet de remettre ajour les probabilités d un certain nombre d aternatives B ; en fonction d'informations
nouvelles (lefait que A soit réalisé). On utilise souvent le terme de probabilitésa priori pour désigner les P(B;)
et le terme de probabilités a posteriori pour désigner les P(B;|A).

Par exemple, dans le cadre du diagnostic médical cette formule permet & un médecin de remettre a jour la
plausibilité de certaines mal adies (désignées par les B;) apartir des symptdmes observés (désignés conj ointement
par A), partant d’une connaissance de la probabilité a priori d’ observer les différentes maladies (obtenues par
exemple en effectuant des statistiques) et une connaissance des probabilités d’ observer les symptémes A pour
chacune de ces maladies (obtenues également par application de méthodes statistiques). 1l s' agit d’ une extension
de lalogique classique au raisonnement plausible.

3.4 ESPACE PRODUIT

Nous introdui sons ci-dessous quel ques notions et terminologies qui seront utilisées et illustrées plusloin, notam-
ment dans |e cadre des variables aléatoires.

3.4.1 Définition

Etant donné un nombre fini d’ espaces probabilisés (25, &;, Pi(+)) (i = 1,...,n) on peut définir un espace proba-
bilisé produit (2, £, P(-)) obtenu de lamaniére suivante :

B Q=0 x...xQ,, (produit cartésien).

m &= {A: U]AJ C Q|\V/j,v1 = 1,2,...,71,3/11'7]' S gz ZAJ' :AL]' X ... X ATLJ'}’
(extension des événements par produit cartésien et union dénombrable, ol on peut exiger sans perte de
généralité queles A ; soient digjoints)

= P(A) =3, P(4)) et P(A;) =[], Pi(4;,;) (factorisation de laloi de probabilités).
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(Q2,82 = {0,31,32,92},P2('))

G1
P(G4) = Py(As)Ps(By) N (= x 02, & = &1 % Ea, P("))
P(G1UG2UG3): By \
P (A1)P2 (Bl U Bz) + P (Az)Pg (Bg) > G4
N
B \
1N \JH
G2
A A, (Ql,gl :{07141’142’91}’})1(‘))
Figure 3.1.  Espace probabilisé produit de deux espace binaires

On peut se convaincre que cette définition conduit bien a un espace probabilise. On diraque les Q ; sont les
axes “orthogonaux” del’ espace produit et on parleradelaprojection d un événement A sur les axes pour désigner
les A;, et d événementsparallélesaunaxei si A; = ;.

LafigureB.dillustrelaconstruction d’ un espace produit a partir de deux espaces probabilisés de départ binaires
(seulement deux événements non-triviaux dans le o-algebre). On voit que le o-algebre produit comprend les 4
événements de base décrits sur la figure. Ces derniers forment un systeme complet d' événements tel que tout
événement de |’ espace produit puisse s écrire sous la forme d' une union de ces éléments (on parle d’ une base).
Voici les 16 (= 2*) événements de |’ espace produit

Go =0 .
Gi = (A1,B1) (= P(G1) = Pi(A1)P(B1)) gs - g2 823 S
Gy = (A1,B2) (= P(Gz) = Po(41)Po(By)) Gio = G:UG,

Gy = (A2,B2) (= P(Gs) = Pi(4:)Ps(B2)) Cn = GLUGUG

Gy = (4,B)) (= P(G4A) = P1(A;) P2(B1)) GE _ Gi U Gi U Gi

Gs = G1UG: =(41,Q) Z Ay Gizs = GiUG3UG,

Gs = G3UGy = (A5,0) = A, Gis = GaUG3UGy

G; = G1UG4—(Q1,B1)éB1 Gis = GLUGUG3UGy=Q

oulesévénements G5, G sont pardlélesal’ axe Q; et G7, Gg sont parallélesal’ axe2;. On pourrase convaincre
gue dans I’ espace produit les événements Gs = G; U G5 et G; = G1 U G4 sont indépendants. En effet on a
P(Gs) = Pi(A1)P2(22) = P1(41) €t P(Gr) = P2(B1)Pi (1) = P>(Bi). D’autrepart, ona P(Gs N Gr) =
P(G1) = Pi(A1)Py(By).

Plus généralement, il est vrai que si deux événements d’un espace produit sont paralléles a des ensembles
d’ axescomplémentaires, ils sont indépendants. En d’ autrestermes, si un premier événement ne spécifie rien selon
un certain nombres d' axes, aors le fait de savoir qu’ un second événement qui ne spécifie que de I'information
relative a ces axes soit réalisé ne fournit aucune information sur le premier événement.

3.4.2 Séries d’épreuves identiques et indépendantes

Un cas particulierement intéressant en pratique d' espace produit est celui ou tous les (2 ;, &;, P;(+)) sont iden-
tiques. Un tel type d espace produit permet de modéliser les séries d épreuves identiques et indépendantes,
rencontrées en théorie de I’ échantillonnage et ala base des stati stiques.

3.4.3 Factorisation

Danscertainscasil est possible de factoriser un espace de départ en effectuant I’ opération inverse, ¢’ est-a-dire de
I’ écrire sous laforme du produit cartésien d’ espaces indépendants (non nécessairement i dentiques).
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Figure 3.2.  Variable aléatoire

(Suggestion : partir d' un espace fini dont on suppose que I'algébre est engendré par deux événements
indépendants A et B, et montrer qu’il peut se factoriser en deux axes correspondant a ces événements.)

3.4.4 Marginalisation

Partant d’un espace produit, il est possible de reconstituer les espaces produits correspondant a certains de ces
axes par une opération de projection. En calcul de probabilité on dit qu’ on “marginalise” les autres axes. Notons
gue cette opération peut s effectuer sur un espace produit dont laloi de probabilité n’ est pas factorisable.

3.5 VARIABLES ALEATOIRES
3.5.1 Définition générale

Soient un espace probabilise (2, £, P(-)) dedépart et un universQ’ de destination muni d’ un algebre d’ événements
&'. Unefonction f(-) de Q dans Q' est une variable aléatoire si elle possede |a propriété suivante :

vA' e & (A e, (3.10)

ou f~1(A’) désigne {w € Q|f(w) € A'}. Ondit dorsquelafonction f(-) est (£, £’)-mesurable, ou simplement
mesurable si aucune confusion sur les o-algebres n' est possible.

Si cette propriété (peu restrictive en pratique) est vérifiée alorslavariable aléatoireinduit une loi de probabilité
sur (2, &) définie de la maniére suivante:

P(A') =P (f~'(A"). (3.12)

Une variable aléatoire est donc une fonction définie sur un espace probabilise qui est compatible avec les
algebres d’ événements définis dans son espace d’ origine et de destination, et qui induit donc uneloi de probabilité
sur I’ espace de destination & partir de la loi de probabilité dé&finie sur I' espace de départ. (Suggestion : montrer
gue cette loi vérifie bien les axiomes de Kolmogorov.)

Notons d’ emblée que si les deux univers sont finis et munis des algebres maximaux (et méme si seulement
I’ espace de départ vérifie cette proprié&té), alors toute fonction de 2 dans Q' est une variable aléatoire.

Par conséquent, si nous avons pris la précaution de formuler les restrictions ci-dessus, ¢’ est que nous voulons
pouvoir appliquer le concept de variable aléatoire dans des situations ol I espace de départ est infini (p.ex. Q =
RP).

LafigureB.2 représente schématiquement la notion de variable aléatoire.

Interprétation. |l est & noter que toute fonction de 2 dans Q' induit & partir de £’ un nouvel agebre
d’ événementssur |’ espace de départ 2. (Nous suggéronsau lecteur de s en convaincreen montrant quel’ ensemble
des partiesde 2 qui peuvent s écriresouslaforme f~1(A') avec A’ € £’ estunc-algébresi £’ est un o-algébre.)



Figure 3.3.  Variable aléatoire composée

Le sens profond de la condition (310) est donc que I’ algeébre des événements induit par la fonction f(-) a
partir de £’ sur Q doit étre inclus dans I’ algébre sur lequel la loi de probabilité P(-) est connue. Donc, une
variable aéatoire a pour effet de remplacer I’algébre £ par I'algébre f ~1(£’) qui contient en général moins de
sous-ensembles que £. Elle opére donc sur un espace probabilisé en condensant I’ information dont on disposait
au départ en une information plus grossiére.

Il s'agit bien la du sens physique profond de la notion de variable aéatoire : |’ observation d’une variable
aléatoire fournit une information généralement partielle sur les événements de I’ univers de départ.

En résumé, une variable aléatoire transpose une loi de probabilité d'un espace de départ vers un espace de
destination et elle transpose une structure d’ algebre de I’ espace de destination vers |’ espace de départ.

3.5.2 Fonction d'une variable aléatoire

Soit une variable aléatoire X avaleursdans 2’ défini par une fonction f(-), et une certaine fonction ¢(-) définie
sur Q' et Avaleursdans Q”'. Alors, si ¢(+) ale statut de variable aléatoire sur Q' (compatibilitede £’ et £"), la
fonction composée ¢ o f(-) = ¢(f(-)) définit également unev.a. sur Q (voir figure B.3).

Nous verrons ci-dessous le cas particulierement intéressant en pratique ou les deux fonctions sont des v.a.
réelles.

3.5.3 Variable aléatoire discrete

Une variable aéatoire est discréte si I'ensemble de ses valeurs possibles est fini. Une telle variable aéatoire
définit un systéme complet d’ événements mutuellement exclusifs; en fait elle est équivalente a la donnée d’'un
systeme complet d’ événements discrets. Aussi nous ne distinguerons plus dans la suite ces deux notions. Notons
ques I'espace ) est fini, alors toute variable aléatoire est nécessairement discrete.

On utiliseracommunément la notation X = {X,..., X},Y = {Y1,...,Y;},... pour désigner I’ensemble
des valeurs possibles de telles variables al éatoires, et par extension la variable aléatoire elle-méme sera désignée
par X'(-) ousimplement X

D’ autre part, nous assimilerons dans nos notationsles valeurs prises par lavariable a éatoire avec | es événements
(sous-ensembles de ) qui leur correspondent. Par exemple la notation P(X ;) désignera la probabilité de
{we : X¥(w) =X}

Enfin, pour alléger nos écritures nous utiliserons dans lamesure du possiblelanotation P(X) aulieude P »(+)
pour désigner laloi de probabilité induite par une variable al éatoire discrete.

Lafigure[34lillustre la maniére dont une variable aléatoire discréte induit un systéme complet d’ événements
sur 2.

Remarque. Dans la littérature on désigne souvent par variable al éatoire discréte une v.a. pouvant prendre un
nombre dénombrable (éventuellement infini) de valeurs. Comme nous ne nous int éresserons que tres marginal e-
ment au cas particulier infini, nous sous-entendrons (sauf mention explicite du contraire) que la variable discr ete
est aussi finie,
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0,& P() Q=X={X1,....,.X.},§ =2%,P(X)

Figure 3.4.  Variable aléatoire discréte

F(z)
1 -
—l)
—
= - L
X1 Xo X3 Xa z

Figure 3.5.  Fonction de répartition d'un v.a. réelle discréte

3.5.4 Variables aléatoires réelles

Une v.a est dite réellesi Q' = R. Elle peut étre discrete ou non. Evidemment si Q est fini, elle sera
nécessairement discréte.

3.5.4.1 Fonction de répartition. Par dé&finition, la fonction de répartition F'» d'unev.a. réelle X’ est une
fonction de R dans [0, 1] définie par

Elle peut donc en principe avoir des discontinuités (adroite), si certaines des valeurs sont de probabilité non-nulle.
Elle est monotonément croissante, et F'(—oo) = 0 et F(+o0) = 1.

Cette fonction caractérise la variable aléatoire et permet de calculer |a probabilité de tout intervalle de R par
P(a < X <b) = F(b) — F(a). (3.13)

Remarque. On peut tout aussi bien définir la fonction de répartition de facon a ce qu'’elle soit continue a
droite, on a alors
F'(z) = P(] — 00, x)). (3.14)
C’est la convention qu’ on trouve généralement dans |a littérature anglo-saxonne.

Lorsguelav.a. réelle est aussi discréte, il n'y aqu’un nombrefini de pointsde R de probabilité non-nulle. La
fonction de répartition prend alors |’ alure indiquée alafigure [3.5.

3.5.4.2 Variable aléatoire (réelle) continue. Une variable aléstoire est dite continues'il existe une fonc-
tion f(-) (appelée densité de probabilités) définie sur R tellequeVa < bona

b
P(Ja,b]) = P([a,b]) = P([a,b]) = P(]a,b]) = / f(z)de. (3.19)

Dans ce cas, F'(-) est dérivable (et donc continue) et admet f(-) comme dérivée. Par conséquent, f(-) est
positive et d'intégrale sur R égale a 1. Lafigure représente graphiquement la fonction de répartition de ce
type de variable aléatoire.
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F(z)
1
Figure 3.6.  Fonction de répartition d'un v.a. réelle continue
F(z)
f(=)

EAEn

Figure 3.7.  Fonction de réparition et distribution de probabilité

Il est évident qu’ une variable aléatoire peut n’'&tre ni discréte, ni continue. Elle ne peut cependant qu’ avoir au
plus un nombre dénombrable de points de discontinuité.

Dans la suite nous utiliserons la notation X ~ f(z) pour indiquer qu'une v.a. suit la densité de probabilités

().

3.5.4.3 Cas général. Dans le cas général on peut séparer lav.a. réelle en la somme d' une composante
continue et d’ une composante di scretefi.

Notons qu’on peut dans le cas général aussi faire appel ala théorie des distributions pour définir cette fois
la densité comme une distribution qui s écrit sous la forme d’ une combinaison linéraire d' une fonction et d’ une
série d' impulsions de Dirac. Cette situation est schématisée graphiquement alafigure

3.5.5 Indépendance de variables aléatoires

Deux variables aléatoires X’ et ) définies sur un méme espace probabilisé sont indépendantes si et seulement s,
VA e Ex,VB € £y ona

P(X7H(A)nY~H(B)) = P(XTH(A)P(Y™'(B)). (3.16)

6En toute généralité, on peut montrer que toute fonction de répartition peut se décomposer en une somme de trois termes (F(z) = E(z) +
F4(z) + Fs(z)) tels que F.. soit absolument continue (continue et dérivable), F; est discréte, et F; (composante singuliére) est continue
mais ne possede pas de dérivée. Nous supposons que F; = 0.
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En d’ autrestermes, laloi induite par lav.a. XY () = (X(-), Y(+)) sur I’espace produit 2 » x Qy, est factoris-
able, etona
Pxy = PxPy. (3.17)

Dansle cas ou les variables aléatoires sont réelles cette condition se traduit par

H(z,y) EP(X <z AY <y) = F(z)G(y), (3.18)

ou F'(-) et G(-) sont les fonctions de répartition respectivement de X’ et Y. Si de plus X et Y admettent les
densités f(-) et g(+), dorsil en est de méme pour le couple, dont la densité est le produit :

h(z,y) = f(x)g(y)-

Notons que nous pouvons étendre ces notions et propriétés par induction au cas d’ un nombre fini quelconque
dev.a. On parle alors de vecteurs aléatoires et le cas particulier intéressant est celui ou celui-ci appartient aR?.

Dans le cas de deux variables aléatoires discretes ¥ = {X4,..., Xy} et Y = {Y3,...,Y;} on peut se conva-
incre que la condition ci-dessus est équivalente a

Vi,j : P(Xi,Y;) = P(X3)P(Yj). (3.19)

Plusgénéralement, unensembledevariablesaléatoiresdiscrétes ¥ ' = {X{,..., X}, }, X% = {X7,..., X%},
o XP ={X7,..., X{,} sont mutuellement indépendantes si et seulement si on a

Vil i?,... % : P(X4,X2,...,X5) = P(XL)P(X2)--- P(X}), (3.20)
condition qu’ on écrit de maniére plus synthétique sous laforme
P(XY, X%, XP) = P(X')P(X?)-.. P(X?P), (3.21)

ou la notation signifie que les variables aléatoires en argument peuvent &tre remplacées par une quelconque
combinaison de leurs valeurs possibles.

3.5.6 Espérance mathématique

Pour une variable réelle aléatoire discréte on définit I’ espérance mathématique (on dit aussi sa moyenne) par

k
E{X} =) XiP(X). (3.22)

i=1

Notons que dans le cas fini cette grandeur existe toujours. Dans le cas infini (dénombrable) il est facile de
construire des exemples tels que cette série ne converge pas.

Pour une variable continue on a

B{X} = f 2f(2)da. (323)

R

Dans e cas plus généra on peut combiner les deux formules. L’ écriture générale est alors la suivante
Ep{X} = / X (w)dP(w), (3.24)
Q
ou le dP indique que I'intégrale est prise par rapport ala mesure P définie sur I’ espace de départ 2, ce qui est
équivalent a

E{X} = / zdPx (z), (3.25)

R

ou le dPy indique quel’intégrale est prise par rapport ala mesure induite sur I’ espace d arrivée.

Il faut souligner, méme si c'est évident, que I'intégrale n’est pas toujours définie. |l existe des densités de
probabilités continues pour lesquelles |’ espérance mathématique n’ est pas définie.
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Par exemple, la distribution de Cauchy

1
f(z) = A1) (3.26)

n’ admet pas d’ espérance.
Cependant, toute fonction continue et a support compact &tant intégrable, toute variable aléatoire réelle con-
tinue et bornée admet une espérance mathématique.

L’ espérance mathématique d’ unefonction (¢(-) : R — R) est définie par

Ep{g(¥)} = /Q H(X ())dP(w), (3.27)

et dansle cas continuon a

Ep{p(X)} = / b(2)f () de. (3.28)

Cas particuliers:

=

. Fonction constante (¢(z) = a) : E{¢} = a.
2. Fonctionlinéaire (¢(z) = az + b) : E{¢} = aE{X} +b.
3. Sommededeux v.a (¢(z,y) =z +y): E{¢} = E{X} + E{V}.

4. Produit dedeux v.a (¢(z,y) = zy) :

Y} = [ oydPey(e.).

Lorsque X et Y sont indépendantes, lamesured Py (z, y) sefactoriseet I' intégral e double peut se décomposer
en produit des deux intégrales simples :

B2} = [ wdPr(o) [ yiPyly) = B} ED).
R R
Laréciproquen’est pasvraie.

3.5.7 Variance et écart-type
Lorsgue |’ espérance existe, lavariance est définie par

V{X} = 0% = E{(X —m)?}, (3.29)
lorsque cette grandeur existe, ou m = E{X'}.

L’ écart-type est laracine carrée o de la variance.

Propriétés de la variance. Ona
E{(X - a)’} = V{X} + (E{X} - a)?, (3.30)

et par conséquent, la variance est la valeur minimale de E{(X — a)2}, et lavaleur a = E{X} minimise
I’expression E{(X — a)?}. Cette propriété est exploitée trés largement en statistiques, dans le domaine de
I estimation au sens des moindres carrés.

On en déduit, en prenant a = 0 que

V{x} = E{X?} - (E{Xx}). (331
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L’ espérance et I’ écart-type sont reliés par I’ inégalité de Bienaymé-Tchebyshev :

0.2

P(X - E{x}>e<Z (3.32)

)
€2

dont on déduit quesi o = 0 lav.a. est presque slirement égale a sa moyenne, ¢’ est-a-dire constante. La variance
mesure donc bien le caractére aléatoire d’' unev.a

Par ailleurs, on a
m V{X+a}=V{x}.
m V{aX} =a?V{x}.
n V{X + Y} =V{Xx}+V{Y}+2cov{X, Y}, ol

cov{X, ¥} 2 E{(X - B{X})(¥ - E{¥})} = B{xV} - E{X}E{)}

désigne la covariance.
Si lesv.a. sont indépendantes, on acov{Xx’, Y} = 0 et donc

V{X +Y}=V{x}+V{V}

Laréciproquen’est pas vraie.

3.5.8 Inégalité de Jensen

S ¢(-) est une fonction convexe (voir cours oral, pour la définition de la convexité), et si X' est unev.a. réelle,
alors

Ep{¢(X)} > ¢(Ep{X}), (3.33)

et si lafonction est strictement convexe, alors|’ égalitéimplique X = cnste, sauf éventuellement sur un ensemble
de probabilité nulle.

Cetteinégalitéest tres pratique dansle contexted’ un certain nombre de demonstrationsen théorie del’ informa:
tion et dans le domaine des processus al éatoires.

3.6 COUPLES DE V.A. ET CONDITIONNEMENT

Dans cette section on se focaliseraen premiére lecture sur les sections B.6.Tlet B.6.3

3.6.1 Cas discret

Nous étudionsici les couplesdev.a. (X, Y) telsque X et Y prennent leurs valeurs dans un ensemblefini désigné
respectivement par X = {X4,..., Xy} ety = {Y1,...,Y;} munisdeleur o —agebre maximal. Dans cecas, le
couple prend ses valeursdans X' x ) muni du o —algebre produit, qui est également maximal. On suppose que
lafonction ainsi induitede 2 — X x Y est bien £-mesurable.

3.6.1.1 Lois associées.

Loi (con)jointe. Laloi deprobabilitédu couple Py y est déterminée complétement par la connaissance des
kl nombres

Di,j = P(X =X;In[Y=Y;]) = P(X;,Y;),Vi=1,...,k,Vj=1,...,L (3.39)

Onabiensir 3%, ™0 pij = L.
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i - Y, - Y
X1
X; Di,j Di,
Xk
| P.j

Figure 3.8.  Table de contingences

Lois marginales. Laloi marginalede X est évidemment

l
A
j=1
Deméme, laloi marginalede Y est
A k
=PV =X;)=> pij. (3.36)
=1

On représente souvent un couple de v.a. al’ aide d’ une table de contingences, telle qu'illustrée alafigure [3.8.

Lois conditionnelles. Laloi conditionnellede X’ connaissant Y est définie par

A i,
px;|y; = P(X = X;|Y =Y)) = %, (3.37)
=]
et cellede Y connaissant X' par
A i,
py,ix. 2 P(Y =Yj|X¥ = X;) = %. (3.38)
-

3.6.1.2 Moments conditionnels.
Supposons que ) soit une v.a. réelle (ou éventuellement complexe).

Espérance conditionnelle. Alorson définit I’ espérance conditionnellede Y par
A l
E{Y|X} =) Ypyx- (3.39)
j=1
E{Y|X} est donc une fonction (réelle ol complexe) de X. Cette fonction s appelle fonction der égression

deY en X. Comme X est une v.a. cette fonction définit une v.a. réelle ou complexe. Cette variable aléatoire
présente un certain nombre de propriétés remarquables que nous allons énumérer.

En premier lieu elle est linéaire (il s agit d’ une espérance). Donc,
E{Y, + Y2|X} = E{)1|X} + E{)»|X}. (3.40)
Mais surtout, elle satisfait au théoréme de I’ espérance totale:

E{E{Y|X}} = E{)}. (341)
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En effet, on peut calculer son espérance mathématique ce qui donne

k l
E{E{Y|X}} = Y pi. Y Vipyx (3.42)
i=1 =1
l k
= ZYJZPi,-pyj\Xi (3.43)
j=1 =1
l
= Y Y, (3.44)
j=1

Variance conditionnelle. On définit similairement la variance conditionnelle comme unev.a. qui prend la
valeur

v{yxy 2 B{(y - By} |x ). (3.45)
On alethéoremedelavariancetotale qui s écrit comme suit :

V{¥} = E{V{Y|X}} + V{E{Y|X}}. (3.46)

3.6.2 Variables continues

3.6.2.1 Une des deux variables est continue. On peut directement &tendre ce qui précéde au cas ou Y
est une variable continue en remplagant les probabilités par des fonctions de répartition ou des densités. On note

Gy|X:) £ P(Y < y|¥ = X,). (347)

Lafonction de répartition marginale s écrit alors
A k
G(y) = pi-GylX;) (3.48)
i=1
qui dérivée terme aterme donnela densité marginale
A k
9W) = pi.gylXi). (3.49)
=1

Lesthéorémes de |’ espérance et de la variance total es restent également d’ application.
On peut également écrire

P
P(X = 2|y <y) = % (3.50)
mai s NoUS Ne pouvons pas pour le moment écrire
P
P(X =aly=y) = 79(3";()1/) (=) (3.51)

carY = y est un événement de probabilité nulle par rapport auquel on ne peut pas en principe conditionner. Nous
allonsindiquer ci-dessous sous quelles conditions un conditionnement de ce type est permis.

3.6.2.2 Cas le plus général. Nous référons le lecteur intéressé par les conditions d’ existence de mesures
de probabilités conditionnelles vis-a-vis d’ événements de probabilité nulle a [ Bil79] et a [ [Sap90] pour une
discussion desimplications en terme de conditionnement vis-a-vis de v.a. quelconques.

On peut résumer la situation de la maniére suivante : si ) est une variable aléatoire réelle, et s X' est une
variable aléatoire soit discréte, soit avaleursdans R?, dorsil est permis de conditionner 2 et donc Y par rapport
aX localement. Deplus, si E{Y} existedorsil existe unev.a aléatoire " espérance conditionnelle” qui satisfait
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au théoréme de I’ espérance totale. Enfin, si V{)} existe aussi aors cette v.a. satisfait aussi au théoréme de la
variance totale.

Enfin, les formules de conditionnement des densités s obtiennent par analogie au cas discret.
En particulier on a

g(ylz) = h}fg) (352)
EDM}Z/QMMM@ (353

et laformule de Bayes
glole) = LI, (354)

3.6.3 lllustration

Un exemple pratique important ot on considére les dépendances entre variables continues et discrétes est fourni
par lathéorie de ladécision, qui intervient dans les problémes de classification en apprentissage automatique, et
également dans | es problemes de transmission de données numériques al’ aide de signaux anal ogiques.

Prenons par exemple, e probleme de I’ allocation de crédit bancaire qui se raméne a celui de I’ éude des
relations entre variables numériques et supposées continues (montant du crédit souhaité, niveau de salaire, en-
dettement, age ...) et discrétes décrivant la situation financiére et sociale d’ un demandeur de crédit (état civil,
propriétaire, statut professionnel...), et la décision optimale d’ une banque (Accord ou non du crédit).

Du point devue du banquier non altruiste, ladécision optimaleest en |’ occurencecelle qui maximisel’ espérance
mathématique du bénéfice de la banque. Si le crédit est accordé, ce bénéfice dépendradu fait que le demandeur
sera capable de rembourser les mensualités ou non. Si le crédit n’est pas accordé, le bénéfice est nul. Le banquier
fera donc appel a un logiciel qui déterminera, sur base des informations fournies par le demandeur, la proba-
bilité de remboursement complet du crédit (disons P(R = V|Z), ou R désigne une variable qui vaut V' s'il
y aremboursement et F' sinon, et Z symbolise les informations propres au demandeur), a partir de laquelle on
pourra déterminer I’ espérance mathématique du bénéfice par la formule de I’ espérance totale (conditionnée par
I"information fournie par le demandeur)

E{B|ZI} = E{BI[R=V,I}P(R =V|I)+ E{B|R = F,Z}P(R = F|7I). (3.55)
Dans cette formule, on a évidemment
P(R=F|I)=1-P(R=V|I),

et le chiffre E{B|R = V,Z} correspond au gain de la banque calculé au moyen de formules d’ actualisation
tenant compte des conditions du crédit (intérét, type de remboursement, .. .), du colit de |’ argent immobilisé que
la banque doit assumer, et est évidemment proportionnel au montant du crédit. D’ autre part, le terme E{B|R =
F,T} est quant alui un “bénéfice” negatif.

Par conséquent, le crédit sera alloué si

—E{BIR = F,T}

E{B|I} >0& P(R=VI|I) > E{B|R =V,I} — E{B|R = F,I}’

(3.56)

et le probléme se raméne donc essentiellement au calcul de P(R = V|Z) et alacomparaison de celle-ci aun cer-
tain seuil, R étant une variable discrete et Z un ensemble de variables généralement mixtes discretes/continues.
Nous verrons au cours d’ apprentissage automatique que les méthodes utilisées par les banquiers se fondent es-
sentiellement sur une approximation de P(R = V|Z) obtenue & partir de bases de données des clients antérieurs
de labanque et grace aux méthodes d’ apprentissage.

Notons que nous avons utilisé la notation explicite R = V ou R = F pour bien mettre en évidence le
conditionnement sur des valeurs prises par lav.a. discréte R. Selon notre convention, lanotation f(Z|R) désigne
en effet une fonction a deux arguments définie par

FIZIR=V)SR=V

f(I|R) = { f(I|R: F) SR=F " (3:57)
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Figure 3.9. lllustration des densités conditionnelles
et f(Z,R) est définie par
f@IR)P(R) (3:58)

ol R peut désigner soit lavaleur V' soit lavaleur F.

Cette remarque étant faite, illustrons ces idées graphiquement pour un cas smple ou Z se réduit a une seule
variable numérique (disons un chiffre magique obtenu en combinant les différentes informations selon une for-
mule pré-établie) et faisons |’ hypothese que cette variable est continue. Lafigure [3.9 représente graphiquement la
situation, en termes des densités de probabilité f(Z), f(Z|R = V), f(Z|R = F) et laprobabilité conditionnelle
P(R =V|I).

Notons qu'ala figure[3.9 les distributions conditionnelles f(Z|R = V) et f(Z|R = F) sont gaussiennes, de
moyennes et de variances différentes. On suppose donc que les bons et les mauvais clients présentent des valeurs
assez différentes de notre variable “ magique”. On suppose également qu’ apriori dansla population qui s’ adresse
aux bangues pour obtenir des crédits on ala méme proportion de bons et de mauvais clients, ce qui se traduit par
I égalité des probabilitésapriori P(R = V) et P(R = F). On g,

fO)=fZIR=V)P(R=V)+ f(ZIR=F)P(R =F), (3.59)
et la probabilité a posteriori P(R = V|Z) représentée sur la partie inférieure de la figure [3.9 est obtenue par la

formule de Bayes
fAIR=V)P(R=V)

PR=V|I) = 3.60
(R =V|T) D (3.60)

Onvoit qu’ elle vaut 0.5 au point de croisement des trois courbes du haut, ¢’ est-a-dire au point ou
f@)=fTIR=V) = fZIR = F), (361)

parce que les classes sont a priori équiprobables.

Sur lapartieinférieuredelafigure onaillustrélaregle de décision du banquier par un seuil supposéindépendant
de Z (ce qui n'est pas nécessairement vrai en pratique comme il ressort des formules générales indiquées ci-
dessus). L’ ensemble des valeurs de Z pour lesquelles le crédit est alloué est I'intervalle indiqué sur lafigure.

(Suggestion : trouver I’ expression générale en fonction de P(R = V), delarelationentre f(Z|R = V) et
f(ZIR = F) aupointou P(R = V|T) = seuil.)

3.7 MODELES PROBABILISTES

Bien souvent, dansle cadre de nos rai sonnementsthéoriques, plutét que de passer par ladéfinition d’ uneexpérience
aléatoire, d’un univers de résultats possibles, d' une loi de probabilités, et de variables a éatoires telles que nous



36

venons de le décrire, on postulera qu’ une ou un certain nombre de variables aléatoires relatives a un probléme
sont distribuées selon uneloi de probabilité donnée (p.ex. uneloi uniforme, Gaussienne, binomiale,...). Parfois,
on postule seulement la structure de cette loi de probabilités et laisse indéfinis les paramétres (p.ex. la moyenne
et |" écart type dans e cas d’ un loi Gaussienne), sans méme décrire explicitement la nature de I’ expérience.

Par exemple, dans |e cadre du paradigme de Shannon lorsque nous étudierons les sources d' information nous
serons dans certains cas amenés a postuler que les lettres successives des message de source sont distribuées de
fagon uniformeet indépendante. Ensuite, lorsgue nous housintéresseronsal’ éude des erreurs de communication,
nousintroduirons une hypothéese supplémentaire en ce qui concernelarel ation entrée-sortie du canal, par exemple
en supposant que celui-ci transmet | es caractéres successifs en choisissant pour chacun un caractére de sortie selon
uneloi de probabilités conditionnelle constante, qui ne fait intervenir que le caractere présenté al’ entrée.

En fait, lorsqu’ on étudie les relations entre un certain nombre de variables aléatoires définies & partir d’'une
expérience aéatoire, il N'est pas nécessaire de connaitre tous les détails relatifs a cette expérience. |l suffit en
effet de connaitre la loi de probabilité conjointe des variables a éatoires en considération. Nous allons dans les
chapitres suivants développer un certain nombre de modéles probabilistes qui peuvent étre utilisés & cette fin, et
nous en étudieronsles propriétés de fagon détaillée.

En cas de doute, nous encourageons le lecteur a réfléchir le cas échéant a une définition raisonnable de
I’ expérience al éatoire sous-jacente.

3.8 SUITES DE V.A. ET NOTIONS DE CONVERGENCE

Nous serons amenés dans la seconde partie de ce cours a manipuler des ensembles infinis de variables aléatoires,
par exemples des suites de variables indicées par |e temps appel ées processus stochastiques.

Un certain nombre de résultats théoriques considéerent ces suites comme le passage a la limite d’un nombre
fini de variables et reposent sur différentes notions de convergencelors de ce passage alalimite.

En particulier, on feraappel aplusieursreprises alaloi des grands nombres pour déemontrer les théoremes de
lathéorie de |’ information.

Les rappels et notations relatives a cette matiére seront fournis ultérieurement sous la forme d’ un appendice
au chapitre[8.
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3.9 EXERCICES
1. A partir des axiomes de Kolmogorov, montrer que:
(@ P(0) =0,
(b) P(—A) =1- P(A),
(cc AcB= P(A) <P(B), e
(d) P(AuB)=P(A)+ P(B)— P(ANB).
2. Montrer que A D B = P(A|B) = 1, et montrer que laréciproque est fausse (P(B) > 0, par hypothése).

3. Montrer quesi P(B) > 0, aors P(-|B) définit bien uneloi de probabilitésur (22, £), ¢’ est-a-dire vérifieles
axiomes de Kolmogorov.

4. Montrerque A L B < B 1 A (par hypothése, P(B), P(A) > 0)etque (A L B) & (—A L -B).

5. Propriéte négative (contre-exemple) : montrer que (A L B) # (A L B|C).






4 MESURE QUANTITATIVE DE
L'INFORMATION

Avertissement

Lamatiere de ce chapitre constitue |’ algebre de base de la théorie de I information, sur lequel reposetout le reste.
Il est primordial de bien assimiler ces notions le plus rapidement possible pour tirer profit du cours oral. Les
formules peuvent paraitre trés nombreuses a premiéere vue, mais au fur et a mesure qu’'on les assimilera on se
rendra compte que I’ ensemble des propriétés forme un tout cohérent et somme toute tres intuitif.

Afin de permettre aux &udiants de s entrainer aux raisonnements probabilistes et entropiques, nous avons
décidé de faire les raisonnements de maniére aussi explicite que possible. A diverses reprises nous mettons
en évidence deux chemins permettant de démontrer telle ou telle propriété : le chemin “s0r”, qui recourt aux
définitions et n’ exploite que des propriétés &l émentaires de lafonction logarithme et du calcul de probabilités; un
chemin plus direct, qui s appuie sur les propriétés précédemment établies des fonctions d’ entropie et de quantité
d'information. Pour certains, cela peut parditre fastidieux et redondant. Dans ce cas, nous vous suggérons de
tester vos connaissances en cherchant vous méme les démonstrations et en essayant les exercices donnés en fin
de chapitre.

A lafin de ce chapitre un formulaire collationne la plupart des formules utiles.

4.1 QUANTITE D’'INFORMATION DE MESSAGES

Un probléme fondamental en informatique est de reproduire & un moment donné et a un endroit particulier un
message qui a &té produit antérieurement et éventuellement a un endroit différent. 11 faut donc pouvoir stocker et
transporter (ou transmettre) des messages et |a premiére question qui se pose est de décider comment quantifier
de fagon correcte, ¢’ est-a-dire du point de vue des techniques a mettre en oeuvre, |’information contenue dans
un message. De ce point de vue, la quantité d'information associée & un message doit &tre en relation avec la
guantité de ressources physiques a mettre en oeuvre pour le stocker ou le transporter.

Souvent (certainement pastoujours. . . ) les messages manipulésen informatique ont un sens; ¢’ est-a-direqu’ils
sont ainterpréter dans un contexte particulier en relation avec un systeme physique, ou des entités conceptuelles.
Cependant, ces questions sémantiques ne sont pas pertinentes du point de vue de I’ ingénieur qui doit dével opper
des systémes de stockage ou de transmission des messages. Ce qui compte de ce point de vue c'est que le
message est choisi parmi un ensemble de messages possibles selon un certain procédé. Le systeme de stockage
ou de transmission de I’ information doit alors étre congu de maniére a ce qu'il fonctionne correctement quel que
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soit le message sélectionné, et pas seulement celui qui sera effectivement choisi, car ce choix est inconnu au
moment de la conception du systeme.

Notre but dans cette section est d’'introduire de maniére intuitive la mesure d' information logarithmique pro-
posée par Shannon. Nous commengons par discuter du choix d’ une mesure logarithmique purement alg ébrique,
¢’ est-a-dire qui ne prend pas en compte des connaissances de nature probabiliste sur e mécanisme de choix des
messages. Ensuite nous argumenterons de différents points de vue comment généraliser cette mesure au cas
ou nous voulons prendre en compte la probabilité de choix des messages, ce qui nous permettra de formuler
une mesure probabiliste de la quantité d'information qui dans le cas de messages équiprobables dégénéere en la
mesure algébrique. On peut dire que I’ oeuvre de Shannon a &té de proposer cette mesure probabiliste et de mon-
trer comment elle permet effectivement de quantifier les ressources physiques (taille, vitesse, densité, énergie,
co(it) & mettre en oeuvre pour traiter de maniere efficace et fiable le stockage et |a transmission de messages.

4.1.1 Information algébrique logarithmique

Si on ne veut pas tenir compte des probabilités de choix des messages, et si |e hombre de messages possibles est
fini, aors ce nombre ou n'importe quelle fonction monotone pourrait servir de mesure d’ information.

Cependant, il est tres naturel d' utiliser en tant que mesure de la quantité d’ infomation le logarithme du nombre
de messages possibles. En effet, soit alors €2, un ensemblefini de messages possibles et désignonspar || lataille

de cet ensemble. Une définition purement “algébrique” de la quantité d’information d’ un message chois dans Q2
serait alors:

Information algébrique

Inf0a|g(Q) = log |9, 4.1

Bien que cette dé&finition doive encore &tre généralisée pour tenir compte des probabilités de sélection des différents
messages, en tout cas lorsque ceux-ci ne sont pas équiprobables, discutons d’ abord pourquoi la fonction loga-
rithme est en effet un choix raisonnable.

1. Les paramétres physiques de systemes informatiques (temps, largueur de bande, taill€) tendent tous a varier
de maniére logarithmique avec le nombre de possibilités. Par exemple, I’ gjout d’ une porte logique dans un
circuit double le nombre d’ états possibles de ce circuit, ce qui se traduit par une augmentation de 1 en base
log,. De méme, le nombre de messages différents qui peuvent étre transmis pendant une durée 7" sur un
cana de communication de largeur de bande F' croit de facon exponentielle avec le produit T F'.

2. Cette mesure est plus proche de notre perception intuitive “linéaire” del’information. Par exemple, il semble
intuitivement normal que la quantité d’information qu’ on puisse stocker dans deux disquettes soit le double
de la quantité d’information stockable dans une seule disquette.

3. Ce choix est mathématiquement plus approprié que tout autre choix. Un grand nombre des opérations qui
deviennent linéaires (additives) lorsgu’ on utilise le logarithme seraient autrement tres lourdes a formuler.

Nous allons voir dans ce chapitre que lathéorie de I’ information logarithmique donnelieu aun algebre (régles
de combinaison) extrémement simple. Le choix de la base du logarithme correspond & un choix d’ unités (on peut
passer d’un base a & une base b en multipliant les quantités exprimées dans la premiére base par log , a). Nous
alonsici choisir labase deux, qui est laplus intuitive dans le cadre d’un monde ou I’ information est essentielle-
ment représentée par des nombres binaires représentant I’ état de systémes dont |es composants &l émentaires n’ ont
gue deux états stables.

4.1.2 Prise en compte des probabilités

Comment tenir compte dans la mesure d' information de probabilités non-uniformes de sélection de messages ?

Il nous faut définir une mesure fonction des probabilités des messages et qui soit cohérente avec ce que nous
venons de discuter. Nous allons noter cette fonction d’ information probabiliste pour |e moment par

| ”foprob
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pour la distinguer de I'information algébrique définie plus haut. Cependant, si les messages sont équiprobables
on doit avoir

I nfoprob = nfodg.
Voyons comment on peut tenir compte du fait que les messages ne sont pas équiprobables.

Continuité et passage a la limite. Supposonsque notre mécanisme de sélection des messages consiste &
diviser 2 en deux parties de mémetaille, Q1 et Q», et achoisir un message de Q2; avec une probabilite P(Q;) =
1 — e ou un message de €2, avec la probabilité P(Q2) = e.

Alors, pour bienfaireil faudrait que Info prob(Q) varie de maniére continue en fonction de e et que
!1_1}1(1) Infoprob(Q) = Infoprob(Ql). 4.2

En d'autres termes, si certains messages n’ ont aucune chance d' ére choisis, il ne faudra pas comptabiliser ces
messages dans la mesure d'information. Et si on fait varier le mécanisme de sélection des messages |égérement
(dansnotre exemple, si on change légérement e) il faut que la mesured’ information varie légérement (continuité).

Additivité. Comme dans notre exemple (quelle que soit laval eur supposée de €) on décomposele choix d'un
message de €2 en deux étapes successives

1. choix d'undesensembles2; ou Q- : nous noterons par Infoprob(Ql, 5) I'information associée a ce choix.
2. choix d’un message dans|’ensemble €2; choisi alapremiére étape: Infoprob(Qi),

la quantité d'information totale doit pouvoir se décomposer en deux contributions associées a ces deux étapes.
Par exemple, si Q2 ne contient que deux éléments, les ensembles €2 ; sont des singletons et la seconde étape ne sert
arien (et ne produit donc pas d'information).

Plus généralement, en tenant compte des probabilités associées aux €2 ; on peut proposer la formule suivante
pour combiner |es informations associées aux deux étapes :

Infoprob(Q) = Infoprob(Ql, Q) + P(Ql)lnfoprob(ﬂl) + P(Qz)lnfoprob(ﬂz). 4.3

Si nous supposons qu’ al’ intérieur de chacun des deux ensembles |es messages sont éguiprobableset que |2 ;| =
%) on doit avoir
'nfoprob(ﬂi) = Inf0a|g(Qi) = log || =log|?| — 1.

Par conséquent on obtient
Infoprob(ﬂ) = Infoprob(ﬂl, Q2) +log |02 — 1. (4.9
Considérons alors les deux situations suivantes

m ¢ = 0.5 (lesdeux ensembles sont équiprobables) : dansce castous|es messages de €2 sont équiprobableset si
nous souhaitons étre cohérent avec la mesure algébrique, il faut que dans ce cason ait Info prob(Q) = log |9
ce qui implique que

|nf0prob(Ql, Qz) =1.

m ¢ — 0: il faut dans ce cas seulement comptabiliser les messages de €2, ce qui implique que

lim |nf0prob(Ql, Qz) — 0.

e—0
D’autre part, il est clair que Infoprob(Ql, Q) ne peut &re qu’' unefonction de P(21) et P(Qs), c'est-a-direune

fonction f () telle que
lim f(e) = 0.

e—0
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De plus, il faut que f(-) soit une fonction symétrique par rapport & 0.5, car on peut évidemment inverser le
role joué par Q1 et -, dans le raisonnement que nous venons de faire. D’ autre part, puisque Info prob(Q) varie

continument en fonction dee, f(¢) doit &re une fonction continue.
On peut proposer pour f(e) lafonction suivante

fle) = —leloge + (1 — €) log(1 — ¢€)]. 4.5

En effet, cette fonction est symétrique par rapport a 0.5, vaut (par passage alalimite) 0 lorsquee = 0oue = 1,
etonaauss f(0.5) = 1. Notons qu’ en termes des probabilitésde 2, et 2, ona

£(€) = Infoprop (1, 22) = —[P(21) log P(21) + P(22) log P(22)]. (4.6)

Supposons aors que © ne contienne au départ que deux messages, disons w; €t wy. On doit aors avoir, en
fonction des formules (4-9) et (4.6)

|nf0prob(ﬂ) = —[P(wl) log P(w1) + P(w2) log P(wz)], 4.7)

ou nous notons par P(w;) la probabilité de sélection du message i. La généralisation & un nombre quelconque de
messages de cette formule donne

2]
Infopron() = — > P(w;)log P(w;). (4.8)
=1
Si les messages sont équiprobables on a
1
P W;) = ——
(wi) T

et laformule précédente donne bien laméme va eur que la formulation purement algébrique :

Infoprob(Q) =log|Q| = Infoajg. 4.9

4.1.3 Discussion

La mesure quantitative d’information proposée par Shannon est définie dans le cas d’ un ensemble fini de mes-
sages par laforme (4.8). Etant donné la similarité de la forme mathématique de cette fonction avec la mesure
d’ entropie dé&finie en thermodynamique, cette mesure porte aussi le nom d’ entropie. On peut montrer (voir § 4.5)
gu'il s'agit de la seule fonction qui satisfait aux exigences de continuité et d’ additivité que nous venons de dis-
cuter. Nous verronsaussi alafin de ce chapitre comment cette notion peut se généraliser au cas continu, lorsque
Q=R".

Nous alons, dans les sections suivantes introduire de maniéere précise la notation et la terminologie que nous
utiliserons dans la suite et nous étudierons de maniére approfondie les propriétés des mesures d’information
logarithmiques. |l faut cependant savoir que dans la littérature d' autres mesures (non logarithmiques) ont été
proposées (elles ne répondent alors évidemment pas a toutes les exigences esthétiques formulées ci-dessus).
semble donc opportun, avant de procéder a I’ étude approfondie des propriétés mathématiques de nos mesures
de justifier au moins de fagon intuitive en quoi cette mesure est appropriée dans le cadre de nos préoccupations
d’ingénieur.

Notonstout d’ abord quelamesure (4.8) est exclusivement basée sur lanotion d' imprévisibilitéd’ un événement
et ne fait en aucun cas intervenir le sens des messages contenus dans 2. D’ailleurs, pour la théorie que nous
développons le fait que ces messages soient utiles ou inutiles, vrais ou faux, intéressants ou banals, n'intervient
pas, ni d'ailleurs le fait que le message soit recu par une seule personne ou par toute la planéte. En effet, toutes
ces propriétés dépendent du contexte et de la perception des sources et destinataires de la communication, et par
souci de démocratie, nous ne voulonspas nouslimiter acertains contextes, par exemple ceux ot les messages émis
seraient tousintéressants, pour un grand nombred' utilisateurs. Maisil est vrai qu’ un message méme extrémement
intéressant pour tout e monde n’ apporte pas d'information si ¢’ est le seul message possible, ¢’ est-a-dire si tout
le monde connait a priori le contenu de ce message avant qu'il ne soit partagé.
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Caractérisons un message w; par la grandeur

i(w;) £ —log P(w). (4.10)
Lafonction i(-) définit en fait une variable aléatoire sur © (fonction mesurable a valeurs réelles positives définie
sur ). On voit que laquantité d’information associée a (2, P(-)) est I espérance mathématique de cette variable
aléatoire

Infopron(2) = E{i}. (4.11)
Nous dirons que I’ observation d' un message w; apporte une information propre égaleai(w;). Plus généralement,
s A C Q désigne un événement de probabilité P(A) nous dirons que la quantité d’information associée regue
par un observateur qui est informé de la réalisation de cet événement vaut

—log P(A).

On voit que cette information est d’ autant plus grande que I’ é&vénement était a priori improbable du point de vue
de |’ observateur. Inversement, si un événement est a priori trés probable (alalimite certain) I’ information qui lui

est associée serafaible (alalimite nulle). Laformule (4.11) montre que I’information associée au processus de
choix des messages (2, P(-)) est lavaleur moyenne des informations propres lorsqu’ on répéete un grand nombre
defoisle processus de communication.

4.2 INFORMATION PROPRE ET MUTUELLE D’EVENEMENTS

Dans cette section nous revenons sur la notion d’information propre associée a I’ observation d'un événement
probabiliste, en partant d’ un exemple simple de source d’ information binaire. Nousintroduirons ensuite quelques
définitions utiles par la suite.

Supposons que nous observions une source binaire qui émet des symboles w successifs indépendants (w €
{0,1}). Nous noterons par P(1) laprobabilité a priori que le symbole suivant émis soit 1, et P(0) = 1 — P(1)
la probabilité qu'il s'agisse d'un 0. Nous excluons pour le moment le cas limite certain, c'est-a-dire ou P(1) €
{0,1}.

Comme nous venonsdele dire, I'information apportée par I’ observation d’ un symbolew émis par cette source
seraintuitivement d’ autant plus grande que ce symbole est improbable. En d' autres termes, nous mesurons cette
quantité d'information par une fonction

ou f(-) est unefonction croissante. f(-) doit aussi satisfaire &la condition limite suivante:
lim f(z) =0,
z—1

de fagon a ce que I’ information apportée par un événement certain soit nulle.

D’autre part, nous souhaitons que |’ observation conjointe de deux événements indépendants apporte une
information égale ala somme des informations apportées par |’ observation individuelle de ces deux événements.
En d autres termes,

h(wl,wz) = h(wl) + h(LU2)

S w; €t wy sont indépendants. Par exemple si nous observons deux symboles successifs w 1, ws de notre source
(qui sont par hypothéese indépendants) nous aurons

1 1
h(wlaw2) = f(P(w17W2)) - f(P(wl)P(U&)).
D’ autre part, 1 1
h(w1) + h(w2) = f(P(m)) + f(P((UQ))’

et lafonction f(-) doit donc satisfaire larelation
flzy) = f(z) + f(v),

ce qui hous conduit & utiliser lafonction logarithme.
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Définition de l’information propre. Dansle casgénéra d un univers discret, nous nous intéressons
a |’ observation d' événements qui sont des sous-ensembles quelcongues de 2. On associe a la réaisation d'un
événement A C Q laquantité d’information propre

h(4) = — log(P(A)). (4.12)

Cette grandeur est toujours positive (elle est nulle seulement si I’ événement A est certain). Elle tend vers!'infini
pour un événement dont la probabilité tend vers zéro.

On peut en principe utiliser une base quelcongue pour le logarithme. Nous utiliserons dans la suite toujours
la base 2; dans ce cas I'unité d’'information est le Shannon. Nous verrons plus loin que la quantité d’ informa-
tion moyenne mesure alors le nombre minimum de bits nécessaires en moyenne pour coder de fagon binaire
les symboles émis par une source. On peut donc interpréter la quantité d’information comme étant le nombre
minimal de questions dichotomiques qu'il faut poser pour identifier un événement.

Définition de l’information conditionnelle. Laformule (4.12) s applique évidemment auss dans le
cas ou on considéere un événement qui peut s’ écrire sous laforme A N B, ¢'est-a-dire qui résulte de laréalisation
conjointe des événements A et B. On aalors

h(ANB) =—1logP(AN B) = —log P(A)P(B|A) = —log P(A) — log P(B|A).

Lorsque A et B sont indépendantson aévidemment P(B|A) = P(B) et onretrouve h(AN B) = h(A) + h(B).
Dans e cas général on définit la quantité d’ information conditionnelle de B sachant que A est réalisé par

h(B|A) = —log(P(B|A4)), (4.13)

et on peut donc écrire

h(AN B) = h(A) + h(B|A) = h(B) + h(A|B). (4.14)
L'information conditionnelle h(B|A) (resp. h(A|B)) mesure donc I'information fournie par |’ observation de B
(resp. A) qui n'était pas déjafournie par I’ observation de A (resp. B).

Illustrationl. Lecaspratique qui nousintéresseradanslasuite est celui ou 2 désigne |’ ensemble des paires
entrée/sortie d’ un canal. Et nous nous intéresserons alors plus particulierement aux situations ou A correspond a
I’ observation d’ un message émisal’ entréed’ un canal, et B al’ observation du message recu alasortie de celui-ci.

Nous verrons qu’un cana pourra ére modélisé par une loi de probabilité conditionnelle P(B|A) qui décrit
le caractére non-déterministe de la communication lié au bruit du canal. D’autre part, la probabilité P(A|B)
représente alors la connaissance que |’ observateur situé a la sortie du cana peut avoir sur le message émis
(A), lorsgu’il vient d’ observer B. Dans cette vision, un canal parfait (sans bruit) correspondrait & une relation
entrée/sortie déterministe, qui associerait a chague message & son entrée un message unique a la sortie, différent
pour chague entrée. Cela se traduira, comme nous le verrons par une loi ol les P(B|A) (et aussi P(A|B)) sont
soit égales aun, soit nulles.

Illustration2. Dansle cadre de |’ apprentissage automatique, on cherche & construire des modéles prédictifs,
C'est-a-dire des regles qui permettent a partir de |’ observation de certaines caractéristiques d' un systeme de
“deviner” d autres grandeurs relatives a celui-ci. Par exemple, en diagnostic médical on cherche a mettre au
point des regles qui permettent a partir de I’ observation de certains sympt dmes de faire une hypothése sur les
causes possibles de ces symptomes (le diagnostic). Dans ce cas, B désigne un ensemble de symptdmes et A un
diagnostic; h(A|B) désignel’information apportée par la connaissance du diagnostic lorsque les symptdmes sont
connus. En d’autrestermes, h(A|B) = 0 indique que les symptdmes observés permettent de poser |e diagnostic
A avec certitude.

Définition de ’information mutuelle. On définit |’information mutuelle par

i(A; B) = h(A) — h(A|B). (4.15)
On adonc, P(AIB) P(ANB)
) N )
i(A; B) = log ) = log P(A)P(B) = i(B; A),

et il s'agit bien d’ une grandeur symétrique, comme son nom |le sous-entend.
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Discussion. L'information conditionnelle h(A|B) peut étre plus grande, égale, ou plus petite que I’ informa-
tion propre h(A). En effet, un événement a priori tres probable peut devenir moins probable lorsqu’ on observe
un autre événement. Par exemple, I’issue d' un tournoi sportif peut paraitre jouée al’ avance, mais les événements
imprévus apparai ssant en cours de partie peuvent renverser latendance alami-temps. En conséquence, I’ informa:
tion mutuelle peut étre positive, nulle ou négative.

Nous verrons cependant ci-dessous, que lorsgu’ on considere I’ information conditionnelle moyenne d'un en-
semble complet d’ événements mutuellement exclusifs, celle-ci est inférieure ou égale a I'information propre
moyenne de cet ensembled’ événements. Par conséquent, nousverronsque (corollairement) I’ information mutuel -
le moyenne ne peut pas étre négative.

Revenons al’ equation (4.15) pour en discuter quelques cas particuliers. Par exemplesi A O B, alorslorsgue
I’on aobservé B on peut en déduire avec certitude que A seréalisera. End autrestermes A D B = P(A|B) =1
(noter que laréciprogue est fausse!). Onaalors, h(A|B) = 0 et

i(4; B) = h(A).

En d’ autrestermes, lorsgu’ un des deux événements contient I’ autre, I’ information mutuelle est égale &I’ informa-
tion propre du plus grand des deux, et on aura nécessairement h(B) > h(A).

Si de plusles deux événements sont équivalents A = B, onaurai(A; B) = h(A) = h(B). Plus généralement,
s les événements sont probabilistiquement équivalents, c'est-a-dire ss P(4A) = P(AnN B) = P(B), dors
i(A; B) = h(A) = h(B).

Information, incertitude et complexité. L’'information quantitative associée a un événement, telle que
nous |’ avons définie ci-dessus, est essentiellement (et uniquement) liée au caractére plus ou moins incertain de
celui-ci. On peut donc argumenter, et a juste titre, que le terme de quantité d'information est un peu surfait.
Néanmoins, I’ usage historique a depuis longtemps consacré |’ utilisation de ce terme en technique.

Maisil est utile de se rappeler que la notion d’information est intrinsequement plus générale et plus fonda
mentale que la notion d’incertitude modélisée par le calcul des probabilités. De nombreux travaux ont conduit a
donner alanotion d’information des définitions plus générales, qui ne nécessitent pas de faire appel au calcul des
probabilités. Par exemple, dans le domaine de I’ informatique théorique on peut définir 1a notion d’information
associée a une chaine de caractéres par le biais de la complexité du programme le plus court permettant & une
machine de Turing de générer cette chaine de caracteres (notion de complexité de Kolmogorov [ [CT91]). Un
avantage potentiel de ce type de déemarche est de permettre une définition a priori de la notion d’information,
a partir de laguelle on peut aors bétir le calcul des probabilités. La discussion plus détaillée de ces idées sort
cependant du cadre de ce cours.

Remarquons néanmoinsici que la quantité d’information augmente avec |’ incertitude et qu’ on utilise souvent
de fagon interchangeable les deux termes incertitude et quantité d’information. La quantité d’information peut
étre vue comme une mesure de la réduction de I’ incertitude, suite a |’ observation d’ un événement. Nous intro-
duirons ci-dessous le terme d’ entropie qui mesure I'incertitude moyenne d' une variable aéatoire discrete; son
nom se justifie par I’ identité de sa définition mathématique avec I’ entropie thermodynamique. Nous verrons dans
lasuite du cours que la notion d’ entropie est en relation directe avec le nombre minimum de bits nécessaires par
symbole source pour représenter des messages longs.

4.3 ENTROPIE ET INFORMATION MUTUELLE DE V.A.

Supposons que Nous soyons en présence d’ une source qui émet a desinstants successifst € {to, t1, ...} dessym-
boles successifs s(t) faisant partie d'un alphabet fini S = {s1,...,s,}. Nous supposerons également pour le
moment que les symboles successifs sont indépendants et émis selon une méme distribution de probabilité. Nous
noterons par p; la probabilité P(s(t) = s;). Nousdirons qu'il s'agit d’ une source stationnaire et sans mémoire,
ou simplement sans mémoire. Nous donnerons au chapitre [8 une définition précise de la notion de source (sous
laforme de processus aléatoire en temps discret) et des notions de stationnarité et de mémoire. Pour e moment,
disons que la stationnarité traduit le fait que la distribution de probabilité qui caractérise I’émission d'un sym-
bole ne dépend pas du temps, et la “non mémoeire” signifie qu’un symbole est statistiquement indépendant des
symboles émis précédemment.
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Autrement dit, nous avons défini une suite de variables a éatoires indépendantes et identiques qui correspon-
dent aux symboles successifs émis par cette source.

4.3.1 Entropie ou quantité d’information moyenne de la source sans mémoire

La quantité d’information moyenne associée a chague symbole de la source sans mémoire est définie comme
I espérance mathématique (notée E{-}) del’information proprefournie par I’ observation de chacun des symboles
possibles{si,..., s, }. Elleest notée

H(S) = E{h(s)} = — Y pilogp;. (4.16)

i=1,n

Il s'agit de I"information qu’ on obtiendrait en mgéenne en observant en paralléle les symboles émis par un trés
grand nombre de sources sans mémoire identiquest]. Comme la source est stationnaire et sans mémoi rdd, il s agit
également de I’information moyenne par symbole, qu’on obtiendrait en observant une suite de symboles trés
longue émise par une seule source.

On appelle généralement H (.S) I’ entropie de la source, ou de la variable aléatoire discréte qui lui correspond.
Plus précisement il s agit de I’ entropie par symbole de cette source. On peut multiplier cette grandeur par la
fréquence (moyennes'il y alieu) d’ émission des symboles pour obtenir un d ébit d’ entropie, mesuré en Shannon/s.

Plus généralement, étant donné une variable aléatoire discrete définie sur un univers Q, ¢’ est-a-dire une parti-
tion X = {Xy,..., X,,} de 2, on définit I’ entropie de cette variable aléatoire par

Entropied’unevariable aléatoire

[N

H(X) = - )" P(X;)log P(X;). (4.17)

i=1l,n

Remarque. Lesformules (4.16][4.17) supposent queles probabilitésp; et P(X;) soient non nulles. Si cepen-
dant certains événements (ou symboles) étaient de probabilité nulle, on peut calculer I’ entropie en excluant ceux-
ci de lasomme. On peut aussi étendre la définition de I’ entropie en effectuant e passage a la limite vers des
probabilités nulles, et en exploitant le fait que

lim zlogx = 0. (4.18)
z—0

Les deux fagons de faire conduisent évidemment au méme résultat et nous étendrons donc la définition de
I’entropie en autorisant des probabilités nulles, ce qui simplifiera I’éécriture d'un certain nombre de formules
danslasuite.

Fonction H2(p). Prenonslecasd unevariableaéatoire X’ binaire valant 1 avec une probabilitép. L’ entropie
de cette v.a. vaut

A
H(X) = —plogp — (1 — p) log(1 — p) = Ha(p). (4.19)
La fonction H»(p) nous sera utile & de nombreuses reprises dans la suite. Nous avons représenté a la figure
[41 comment cette fonction varie en fonction de p. En particulier, si p vaut 1 ou 0, H2(p) = 0. Lafonction
est symétrique par rapport ap = 0.5, et maximale pour p = 0.5 et vaut alors Hy(p) = 1. |l est également

important de remarquer que H»(p) est (strictement) concave (convexe N), ce qui se traduit mathématiquement
par la propriété

Vp1 # p2 € [0,1],Yq €]0,1[: Ha(gp1 + (1 — q)p2) > qHa(p1) + (1 — ¢) Ha(p2), (4.20)

illustrée schématiquement sur le graphique de lafigure 4.1l

1Ceci est une conséquence de laloi des grands nombres (voir chapitrS).
2Enfait, il s agitici delapropriété d' ergodicité (voir chapitrdd).
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1 ] H(gp1 + (1 — q)p2)

H(p2) qHz(p1) + (1 — q)H2(p2)

Hs(p1)

0 Epl ‘P2
0 ap1 + (1 — q)p2 1

Figure 4.1.  Fonction H2(p) : entropie d'une v.a. binaire

4.3.2 Entropie conjointe de deux variables aléatoires

Soient X = {X4,..., X, ety ={Y,...,Y,,} deux variablesaléatoires discrétes définies sur un méme univers
Q. Alors|’entropie conjointe de X' et ) est définie par

Entropie conjointe

HX,Y) = -3 3 P(X,,Y;) log P(X;,Y).
i=1 j=1

Cette formule revient simplement aposer Z = (X, )) et aappliquer la définition de I’ entropie ([4.17) a cette
nouvelle variable al éatoire, dont les valeurs possibles sont les combinaisonsdes valeursde X et de ).

Il résulte de cette définition que I’ entropie conjointe est une grandeur symétrique, ¢’ est-a-dire que
H(X,Y)=H(Y,X).

Ladéfinition (4.21) peut évidemment s’ éendre & un nombre quel conque de variables aléatoires::

Entropie conjointe (version générale)

H(Xl,XQ,... 1 ---aXm,im)lOgP(Xl,ila---7Xm,im)- (422)

4.3.3 Entropie conditionnelle moyenne

De fagon analogue, on définit |’ entropie conditionnelle moyenne de X' connaissant Y par

Entropie conditionnelle moyenne

HXY) £ -3 P(X,,Y)) log P(Xi|Y)). (4.23)

i=1 j=1

Cette grandeur porte également le nom d’ équivocationde X’ par rapporta). Elle mesure en effet I incertitude
résiduelle ou le caractére ambigu ou équivoque de X', lorsqu’ on connait ).

Montrons que |’ entropie conditionnelle moyenne porte bien son nom, ¢'est-a-dire qu'il s agit bien d’une
moyenne d’ entropies conditionnelles. L’ entropie conditionnelle de X' sachant que Y = Y, est notée H(X'|Yj).
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Elle est obtenue a partir de I’ équation (4.17) ou on remplace la loi de probabilités a priori de X' par laloi de
probabilités conditionnelles P(X'|Y;). Celadonne

H(X|Y;) = =Y P(X;|Y;)log P(X,|Y;), (4.24)
i=1
et par conséquent
H(X|Y) =) P(Y;)H(X]Y)). (4.25)
=1

On pourrait donc utiliser la formule (4.25) aussi bien que I’ équation ([4.23) comme définition de I’ entropie
conditionnnelle moyenne. Nous verrons plus loin que I’ équation ([4.25) permet de transposer un certain nombre
de propriétés de |’ entropie a |’ entropie conditionnelle moyenne.

Notonsici que I’ entropie conditionnelle moyenne n’ est pas une grandeur symétrique, ¢’ est-a-dire qu’ on peut
avoir H(X|Y) # H(Y|X).

Entropie a priori et entropie a posteriori. On utilise également souvent le terme d’ entropie a priori
pour désigner H (X) et le terme d' entropie a posteriori (moyenne) pour désigner H (X|)).

Nous verrons plusloin que |’ entropie a posteriori H(X'|)) est inférieure ou égale al’ entropie a priori H (X)),
I’égalité ayant lieu si et seulement si les deux variables aléatoires sont indépendantes. Au stade actuel de nos
connaissances, nous pouvons vérifier quesi X' L Y dors H(X|Y) = H(X) etdonc aussi H(Y|X) = H(Y).
En effet, ¥ L Y implique que P(X;|Y;) = P(X;), V4,3, ce qui implique que H(X|Y;) = H(X),Vj, cequi
impliqueaussi que H (X|Y) = H(X).

L e caractére naturel des définitions des entropies a priori et a posteriori résulte de la propriété suivante

Additivité

H(X,Y) =H(X)+H(Y|X) =H(Y) + H(X|Y), (4.26)

qui se lit en disant que I’ entropie conjointe de deux v.a. est égale al’entropie a priori de I’une plus I’ entropie
conditionnelle de I’ autre.

Cette propriété résulte des définitions (4.17), (4.21), (4.23) et de la formule de Bayes. Calculons H(X) +
H(Y|X) enfaisant appel aux formules (4.17) et (4.23). Ona

H(X) + H(Y|X)

i=1 J

- (zn:P(Xi)lOgP(Xi) +ﬁ:§:P(Xi,Yj)10gP(Yj|Xi)> (4.27)

n

zn:ip(Xi,Yj)lOgP(Xi) +Z§:P(Xiayj)10gP(Yj|Xi)> (4.28)

i=1 j=1

= =Y ) P(X,;Y;)log P(X;)P(Y;|X;) (4.29)
i=1 j=1

= =) ) P(X;Y))log P(X;,Y;). (4.30)
i=1 j=1

L' autre égalité se demontre de facon analogue.[]
Un corollaire de (4.26) et de (4.25) est la propriété suivante :
Additivité (version générale)

H(X,Y|2) = H(X|Z) + HY|X, Z). (431)
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En effet, calculonsd’abord H (X, Y|Z;). On &, en vertu de (4.26)
H(X,Y|Z;) = H(X|Z;) + HY|X, Z;)
ou le dernier terme vaut

H|X, Z;) ZP Xi|Zi)H (Y| X, Zi)-

En multipliant les deux membrespar P(Z;) et en sommant sur i on obtient donc
ZP H(X,Y|Z;) ZP H(X|Z;) +ZP ZPXk|Z V| X, Z:),

ou le dernier terme peut s écrire aussi
ZZP(Xka ) (y|Xka )7
% k
c'est-&dire H(Y|X, 2).0
Notons que laformule (4:31) est plus générale que (4-26) et englobe cette derniere comme cas particulier. En

effet en considérant (4.31) dansle casoulav.a. Z est unev.a. constante (une seulevaleur Z, avec P(Z;) = 1),
onaP(X; Y;|Z) = P(X,,Y;), et (A3T) devient (4.26).

Remarque.
La formule (E3I) est aussi une conséquence directe de la formule (426). En effet, on a H(X,), Z) =

H(X,Y|Z)+ H(Z)etauss H(X,Y,2) = H(X,Z)+ H(Y|X, Z),etcomme H(X, Z) = H(Z) + H(X|2)
onendéduitque H(X,Y|2) = H(X|Z) + H(Y|X, 2).

4.3.4 Information mutuelle moyenne

Une grandeur tres importante associée a un couple de v.a. est I’ information mutuelle moyenne définie par

I nfor mation mutuelle moyenne

n m PX,
y)éZZ (X Y3) IOgP()(m ;)

\_/

(4.32)

Ici auss, il résulte de la définition que I’ information mutuelle est une grandeur symétrique, ¢’ est-a-dire que
I(X;Y) = 1(Y; X).

Notons que I’ équation ([4.32) pourrait &tre généralisée a plusieurs variables aléatoires en restant symétrique.
Cependant, cette généralisation ne s avere pas utile en pratique. (A la section [4.4.5.2] nous reviendrons sur
I’analyse des différentes grandeurs relatives a trois variables aléatoires et nous discuterons d' une grandeur que
nous noterons I (X'; V; Z).)

En recourant aux définitions, on pourravérifier a ce stade qu’on a

I(X;Y)=H(X)-HX|Y)=H(Y)-HY|X)=H(X)+ H(Y) — H(X,)). (4.33)

En termes du paradigme de Shannon, et en supposant que X’ représente e message émis par la source et Y
celui regu par le destinataire, cette déecomposition revient a dire que I’ information mutuelle moyenne est égale

= 3l'information émise, diminuée de I’ indétermination quant au symbole émis qui subsiste quand le symbole
recu est connu;

= symétriqguement, a I’information recue, diminuée de I’'indétermination quant au symbole regu qui subsiste
guand le symbole émis est connu.
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Note sur le point-virgule. Dans nos développements futurs nous allons considérer le cas ou ces deux variables

aléatoires sont des variables composites (p.ex. X = (X1,..., ;) ety = (4,...,Yp)). Lepoint-virgule permet
alorsdedonner un sens précisalanotation I(X1, ..., X V1,...,Yp) = I(X; D).

4.3.5 Information mutuelle moyenne conditionnelle

On définit I'information mutuelle moyenne conditionnelle par

I nfor mation mutuelle moyenne conditionnelle

[(X;Y|2) = H(X|Z) - H(X|Y, Z).

On peut aussi se convaincre a partir de (4.34) que

P(Xi,Y;|Zk)
X,1Z.)P(Y;|Z)’

I(X;V)2) =Y P(X,Y;, %) log B (4.35)

i,5.k

ce qui implique que cette grandeur est également symétrique.

Nous verrons ci-dessous que cette grandeur ales mémes propriétés que I’ information mutuelle moyenne.
Exercice. Montronsque H (X, X) = H(X), que H(X|X) =0etqueI(X;X) = H(X).

I suffit en fait de montrer que H(X'|X') = 0 car les autres égalités s'en déduisent. Or ona P (X ;|X;) = §; ;
(symbole de Kronecker), car si on sait que X = X ; toutes les autres valeurs de X" sont impossibles. On aura
donc, Vj, H(X|X;) = 0 etdoncaussi H(X'|X) = 0 (c.q.f.d).

4.3.6 Regles de chainage

Ci-dessous nous donnons | es versions général es des formules permettant de développer les entropies et quantités
d’information sur plusieurs variables en une somme de termes.

Probabilités. On peut développer uneloi de probabilité conjointe de la maniére suivante

P(Xy, Xs,..., Xp) = P(X))P(X2|X1)P(X5|Xo, Xy) -+ P(Xy| X1, ..., X1)

[[Pxilxi ..., x0), (4.36)

=1

ou le premier facteur du membre de droite constitue un Iéger abus de notation. Cette formule est évidemment
applicable quel que soit I’ ordre choisi des variables et puisque le premier membre est invariant par rapport aux
permutations des variables, ¢'est aussi e cas du second membre.

Entropies. Lagénéralisation de la formule (426) au casden vaa. X;,i = 1,...,n donne lieu au résultat
important suivant

H(X), Xo, ..., X)) = H(X)+H(X X)) + H(Xs| X, Xy) + ...+ H(X | Xty ..., K1)
n
AN
= ) HWX|Xi ..., X). (4.37)
i=1

Cette formule s obtient par application répétitive de laformule (437).
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Entropies conditionnelles. A partir del’éguation (4.37) en faisant passer H (X, ) dansle premier membre
on en déduit directement une regle de chainage pour les entropies conditionnelles, a savoir

H(Xs,...,X,|X1) = H(X, X, ..., X)) —H(Xy) = H(Xs| X))+ H(X3| X, X1)+.. +H(X, | X1, .., X1)

qui peut aussi se ré-écrire (en rebaptisant les variables et en en prenant une de plus)

H(Xy, Xsy ..., X0]Y)

H(X|Y)+ HX| X, V) + ...+ HX, | X1, ..., X1,Y)

>

S OH(X Xy, X)) (4.38)
i=1

Informations. En exploitant la définition de I’information mutuelle conditionnnelle (£.34), on déduit des
deux régles précédentes la formul e suivante, dite de chainage des informations

I(X, Xy ..., X)) = ZI(Xi;y|Xi,1, ceey A1) (4.39)

=1

La démonstration découle de I’ application de la dé&finition de I information mutuelle, & savoir
(X, Xy, X3 Y) = HX, X, X)) — H(X, Xy, X))

et des régles de chainage (4.37) et (4.38). On aen effet,

(X, Xy X3 Y) = D H(X| Xy, X)) = Y H(X| X, X,) (4.40)
im1 im1
= Z[H(Xi|Xi—1,---,X1)—H(Xi|Xi—1,---,X1,y)] (4.41)
im1
= > I(XsV|Xiq,...,X). (4.42)
i=1

Nous verrons bientdt que tous les termes des membres de droite des formules de chainage (£37/4.384.39)
sont positifs.

4.4 POSITIVITE, CONVEXITE ET MONOTONICITE

Nous venons de définir les principales grandeurs de la théorie de I'information et nous avons montré un cer-
tain nombre de relations qui existent entre ces grandeurs. Voyons quelles en sont les propriétés mathémati ques
principales.

Pour simplifier les écritures nous utiliserons ci-dessous la notation

n
A
Hn(plap27"'apn) = - E piIngia (443)
=1

ol il est sous-entendu que les p; décrivent uneloi de probabilitédiscrete, ¢’ est-a-direquep; € [0,1]et > 5 | p; =
1. Nous désignerons cette fonction par le terme fonction d’ entropie, pour la distinguer conceptuellement des
mesures d’ entropie de variables al éatoires, construites a partir de cette fonction.

Nous étudions ci-dessous | es propriétés de cette fonction et nous en déduisons un certain nombre de propriétés
vérifiées par les entropies et informations moyennes (conditionnelles ou non).
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4.4.1 Positivité de la fonction d’entropie

Cette propriété résulte de la définitionde H,,. Ona

Hn(plap27"'7pn) Z 0 (444)

Deplus, H, = 0, s, et seulement s, I'une des probabilités est gale a 1 (et donc toutes les autres valent 0).
Nous noterons cette condition par p; = J; ;. L' événement j est alors certain et |es autres sont impossibles.

Conséquences. On déduit de cette propriété les inégalités suivantes

H(X)>0 @ H(X,Y)>0 e H(XY)>0. <4.45)|

L’entropie H(X) est nulle si et seulement si une seule des valeurs de X' est possible; H(X,)) est nulle ssi
une seule des combinaisons de valeursde X et de ) est possible.

L’ entropie conditionelle moyenne est nulle lorsque chacune des H (X|Y;) est nulle, c'est-&-diresi X' est une
fonctionde ).

Lefait que les entropies conditionnelles moyennes sont non négatives impligque que

H(X,Y) > max (H(X), H(Y)) . (4.46)

Cette propriété est aussi appel ée monotonicité de |’ entropie conjointe que nous énoncerons de maniéere générale
plusloin.

En anticipant sur la suite, on voit que la combinaison des deux équations ([4.57) et de (4.26) donne

HX,Y) <H(X)+ H(Y). (4.47)
De plus, (4.46) donne
2H(X,Y) > H(X) + H(Y), (4.48)
ce qui se résume par
H(X,Y) < H(X) + H(Y) <2H(X,Y) (4.49)

la premiére égalité ayant lieu en cas d' indépendance, la seconde lorsque les deux v.a. sont probabilistiquement
équivalentes.

4.4.2 Maximum de la fonction d’entropie

Pour n fixé, le maximum de H,(p1, p2,- . .,p,) €t ateint pour une distribution uniforme, ¢’ est-a-dire lorsque
Vi :p; = % Pour démontrer cette propriété nous allons d’abord déemontrer le lemme suivant que nous ré-

utiliserons a diverses reprises dans la suite.

Lemme (inégalité de Gibbs). Soient (p1,p2,...,pn) € (1,2, .- .,q,) deux distributions de probabilité
sur un méme universfini. Alors,

n .
E Di IOgﬂ <0,
i=1 Di

I’égalité ayant lieu si, et seulement §i, Vi : p; = ¢;.
Pour démontrer (4.50), remarquonstout d abord que la propriété est équivalente a

3w lnf{ <0, (4.51)
i=1 ¢
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e

1.5) y=z—1.

wvg

Figure 4.2. Relationentre Inz et z — 1

ou les logarithmes sont exprimés en base e.

Nous supposerons tout d'abord tous les p; non nuls et nous nous baserons sur la propriété suivante du loga-
rithme népérien (voir figure 4.2) :
Inz <z-1, (4.52)

I"égalité ayant lieu seulement pour z = 1. En remplagant dans (4.52) = par £, en multipliant par p; et en
sommant sur ¢ on obtient

Zpilng SZPi(g—l):ZQi—Zpi=1—1=0,
i=1 bi I P i=1 i=1

ce qui démontre I'inégalité de Gibbs lorsque les p; sont tous non nuls. On montrera a titre d’ exercice que la
propriété (4.50) reste vraie si certains des p; sont nuls. O

Théoréme. H,(p1,p2,---,pn) < logn,|'égaité ayant lieu s, et seulement si, Vi : p; = % I

En effet, appliquons|’inégalité de Gibbsag; = L. Ontrouve

> pilog— = pilog——> pilogn <0 &
i—1 (I pi 3

n n
1
Hy(p1,p2,-.-,pn) = Zpi log— < Zpi logn = logn,
i=1 L
"égalité ayant lieu si, et seulement si, touslesp; = ¢; = + O

Oninterprete cerésultat en disant quele cas ou tous|es événements sont équiprobablescorrespond al’ incertitude
maximale. Remarguons que nous trouvons la propriété relative au maximum de la fonction H 2 (p) enp = 0.5
sous forme de cas particulier.

Conséquences. H(X) est donc maximalesi lesvaleursde X' sont équiprobables;, H(X',)) seramaximales
toutesles combinaisons de valeursde X et ) sont équiprobables, ce qui impliqueaussi que X’ 1 Y etque X et Y
sont des variables distribuées de maniére uniforme. Enfin, H(X|)) seramaximale si chacune des distributions
conditionnelles P(X|Y;) est uniforme, ce qui impliqueaussi que X' L ).
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Figure 4.3.  Fonction concave f(z) = —zlogz

4.4.3 Concavité de la fonction d’entropie

La généralisation de la propriété de concavité de la fonction H»(p) se formule de la maniére suivante. Soient
(p1,P2,---,0n) € (q1,q2,-..,qn) deux distributions de probabilités discrétes et A € [0, 1] alors

H,(Ap1 + (1 = XNg1,.--, Apn + (1 = Ngyn)
> (4.53)

)\Hn(pl, s 7pn) + (1 - )‘)Hn(qlv .. -aqn)a

en d'autres mots |’ entropie de la moyenne est supérieure ou égale ala moyenne des entropies.
L' égalité est vérifiée lorsque soit A € {0, 1} oulorsque Vi : p; = g;, et cela uniquement dans ce cas.

On en déduit facilement par induction que la propriété reste vraie pour la moyenne d’ un nombre quelconque
de distributions de probahilité, ¢’ est-a-dire

Hy (37 Ajp1jy s 2oimy AjPnj)
> (4.54)

E;‘nzl A]Iyn(pl]a oo 7pnj)7

ou\; €[0,1], 7", A, =1, etVj : > | pi; = 1. Danscecas, lacondition nécessaire et suffisante pour que
I’égalité ait lieu est que toutes les m distributions de probabilités mélangées soient identiques. En d' autres mots,
quevi,j <m :[Vk <n :pix = Dpjk]

Ladémonstration de cette propriété est obtenue aisément en faisant appel alaconcavité delafonction f(z) =
—zlogz , dont on peut se convaincre graphiquement (voir figure [4.3). En effet, utilisant cette fonction on peut

écrire . . N .
j=1 j=1 i=1 j=1
et par concavitéde f(-) ona
m
Z )‘Jpw > Z p”

ce qui donne

m n

n(z Ajplj, ZA]pn] > ZZ)‘ f pz] ZA] Zf(pz])a
j=1 j=1 i=1

i=1 j=1
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Figure 4.4.  Second principe de la thermodynamique et concavité

or ce dernier terme vaut précisement Z;"Zl AN Hy(pijy ...y pnj). O

Interprétation. Laconcavitédel’ entropiedonnelieuauneinterprétationintéressante en rapport avec lather-
modynamique. Supposons que nous disposions d’ une grande cuve composée de m compartiments contenant cha-
cun un mélange de n gaz inertes ala méme pression, les différents mélanges ayant des compositions différentes.
Nous savons que si nous enlevons les parois de séparation les gaz vont se mélanger avec un accroissement de
I’ entropie (second principe de la thermodynamique).

Ceci est illustré alafigureld.4lou nous avons considéréle casoun = m = 2. Avant mélange, e compartiment
de gauche contient une proportion de 1/3 de molécules rouges (foncées) et celui de droite en contient une pro-
portion de 2/3. Comme le compartiment de droite est deux fois plus grand que celui de gauche, il contient deux
foix plus de molécules (puisgue les pressions sont identiques). Avant mélange |’ entropie moyenne de la cuve
vaut donc P(Gauche) H(Gauche) + P(Droite) H(Droite). Les entropies dans cette formule sont identiques
et valent :

H(Droite) = H(Gauche) =1/3log3 + 2/3log3/2 = 0.91829586 = H(Cuve).
Aprés mélange, la proportion de molécul es rouges vaut
P(Rouge) = P(Gauche)P(Rouge|Gauche) + P(Droite) P(Rouge|Droite) = 1/9+4/9 =5/9.
L’ entropie de la cuve vaut donc
H(Cuve) = 4/910g9/4 + 5/910g9/5 = 0.99107605.

4.4.4 Propriétés de monotonicité

La positivité des entropies (conditionnelles ou non) entraine la propriété général e suivante

M onotonicité (croissante) de |’ entropie conjointe.
H(X) <H(X,Y) <HX,Y,2)< ... (4.55)

avec

HX)=HX,)Y)=)Y=[f(X) ; HXY)=HX) 2)eZ=9X,Y) ;... (456)

La propriété de convexité entraine quant a elle que
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M onotonicité (décroissante) del’ entropie vis-a-visdu conditionnement.
H(X) > HX|Y) > HXY,Z) > ... (4.57)
avec

HX)=HXY) X 1Y ; HXY) =HXYVZ)SXLZY ;.. (4.58)

Cette propriété se lit en disant que le conditionnement ne peut que diminuer |’ entropie. Laréalisation d’ une
variable aléatoire qui en conditionne une autre ne peut que réduire I’incertitude de cette derniere, ¢’ est-a-dire en
diminuer laquantité d’ information.

Pour démontrerlecas H(X) > H(X|Y) il suffit d’ appliquer (4.54) aucasou, p;; = P(X;|Y;) et \; = P(Y;).
Ladémonstration de la seconde inégalité (H (X'|Y) > H(X|Y, Z)) découle du fait qu'onavY’; la propriété

H(X|Y;) > H(X]Y;, 2)

puisque la premiéere inégalité de (4.57) peut &tre appliquée aux distributions conditionnelles sous I’ hypothese de
la rédlisation de I’événement Y = Y;. Dans cette équation, |’égalité aura lieu seulement s P(X;, Z;|Y;) =
P(X;|Y;)P(Z,|Y;), Vi, j, k, C est-a-dires'il y aindépendance conditionnelle ¥ L Z|Y.

Une conséquence de lamonotonicité vis-avis du conditionnement est la positivité des quantités d’ information.

Positivité des infor mations mutuelles (conditionnelles ou non).
I(x;9) >0 & I(X;)]2) >0, (4.59)

avec
I(X;))=08X 1Y e IXVZ)=0sXL1LYZ. (4.60)

Enfin, larégle de chainage desinformations mutuelles (4.39) et (4.59) entrainent une proprié&té de monotonicité
dela quantité d’information

M onatonicité (croissante) del’information mutuelle.

I(X;Y) < I(X; 9, 2) < I(X, T30, 2)...

qui selit en disant quelaquantité d’ information augmentelorsquel’ un ou I’ autre des deux ensembles de variables
concernées augmente.

Suggestion. Montrer a partir de la définition de I’ information mutuelle (eg. [4.32) et de I'inégalité de Gibbs que
I"information mutuelle moyenne est positive ou nulle, et qu' elle est nulle si et seulement si les deux variables
aléatoires sont indépendantes.

On pourrait alors “espérer” que I'information mutuelle diminue lorsqu’ on conditionne, et notamment que
I(X;Y)2) < I(X;Y). Mais, cette propriété n’est pas vraie en général. Nous en verrons d'ailleurs des contre-
exemples dans la suite. Cependant, nous discuterons ala section 4.4.61d' un cas particulier ou cette propriété est
vraie.

4.4.5 Diagrammes de Venne

4.4.5.1 Deux variables. Lediagramme deVennedelafigure (A5) résume de maniére mnémotechniqueles
relations que nous venons de montrer, dans |e cas de deux variables. Insistonsici sur lefait que ce diagramme ne
constitue en rien unejustification desformules; il s agit simplement d’ une représentation graphi que des propriétés
gue nous avons démontrées, par anal ogie avec des notions ensemblistes.

Les propriétés que nous venons de montrer nous assurent que les trois parties du diagramme correspondent
bien a des aires positives.
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Figure 4.5.  Diagramme de Venne des entropies relatives a deux variables

aH(X,)Y,Z2) b. HY|X, Z) c. I(X; 2|Y) d I(x;Y; 2)
e H(X,Y|2) f.I(X; ), 2) g H(X|Z) h. I(x;Y)

Figure 4.6.  Diagramme de Venne pour trois variables aléatoires

4.4.5.2 Trois variables. Voyons ce que devient la figure[4.3 lorsqu’ on considere trois variables aléatoires
X, ),z

Les figures[4.8 représentent différentes entropies et informations mutuelles faisant intervenir trois variables
aléatoires X, Y, Z. Lesfiguresid.6 g et [4.6.h reprennent simplement deux grandeurs d&ja représentées alafigure
[4.5. Notons que les figures[4.6] b, c, e, f sont représentatives chacune de trois figures obtenues en intervertissant
lesrdles des trois variables aléatoires.

Essayons de voir si cette figure est cohérente avec les différentes propriétés démontrées ci-avant.
Par exemple, lesfiguresiZBe,b et g donnent laformule H(X, Y| Z) = H(X|2) + H(Y|X, 2).
Lesfiguresl4.6f, ¢ et h donnent une version de la régle de chainage des informations :

I(X;),2) = I(X;Y) + I(X; 2]Y).
Laregle de chainage des entropies conjointes s obtient a partir des figures[4.6h, b, g et du complémentaire (i.e.

H(Z)) delafigure[4.6e.

La figure introduit une nouvelle grandeur que nous avons notée I(X;Y; Z). On peut la définir par
exemple a partir desfigures par

I(X;y;Z)éI(X;y,Z)—I(X;ZD))—I(X;y|Z). (4.62)

Il faut cependant vérifier que, conformément a ce qui est suggéré par la figure, cette grandeur est bien
symétrique, ¢’ est-a-dire qu’elle est invariante lorsgu’ on permute les roles de X', ), Z. |l découle de I’ équation
(4:62) qu’ on peut permuter lesrolesde Y et de Z sans changer |e second membre. On adonc bien

I(X; 0, 2) =1(X; 2;)).
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D’ autre part, on peut faire appel alarégle de chainage pour reformuler le second membre de ([4.62) par
I, 2) =1(X;0) + I(X; Z21Y) — I(X; Z2)Y) — I(X;0|2) = 1(XY) — I(X; Y| 2).

Or, nous savons que |l es deux termes du membre de droite de cette équation sont symétriquesen X et ), etil S'en
suit que nous pouvons affirmer que
I(xX; 0, 2) =1(); X; 2).

Toutes les autres permutations pouvant &tre obtenues au moyen de ces deux permutations, nous avons bien montré
quelagrandeur I(X;Y; Z) est symétrique.

Est-ce que cette grandeur est aussi positive ou nulle ? La réponse est non, ce qui veut donc dire que I'aire
centrale de la figure peut ére négative. 1l s'agit ici de la méme propriété négative que nous avons déga
rencontréealafin du §4.4.4 en ce qui concernelavaleur relativede I(X; Y|Z) et I(X;)). Cetteaire est en effet
négatives I(X;Y|Z) > I(X;)), cest-adiresi X et Y deviennent plus dépendantesorsgu’ on conditionne sur
Z. Dans la suggestion ci-dessous on rencontre le cas le plus extréme ou cela se produit : deux variables sont
indépendantes a priori et deviennent équival entes apres conditionnement.

Suggestion. Considérer un double lancer de pile ou face d’ une pi &éce équilibrée, e second étant supposé indépen-
dant du premier. Calculer ensuite les grandeurs de la figure [4.6 en considérant les trois variables aléatoires
suivantes: X' € {P, F'} désignelerésultat du premier lancer; Y € {P, F'} désignele résultat du second lancer;
Z € {T,F} vaut T s les deux lancers donnent le méme résultat, F' sinon. Trouver les valeurs des 7 aires
élémentaires dela figure[d.6

4.4.6 Principe de non-création d’information

Nousallons terminer I’ énumérati on des propriétés fondamental esdes mesures d' information par ladémonstration
du principe dit de non-création d’'information. Ce principe dit simplement qu'il est impossible de créer de
I'information au moyen de manipulations quel conques de traitement de données.

Plus précisément, supposons que nous nous intéressions aune v.a. X, et que nous disposionsd’ unev.a. ) a
I’ aide de laguelle nous voulons réduire notre incertitude sur X'. Alors le principe de non-création d’ information
dit que quels que soient les traitements (déterministes ou non) effectués sur Y, I'information apportée sur X' par
le résultat de ces traitements ne peut pas augmenter.

Sait en effet unev.a. Z résultant d’ une telle manipulation. On anécessairement P(Z|X,)) = P(Z|Y) car
sinon il serait impossible de construire cette variable &1’ aide de la seule connaissance de . Par conséguent on a

P(X,Y,2) = P(X)P(Y|X)P(Z|Y); (4.63)

onditquelesv.a. X, ), Z forment une chaine de Markov.
On peut se convaincre facilement que (4.63) implique également que

P(X, 2|y) = P(X|YV)P(2]Y), (4.64)
c'est-a-direque X' et Z sont indépendantes|orsque ) est connu.

(Suggestion : appliquer la définition des probabilités conditionnellesa P(X, Z|Y), puis se servir de (4.63).)
On en déduit (en multipliant (4.64) par P()) et en tenant comptedu fait que P(Z2)P(Y|Z2) = P(Y)P(Z|Y))
que
P(X,),2) = P(Z2)P(V|2)P(X]D), (4.65)
en d’ autrestermes que Z, Y, X forment également une chaine de Markov. On résume ces deux propriétés par la
notation X < Y < Z.

L e principe de non-création d’ information peut alors se formuler sous laforme du théoreme suivant.

Théoreme: non-création d’information
S X & Y « Z forment une chaine de Markov alors

I(X;9) > I(X;2) et I(D;2) > I(X; 2). (4.66)
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En effet la regle de chalnage des quantités d'information appliquée de deux fagons au calcul de I(X; ), 2)

donne
I(X;2)+ I(X;0|12) = 1(X 0, 2) = 1(X;)) + I(X; 2]Y). (4.67)

Mais, puisque X' et Z sont conditionnellement indépendantes si ) est connu, on a I(X’; Z|Y) = 0, et donc
I(x; 2) < I(X3)).

D’ autre part, puisque nous pouvonsintervertir le role des deux variablesextrémeson entireaussi que I(X; 2) <
I(y; 2).O
4.4.6.1 Corollaires.
1. Puisque ce théoreme s applique en particulier lorsque Z = g()), ona

I(X;Y) > 1(X;9())), (4.68)
quelle que soit lafonction g(-).

2. Un autre corrollaire qui se déduit du théoreme de non-création d'information est

X <Y e Zl= I(X;Y|2) <I(X)). (4.69)

En effet, laformule (4.67) donne, puisque I(X'; Z|Y) = 0 pour une chaine de Markov,
I(X;D|2) = 1(X;Y) — 1(X; 2) < I(X3)).

On a donc également ici I(X;); Z) > 0. Mais, nous ré-insistons sur le fait qu’en général cette propriété
Nn'est pas vraie. Le conditionnement peut augmenter I’ information mutuelle.

3. Du théoréme de non-création d’information on peut déduire une propriété intéressante en ce qui concerne
I’'indépendance de deux v.a. Elle s énonce comme suit

[X LY] < [Vf(),9() : f(X) Lg(V)] (4.70)
En d'autres termes, si deux variables aléatoires sont indépendantes alors des fonctions quel conques de ces deux

v.a. sont encore indépendantes, et réciproguement.

La réciproque est triviale : il suffit de prendre pour f(-) et g(-) la fonction identité. Dans I’ autre sens, la
propriété découle directement du théoreme de non-création d’information et du fait que I'information mutuelle
dedeux v.a. est nullesi et seulement si elles sont indépendantes. En effet, en vertu de ces propriétés on peut faire
le rai sonnement suivant

[ LY] & [I(X;Y) = 0] = [[(f(¥); V) = 0] = [[(f(X);9(I)) = 0] & [£(X) L g(V)], (4.71)

en tenant compte aussi du fait que I’ information mutuelle ne peut pas étre négative.
4.4.6.2 Généralisation a un nombre quelconque de variables aléatoires.

Note. Cette section constitue un bon exercice de manipulation de la notion d'ind épendance conditionnelle, et
aussi uneintroduction aux processus de Markov que nous investiguerons avec plus d’ attention dansles chapitres
suivants. Nous ferons ici la plupart des raisonnements de maniere explicite, pour permettre au lecteur de
s entrainer aux raisonnements probabilistes auxquels nous ferons souvent appel dans la suite de ces notes.

Considéronsun nombre quelconquede variablesaléatoires X4, . . ., X, et introduisonsles notations suivantes
S1<k<i<n

XE XX (4.72)
gue nous simplifionslorsque k = 1 en
X Ex, ... (4.73)
Ondit que lesvariables X1, . . ., X,, forment une chaine de Markov (de longueur n) si

P(X") = P(X1)P(Xa|X1) P(X3|Xz) - - - P (X |Xp—1), (4.74)
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ce gqu’ on note par
X Xy X, (4.75)

En rédlité cette notation suggére plus que ce qui est exprimé par la formule (4.74): d une part elle suggere
qu’on peut inverser I ordre des variables, ¢’ est-a-dire qu’ on a aussi

d’autre part, elle suggere (transitivité du symbole «+) qu’ on aurait également la méme propriété pour un sous-
ensembl e quel conque des variablesacondition degarder leur ordreoriginal, en d’ autrestermesquesi i 1, is, . - . , i
est une suite croissante d'indices extraitsde 1, 2, . . . n, on aurait également

i, & X, & A 4.77)

Nousallons montrer que la seule propriété (4.74) implique bien toutes ces propriétésinduites par notre notation
+, et que donc cette notation est bien licite.

Commengons par montrer par induction que (4.74) impliquequeV: < n. ona
P(Xi) = P(X;)P(X2|X1)P(X5|X2) - - - P(X;| Xi—1). (4.78)

En effet, il suffit de marginaliser (4.74) par rapport alavariable X,,. Ona

Px™ 1) £ 3 P (4.79)
Xn

2 ; P(X)) P(Xs|X1) P(X3|Xs) - - - P(Xp_1 | Xp2) P( X | X1 ) (4.80)

= PEXl)P(X2|X1)P(X3|X2) e P(Xp 1| Xns) ; P(Xn| X1) (4.81)

L P(X))P(Xo|Xy)P(X3|Xy) - - P(Xoy 1| X 2), n (4.82)

ol le passage (@) est ce qu' on appelle la propriété de marginalisation du calcul de probabilités (Ie second mem-
bre décompose en fait la loi de probabilité du premier en une somme de termes relatifs a un systeme complet
d’ événements), le passage (b) applique ([4.74), (c) est une mise en évidence des facteurs qui ne dépendent pas de
I'indice de sommation, et (d) résulte du fait que P(X,,|X,,—1) est uneloi de probabilité quelle que soit la valeur
de X,,_; et doit donc sommer sur 1. Lapropriété (4.78) s obtient alors par induction sur 7.

Montronsmaintenant qu'onaauss 1 < k<! <n
P(X}) = P(X) P(Xpy1 | Xk) P(Xp 2| Xirr) - - - P(A| X 1). (4.83)

On peut partir de (A-78) en utilisant 7 = [, puis marginaliser sur X;. Cela donne

P(x)) = Y P& (4.84)
= g:P(Xl)P(Xz|X1)P(X3|X2)P(X4|X3) - P(X1 X 1) (4.85)
= PEX3|X2)P(X4|X3)"'P(X1|«\Q1)ZP(X17X2) (4.86)
= P(X3|X2)P(X4|X3)"'P(Xl|?fl—1);(l/‘f2) (4.87)
= P(X2)P(X3|X2) P(Xy|Xs) - - - P(X|X)—1) (4.88)

et, a nouveau la these se déduit par induction.

Nous venons donc de démontrer que toute sous-suite contigile de variables aéatoires de notre chaine de
Markov de départ forme encore une chaine de Markov. En particulier on a

P(Xi—1, X, Xig1) = P(X;-1) P(X; ]| Xi—1) P(Xig1| X5) (4.89)
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et donc aussi
P(Xiy1| Xy Xic1) = P(Xig1|X5). (4.90)

Mais, peut-on marginaliser sur des variables intermédiaires sans détruire la propriété de Markov ? Essayons
d éiminer de la sorte une variable quelconque, disons X';. En utilisant la notation [X;] pour indiquer que la
variable X; est exclue, ona

) = Y pan) (4.92)

Xi
= ;P(Xi+1)P(Xi+2|Xi+l)"'P(Xn|Xn—1) (4.92)
= PEXi+2|Xi+1)"'P(Xn|Xn—1)ZP(Xi+1) (4.93)
= P(Xip2|Xipr) - P(anXn—l)PX(iX ) (4.94)

or

PXTX)) = P(X)P(Xa|X1) - P(X;_1]X; ) ; P(X;|X;_1)P(Xis1]X5) (4.95)
L P(X)P(Xy|Xy) - P(Xi 1| X o) ;P(Afim1)P(X,»+l X, Xi 1) (4.96)
L P(X))P(Xa]Xy) - P(Xi_q|Xi2) Z P(X;, X1 |Xi1) (4.97)
L P(X)P(Xy|Xy)--- P(Xi |X,»,2)13X(:13-+1 X 1), (4.98)

ou en () nous avons exploité (A.80), en (b) la définition des probabilités conditionnelles, en (c) lamarginalisation.
En combinant (4.98) avec (4.94) on obtient bien la propriété (4.74) pour I’ ensemble de variables dont on a exclu
X;. Par conséquent, nous avons bien montré qu’ on peut enlever un nombre quel conque de variables placées en
position quelconque d’ une suite de Markov sans détruire la propriété de Markov.

On peut déduire de ce qui précede la condition suivante. Sii; < i3 < --- < i €st un sous-ensemble
guelconque d’indices croissants extraitsde 1, . .., n et si (4.74) est vraie, alors
P(Xik|Xi17"'7Xik—1) = P(Xlk|Xlk—1)v (499)

ce qui veut dire que I'information fournie par la variable la plus proche contient toute I’ information des variables
précédentes. Laréciprogquese formulecommesuit : si ([4.99) est vraie quelle que soit lasuite d’ indices conséctifs
i1<ip=i1+1< .- <i =i +k— 1extraitsdel,...,n, alors (474) est vraie.

Mais, pouvons hous inverser |’ ordre des variables tout en conservant la propriété de Markov ? Nous alonsle
montrer par induction (sachant que pour n = 3 on peut inverser |’ ordre des variables). Supposons donc que

P(X"7Y) = P(Xo1) P(Xn s Xn 1) P(Xp g Xn2) - - P(X1| o). (4.100)
Alors
P(x") = P(Xx,|x"H)pant) (4.101)
2 P(Xp| X)) P(X™Y) (4.102)
L P(Xn| Xp1) P(Xp_1) P(Xn—a| X1 ) P(Xp_3| Xpes) - - - P(X1|Xo) (4.103)
£ P(Xny X 1) P(Xn_2| X 1) P(Xn_s| Xp2) - - P(X1|Xy) (4.104)
é P(Xn)P(Xn—l|Xn)P(Xn—2|Xn—1)P(Xn—3|Xn—2)"'P(X1|X2)7 (4105)

ol en (a) nous avons exploité (4.99), en (b) I" hypothése inductive, et en (c) et (d) la définition des probabilités
conditionnelles.
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Figure 4.7.  Sous-ensembles de variables d’une chaine de Markov

De ce qui précede on peut déduire une autre propriété générale vérifiée par une chaine de Markov. Prenons
trois (ou plus) sous-ensembles de variables A, B, C qui ne se recouvrent pas (tels qu'illustrés a la figure [4.7).
Nous avons

A = X, X,,... X, (4.106)
B = X217X11+17 . X,’p, (4107)
C = X, XA, (4.108)
oulesindicesiy, ..., ik, i, - - ., ip, iq - - - i, fOrment une sous-suite croissantede 1, ..., n. Alorsona
P(A|B,C) = P(A|B) e P(C|B,A) = P(|B), (4.109)
P(A,B,C) = P(A)P(B|A)P(C|B) = P(C)P(B|C)P(A|B), (4.110)

ce qui veut dire que la propriété de Markov reste vérifiée aprés regroupement des variables. On a aussi

P(A,C|B) = P(AB)P(C|B) (4.111)
P(AIB) = P(AlX;) (4.112)
P(CIB) = P(C|X:,). (4.113)

En fait, on améme

P(BIA,C) = P(B|X;,Xi,) (4.114)

ce qui veut dire que seules les variables | es plus proches doivent étre gardées dans le conditionnement.

Conséquences sur les informations mutuelles et entropies conditionnelles. Nousallonsénoncer
sans demontrer les propriétés de monotonicité qui découlent de ce qui précede et du théoréme de non-création

d'information. Nous encourageonsle lecteur ase persuader que ces propriétés sont bien vraies (les démonstrations
sont immeédiates).

Erosion del’information
S k<l<p<gdors
I(Xg; Xy) < I(AX; X). (4.115)

Croissance de I’ entropie conditionnelle (oubli)
Sii<k<ladors

H(X|Xi) > H(X|Xy) = H(X| Xy, Xi) et H(Xi|X) > H(X|Xy) = H(X;| X, X1). (4.116)
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4.5 UNICITE DE L’EXPRESSION DE L’ENTROPIE

Nous avons introduit au début de ce chapitre la mesure d’information logarithmique a partir de quelques ar-
guments intuitifs sur les propriétés que nous attendions de cette mesure. En particulier, nous avons souhaité
I’ additivité des entropies de v.a. indépendantes ce qui nous a conduit a proposer la mesure logarithmique. Les
principales propriétés des différentes quantités introduites sont ensuite apparues comme conséquence de la con-
vexité de lafonction z log z. On peut cependant se demander si la formulation logarithmique que nous avons
obtenue est unique a posséder ces propriétés, ou s'il existe d autres fonctions susceptibles de servir comme
mesure d’information. Or, on peut montrer qu’ en postulant un certain nombre (trés réduit) de propriétés sous la
forme d’ axiomes, la fonction logarithmique apparait comme la seule mesure d'information acceptable. En fait,
on trouve dans la littérature plusieurs axiomatisations qui ont &té proposées pour I’ entropie.

Par exemple, on peut montrer que la suite de fonctions H , (p1, - - - , p) Qui satisfont a
Normalisation.
Hy(3,3) = 1;
Continuité.
H>(p, 1 — p) est unefonction continuede p € [0, 1];

Groupement.
Hy(p1,.-3pn) = Hno1(py + p2y- o pn) + (o1 + p2) Ha (5B 5.555), Vn > 2,

doivent avoir commeforme H,, = — 3", p; log p;.

Notons que larelaxation de certaines de ces propriétés donne lieu a des familles de fonctions plus générales:
on peut citer par exemple les entropies d’ ordre 3, définies comme suit

H pla 7pn sz z (4117)

ou

281 _
e W(l —p{). (4.118)

Ces mesures comprennent comme cas particulier I'entropie de Shannon lorsque 5 — 1 et I'indice Gini (ou
entropie quadratique) lorsque 5 = 2.

Notons également que la propriété essentielle est I’ additivité de |’ entropie de v.a. indépendantes (qui apparait
ci-dessus sous la forme du groupement). C'est d'ailleurs cette propriété d’ additivité (on dit aussi d’ extensivité)
qui conduit a adopter une mesure anal ogue en thermodynamique (I’ entropiede |’ union de deux systemesindépen-
dants est la somme des entropies de ces systemes pris i solément).

4.6 ENTROPIE RELATIVE

Avant de terminer ce chapitre introductif, nous alons discuter d’'une autre mesure d’entropie qui est utilisée
fréquemment et dont certaines propriétés seront tres utiles dans la suite. 1l s'agit de I’ entropie relative de deux
lois de probabilités. Nous en profitons pour introduire quel ques notations que nous utiliserons aussi dansla suite.

Définition de 1’entropie relative. L’entropie relative ou divergence de Kullback-Leibler d'une loi de
probabilité P par rapport auneloi @, P et @ éant définies sur un méme univers discret €2, est définie par

Divergence (distance K-L)

og @)
(w)’

(4.119)

D(P|IQ) = Y. P(w)

@

ou on impose (par continuité) 0 log % =0,VQ et Plog % = 400,VP > 0.

Propriétés. L'entropierelative est positive; elle est nulle si seulement si Vw € Q : P(w) = Q(w). Il sagit
d' une conséquence immédiate de I’ inégalité de Gibbs (4.50).
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Bien que cette mesure ne soit pas symétrique elle est souvent interprétée comme une mesure de distance entre
lois de probabilité, et on I’ appelle communément distance KL.

Onmontreque D(P||Q) est convexevis-avisdelapaire (P(w), Q(w)) : s (P1(w), Q1(w)) €t (P2 (w), Q2(w))
sont deux pairesdeloissur 2, et si P(w) 2 AP (w) + (1 = NPy (w) et Q(w) 2 AQ1 (w) + (1 —N)Q2(w), dors

D(P||Q) < AD(P1||Q1) + (1 — A)D(P,]|Q2), (4.120)

VA €[0,1].
On déduit aisément de ces propriétés quelques-unes des propriétés déja demontrées pour les entropies et
informations mutuelles.
En particulier, on a
I(X;Y) = D(P(X,D)||P(X)P(Y)), (4.121)
et par conséquent on retrouve I (X; V) > 0.
Deméme, ona
H(X) =log|X| — D(P(X)||U), (4.122)

ou | X| représente le nombre de valeurs distinctes prises par lav.a. X', et i désigne la distribution uniforme sur
I’ensemble des valeurs possiblesdelav.a. X'. On retrouve donc que H (X') est maximale et vaut log |X'| pour une
distribution uniforme, et on peut dire que |’ écart de H (X') par rapport a ce maximum mesure la distance delaloi
de probabilité alaloi uniforme.

4.7 GENERALISATION AU CAS CONTINU

Les notions introduites ci avant I’ ont &té dans le cas simple de variables aléatoires définies sur un univers € fini
(cas d'un alphabet fini). Lorsque le nombre de valeurs possibles devient infini denombrable on peut en principe
étendre les définitions avec un minimum de précautions (il faut s'assurer que les sommes infinies correspondent
a des séries sommables, ce qui N’ est pas nécessairement le cas).

Au-dela de ce cas assez académique, nous nous intéresserons dans la suite au cas de variables aléatoires a
valeursréelles et dont les distributions de probabilité sont continues. Danscecas, il n’ est pas possible d’ extrapoler
directement les formules des entropies, celles-ci tendant vers |’ infini.

4.7.1 Entropie relative

La distance de Kullback-Leibler se généralise au cas de v.a. continues de la maniére suivante. Si X' et ) sont
deux v.a. continuessur R™, de densités px et py tellesque

py(z) =0 =9 px(z) =0

(on dit que py est absolument continue par rapport ap x) I entropie relative est définie par

A TlyeeyTn
D(px|lpy) :/---/px(ml,...,xn)logudml...da:n. (4.123)
py(z1,...,2n)

4.7.2 Quantité d’information mutuelle

Comme la quantité d' information mutuelle est une entropierel ative elle se généralise directement au cas continu.

En effet, en supposant que les variables aléatoires X’ et ) soient avaleurs réelles et admettent des distributions
de probabilités continues de densité conjointe p x y (-, -) e marginalespx (-) et py(-), on peut “ passer alalimite”
apartir du cas discret :

P(X € [z,z + dz[) = px(z)dz, P(Y € [y,y + dz[) = py(y)dy

P(X €[z, + dz[,Y € [y,y + dz]) = px y(z,y)dzdy
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p)( y( )
129 = [ [rxs@u S m (4129

et on retrouve lefait que sous |’ hypothese d’indépendance I (X'; V) = 0.

Remarquons que, comme dans le cas discret, |’information mutuelle entre deux v.a. continues est égale ala
distance KL de la distribution conjointe au produit des distributions marginales. Elle est positive en général et
elle est nulle lorsque les deux v.a. sont indépendantes.

4.7.3 Entropie différentielle

Si nous effectuons le méme passage a la limite dans la définition de I’ entropie, nous voyons qu’elle tend vers
I"infini, les événements & émentaires devenant de moins en moins probables au fur et a mesure que Az — 0.

Par conséquent, pour généraliser les entropies au cas continu on arecours alanotion d' entropie diff érentielle
définie comme suit

Hy(¥) 2 - / log [px ()] pa () da,

pour autant que cette intégrale soit définie (et ce n’est pas nécessairement le cas).
On définit alors de maniére similaire

Hy(X,Y) = - / f log [px (2, 9)] px.y (2, y)dedy, (4.126)

Ha¥y) = - [ [ 10g [pary(elo)] p.y (o )dedy. (4.127)

Ces entropies différentielles héritent de la plupart des propriétés de leurs homol ogues discrétes, en particulier

I(X;Y) = Hy(X) + Hy(Y) — Hyg(X,D) (4.128)

I(X;Y) = Hy(X) — Ha(X|Y) = Ha(Y) — Ha(Y|X). (4.129)

Exemples. Nous allons donner quelques exemples d’ entropies différentielles et de quantités d'information.
Nous laissons le soin au lecteur de faire les calculs, mais nous insistons sur quelques constatations immédiates
gue I’ on peut faire. Avant d' essayer de comprendre ce qui suit, nous recommandons au lecteur delirela partie de
I’ appendice B relatif aux variables aléatoires continues et en particulier la partie qui traite des vecteurs aléatoires
Gaussiens.

1. L'entropie différentielle est invariante par rapport aunetrandation: si )Y = a + X aors H 4(Y) = Hq(X).

2. L'entropie différentielle est sensible a une dilatation de I'espace: s Y = AX (ou A est une matricen X n
non-singuliére,ona H4(Y) = log|A|+H4(X), ol | A| désignelavaleur absol ue du déterminant delamatrice A.

3. L'entropie différentielled’ une v.a. uniforme sur I'intervalle [0, a] vaut
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[0 2

Figure 4.8.  Distribution de la somme de v.a. indépendantes L{[OJ]

Entropied’unev.a. uniformesur [0, a]

(4.130)

On remarque en particulier que cette entropie est négative si a < 1. On retrouve le fait que s on multiple la
variable aléatoire par une constante b # 0, ladensité de probabilité reste uniforme mais vaut ﬁ , par conséquent

I’entropie différentielle est “ augmentée” par un termelog |b|.

4. Prenons deux v.a. indépendantes, X' et ) distribuées uniformément sur unintervalle [0, 1] et Z = X + ). On
aHy(X)=0et Hy(Y) = 0. D'autre part, calculons I'information mutuelle entre Z et disons X’ :

I(X; 2) = Hy(Z) — Ha(2]X).

Or Hq(Z|X) = 0, puisque VX ladistribution conditionnellede Z est uneloi uniformesur I'intervalle [ X, 1+ X].
D’ autre part, Z suit uneloi triangulaire telle que réprésentée ala figure [4.8. L entropie de cette distribution vaut

2 1
zlnzdr =

Hy(2) = —— —
12) =13 o 2In2’

et on trouve donc que
1

I(X;2) = 502

5. L'entropied’ unev.a. Gaussienne X' ~ N (u, o2) vaut

Entropied’unev.a. Gaussienne N/ (i, o)

Hy(X) = %log (2mea?). (4.131)

6. Considéronsalors deux variables al éatoires conjointement Gaussi ennes, et cal culonsleur information mutuelle.
Nous pouvons supposer que les variables sont centrées et de matrice de variance-covariance

0'2 g1 0
> = [ ,001102 f’glg 2 ] . (4.132)

Ona )
Hy(X) = 3 log (271’60%)
o 1
Hy(X|X2) = 3 log (2meo?(1 - p?)),
et donc la quantité d’ information mutuelle vaut
1

1
I(X1; X2) = Hq(&X1) — Ha(X1]X2) = 3 log = (4.133)
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On trouve, logiquement que laquantité d'information est nullelorsgueles deux v.a. sont indépendantes(p = 0) et
gu'elletend versI’infini si elles sont linéairement dépendantes (p = 1). On constate également quel’information
mutuelle est invariante si on modifie les échelles (par exemple, si on multiplie X'; par un nombre quelconque)
puisqu’ €lle ne dépend que du nombre p qui est adimensionnel.

Exemple pratique.

Supposons que X' soit une variable aléatoire Gaussienne de moyenne nulle et d’ écart-type /P qui représente
un signal (nousdirons que P est la puissance moyenne du signal), et supposons que ce signal soit perturbé par un
bruit indépendant Z, Iui aussi de nature Gaussienne et de puissance N (écart-type +/N), donnant lieu au signal
corrompu)y = X + Z.

On peut calculer la quantité d’information mutuelle entre X’ et Y en calculant leur coefficient de corréation.
Ona

pry=——", (4.134)

oucov(X,Y) = E{XY} = E{X(Z + X)} = P, puisque les variables sont centréeset que ¥ L Z. Onaauss
oy =+ P + N et on en déduit finalement que

P
S 41
P=\VP+N’ (4.135)

I(X;Y) = %log (1 + %) . (4.136)

et donc que

Nous analyserons cet exemple plus en détail au chapitre [0 ou nousverronsqu'’il s agit d’ un modéle fréequem-
ment utilisé dans |e domaine des communications sur canaux continus.

Discussion. Les quelques exemples ci-dessus montrent clairement que les entropies différentielles peuvent
étre négatives et qu’ elles ne sont pas invariantes lorsqu’ on effectue une transformation non-singuliere de la vari-
able aléatoire. Par contre, on peut se convaincre que |’ information mutuelle est invariante pour une telle transfor-
mation (ceci est illustré par I’ exemple 6). On peut donc résumer la situation en disant que I’ information mutuelle
supporte le passage au cas continu.

Interprétation de ’entropie différentielle : discrétisation. Supposonsquel’ entropiedifférentielle
delav.a X existeet discrétisonslavariable X' apas constants A (voir figure 4.9). Si ladensité de probabilité est
continue dans chaque petit intervalle, on peut y écrire (théoreme des valeurs intermédiaires) que

(i+1)A
pa(z)A = f pa(2)da,
A

en choissant bien z; € [iA; (i + 1)A].
Par ailleurs, lavaleur py (z;)A est la probabilité p; delai—eéme valeur delav.a. discrétiste X2 avec le pas
A. Onadonc

+o0 +oo
H(X®) == pilogp; = — > _px(zi)Alogpx(z:)A,

c est-a-dire
—+o0

H(X?) == px(w:)Alogpx(z;) —log A.

Si maintenant nous faisons tendre A vers 0, et en supposant que lalimite du premier terme existe, il converge
vers |’ entropie différentielle. Par conséquent, on peut interpréter |’ entropie différentielle de la maniéere suivante :
I’ entropie d’ une quantification en n bitsd’ une variabl e al éatoire continue est approximativement égalea H 4(X)+
n (onsupposeque A = 2", et quel’intervalle de variation de z est fini.).
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px(z)

Figure 4.9.  Quantification d’une v.a. continue

4.8 RESUME

Dans ce chapitre nous avons introduit les principales notions nouvelles en théorie de I'information, qui nous
seront utiles dansla suite.

Premiérement nous avons défini, de fagon plausible, mais sans autre forme dejustification, lamesure d’ incerti-
tude et d’information logarithmique. Comme nous le verrons plus loin dans ce cours, cette mesure se justifie par
le fait qu'elle permet en effet de quantifier les ressources physiques nécessaires a la conception de systemes
de traitement de I'information. Du point de vue mathématique, ¢’ est |’ additivité de cette mesure qui rend son
exploitation aussi simple que possible du point de vue mathématique. Cette propriété é émentaire rend également
cette mesure intuitivement acceptable comme mesure de I’ incertitude.

Ces notions ont &té introduites tout d’abord dans le cas discret, et nous avons vu que la plupart de leurs
propriétés résultaient de quelques propriétés simples de la fonction logarithme, et en particulier de la concavité
de celle-ci et de I'additivité vis-a-vis de la multiplication des probabilités. Enfin, nous avons généralisé les
notions au cas continu, en passant par lanotion d’ entropierelative (distance KL) qui partage une bonne partie des
propriétés de I’ entropie de Shannon, avec en plus la possibilité d’ étre généralisée facilement au cas continu et/ou
mixte. L' entropiedifférentielle aensuite &éintroduite, de facon ace queles différencesd’ entropiesdifférentielles
puissent toujours étre interprétées comme des quantités d’ information.

Nous avons terminé ce chapitre par un certain nombre d’exemples de calculs d’ entropies et de quantités
d'information dans le cas continu.

A lafin de ce chapitre nous vous proposons un certain nombre d’ exercices ainsi qu’un formulaire qui colla-
tionne la plupart des formules utiles pour la suite.
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Appendice 4.A: Exercices

Notions d’entropie et d’information

1. Soit latable de contingences

X1
X>

O Wi .:<
WlFwW|— k:)<

Calculer (logarithmesen base 2) :

(a8 H(X),H(Y)
(b) H(X|Y),H(Y|X)
(© H(X,))
(d H(Y) - HY|X)
(€ I(X;))
(f) dessiner un diagramme de Venne qui résume la situation.
2. Un match de Tennis entre deux équipes consiste en une série de 5 sets au maximum qui se termine des que
I’ une des équipes a remporté trois sets. Soient a et b les deux équipes et soit X' une variable aéatoire qui

représente I'issue d’'un match entre a et b. Par exemple, X = aaa, babab, bbaaa sont des valeurs possibles
de X (il y enad autres). Soit ) lavariable aléatoire qui désigne le nombre de sets effectivement joués avec
Y ={3,4,5}.

Représenter les parties au moyen d'un arbre dont les branches successives sont les issues des sets joués et
les noeuds terminaux sont décorés au moyen de deux variables qui désignent le nombre de sets et I'issue du
match.

En supposant que les deux équipes sont de méme niveau et que les sets sont indépendants, calculer H(X),
H(Y), H(X|Y) et H(Y|X). Quelles probabilités faut-il associer aux noeuds terminaux de |’ arbre ?

Soit Z = {a, b} lavariable aléatoire qui désigne I’ équipe qui remporte le match. Trouver H(X|Z), com-
parer a H (X)) et justifier ce qu' on trouve. Trouver H(Z|X), et justifier.

3. Montrer que

(& H(X,Y)=H(Y)+H(X|Y) = HX) + H(Y|X)
(b) H(X,Y) > max{H (&), H(Y)}

(© H(X|Y) < H(X)

(d) H(X,Y) < H(X)+ H(D)

(€ I(X;Y)=H(X)+H(Y) - H(X,Y) = H(X) - H(X|Y)

4. Soit A(X,Y) 2 H(X,Y)—I(X;Y),ouX ety sont desv.a. définiessur un (22, P, £) discret.

Montrer que

(@ A(X,Y) =H(X|Y) + H(Y|X)

(b) A(X,Y) >0,

(© A(X,X) =0,

d A(X,Y) =AD,X)

(e AX,Z) <AX,Y)+ A, Z) (plusdifficile; partir de (a)).

Est-ce que A(X, Y) définit une distance sur I’ ensemble des v.a. définies sur (€2, P, £) ? Pourquoi ?
5. Soient X, ), Z trois variables aléatoires binaires. On donne les informations suivantes :

m P(X=0)=P(y=0)=0.5,
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@
(b)
(©
(d)
C)
Q)
©)
(h)
(i)

)

P(X,Y) = P(X)P(Y)
Z=(X+Y)mod2(ie Z=1 X #)).

Imaginez une expérience physique qui correspondrait a ces hypotheses.
Quevaut P(Z =0) ?

Quevaent H(X),H(Y),H(Z)?

Quevaent H(X,Y),H(X,2),H(Y,2),H(X,Y,2)?
Quevaent I(X; V), I(X; 2),1(V; 2) ?
Quevaent I(X; Y, 2),I(V; X, 2),I(Z; X,Y) ?

Quevaent I(X;V|2),I1(V; X|2),I(Z;X]Y) ?

Dessiner un diagramme de Venne qui résume la situation.

Lesquelles, parmi les relations d’indépendance suivantes

XLIYVXLZYLZXLYZYLZX

sont vérifiées dans ce probleme ?

En modifiant Iégérement les données du probleme, a savoir en supposant P(Y = 0) = p # 0.5 et
toujours P(X = 0) = 0.5, lesquelles des relations d'indépendance précédentes restent vraies (respec-
tivement, restent fausses) ?

6. Soient X, ), Z trois variables aléatoires discréetes quel conques. Montrer que

@
(b)
(©
(d)

H(X,Y|Z) > H(X|2);

I(X,9;2) > I(X; 2);
HX,Y,Z2)-HX,Y)<HX,Z)-H(X);
I(X; 21Y) > I(Z;9|1X) — 1(Z;Y) + 1(X; Z).

Applications illustratives

1. Entropie d’un chien ala recherche d’'un os. Un chien se déplace e long d' une droite. Désignons par X'; la
variable aléatoire (un entier) qui représente la position du chien al’instant . Le chien démarre sarecherche
en X, = 0 (la position initiale du chien), ensuite, & chaque pas de temps il fait un pas, soit a gauche
(Xip1 = X; — 1), soit adroite (X;11 = &; + 1). Le premier pas est +1 avec une probabilité de 0.5. Ensuite,
a chagque pas de temps il choisit soit de poursuivre dans la direction courante (probabilité de 0.9) soit de
changer de direction (probabilité de 0.1). Un trgjet typique du chien pourrait &re comme suit

@

(b)
(©
(d)

(€

(Xo, X1,...) = (0,+1,+2,+3,+2,+1,0,—1,-2...)
Pour, i > 1, exprimez X; +, sousformededeux fonctions, f (X;, X;_1) et f— (X, X;_1) correspondant
respectivement au cas ou le chien poursuit dans la direction courante et au cas ou il change de direction.
Quevalent,pouri > 1, H(X;11|X;—1, X;) et H( X1 | X1 Xo, ..., X)),
Calculer I'entropie H (Xo, X1, ..., Xp).
Calculer I’ entropie moyenne par pas de temps de la position du chien, ¢’ est-a-dire

. H(X, Xp,...,4,)
lim .
n—o0 n+1
Désignons par S la variable aéatoire qui désigne I'instant ou le chien change de direction pour la

premierefois. Quelle est lavaleur moyenne de S (espérance mathématique) ? (Notez que le chien doit
faire au moins un pas avant de pouvoir changer de direction).

2. Entropiedu tempsau premier succes. Une piece équilibrée est lancée jusqu’ a ce qu’ on obtienne face pour la
premiérefois. Soit X' lavariable aléatoire qui désigne le nombre de lancersainsi obtenus (X € {1,2,...}).
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(@ Trouver I'entropie H(X).

(b) Supposons maintenant qu’ on lance la piéce jusqu’ aobtenir une deuxieme fois face, et désignons par X '
lavariable aléatoire entiere qui compte le nombre de lancers supplémentaires et ) la variable aléatoire
qui désigne le nombretotal delancers. Montrer que H(Y) < H(X,X') etque H(X, X') = 2H(X).

(c) Pouvez-vousdécrire une sequence“ efficace” de questionsdichotomiquesdutype“Est-ceque X’ € S ;7"
pour déterminer (deviner) la valeur de X, ¢’ est-a-dire telle que le nombre moyen de questions vaille
HX)?

3. Jeude cartes. Un jeu de cartes qui comprend 26 cartes rouges et 26 cartes noires est mélangé puis retourné
une carte apres|’ autre. Soit X, lav.a. qui désignelacouleur R ou N delai-émecarte qui est ainsi retournée
(k=1,...,52)

(b) Trouvezlarelationentreleslois P(Xy,...,X;) e P(X144,...,Xpti), veCi, k > 1eti+ k < 52.
(c) Déduisez larelationentre P(X;|Xy ..., Xp—1) €& P(Xpp1|Xa ..., XL).

(d) Est-ceque H(X|X1,...,Xr_1) croit ou decroit, lorsque k& augmente ? (preuve al’ appui...)

(E) Cadculez H(Xl, D2 CYN Xg,g).
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Appendice 4.B: Formules utiles

Entropie, information, divergence
HX) 2 —ZP ) log P(X;) (F1)
H(X), Xy X)) & — Z Z P(X14ys oy Xmi, ) 10g P(X14y sy Xmin)  (F2)
i1=1 im=1
H(X|Y;) = =Y P(X;|Y;)log P(X;|Y;) (F3)
=1
HXY) = =33 P(X.,Y;)log P(Xi[Y;) (F4)
i=1 j=1
H(X|Y) = ) P(Y)H(X|Y;) (F.5)
j=1
. P(X;,Y;)
Ix;y) 2 P(X:,Y;)1 J F.6
(X:9) ;; (X3, Y)) log 5oy (F6)
I(X;)) H(X) - H(X|Y) (F7)
H(Q)-HQY|X)=H(X)+H(Y) - H(X,Y) (F9)
I(X;Y]12) & HWX|Z)-HQXD,Z2) (F9)
. _ P(Xi,Y;|Zy)
I(X;Y12) = ZZ]%PXH 21108 B S 7 2) (F.10)
2 Plw)
D(P||Q) = L%;ZP(w)log 0w (F12)
Additivité et chainage
H(X,Y) = HWX)+HQ|X)=HY)+ HX|Y) (F12)
H(X,Y|Z) = HX|Z)+HO|X,Z) (F13)
H(X, Xy, &) = H(X) + H(X|X) + H(Xs| A2, 1) + ...+ H(Xn|Xnoy, ..., A1)
= H(X|Xi_1,..., X)) (F.14)
i=1
H(X17X2a'~'aXn|y) = H(X1|y)+H(X2|X17y)+ H(Xn|Xn—17"~7X17y)
2 ZH XXr . X Y) (F15)
I(X), Koy, X3 Y) = ZI(XZ»;MXZ»_I,...,Xl) (F16)
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Positivité, convexité et monotonicité

HX)>0 e HX,Y)>0 e H(X|Y)>0 (F.17)
H(X,Y) < H(X)+ H(Y) < 2H(X,)) (F18)
0<HX)<HWX,Y)<HX,V,Z)<... (F19)
H(X)>HX|Y)>HX|Y,2)>...>0 (F.20)
I(X;Y)>0 e I(X;V|2)>0 (F.21)
0<I(X;Y) < I(X;,2) < I(X,T; ), 2) (F22)
D(P||Q) >0 (F.23)

Non-cr éation d’infor mation
S X & Y + Z forment une chaine de Markov alors

I(X;0) 2 1(x;2) et 1(V;2) 2 1(X; 2) (F-24)

En particulier Z = g())
I(X;Y) > I(X;59(9)) (F.25)







D MODELES GRAPHIQUES ET
INFERENCE PROBABILISTE

5.1 INTRODUCTION

Dans ce chapitre nous allons décrire quel ques outils de modélisation permettant d’ appliquer les notions que nous
venonsd' introduireades problemes pratiques. Les différentsmodél es que nousintroduisonsont lacaractéristique
commune de reposer sur une repésentation graphique. Nous nous bornons ici a la représentation de lois de
probabilités discretes, mais nous signalons au lecteur qu’il existe bien entendu de nombreux modéles graphiques
pour la représentation de densités de probabilités de variables continues.

Nous commengcons par les réseaux Bayesiens qui constituent a |” heure actuelle un des outils principaux de
modélisation et de rai sonnement probabliste utilisés notamment en intelligence artificielle. Lesréseaux Bayesiens
se focalisent sur lamodélisation et " exploitation de la notion d’ indépendance conditionnelle.

Ensuite nous introduisons les model es de type chaine de Markov, qui sont en réalité un type particulier haute-
ment structuré de réseau Bayesien. Les chalnes de Markov permettent notamment la modélisation de processus
aléatoires en temps discret, et interviennent dans de nombreuses questions relatives a la modélisation du langage
parlé et écrit (reconnaissance de la parole, compression de textes). Ce type de modéle sera intensivement utilisé
dans ce cours pour la modélisation de sources et de canaux. Ajoutons que ce type de structure peut se généraliser
a plusieurs dimensions sous laforme de réseaux de Markov, utilisés notamment en traitement d’images.

Enfin nous terminerons par la description d'un modéle simple permettant de représenter efficacement deslois
de probabilités conditionnelles, sous la forme d’un arbre de décision. Ce type de modéle est utilise dans de
nombreux systemes d' aide & la prise de décision, mais également dans e cadre du codage de données.

5.2 RESEAUX BAYESIENS

Dans les sections qui précédent nous avons vu le rdle important joué par la notion d'indépendance et cer-
taines subtilités autour de la notion d’indépendance conditionnelle. Nous avons également vu que certaines hy-
pothéses structurantes du point de vue indépendance conditionnelle, telle que la propriété de Markov, peuvent étre
représentées graphiquement. Les réseaux Bayesiens constituent un outil trés puissant pour la représentation et la
manipul ation delanotion d’ indépendance conditionnelle. |Is servent notamment dans|e cadre delareprésentation
de connaissances probabilistes dans les systemes a base de connaissances (en I ntelligence Artificielle) et permet-
tent de formuler des algorithmes d’ inférence efficaces.
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Figure 5.1,  Réseau Bayesien

Nous ne pouvons pas dans le cadre de ce cours nous étendre sur la théorie de ces réseaux Bayesiens. Mais
nousallonsillustrer ici de quoi il s agit en tirant profit des notions que nous venons d’ introduire. Nous suggérons
au lecteur intéressé de consulter les références [ [Fre99, [Pea88] sur lesquelles nous avons basé ce texte.

Un réseau Bayesien est un graphe permettant de modéliser et de raisonner sur uneloi de probabilité conjointe
d un certain nombre de variables aléatoires (nous considéronsici seulement le cas discret). Dans ce graphe, les
noeuds correspondent aux variables aléatoires et les arcs, qui sont orientés, aux relations entre ces variables. Un
arc X — Y signifie que lavariable X’ influence (directement) la variable ). On dit aussi que X' est une cause
directe de ), et on appelle aussi ces graphes des graphes de causalités. Une restriction importante en ce qui
concerne latopologie du graphe orienté est qu’il ne doit pas contenir de cycles orientés.

5.2.1 Exemple illustratif

Lafigure5.Dmontre un réseau Bayesien illustratif. |l s'agit d' un exemple de génétique : les différentes variables
représentent la couleur des yeux de différentes personnes d’ une méme famille (P signifie pére, M mere, GPP
grand-pere paternel, GMP grand-mere paternelle, GPM grand-pére maternel, GMM grand-mere maternelle, F1
et F2 sont desfils, e enfant et E épouse.) Chacune des variables peut prendre comme valeurs Bleu, Brun, Vert
correspondant a la couleur des yeux de la personne désignée par la variable. Le graphe représente intuitivement
lesrelations entre les coul eurs des yeux des différentes personnes de lafamille.

Remarque. Le réseau Bayesien de la figure 5.1 fournit une description intuitive, mais en réalité incorrecte de
notre probleme de génétique. Une description plus correcte du phénomene fait en effet appel a la distinction
entre génotype (qui se transmet selon une structure similaire & notre graphe) et phénotype (qui correspond aux
variables observables telles que la couleur des yeux). Nous reviendrons sur ce modéle plus correct plus loin.
Pour le moment nous allons faire comme s'il n'y avait pas de diff é&rences entre les deux types de variables, afin
de simplifier notre discussion qui a pour seul but d'introduire lesidées générales rel atives aux réseaux Bayesiens
al’aide d’ une exemple concret et intuitif.

5.2.2 Terminologie

Nous rappel ons ci-dessous la terminologi e usuel le relative aux graphes orientés et introduisons |l es notations que
nous utiliserons dans ce chapitre.

1. Lesnoeudsdu graphe sont identifiés par les noms des v.a. qui leur correspondent (disons X'; a X,).

2. Les“péres d'un noeud X;," (notés P(X})) désignent I’ ensemble des origines des arcs qui pointent vers le
noeud X,.
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3. Les“filsd'unnoeud X" (notés F (X)) désignent I’ ensemble des noeuds extrémités des arcs qui émergent
du noeud X7,.

4. Les"ascendantsd un noeud X" (notés A(X})) sont les péeres de celui-ci et leurs ascendants.
5. Les“descendants d’ un noeud X" (notés (X)) en sont lesfils et les descendants de ceux-ci.
6. Nous désignonsaussi par G |I'ensemble des noeuds (et desv.a.) du graphe.

7. Les “non-descendants d’'un noeud X';." (notés N'D(X})) désigne alors|’ensemble G N —({ X} U D(X%)),
' est-a-dire tous les noeuds du graphe sauf le noeud X'}, et ses descendants.

8. Un chemin (non-orienté) dans le graphe est une suite de noeuds du graphe X ;. , X, ..., X, telsqueVj =
L,...,k =1, &}, est soit pere, soit filsde &, , ;.

9. Un chemin orienté est une suite de noeuds du graphe X', , &, , ..., &;, telsqueVj = 1,...,k — 1, &}, est

perede A, , .

10. Un chemin (orienté ou non) est dit sans cycle si tous les noeuds qui en font partie y apparaissent une seule
fois.

5.2.3 Modele probabiliste et sémantique

Le modéle de réseau Bayesien est complété (on dit aussi instanti €) par un ensemble de lois de probabilités
conditionnelles de la maniére suivante : pour chaque variable X' on spécifielaloi P(X|P(X)) ou P(X) désigne
I"ensemble des variables correspondant aux parents directs (péres) de X dansle graphe. Si X n’apas de parents
aors on donne ssimplement laloi apriori P(X).

Par exemple, le réseau delafigure5.1] est complété en donnant les probabilitésapriori P(GM M), P(GPM),
P(GMP),P(GPP), P(E) etlesloisconditionnellesP(M|GM M,GPM), P(P|GMP,GPP), P(F1|M, P),
P(F2|M, P) et P(e|E, F1).

Une structure donnée d’ un réseau Bayesien peut évidemment &tre complétée de multiples fagons. Lorsqu’ on
étudie les propriétés de tels modéles il est donc fondamental de distinguer entre les propriétés structurelles
qui seront vraies pour toutes les instantiations possibles, et celles dont la vérification dépend de I’instantiation
particuliere envisagée. Puisque les tables de probabilités conditionnelles sont difficiles & déterminer de fagon
trés précise dans la plupart des situations pratiques, ce sont évidemment les propriétés structurelles qui nous
intéressent le plus.

Du point de vue probabiliste, la sémantique associ ée aux réseaux Bayesiens est la suivante

Indépendance conditionnelle:
Pour toute variable X, du graphe et quel que soit I’ensemble de variables W ¢ N'D(X},) ona

P(Xy|P(Xk), W) = P(Xy|P(Xk)). (5.1

Cela veut dire qui si les péres d'une variable sont donnés aors celle-ci devient indépendante de tout
ensembl e de non-descendants de cette variable (et en particulier de chacun de ses non-descendants).

Par exemple dans le graphe de la figure les variablesGM M, GPM, GM P et GP P sont idépendantes
(ce qui est réaliste s nous excluons les mariages consanguins). De méme, lorsque E et F'1 sont connus, alorse
est indépendant des autres variables du réseau. Le graphe exprime donc I’ hypothése que si nous connaissions la
couleur des yeux des parents de e alors la connaissance de la couleur des yeux des autres membres de la famille
(al’ exception des futurs enfants, petits enfants. .. de €) ne nous apprendrait rien sur la couleur des yeux dee.

De la définition (5:1) découle le fait que laloi de probabilité conjointe des variables du graphe se factorise
sous la forme du produit des lois conditionnelles associées aux différentes variables du graphe
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Figure 5.2.  Réseau Bayesien numéroté
Distribution conjointe:
P(G) = [ P(xIP(x)). (52)
Xeg

En effet, raisonnons sur notre exemple pour nous en convaincre. Ladistribution conjointe des variables du graphe
G est déduite de (B.1) de la maniére suivante :

1. Commelegrapheorientéest acyclique, il est possible de numéroter les noeuds de maniére a ce que les péres

de toute variabl e soient de numéro inférieur a cette variable.

Par exemple la figure [5.2] fournit une numérotation des noeuds du graphe de la figure qui respecte
cette propriété. (Dans notre exemple il aurait suffit de trier les variables par ordre croissant de la date de
nai ssance des personnes correspondant aux noeuds du graphe pour obtenir un ordre qui respecte la propriété,
éventuellement différent de celui indiqué sur lafigure.)

On applique ensuite laregle de chainage des probabilités conjointes, en utilisant cet ordre de variables. Cela
donne pour notre exemple

P(Xy, Xy, ..., X10) = P(X1)P(Xo| X)) P(X3| Xy, Xz) - - - P(X10| X1, -+, X). (5.3)

Enfin, on remarque que pour chacun des facteurs dans laformule ([5.3) le conditionnement se fait par rapport
a un ensemble de non-descendants qui comprend I’ ensemble des péres de la variable conditionnée. On peut
donc exploiter la propriété de base (B.1) pour simplifier laformule en ne gardant dans les conditionnements
que les péres. Dans le cas de notre exemple on obtient

P(Xy,Xs,...,X10) = P(X1)P(X2)P(X3)P(Xy)P(X5|X1, Xo)P(Xs| X5, Xy)
P(X7)P(Xs| X5, Xs) P(Xo| X5, Xs) P(X10| X7, Xg).

On conclut bien que la distribution conjointe des variables du réseau Bayesien est |e produit des distributions
conditionnelles (ou a priori) associées a chacun des noeuds du graphe.

A partir de cette distribution conjointe on peut évidemment effectuer tous les raisonnements probabilistes

souhaités, en utilisant les techniques habituelles de marginalisation et |e théoreme de Bayes. Cependant, lorsque
le nombre de variables est important, ces opérations deviennent rapidement infai sables en pratique. En anticipant
sur la suite, notons que les réseaux Bayesiens correspondant aux problemes de codage/décodage de cana con-
tiennent en pratique des dizaines de milliers de variables, et dans ce cas |es opérations explicites sont parfaitement
impossibles (il n’ est méme pas possible de représenter explicitement les tables de probabilités conjointes).

Il est donc capital d’exploiter la structure du réseau pour effectuer des raisonnements probabilistes. Des

algorithmes généraux ont été développés dont nous discuterons ultérieurement des variantes simplifiées utiles
dans e cadre de ce cours.
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Marginalisation par rapport aux feuilles. A titre d'exempled une manipulation qui peut se faire tres
simplement en exploitant la structure du graphe, citons la marginalisation par rapport aux feuilles du graphe. On
peut en effet se convaincre que la marginalisation sur une variable qui ne possede pas de descendants dans le
graphe (unefeuille) équivaut aenlever cette variable du réseau (ainsi queles arcs qui pointent vers cette variable).
Plus généralement, la marginalisation par rapport a un ensemble de noeuds comprenant tous ses descendants
équivaut a effacer cette partie du graphe.

Conditionnement par rapport aux racines. Unautre exempleintéressant concernele conditionnement
par rapport a une variable racine du graphe (qui ne dispose pas de pére). Par exemple, supposons gue nous nous
plagons sous I hypothése que la valeur de lavariable GPP est connue (disons“Bleu”). Quel est le réseau Bayesien
qui représentelaloi P(G'|GPP = Bl), ou G’ désignel’ensemble des autres variables ?

Il suffit d’ effacer lavariable G P P du graphe de départ, et de modifier les|ois de probabilités conditionnellesde
sesfilsenles“instantiant” correctement. Ici, laloi relative & P serait remplacée par P(P|GM P, GPP = Bleu),
c'est adirelacolonnedelatableintitiale correspondant alavaleur GPP = Bleu.

Avant dediscuter plusen détail I’ inférence, introduisonsla propriétéstructurelle de base desréseaux Bayesiens,
asavoir lanotion de d—séparation.

5.2.4 D-séparation

Dans cette section nous alons caractériser les relations d'indépendance (conditionnelle, dans le cas général)
entre ensembles de variables d' un réseau Bayesien. Précisons que nous recherchonsles relations d' indépendance
structurelles, c’est-a-dire celles qui découlent seulement de la topologie du réseau et qui sont donc vérifiées
quelles que soient les val eurs associ ées aux tables de probabilités conditionnnelles associées aux noeuds.

Avant de commencer, il faut observer (le fait assez évident) que si deux ensembles de noeuds ne sont reliés
par aucun chemin, les ensembles correspondants de variables sont évidemment indépendants. C'est donc des
propriétés des chemins qui relient deux ensembles de noeuds que découlera la possibilité d’ une dépendance.
Désignons par A, B, C trois ensembles digjoints de variables d’ un réseau Bayesien G, et essayons de caractériser
les conditions (topol ogiques) sous lesquelles la relation d' indépendance conditionnelle

A1 C|B, (5.4)

est satisfaite. En dehors du cas trivial ou n’existe aucun chemin reliant A a 3, cette condition sera satisfaite si la
connaissance des valeurs de toutes | es variables de I’ ensemble B n' autorise pas I information a circuler entre les
deux ensembles A et C. |l faut donc que tous les chemins reliant ces deux ensembles soient inactifs du point de
vue de cette circulation d’' information. Voyons les propriétés que doit vérifier un chemin pour qu’il y ait blocage.

Chemins bloquants. Rappelons qu’un chemin (non-orienté) dans un réseau est une suite de noeuds reliés
par des arcs. On dit que le chemin relie le premier noeud de la suite au dernier (et réciproguement). Notons
qu'il est possible qu’ un chemin contienne des cycles, mais que le nombre de chemins sans cycle qui peuvent étre
déduits d’ un réseau Bayesien est forcément fini.

Considérons la figure 5.3 qui reprend trois configurations possibles de chemins reliant deux (ensembles de)
variables et passant par unetroisieme variable. Laconfiguration (a) correspond & une structure de type “ chainede
Markov”, pour laguelle nous savons d&§ja qu’il y aindépendance conditionnelle entre les deux extremes, lorsgue
le milieu est donné.

La configuration (b) correspond & un probleme ou les deux variables A et C' sont indépendantes a priori
et ou B est dépendante des valeurs de ces deux variables (voir par exemple, I'exercice 5 de I appendice 4.A).
Pour ce probléme, la connaissance de B peut rendre les deux variables A et B dépendantes (alors qu'’ elles sont
nécessairement indépendantes a priori).

Enfin, lasituation (c) correspond explicitement al’ indépendance conditionnelle. Ici la connaissancede B rend
lesvariables A et C indépendantes, alors qu’ en I’ absence de cette connaissance elles peuvent étre dépendantes.

Les configurations (a) et (c) sont donc des configurations ou la connaissance de B bloque la circulation
d’information entre A et C' aors que la situation (b) correspond au cas ou au contraire elle active la circula-
tion d’information.
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@ P(A,B,C) = P(A)P(B|A)P(C|B) (b)P(A,B,C)= P(A)P(C)P(B|A,C) (c) P(A,B,C) = P(B)P(A|B)P(C|B)

Figure 5.3.

Lagénéralisation de ces idées est donnée par |a définition suivante.

Bloquage : définition

On dit qu' un chemin qui relie un noeud quelconque de .4 & un noeud quelconque de C est bloqué par
I’ensemble de noeuds B si ce chemin passe par au moins une variable X'y, qui vérifie au moins |’ une des
trois conditions suivantes :
1. X} jouealafoislerdle depéreet defilsdansle cheminet X, € B.
Il s'agit d'une structuredetype A — B — Cou A + B + C.

2. X} jouelerdlede pére de deux variables danslecheminet X'y, € B.
Il s'agit d' une structure detype A <+ B — C.

3. X joue le rdle de fils de deux variables dans le chemin mais ni X, ni aucun de ses descendants
(dansle graphe) ne figurent dans .
Il s'agit d'une structure detype A — X, + C, ou B ne contient ni X, ni aucun de ces descendants.

Dansle cas contraire on dit que le chemin est actif.

Notons que s un chemin sans cycle est blogqué, alors il en sera de méme pour tous les chemins dérivés de ce
chemin en y gjoutant des variables de maniére a former un cycle. Pour vérifier I existence de chemins actifs, il
suffit donc de considérer I’ ensemblefini des chemins sans cycle.

On peut alors définir la d-séparation de la maniére suivante.

D-séparation : définition

On dit que A et C sont d-séparés par B s tous les chemins reliant un noeud de A & un noeud de C sont

blogqués par B.

Notons que cette définition implique que si A et C sont d-séparéspar B,etsi A' ¢ AetC' Cc C,dors A’ et C’
sont aussi d-séparés par 1.
On ala propriété fondamental e suivante (dont nous ne donnerons pas la démonstration)

D-séparation : propriétéfondamentale

S A, B, C sont trois ensembles disjoints de variables d’ un r éseau Bayesienalorsona. A L C|[Bsi AetC
sont d-séparés par .

Celaveut direqu’ apartir delastructure du graphe on peut directement tester lesrelations d’indépendance con-
ditionnelle. Notons quelaréciproguede cette propriétén’ est pasvraie. || peut exister desrelations d’ indépendance
conditionnelle qui ne sont pas “visibles” graphiquement (voir ci-dessous).
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Observations:
Couleurs des yeux de GPP, GMM, M et E

Question:
Quelle est lacouleur la plus probable des
yeux de e?

Figure 5.4.  Exemple de probléme d’inférence a partir d'un réseau Bayesien

Insistons sur le fait que B dans cette propriété désigne un ensemble quelconque de variables (digoint de A4 et
C), et donc en particulier B peut étre I’ensemble vide. La notion de d-séparation “par I’ensemble vide” permet
donc aussi de caractériser les indépendances non conditionnelles.

Enfin, remarquons que la propriété de base qui définit les réseaux Bayesiens, a savoir qu’une variable est
indépendante de ses non-descendants lorsque on connait ses peres, est un cas particulier de d-séparation.

Exemple. DansleréseauBayesiendelafigure[54 lesensemblesdevariables{GM M,GPM,GMP,GPP}
et {E, F1, F2,e} sont d-séparés par I’ ensemble de variables { M, P}. En effet, les chemins qui relient ces deux
ensembl es de variables sont tous blogqués. Par conséquent, si nous connaissons la couleur des yeux de M et de
P, et que nous cherchons a deviner la couleur des yeux de leurs ascendants, il est inutile de tenir compte de la
couleur desyeux de {E, F'1, F2,e}.

Onvoit auss que {GM M,GPM} et {GMP,GPP, P, E,F1, F2, e} sont d-separéspar { M }, ce qui justifie
bien la simplification du raisonnement

Par contre, on voit que { E} et { F'1} ne sont pas d-séparés par {e} : lefait d’ observer la couleur des yeux de
e rend la couleur des yeux de ses parents dépendantes. Par exemple, si e a des yeux bruns, il est impossible que
ses deux parents aient des yeux bleus.

La réciprogue de ce théoreme n’est pas vraie. En clair, il existe des relations d’ indépendance conditionnelle
qui ne peuvent pas étre représentées graphiquement al’ aide d' un réseau Bayesien.
Cependant, on ales deux propriétés suivantes :

Pouvoir de représentation

N'importe quelle loi de probabilité conjointe peut étre représentée (en fait de multiples facons) a I’aide
d’un réseau Bayesien, et les inférences sur les relations d’indépendance faites a partir du graphe sont
toujours correctes, mais en général pas compl étes.

Complétude

Pour tout réseau Bayesien G il existe une loi de probabilité telle que la structure graphique du graphe
représente de mani ére compl éte les relations d’ indépendance conditionnelle de cette | oi.

5.2.5 Inférence

L'inférence consiste a exploiter le modéle probabiliste pour tirer des conclusions sur les valeurs probables de
certaines variables étant donné I’ observation de certaines autres variables. |l y a plusieurs types de problemes
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d'inférence : trouver I'explication la plus plausible d’une série d'observations, calculer la loi de probabilité
conditionnelle d’ une ou plusieurs variables &ant donné un certain nombre d’ observations (conditionnement plus
marginalisations). ..

De fagon générale, il s'agit donc de calculer des lois de probabilités conditionnelles de certaines variables
non-observées étant donné certaines observations.

En principe ce calcul peut étre effectué sans exploiter la structure du réseau en faisant simplement appel ala
définition de la probabilité conditionnelle et ala marginalisation. Mais, il se trouve qu'il est possible d exploiter
lastructure du réseau Bayesien pour rendre ce type d’ opération alafois plus naturel (plus proche du raisonnement
humain) et, dans de nombreux cas, beaucoup plus efficace. L es réseaux Bayesiens sont donc non seulement utiles
pour représenter de maniére intuitive les relations entre variables mais aussi pour structurer les calculs de fagon
efficace.

Par exemple, la figure[54 illustre une situation particuliére. On suppose avoir observé les couleurs de yeux
d’un certain nombre de personnes (GM M, GPP, M, et E), et on se pose la question de savoir quelle est la
couleur la plus probable des yeux d' une autre personne (e). Pour le besoin de I’ exemple, supposons que les yeux
deGMM, GPP, M, et E soient bleus, et essayons de calculer la probabilité que e ait des yeux bruns. Nous
supposerons que, dans la population qui nous intéresse, la probabilité a priori d avoir des yeux bleus est 0.6 et
celle d' avoir des yeux bruns est 0.4 (nous supposerons que dans cette populationil n'y a pas d’ yeux verts).

Nous utiliserons ci-dessous la notation X [br] (resp. X [bl]) pour indiquer que X est brun (resp. bleu), ou X
représente une variable quel conque du réseau Bayesien de lafigure 5.4

5.2.5.1 Approche brutale.
Nous pouvons calculer P(e[br]|GM M [bl], GPP[bl], M[bl], E[bl]) en calculant

P(e[br], GMM{bl), GPP[bl], M{[bl], E[bl])

et
P(GM MIbl), GPPbI), M[bl], E[bl])

et en divisant le premier par le second.
P(e[br], GM M [bl], GPP[bl], M[bl], E[bl]) peut &tre obtenue en marginalisant

P(e[br], F1, F2, P,GPM,GMP,GM MIbl], G P P[bl], M[bl], E[bi])

sur les variables non-impliquées dans notre raisonnement F'1, F'2, P, GPM,GMP (2° termes). Puis on peut
caculer P(e[bl], GM M|[bl], GPPI[bl], M[bl], E[bl]) de la méme maniére, et sommer ces deux nombres pour
obtenir P(GM M [bl], GPP[bl], M [bl], E[bl]).

On voit que I’ effort de calcul de cette méthode brutale croit exponentiellement avec le nombre de variables
non-observées (qui doivent &tre marginalisées). Dans nos applications futures, nous verrons que le probléeme du
décodage a la sortie d’un canal revient essentiellement a choisir pour un ensemble de variables non-observées
(décrivant le message envoyé sur le canal) la combinaison de valeurs la plus probable éant donné une série de
variables observées correspondant aux sorties du canal. Dans les systemes de codage les plus sophistiqués ces
messages sont composés de |’ ordre de quelques milliers de variables (symboles). L' approche par calcul direct
reviendrait dés lors a manipuler des tables de probabilités ayant un nombre de termes de I’ ordre 2 1°%0 et il est
clair que la méthode brutale décrite ci-dessus devient complé&tement inapplicable.

Il nous faut donc dével opper des techniques beaucoup plus efficaces et nous allons introduire progressivement
detellestechniquesdans|es sections suivantes. Notonsd’ emblée quele problémegénéral d' inférenceprobabiliste
sur réseau Bayesien est NP-complet. C'est donc seulement dans |e cas de réseauix de structure particuliere qu’on
peut espérer dével opper des algorithmes réellement efficaces. Nous verrons que les structures en chaine (chaines
de Markov) ou en arbre (ce qui en constitue la généralisation) permettent I’ inférence efficace.

5.2.5.2 Approche structurée par le graphe.

Le probleme fondamental de’ inférence probabiliste revient a marginaliser la distribution de probabilités con-
jointes représentée par le graphe par rapport aux variables qui ne nous intéressent pas (non-observées).

Elimination des noeuds non-observés. Ce probléme est similaire au probléme du calcul d’un schéma
équivalent d’'un circuit électrique, vu d’un certain nombre de noeuds auxquels on s'intéresse. Dans le domaine
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Elimination des noeuds 1,2,3,8,6,5 Elimination des noeuds 7 et 4

Ordreintelligent d’ éimination
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Figure 5.5. Réduction d'un circuit électrique par transfiguration et effet de I'ordre d'élimination des noeuds

de la théorie des circuits éectriques il existe essentiellement deux approches a ce probleme : (i) I’ approche
matricielle (globale) qui se sert de calculs directs et en particulier de I'inversion de matrice d’ admittances; (i)

I" approche par transfiguration, qui transforme le circuit de départ au moyen d’ une suite d’ opérations simples de
transformation “é&toile - triangle”. Cette derniere approche consiste a éliminer a chague étape un noeud intérieur

du circuit en gjoutant des liens entre chacun de ses voisins (voir figure B.5). Puisqu’ a chagque étape ce procédé
gjoute un certain nombre de connexionsau circuit, il est important d’ &iminer les noeuds dans un ordre judicieux,

en tenant compte de la structure creuse (non complétement connectée) du circuit. A cette fin, il existe diverses
techniques d’ ordonnancement de noeuds, qui visent a exploiter la structure creuse du circuit pour minimiser le
nombre de termes a calculer dans le processus. La figure 5.5 illustre ce processus d’ @limination en choisissant
d abord un ordre “efficace” (partie haute de la figure) et un ordre “inefficace”. On voit que le choix de I’ ordre
d’ élimination des noeuds peut avoir un impact considérable sur le nombre de calculs. Notons également que dans
I’ approche matricielle on retrouve ces techniques sous la forme de méthodes de pivotage, qui visent, lors de la
décomposition LU, a préserver autant que faire se peut la structure creuse de la matrice d' admittances.

Dans le domaine de I'inférence probabiliste, ces techniques de transfiguration ont également &té appliquées.
Ici lebut est detransfigurer le réseau Bayesien en éliminant les variables non-observées dansle bon ordre. Chague
fois qu'une variable X}, est éliminée, il faut alors gjouter des liens entre toutes les paires de variables voisines
du noeud @iminé qui sont d-séparées (voir ci-dessus) par celui-ci, et remettre a jour les tables de probabilités
conditionnelles. Ce type d approche est intéressante, mais présente comme désavantage essentiel le fait qu'il est
centralisé et intrinsequement séquentiel.

Nous allons voir ci-dessous que la propagation de croyances peut quant a elle étre réalisée de fagon distribuée
et asynchrone.

Propagation locale de croyances. L' approchede propagation locale de croyances a été dével oppée dans
le domaine de I'intelligence artificielle. Comme son nom I’indique, cette technique utilise la structure du graphe
pour faire circuler de I'information le long des arcs, le processus étant initié a partir des variables observées.
L' avantage de cette approche est de respecter totalement la structure du graphe : €elle est donc intéressante a la
fois du point de vueinterprétabilité et du point de vue efficacité de calcul.

Dansle cadre limité de ce cours, nous ne pouvons mal heureusement pas approfondir ces techniques dans toute
leur généralité. Cependant, nous expliquerons et illustrerons plus loin un certain nombre de ces techniques dans

ETC
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Observations:
Couleurs des yeux de GPP, M et E

Question:
Quelle est lacouleur la plus probable des
yeux de e?

Figure 5.6.  Réseau Bayesien simplifié

le cadre plus spécifique des chaines de Markov auxquelles nous ferons appel pour la modélisation de sources et
de canaux de communication. A lafin de ce chapitre nous donnerons quel quesindications sur lagénéralisation de
ces techniques pour les structures de réseaux Bayesiens quelconques. Ici, nous allons nous contenter d’illustrer
dans |e cas de notre exemple comment il est possible d’ exploiter la structure d’ un réseau Bayesien pour calculer
de proche en proche I’ effet de la marginalisation sur les variables non-observées.

Illustration. Nous utilisons ci-dessous la notation X [br] (resp. X [bl]) pour indiquer que X est brun (resp.
bleu), ou X représente une variable quelconque du réseau Bayesien de lafigure 54, Lanotation X sera utilisée
losrque nous voulons désigner une valeur quelconque de cette variable. Notre objectif est de déterminer la pro-
babilité e[br] éant donné les observations G M M [bl], GPP[bl], M|[bl], et E[bl].

Commencons par simplifier le réseau Bayesien : pour déterminer la probabilité e[br] étant donné nos obser-
vations, on voit intuitivement qu’il n’est pas nécessaire de considérer la partie du réseau qui se situe en amont de
M puisquelacouleur desyeux de M est connue:

P(e[br]|GM M[bl], GPP[bl], M[bl], E[bl]) = P(e[br]|GPP[bl], M[bl], E[bl]). (5.5
On dit que cette observation isole la variable e de la partie du graphe représentant les ascendants de la variable

M. (Nous verronsci-dessous qu'il s'agit d’'un cas particulier de d-séparation.)

De méme, lavariable F'2, n’ éant pas observée, peut étre &liminée d’ emblée du raisonnement (marginalisation
sur une feuille). Lafigure5.6 montre |e réseau bayesien simplifié.

En partant de cette structure et en remontant a partir de e, on calcule

P(e[br]|GPP[bl], M[bl], E[bl]) = P(e[br], F1[br]|GPPIbl], M[bl], E[bl]) (5.6)
+P(e[br], F1[bl]|GPPI[bl], M [bl], E[bl]). (5.7)
Orona
P(e[br], F1[br]|GPPIbl], M [bl], E[bl]) (5.8)
= (5.9
P(e[br]|F1[br], GPPIbl], M[bl], E[bl]) P(F1[br]|GPP[bl], M[bl], E[bl]) (5.10)
= (5.11)
P(e[br]|F1[br], E[bl]) P(F1[br]|GPPIbl], M[bl], E[bl]), (5.12)

et unerelation similaire pour P(e[br], F1[bl]|GP P[bl], M [bl], E[bl]).
Et par le méme raisonnement on trouve que

P(F1|GPP, M, E) = P(F1, Pbr)|GPP, M, E) + P(F1, P[bl]|GPP, M, E) (5.13)
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ou
P(F1,P|GPP,M,E) = P(F1|P,GPP,M,E)P(P|GPP,M,E) (5.14)
= P(F1|P,M)P(P|GPP,M,E) (5.15)

avec

P(P|GPP,M,E) = P(P,GMP|br]|GPP, M, E) + P(P,GMP[bl)|GPP, M, E) (5.16)

ou
P(P,GMP|GPP,M,E) = P(P|GMP,GPP,M,E)P(GMP|GPP,M,E) (5.17)
= P(P|GMP,GPP)P(GMP). (5.18)

Supposons que les lois de probabilité conditionnelles soient les suivantes pour |’ ensembl e des relations parents-
enfant :

P(enfant[bl]|parentl[br], parent2[br]) = 0.3, (5.19)
P(en fant[bl]|parentl[br], parent2[bl]) = 0.4, (5.20)
P(enfant[bl]|parentl[bl], parent2[bl]) = 1.0. (5.21)

On peut alors calculer laprobabilité que P ait des yeux bleus (sachant que |’ un de ses parents aaussi des yeux
bleus) par

P(P[bl]|GPPIbl]) = P(P[bl], GM P[bl]|GPP[bl]) + P(P[bl],GM Plbr]|GPP[bl]) (5.22)
avec
P(P[bll,GMP[Bl)|GPP[bl]) = P(P[bl]|GMPI[bl],GPPIbl])P(GM PIbl]) (5.23)
= 0.6 (5.24)
et
P(P[bl]l, GM P[br]|GPPIbl]) = P(P[bl]|GMP[br],GPP[bl])P(GM P[br]) (5.25)
= 0.4x04=0.24 (5.26)
et donc
P(P[bl]|GPP[bl]) =0.84 etaussi P(P[br]|GPP[bl]) =0.16. (5.27)

Nous pouvons ensuite propager cette information vers F'1 en calculant

P(F1[bl]|M[bl],GPPbl)) = P(F1[bl]|P[pl], M[bl])P(P[bl]|GPPbl]) (5.28)
+P(F1[bl)| Plbr], M[bl]) P(P[br]|GPP[bl]) (5.29)
= 1.0 x 0.84+ 0.4 x 0.16 = 0.904. (5.30)

Onadoncaussi P(F'1[br]|M[bl], GPP[bl]) = 0.096. Enfin, on trouve

P(elbr]|Mbl], GPP[bl), E[bl]) = P(e[br]|F1[bl], E[bl]) P(F1[bl]|M]bl], G PP[bl]) (5.31)
+P(e[br)|F1[br], E[bl]) P(F1[br] | M[bl], GPP[b])  (5.32)
= 0.0+ 0.096 x 0.6 = 0.0576. (5.33)

Exégese. Onvoit quelamiseajour de P(e[br]) enfonction des observations a été effectuée par un mécanisme
de propagation d’ informationsa partir des variables observées. || se trouve que notre exemple correspond aun cas
particulier, ou toutes les observations sont rel atives a des ascendants de lavariable de sortie. C' est cette propriété
qui nous a permis de calculer les probabilités en propageant I'information le long des arcs du graphe de fagon
unidirectionnelle (en suivant le sens des fléches).

Cependant, si par exemple nous avions aussi observeé la variable F'2, ou bien des variables relatives a des
descendants de F'2 (non représentés sur le graphe), ce processus unidirectionnel n’aurait pas &té suffisant. 11
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aurait alors été nécessaire de propager aussi lesinformations en remontant les fleches. Par exemple, I’ observation
de F'2 doit modifier nos croyances en ce qui concerne la couleur des yeux de P et influencerait donc aussi
indirectement les croyances en ce qui concernee.

Il n'est pas évident a priori (¢’ est-a-dire sans une analyse plus fouillée des relations d’ indépendance condi-
tionnelle modélisées par un réseau Bayesien) de se convaincre qu’ une technique de propagation purement locale
continuerait de fonctionner dans ce type de situation. Cependant, on montre que laméthode d' inférence générale
par propagation de croyances peut étre réalisée en propageant deux types d’informationsrelatives aux deux types
deliens de causalité entre variables:

1. Cause aeffet : I'information transite dans |e sens des fléches;

2. Effet alacause: I'information transite dans le sens inverse des fleches.

Nous verrons plus loin que laloi de probabilité conditionnelle de chaque variable est obtenue par e produit de
ces deux types d’ informations.

5.2.6 Cas particuliers importants et exemples

Nousallonsillustrer au moyen d’ un certain nombred’ exemples pratiques|e pouvoir de représentation des réseaux
Bayesiens.

5.2.6.1 Double “pile ou face”. Cet exemple, académique, permet de mieux cerner les limitations et les
possibilités théoriques des réseaux Bayesiens. |1 s agit de lancer deux fois de suite une méme piece.

L e probleme de double pile ou face est représenté par trois variables binaires X (0 si pile au premier lancer,
1 sinon), Y (0 si pile au second lancer, 1 sinon), Z (0 si résultat identique aux deux lancers, 1 sinon). Les deux
variables X’ et ) sont indépendantesa priori (lapiéce n'apas de mémoire) et nous supposerons que la probabilité
d avoir pile vaut p €]0; 1] (lapiece n’ est pas nécessairement équilibrée). Laloi de probabilité conjointe des trois
variables peut naturellement s écrire sous laforme

P(X,Y,2) = P(X)P(Y)P(Z|X,)),

ou laloi conditionnelle P(Z]X,)) est représentée par une table a trois dimensions dont les deux plans sont
donnés par les deux tableaux

P(Z=0X,Y)|Y=0 Y=1 P(Z=1X,Y)|Y=0 Y=1
X=0 1 0 X=0 0 1
X=1 0 1 X=1 1 0

Il s'agit d'un cas particulier ou la relation de cause a effet est déterministe qui se traduit par une distribution de
Dirac pour laloi conditionnnelle P(Z|X, ).

Le réseau Bayesien qui représente les relations entre ces trois variables est représenté a gauche sur la figure
B.7. 11 modéliselefait quelesvariables X et ) sont deux causesindépendantesdelavariable Z. L' indépendance
desdeux variables X et Y setraduit par un lien manquant dansle graphe, par rapport au réseau Bayesien complet
représenté a droite sur lafigure[5.7]

Figure 5.7.  Réseau Bayesien pour le jeu de pile ou face vs réseau Bayesien général a trois variables
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Calculonslaprobabilité a priori d' avoir un résultat identique sur les deux lancers P(Z = 0). Ona
PZ=0)=P(X=Y)=P(X=0,Y=0+PX=1.,Y=1)=p>+(1-p)?=1-2p(1 - p).

Per ailleurs, on voit que P(Z = 0|X = 0) = p. Par conséquent, on d]

ZJ_X<:>p:1—2p(1—p)<:>p:%.
On voit que, si lapiéce est équilibréeon aura Z L X et auss par symétrie Z L ). Par contre, Si on ne connait
paslavaleur de p on ne peut rien dire sur ces relations d'indépendance conditionnelle. En fait, si p # % le graphe
de gauche de la figure 5.7 représente de maniére compléte les relations d' indépendance entre |es trois variables
de notre probléme. Par contre, si p = 1 alorsil n’existe aucun réseau Bayesien atrois variables qui exprime de
fagon compléte les trois relations d’indépendance

X1LY, Z1X,Z21Y
de notre probléme, tout en représentant correctement le fait que
Z L (X))

Ce problemeiillustre de la maniéere la plus simple les possibilités et les limitations de pouvoir de représentation
de réseaux Bayesiens, qui sont incapables de représenter certaines relations d'indépendance enfouies dans les
valeurs numériques de lois de probabilité.

Enfin, remarquons que le réseau Bayesien de droite de lafigure 5.7 représente de maniére aussi correctelaloi
de probabilité conjointe des trois variables de notre probléme. Mais, les variables ayant éé mises dans un ordre
différent ne prenant pas en compte leurs relations de causalité, on se retrouve avec une représentation graphique
ou cette fois toutes les relations d' indépendance sont cachées dans |es val eurs numériques des lois de probabilité
associées au réseau. Cependant, lorsquep = % on pourrait supprimer |’ arc qui relie les variables Z et ) puisque
ces deux variables deviennent alors indépendantes a priori. On en déduit qu'il existe, lorsque toutes les relations
d’indépendance ne peuvent pas étre représentées par un seul réseau, plusieurs réseaux Bayesiens qui repésentent
différents sous-ensembl es de relations d' indépendance.

Cependant, méme si p = 0.5, la seule représentation intuitivement correcte est e réseau de gauche, car il
exprime les relations de causalité entre les variables, qui se déduisent directement des propriétés physiques du
mécanisme qui produit les valeurs des variables. Lastructure logique de ce mécanisme ne dépend pas de lavaleur
dep. Il s ensuit quelesrelations qualitatives exprimées par le graphe de gauche sont robustes vis-a-visde laval eur
dep. Danslecadred’ applicationspratiquesil est &videmment fondamental de choisir des représentationsrobustes
vis-avis des valeurs de paramétres. Dans ce sens, les réseaux Bayesiens offrent un langage de représentation
complet, comme | affirme | e théoreme de complétude de la section [5.2.4.

5.2.6.2 Graphes non connexes. Si unréseau Bayesien est composé d'un certain hombre de sous-graphes
non reliés entre eux, aors les variables correspondant a ces sous-réseaux sont indépendantes, et les problemes
d'inférence peuvent étre décomposésapriori en sous-problemesindépendantsrel atifs aux sous-graphes connexes.
Dans ce qui suit nous ne discuterons donc que de graphes connexes.

5.2.6.3 Chaines de Markov. LastructurelaplussimplederéseauBayesienestlinéaire: touteslesvariables
ont alors au maximum un péere et un fils. Ce type de modele sera utilise amplement dans le chapitre relatif ala
modélisation de sources d'information. On montre que tous les processus physiques ayant une mémoire finie
peuvent étre modélisés au moyen de ce type de structure. A la section [5.3 nhous discuterons d’ une variante plus
générale de ce type de model e appel ée chaine de Markov cachée.

5.2.6.4 Arbres. On dit que le réseau Bayesien a une structure d’ arbre si tous les noeuds a |’ exception d'un
seul (appelé racine) disposent exactement d'un seul pere. Les chaines de Markov et les chaines de Markov
cachées forment une sous-classe de cet ensembl e de réseaux.

1 asolution p = 1 est exclue par hypothése, puisqu’ elle correspond & une situation dégénérée ol toutes les “variables’ seraient constantes.
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(a) graphe non-arborescent (b) duplication des entrées (b) graphe arborescent

Figure 5.8.  Réseau Bayesiens équivalents pour le probleme de codage de canal

5.2.6.5 Structures arborescentes (poly-arbres). Les structuresles plus générales de réseaux Bayesiens
donnant lieu a un agorithme d’inférence efficace sont les structure dites arborescentes. On dit qu’ un réseau
Bayesien est arborescent si dans le graphe non-dirigé obtenu a partir de celui-ci il n’existe pas de cycles. (Le
graphe ne doit pas nécessairement &tre connexe.) Ce type de structure permet a un noeud d’ avoir plusieurs peres.
On appelle aussi ce genre de structure des poly-arbres car elles peuvent étre vues comme la superposition de
plusieurs arbres soudés aux noeuds ayant plusieurs peres.

5.2.6.6 Duplication et fusion de noeuds d’un réseau Baysien. Lorsqu’unréseau n’est pas a structure
arborescente, il est souvent possible de modifier ce réseau au moyen d’ opérations simples qui préservent son
pouvoir de réprésentation tout en rendant la structure aborescente.

Fusion devariables. Deux ou plusieurs variables peuvent étre remplacées par une seule variable complexe (les
valeurs de cette variable correspondent aux combinaisons des valeurs des variables fusionnées) de la maniere
suivante : la nouvelle variable aura comme parents I’ union des parents des variables fusionnées et comme fils
I"union de leurs fils. L’ opération peut se faire par regroupement successifs de deux variables. Notons que la
fusion de deux variables donneralieu a un réseau licite (sans cycles orientés) pour autant que le réseau de départ
N’ ait pas de cycles orientés (ce qui est le cas par hypothese) et que les deux variables ne soient pas descendants
indirects |’ une de I’ autre.

Duplication d’unevariable. Unevariable Z peut étre dupliquée delamaniére suivante : on gjoute une variable
Z' et onimpose: (i) le seul parent de la variable Z est Z'; (ii) les parents de Z' sont les anciens parents de la
variable Z.

Exemple: codagedecanal. LafigureB.8illustre cesidées sur un exemple relatif au probléme du codage de
canal. Lafigure[5.8(a) décrit le comportement d’ un encodeur detype machined' état : lesvariablese ; représentent
les états sucessifs; les variables s; et z; représentent respectivement les entrées et |es sorties aux mémes instants.
La structure du graphe indique qu’a chague instant I’ encodeur produit une sortie fonction de I’ état courant et
de I’ entrée courante, puis effectue une transition vers un nouvel état, fonction également de ces deux variables.
Notons qu’en pratique on étudie ce type de systeme sur des intervalles de temps de |’ ordre de 1000 a 10000
instants (voir chapitre[I5). Sur lafigure[5.8 nous ne représentons que les trois premiersinstants.

La structure du réseau n’ est évidemment pas arborescente mais on voit sur les figures [5.8(b) et (c) comment
en combinant duplication et fusion on peut la rendre aborescente. Notons que tout réseau Bayesien peut étre
rendu arborescent par ce type d’ opération (par exemple en fusionnant plusieurs variables), mais en pratique
certaines transformations conduisent & des structures plus efficaces que d'autres (il s agit de minimiser la taille
des variables en termes de nombre de valeurs possibles). 1l existe des algorithmes qui effectuent ce genre de
transformation automatiquement, mais dans ce qui suit hous nous limiterons au cas des réseaux arborescents et
nous ne discuterons pas ces algorithmes.
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Génotype

Phénotype

Figure 5.9.  Modele plus complet d'héritage génétique

e~ = )

Figure 5.10.  Réseau Bayesien représentant une chaine de Markov cachée

5.2.6.7 Autres exemples pratiques. Nous encourageons le lecteur & consulter la page WEB suivante qui
donne accées a un logiciel de simulation de réseaux Bayesiens et un certain nombre d’ exemples utilisés dans le
cadre de ce cours : |http://www.montefiore.ulg.ac.be/ ~lwh/javabayes/

En particulier, on peut y trouver laversion plus compléte (comprenant |amodélisation des génotypes) représentée
alafigure5:9du réseau Bayesien relatif aux couleurs des yeux de notre famille.

5.3 CHAINES DE MARKOV CACHEES
En général, une chaine de Markov cachée est constituée comme suit.

= Unensembled'indices: = 1,2, ..., T quenous appellerons les instants successifs.

m Les éats successifs de la chaine, que nous noterons £; dans cette section. Cet ensemble de variables
aléatoires forme une chaine de Markov au sens précédemment défini.

m Lesobservations O; qui sont supposées vérifier larelation
P(0;|&;, W) = P(0i&)

quel que soit I’ensemble de variables W composé d’ observations et/ou d’ états a des instants différents des.
Nous utiliserons aussi le terme de sorties pour désigner ces variables.

Lafigure5.20lillustre le réseau Bayesien “naturel” qui représente ce genre de model e explicitement. On voit qu'il
s agit d’'une structure d’ arbre.
5.3.1 Exemples

L appellation de “cachée” est due au fait qu'on utilise ces structures pour modéliser des systemes dont il est
impossible d’ observer directement I’ &tat; celui-ci est aors caché.


http://www.montefiore.ulg.ac.be/~lwh/javabayes/
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Il se trouve qu’en pratique un tres grand nombre de processus peuvent se modéliser a I'aide de tels types
de modéles. Notamment, les processus physiques de mémoire finie dont on n’ observe que partiellement (ou
indirectement) I’ &tat peuvent &tre modélisés de cette fagon.

Ce type de modéle est trés populaire en reconnaissance de la parole, et dans le domaine du codage de cand
au moyen de codes convolutionnels. Par exemple, nous verrons ultérieurement que les sorties d’' un canal avec
mémoire finie alimenté par une chaine de Markov peuvent &tre modélisées au moyen d’ une chaine de Markov
cachée.

5.3.2 Invariance temporelle

On dit que la chalne de Markov cachée est invariante dans le temps si les lois de probabilités P(€;11]|E;) €t
P(0;|&;) ne dépendent pasdel’indice .

Bien que pour ce qui concerne la discussion présente cette hypothese ne soit pas fondamentale, nous sup-
poserons néanmoins qu’ elle est satisfaite, ce qui nous simplifiera considérablement les notations dans ce qui suiit.
Nous reviendrons au cas général alafin de ce chapitre.

Lorsque la chaine est invariante, les ensembles de valeurs possibles des variables £; et O; sont évidemment
indépendants du temps 7. Notons par N le nombre de valeurs possibles des £ et désignons par 1,..., N ces
valeurs; notons par M le nombre de valeurs possibles des O et désignonspar 1,..., M cesvaleurs.

Lorsque le modele est invariant dans le temps, il suffit aors pour le spécifier de définir les nombres suivants
A . A . . A . .
T = P(gl = ’L), Hi,j = P(gk-i-l = ]ng = Z),Vk, et Zi,j = P(Ok = j|5k = ’L),Vk.

Levecteur 7 (de dimension N) définit laloi de probabilité des conditionsinitiales, lamatrice IT de dimensions
N x N est appelée matrice detransition, et lamatrice ¥ dedimensions N x M est appelée matrice d’ observation.

5.3.3 Deux problemes d’inférence

Nous alons considérer deux problemes d’inférence particuliers dans le cadre des chaines de Markov cachées.
Des variantes de ces problemes seront utilisées a plusieurs reprises dans les chapitres ultérieurs de ces notes.
Pour ces variantes I’ obtention d’ a gorithmes efficaces suit une démarche analogue a celle que nous alons décrire
en détails ci-dessous.

5.3.3.1 Probabilité d’une suite d’observations.

Enoncé. Etantdonnéunesuited observationsOT = 0,0 - - - O7 (uneréalisationdesv.a OT = 0y, ...,07)
et la spécification du modeéle (, IT, ) calculer laprobabilite P(OT).

Solution. Le but est de trouver un algorithme efficace qui calcule cette probabilité. Notons que le calcul
direct (par marginalisation sur les valeurs possiblesde £ T') revient & cal culer une somme comprenant N 7 termes,
chacun de ces termes étant le produit de 27" facteurs.

La procédure efficace est basée sur le calcul récursif “ gauche — droite” des coefficients suivants

ai(i1) = P(0105 -+ - Oy, & = 1). (5.34)
La procédure est la suivante
1. Initialisation:
a1 (i) = P(01,& = i) =m0, 1<i <N (5.35)
2. Induction:

N
ary1(j) = [Z o ()L 5 | 25,044, (5.36)
i=1
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3. Terminaison

POT) =" ar(i). (5.37)
i=1
Lajustification deI’induction est la suivante :
ai41(j) = P(O102---04, &1 = §, O411) (5.38)
= P(0103--- 04, €41 = j)P(0441|0102 - - - O, Erv1 = ) (5.39)
= P(0102---04, &1 = §)P(Op11|Ee41 = J) (5.40)
= P(Ol Oy--- Ota gt+1 = j)EjyotJrl? (541)

a cause de I’indépendance conditionnelle de O, par rapport aux autres variables du graphe lorsque €441 est
donnée. D’ autre part,

N
P(0103--- 04, E41 = J) ZP(0102 04,8 = 1,841 =) (5.42)
i=1

N
= ZP(O102 <04, & = i) P(Ep1 = jlO102 -+ - O, & = 1) (5.43)
i=1

N

= D P(0102-+- 0y, & = i)P(Errr = jIE: = i) (5.44)
i=1
N

= Y o), (5.45)
i=1

ou le passage de a (B42) et justifie par le fait que &; est le (seul) pere de ;11 €t que les variables
01,05 ... O sont des non-descendantsde £ 1.

La derniére éguation (terminaison) résulte simplement d’ un marginalisation par rapport & & .00

Interprétation en termes de propagation locale d’informations dans le graphe. On peut voir
gue cet agorithme consiste a propager de |’information d’ une part dansle sensdesarcs €41 RS & d'autre part

dansle sensinverse desarcs O, 24 &;. Cesinformations sont multipliées par les matrices représentant leslois de
probabilités conditionnelles reliant les deux noeuds.

En effet désignons par Belp, (i) = do, i |es composantes d’ un vecteur de longueur M ayant un 1 en position
O; et un zéro partout ailleurd. Ces vecteurs identifient les observations aux différentsinstants. Lavaleur 3 o,
peut dés lors étre vue comme | e résultat de |’ opération

M
pe(j) = > TjiBelo, (i),
i=1

qu’ on peut interpréter comme la propagation arriére de Bel o, (i) au travers du lien caractérisépar X ;.
Par ailleurs, la formule (5.45) peut &re vue comme une formule de propagation avant au travers du lien
I
Eio1 = &

N
M) =Y a1 (i),
=1

en utilisant la matrice de transition II comme fonction de transfert.

Enfin, lecalcul de o, () est obtenu simplement en multipliant terme atermelesvecteurs A et u regus en chague
noeud :
g (2) = At (8)pe (7).
I faut gjouter, pour &tre complet que les valeurs A (¢) sont initialisées aux probabilitésa priori 7;, puisque ce
noeud ne dispose d' aucun pére. Le schéma de propagation le long du graphe est représenté ala figure 5.1

2Nous utilisons cette notation pour désigner le fait que ce vecteur représente notre croyance (Belief) en ce qui concerne les valeurs de @
compte tenu des observations
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Initialisation Propagation locale
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: Ht—1 : Mt : Ht41
Dy = =
@ @ @ @ 3Belok1 3 Belo, iBelOHrl
P A : O O
Belp, Belp, Belp, Belo,,
Figure 5.11.  lllustration graphique de la propagation de croyances
Variantes.

Casnon-invariant. Si la chaine est variante dans le temps, il suffit de modifier le schéma de calcul en faisant
intervenir des matrices de transition et d' observation IT; et 33; dépendant du temps.

Sorties partiellement observées. Supposons que la sortie O, ne soit pas observée. On souhaite alors calculer
la probabilité des observations P(O1, ..., [O], ... Or). On pourra se convaincre qu’il suffit pour cela de
modifier laformule (5.36) au moment du calcul delavaleur de () de lamaniére suivante:

N
a(§) = D a1 ()T 5,
i=1

¢’ est-a-dire qu'on ne prend pas en compte I’ information relative a cette observation au moment de la pro-
pagation. Un autre facon de réaliser la méme opération consiste a utiliser pour O ;. un vecteur de croyance
neutre (Belp, (1) = 1), et on obtient

M
pe(i) =Y BjiBelo, (i) = 1.
i=1

Observation de certains états. Supposons qu’ en plus d’ observer les sorties (ou certaines d' entre-elles), nous
observions également la valeur d'un état, disons £, = FEj. Dans ce cas, nous souhaiterions calculer la
valeur de P(Or, Ey). Il faut modifier la formule de propagation de fagon a éviter la marginalisation sur £ i,
au moment du calcul de a1 (7). Cela peut étre réalisé en multipliant o (¢) par une fonction de croyance
Belg, (i) = 0g, i, avant I’ application de laformule (5.36).

On déduit de ce qui précéde une version généralisée de |’ agorithme de calcul de la probabilité conjointed’ une
série d' observations dans une chaine de Markov cachée (donc aussi dans une chaine de Markov) : on associe
a chaque variable observée (état ou sortie) une fonction de croyance (impulsion de Dirac placée a la valeur
observée), et a chaque variable non-observée une fonction de croyance neutre (un vecteur de 1), puis on propage
cette information selon les regles que nous venons d’ expliquer.

5.3.3.2 Explication des sorties observées. Le second probléme d'inférence que nous allons considérer
consiste a déterminer la sequence d' états qui explique le mieux une suite d’ observations.

Il faut d’ abord remarquer que lorsqu’ on parle de la meilleure explication d’ une série d’ obervations cela sup-
pose qu’ on se définisse un critére permettant de mesurer la qualité d’ une explication. En pratique ces critéres sont
basés sur une mesure de la probabilité de se tromper (de choisir la mauvaise explication), et il y adeux variantes
classiques que nous allons considérer.
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Enoncé 1 (BCJR)

Etant donnée une suite d’observations O, déterminer pour chaque instant ¢ la loi conditionnelle
P(&]0T). Lasolution de ce probléme est donnée par I’algorithme BCJR (Bahl, Cocke, Jelinek, Ra-
viv). Lameilleure explication est alors la suite d’ états définie par

E; = argmax P(& = i|07),

dans le sens ou ce choix minimise la probabilité d’ erreur moyenne pour chacun des états F ; choisis.

Algorithme BCJR. Cet algorithme est aussi appelé agorithme “avant-arriére”, parce qu'il est basé sur
la combinaison des formules d’induction “gauche-droite” pour le calcul des a () données plus haut et une
procédure analogue “ droite-gauche” pour le calcul des coefficients suivants

Bt(1) = P(Ot41,-..,0r|E =1). (5.46)

Montrons d’ abord que la connaissance desvaleursde o (z) et 5;(¢) suffit pour le calcul desvaleursde P(&; =
i|0T). En effet, ona

POT,& =1i) = P(O1,...,04,& =1i,0441,...07) (5.47)
= P(Oi,...,04,E =i)P(O411,...07|O1,...,04, & =) (5.48)
2 P(O1,...,04,& =1)P(O4y1,...07|E = i) (5.49)
= ()8 (2), (5.50)

ou le passage (@) est justifié par la proprieté de d-séparation des ensembles O+, ..., Oy € O¢t1,...,Or par la
variable &;.

Del’éguation (5.50) on déduit que

N
P(OT) =" (i) (3), (5.51)
=1
et comme o7 )
. T\ _ P O 7gt :’L
P& =i|0") = — o) (5.52)
on obtient finalement que
P&, = i|07) = —2t@PlD) (553)
Zi:l Oét(l),Bt(’L)
Laformule d’induction pour les 8+(2) est la suivante:
1. Initialisation :
Br(i)=1,1<i< N (5.54)
2. Induction:
N
B (j) = Zﬂj,izi,0:+1ﬁt+l(i)- (5.55)

=1

Celarevient donc amultiplier terme aterme les vecteurs 541 €t u:11 (en provenance des deux noeuds aval) et a
les propager au travers de la matrice de transition II vers le noeud amont. Nous laissons le soin au lecteur de se
convaincre gque ces formules sont bien correctes.

Remarques. Des variantes plus générales de cet algorithme peuvent étre obtenues au moyen de raison-
nements analogues a ceux de la section 5.3.37. L'agorithme avant arriére peut auss étre vu comme une
généralisation des regles de propagation locale en sens inverse des arcs du graphe. On voit que chaque variable
& peut calculer la probabilité conjointe de ses propres valeurs avec les observations effectuées sur I’ ensemble du
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réseau, au moyen delacombinaison desinformationslocalesa;—1, Belo, €t B:11 qui lui sont communiquées par
sestroisvoisins. A partir de cette table, il est possible de calculer |a probabilité des observations (par marginali-
sation) et laloi conditionnelle des états par conditionnement.

Enoncé 2 (Viterbi)
Etant donné une suite d’ observations O T, trouver une suite d états E7 telle que P(ET|07T) soit maxi-
male. Il s agit donc de trouver la combinaison d’ états qui soit conjointement |’ explication la plus proba
ble. On peut en effet reprocher ala premiéreformulation lefait qu’ elle ne produit pas nécessairement une
suite d' états possibles de la chaine de Markov sous-jacente (le modéle probabiliste peut en effet exclure
certaines transitions). Le présent énoncé permet de remédier & ce probleme. La solution est donnée par
I’ algorithme de VITERBI sur lequel nous reviendronstout alafin de ce cours.

Algorithme de Viterbi. Notons tout d’abord que la sequence d'états ET qui maximise P(ET|OT) est
auss celle qui maximise P(ET, 07), puisque O et fixée.

L' algorithme de Viterbi est basé sur le principe de la programmation dynamique, qui permet de calculer
itérativement la grandeur suivante

5t(l) = 611.1.1.8:‘,?5,1 P(gl, .. .,gtfl,gt = i,Ol, . .,Ot), (556)

qui est la probabilité de la suite d' états la plus probable menant a |’ état ¢ al’instant ¢ prise conjointement avec
les ¢ premiéres observations. De toute évidence la connaissance de la valeur max; (i) et de la suite d’ états
correspondante résoudrait notre probléme.

Le calcul est basé sur I'induction suivante ol on mémorise en méme temps dans le vecteur 1) +(z) les suites
optimales d' états.

1. Initialisation:
01 (Z) = P(Olagl = Z) = ﬂ-izi,On 1<i<N, (557)
Yi(i) = 0. (5.58)
2. Induction:
. N .
0p41(7) = [maxdy()ILi;| 500, (5.59)
Gelj) = argmiax [Br1 ()] (5.60)
3. Terminaison
N .
Pr = max[r(i)], (5.61)
E: = ag mfalx [67(3)] . (5.62)

4. Recongtitution (arriere) de la suite d' états:

EZF =i (Ef+1)- (5.63)

Avant d’ expliquer pourquoi cet algorithme reconstitue bien la suite optimale d’ états, remarquons que les for-
mules d’induction sont identiques aux formulesde calcul des« +(7) acelaprésquel’ opérateur > est remplacé par
I’ opérateur max. C'est pour cela qu’on appelle dans le littérature I’ dgorithme de calcul des a4 (z) I'algorithme
“somme-produit” et I’ algorithme de calcul des §.(7) I’ algorithme “ max-produit”.
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Justification de l’algorithme de Viterbi. Onad unepart:
P(gla v gt+17 Ola LR 0t+1) = P(glv IR gta 017 LR Ot)P(gt+17 Ot+l |gt)7 (564)

a cause de la propriété de d-séparation (€ blogue tous les chemins qui relient les variables qui lui sont en aval
aux variables qui lui sont en amont).

D’ autre part, ona

Orr1(j) = gfnfij}gtp(gl,...,gt,gt+1 =7,01,...,0,0¢41) (5.65)
= m;;Lx,gl’I.I.l.?‘gilP(El,...,gt =1,E41 =7,01,...,04,0¢41) (5.66)
£ max, max P(Er...,& =01, 0)P(Ers = j,Onal& =i)  (567)
= max[5;())P(Es1 = J, Ora|Er = 0)] (5.68)
= max[5;())P(Ee1 = JlE = ) P(0p1]E = 1, €11 = J)] (5.69)
= max [0 ()IL; 5] P(Op+1/E41 = J) (5.70)
= max [0 ()11 ;] Zj,0,,:- (5.71)

Nous laissons le soin au lecteur de vérifier que le stockage des valeurs de ¢+ (7) et I’ algorithme de retour arriére
reconstituent bien la squence optimale d’ états.

5.4 INFERENCE EN GENERAL DANS LES RESEAUX ARBORESCENTS

L es idées que nous venons de décrire peuvent étre généralisées a des réseaux généraux pour autant qu'ils soient
arborescents, donnant lieu & des algorithmes locaux de propagation d’ évidences (de type message-passing), qui
peuvent étre exécutés en parallele et en mode asynchrone, au fur et a mesure de I’ arrivée de nouvelles observa-
tions.

Nousinvitons e lecteur a consulter les références| Pea88, [FreQ9] pour plus de détails.

5.5 INFERENCE DANS LES RESEAUX BAYSIENS QUELCONQUES
L’inférence est réalisée au moyen de deux étapes :
1. Transformation du réseau en poly-arbre (algorithme dit de |’ arbre de jonction).

2. Utilisation de la propagation locale sur I’ arbre de jonction.

5.6 ARBRES DE DECISION

Considérons un probleme de diagnostic médical et supposons que nous disposions d’ un modéle probabiliste qui

décrit la loi conjointe d'un certain nombre de variables qui décrivent les symptdmes S ; et les antécédents A;
d’un patient ainsi que d’ une variable D dont les val eurs correspondent aux diagnostics possibles dans le contexte
considéré.

Par exemple, lafigure[5. 12 illustre une structure typique de réseau Bayesien pour ce probléme. Cette structure
met en évidence la nature des relations entre les différentes variables : les antécédents sont des causes poten-
tielles d une maladie alors que les symptdmes en sont les conséquences. Les deux types de variables sont utiles
au médecin pour effectuer son diagnostic. Typiquement, le médecin vérifiera certains symptdmes (concentra-
tions de divers types de cellules sanguines, couleur des yeux, de la peau, température, douleurs,...) et posera
également des questions concernant les antécédents (age, habitudes alimentaires, maladies familiaes, ...). Nous
allons supposer qu'il acquiert ces informations en posant successivement des questions au patient lui demandant
d’indiquer chague fois lavaleur d’ une des variables.

Unefagon d' effectuer le diagnostic serait de déterminer pour chaque patient les valeurs de toutes les variables
observables S; et A;, puis d' utiliser le modéle probabiliste pour déterminer laloi conditionnelle

P(D|A1, ..., An, S, ..., Sm).
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Antécédents .

&) ®) Symomes

Figure 5.12.  Réseau Bayesien pour un probléme de diagnostic médical

Cetteloi contient en effet toute I’ information relative au diagnostic et doit permettre au médecin de trancher. Par
exemple, en supposant que lavariable D est binaire (présence ou absence d' une certaine maladie), la décision du
médecin pourrait &tre :

Si P(D]...) <e: ondécidequele patient est sain.

S P(D|...) > 1—¢€: ondécidequele patient est malade.

Sinon : on décide defaire appel aun spécidiste.

Pour justifier le prix de la consultation, on espére que la derniere alternative est peu fréquente, ce qui en termes
de mesures d' entropie signifie que I’ entropie conditionnelle moyenne

H(D|As,...,An,S1, .., Sm)

est faible. Tout I'art de la médecine est de déterminer pour chague type de maladie une série pertinente de
questions & poser au malade.

Bien que cette approche systématique pui sse convenir, en général toutes|es questionsn’ ont pasle mémeniveau
de pertinence et certaines questions ne seront posées qu’ a certains patients, en fonction de réponses obtenues aux
guestions ou analyses précédentes. En effet, |le médecin souhaite ne poser que les questions utiles et éviter tout
examen qui n’ apporterait pas d’ information. Le probléme qui se pose est deslorsle suivant :

Comment construire une stratégie pour effectuer le diagnostic au moyen d’un nombre minimal de questions ?

5.6.1 Construction d’un questionnaire

Pour résoudre ce probleme, nous allons utiliser 1a théorie de I'information afin de construire un questionnaire
sous laforme d’un arbre de décision.

5.6.1.1 Une seule question. Supposons d'abord que le médecin ne puisse poser qu’une seule question
portant sur une seule des variables observables S; ou A;, et cherchons & déterminer laguelle de ces variablesiil
devrait choisir.

Avant de poser sa question, I’ incertitude du médecin est mesurée par |’ entropie a priori H (D). S'il choisit de
tester lavaleur delavariable X' € {A;4,..., A,, S1, ..., Sm}, Sonincertitude seraen moyenne égale a

H(D|X).

La variable la plus utile dans ce contexte est donc la variable qui minimise cette grandeur, ou de maniére
équivalente la variable qui apporte uneinformation maximale :

X, = I(D; X). 5.72
arg o, max o I(D;A) (72

En théorie, on a évidemment

H(D|X.) > H(D|A4,...,An, S1, ..., Sm),
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cependant S'il se trouvait que
H(D|X*)~ H(D|A1,...,An,S1,...,5m)

aors il ne serait pas nécessaire de poser d autres questions, toute (ou presque) I'information pertinente étant
fournie par la question optimale.

5.6.1.2 Série de questions suffisantes. |l est rare qu’ une seule information soit suffisante dans ce type de
probleme.

Supposons donc qu’ ayant posé la premiere question et ayant obtenu la réponse X', = X, I'incertitude sur D
soit trop grande pour effectuer le diagnostic, en d’ autrestermes :

H(D|X. = X) > H(D|Ar,...,Ap, S1,...,5m). (5.73)

Il faut donc trouver une seconde question, et cela peut se faire selon la méme procédure de recherche exhaustive
en déterminant la variable

X! = arg max I(D; X|X, = X), (5.74)
Xe{Al,...,An,Sl,...,Sm}

ou cette foison utiliseralaloi conditionnelle par rapport aux observations déja effectuées. Pour un patient donng,
ce processus S arréte lorsqu’ une des deux conditions suivantes est remplie:

1. Touteslesvariablesont &té testées.

2. L'entropie conditionnelle par rapport aux observations déja effectuées est suffisamment faible.

Ce processus permet donc, grace al’ utilisation du model e probabiliste de déterminer une bonne stratégie pour
effectuer le diagnostic sous laforme d’ une suite de questions pertinentes.

5.6.1.3 Arbre de décision. Analysonsles suites de questions qui seront posées si on utilise cette stratégie
pour différents patients.

m Lapremiére question est toujourslaméme.

m Laquestion suivante peut varier en fonction du cas rencontré, car la solution de ([5.74) dépend de la valeur
de X, (réponse ala premiére question) qui doit forcément varier d' un patient al’ autre (sinon cette variable
N’ apporterait aucune information).

m Cependant, si deux patients ont répondu de la méme maniére aux & — 1 premiéres questions, le médecin
réagirade maniére identique a |’ étape k (soit il ne pose plus de questions et pose son diagnostic, soit il leur
poserala méme question a tous les deux.)

L’ ensembl e detoutes|es suites de questions posées pour tous | es pati ents possibles peut se structurer souslaforme
d' un arbre. Lafigure[5.13illustre ceci dans un cas simplifié ol nous avons supposé que toutes les variables sont
binaires (et que I’ arbre se résume a deux questions). Chaque diagnostic correspondraa un chemin dans cet arbre
qui S arréte au moment ou on atteint une feuille (noeud sans successeur noté T';). De méme qu’ on peut déterminer
apriori cet arbre on peut déterminer a priori les lois de probabilités conditionnelles P(D|T';) correpondant aux
feuilles.

Puisqu’ & chagque combinaison de valeurs des variables aléatoires de départ S ; et A; correspond un et un seul
chemin dans I arbre se terminant en une feuille T';, on peut considérer que I’ arbre définit une variable aléatoire
discréte 7 en fonction des variables de départ

T:f(A17~'~7An7817'~'78m)7 (575)

et encodelaloi conditionnelle
P(D|T). (5.76)
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Figure 5.13.  Arbre de décision pour un probleme de diagnostic médical

Si I"arbre est complétement développé (on force I’ épuisement des variables|ors de sa construction) lavariable
T seraen bijection avec lacombinaison de variables de départ et I’ arbre founiratoute I’ information disponible. Si
Nous supposons que les variabl es sont toutes binaires, |” arbre compl et aura une profondeur de n+m et comportera
exactement 2™ feuilles. || conduiraa une incertitude résiduelle de

I est cependant possible que |’ arbre complet soit jugé trop complexe et qu’ on souhaitele simplifier de maniere
optimale en élagant certaines parties. On peut alors avoir

H(D|T) >H(D|A1,,An,81,,8m), (578)

ce qui veut dire qu'un arbre éagé fournira en général moins d'information sur la variable D que notre réseau
bayesien de départ. Pour décider de combienil faut €élaguer I’ arbre, on peut juger que |’ arbre optimal serait celui
qui minimiserait une mesure du type

Q(T) = H(D|T) + BIT], (5.79)

ou|7| désignelenombredevaleursdelavariable 7 définiepar I’ arbre, ¢’ est-&-direle nombre de feuilles de celui-
ci, et ou 8 > 0 est un coefficient de pondération qui définit le compromis souhaité entre information apportée et
complexité.

Notonsqu'il existe desa gorithmesd’ élagage qui effectuent cetravail automatiquement pour toutesles valeurs
possibles de 3 (voir par exemple cours d' apprentissage inductif appliqué).

5.6.2 Syntheése

Les arbres de décision fournissent une représentation compacte d’ une loi de probabilité conditionnelle. En pra-
tique il s'agit d'une outil extrémement intéressant, notamment parce qu'il permet de représenter de maniere
explicite et interprétable les relations entre une série de variables et une (ou plusieurs) variables de sortie.

Nous ferons également appel a ce type de structure a plusieurs reprises dans le domaine du codage de source
(compression de données).

Nous verrons au chapitre suivant qu'il est possible de construire de maniére efficace un arbre de décision a
partir non pas d’ un modéle probabiliste mais d’ un échantillon représentatif delaloi conjointe.

Un des problemes pratiques qui se posent dans le cadre des arbres de décision concerne le traitement des
valeurs mangquantes. Que faut-il faire si le patient ne sait pas répondre a I’une des questions posées par le
médecin ?
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5.7 RESUME

Dans ce chapitre nous avons introduit une classe de modéles probabilistes qui repose sur une représentation
graphique. D’une part, les réseaux bayesiens fournissent un outil de modélisation d'une loi de probabilité con-
jointe, d’ autre part, les arbres de décision fournissent une représentation d’ uneloi conditionnelle. Les deux types
de structures sont utilisés largement dans | e cadre du raisonnement probabiliste et notamment dansle cadre de ce
cours.

Bien que nous ayons limité notre discussion au cas de variables aléatoires discretes et en nombre fini, il est
possible d’ éendre ces notions au cas de variables continues et en nombre dénombrable.

Dans ce chapitre nous nous sommes attachés a I’ exploitation de ces modeles pour I'inférence. Le chapitre
suivant traite de la construction de tels modéles a partir d’ observations, ¢’ est-a-dire I’ apprentissage automatique.
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Appendice 5.A: Exercice

LafigureB.A Tl reprend un réseau bayesien relatif a un probléme simple de diagnostic.

P(A1 =0)=0.95 P(A>=0)=0.8

P(D=0]A:1 = 0,4, =0) =0.9
P(D=0lA; =1,4, =0)=1.0
P(D=0]A:1 =0,4> =1)=0.9
P(D=0]A1=1,4,=1)=0.0

Figure 5.A.1.  Réseau Bayesien pour un petit probléeme de diagnostic médical

Toutes les variables sont binaires (valeurs € {0,1}), et les tables de probabilités de ce réseau sont indiquées
sur lafigure. Le réseau est disponible sous format “javabayes’ alapage WEB

http://www.montefiore.ul g.ac.bel ~Iwhij avabayes/mini-diagnostic-medical.html

On demande de calculer par voie analytique les probabilités (marginales) P(D = 0) et P(S; = 0) ainsi que
laloi conditionnelle P(D|S). On pourravérifier les résultats obtenus a I’ aide de I’ applet “javabayes’ en suivant
le lien indiqué ci-dessus.

On demande ensuite de calculer les entropies conditionnelles H(D|.A1), H(D|Az) et H(D|S1) et de vérifier
lescalculsal’aide del’ applet.

Quesignifielavariable A; x As x S sur le réseau bayesien fourni ala page WEB indiquée ci-dessus ?

Si on devait construire un arbre de décision pour ce probleme de diagnostic, quelle serait la variable testée au
noeud racine ?

Envousservant del’ applet “javabayes’, construisez un arbre de décision complet pour ce probleme et expliquez-
en lasignification.

Vérifiezsi A; L A3|D, A1 L As|S et Ay L S|D et expliquez lamanipulation ainsi que le résultat trouvé.
Que pouvez-vousen déduiresur A, L S|D ?


http://www.montefiore.ulg.ac.be/~lwh/javabayes/mini-diagnostic-medical.html

O APPRENTISSAGE AUTOMATIQUE
DE MODELES GRAPHIQUES

6.1 INTRODUCTION

Dans le précédent chapitre nous avons introduit quelques modeles graphiques et les agorithmes d'inférence
probabiliste associés.

Dans de nombreuses situations pratiques, on ne dispose pas a priori de connaissances suffisantes pour la
spécification complete d’ un modele probabiliste. Dans certains cas, lastructure est connuemais pasles parametres
(p.ex. les matrices de transition d’ une chaine de Markov, ou bien les lois de probabilités conditionnelles d’ un
réseau Bayesien). Dans d’ autres cas, ni la structure exacte ni les paramétres ne sont connus.

Dans de telles situations il faut faire appel al’expérimentation et a |’ observation du systeme qu’ on souhaite
modéliser et exploiter ces observations afin de construire un modéle ad hoc. Les techniques qui permettent
d’ automatiser ce processus portent le nom générique“ d’ algorithmesd’ apprentissage automatique”, parcequ’ elles
visent & apprendre automatiquement un modele d’ un systeme a partir de I’ observation de son comportement. La
théorie qui permet d' étudier et de construire des algorithmes d’ apprentissage automatique est essentiellement
fondée sur des dével oppements récents dans le domaine de la statistique.

L es algorithmes de codage de données font un usage intensif de modeles probabilistes et certaines techniques
dites ‘adaptatives font appel a |’ apprentissage automatique de ces modeles. Réciproquement, la théorie de la
compression de données (codage de source) est alabase d’ un principe général utilisé par bon nombrede méthodes
d’ apprentissage. Ce pan de I'informatique qu’ est I’ apprenti ssage automatique est donc en relation étroite avec le
sujet de ce cours, et il semble utile, méme dans un cours introductif comme celui-ci, de lui accorder une petite
place.

Dans cette introduction nous ne ferons que décrire quel ques principes généraux des méthodes utilisées pour
apprendre les model es graphi ques décrits au chapitre précédent. Nous laissons |’ éude détaill ée de ces techniques
a d’ autres enseignements plus spécialisés.

Notons, pour terminer cette introduction, que les méthodes d’ apprentissage automatique sont également a
la base d’un nouveau domaine appelé “fouille de données’ (en anglais Data Mining) qui vise a extraire des
connaissances synthétiques a partir de bases de données. Etant donnée la croissance exponentielle des données
informatisées, on peut se douter de I'importance pratique de ce domaine. Parmi les méthodes de data mining on
retrouve les agorithmes d’ apprentissage d’ arbres de décision et de réseaux Bayesiens discutés ci-dessous, mais
également de nombreuses autres méthodes telles que les réseaux de neurones artificiels, les techniques dites du
plus proche voisin, et les méthodes de régression linéaire.

101



102

6.2 APPRENTISSAGE DE RESEAUX BAYESIENS

L' apprentissage de réseaux Bayesiens peut se présenter sous différentes formes, plus ou moins complexes, en
fonction des informations dont on dispose a priori sur un probléme. Nous allons discuter ces problémes par ordre
croissant de complexité, en ne détaillant la solution que pour laversion la plus simple.

6.2.1 Structure du réseau complétement spécifiée et données totalement observées

Il s'agit de la version la plus simple de |’ apprentissage de réseaux Bayesiens. La structure du réseau est donnée
et le probleme d’ apprentissage consiste a déterminer a partir d’ une base de données (composée d’ observations
d’échantillons relatifs a la distribution conjointe des variables du réseau) les tables de probabilités a associer au
réseaul.

Prenons comme exemple le réseau Bayesien de la figure [6.7], et supposons que nous disposions d’ une base de
données composée de N observationsdes valeursdes variables A 1, 4>, D, S; pour N cas de diagnostics résolus.

Base dedonnées DB
¢D q, No | A A, D &
1 F F F F
2 F F F F
3 F F F F
4 F T T T
5 F F F F
6 T F F F
7 F T F F
Nl F F T F
N F F F F
Figure 6.1.  Réseau Bayesien et base de données pour un petit probleme de diagnostic médical

L’ estimation des paramétres du réseau Bayesien vise alors a déterminer leslois de probabilites P(A 1), P(As),
P(D| A, A2) et P(S1|D) qui expliquent le mieux les données observées. Les variables étant binaires, il s agit
de déterminer les 8 paramétres suivants

M = P(A=T) (6.1)
A2 = PA=T) (6.2)
\s = PD=T|A=TT) (6.3)
M = PD=T|A=TF) (6.4)
Xs = P(D=T|A=FT) (6.5)
X¢ = P(D=T|A=FF) (6.6)
M = P& =TD=T) (6.7)
ds = P& =T/D=F) (6.8)

les autres valeurs s’ en déduisant puisque |les lois de probabilités doivent sommer sur 1.

Intuitivement I’ estimation de ces probabilités peut étre effectuée au moyen des fréguencesrel atives correspon-
dantes observées dans la base de données. Celles-ci convergent en effet vers les probabilités lorsque la taille de
la base de données devient infinie (conséguence de laloi des grands nombres).

Estimation des parameétres au maximum de vraisemblance. Nousalonsmontrer que ces estimées
(fréquences relatives) sont celles obtenues par la méthode du maximum de vraisemblance. Cela nous permettra
de de dévlopper en détails cette méthode qui peut se généraliser a de nombreux autres problémes d’ apprentissage
automatique (dont la solution n’ est pas nécessairement aussi évidente apriori).
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Désignonspar A = (A1, A2, Az, A4, As, A6, A7, Ag) UN vecteur de valeurs particuliéres pour ces parametres, par
0; = (A%, A%, D%, Si) lai-eme observation (i-emeligne delatable) et par P(o;|)), la probabilité associée par le
réseau Bayesien instantié avec le vecteur \ al’ observation o;.

Alors, en supposant que la base de données est composée d’ échantillonsindépendantstirés au moyen delaloi
conjointe définie par |e réseau Bayesien instantiée avec A comme vecteur de paramétres, la probabilité d’ observer
la suite composée des N échantillons de la base de données D B vaut

N
P(DB|) = [[ P(o:|). (6.9)
i=1
Cette grandeur est aussi appelée la vraisemblance de la base de données (sous-entendu de la base de données
D B sous |’ hypothése du modél e caractérisé par la vecteur de parametres )).
Un critére classique utilisé en estimation statistique consiste & choisir le vecteur de paramétre A * qui maximise
cette grandeur :
\* = arg max P(DB|)). (6.10)

Voyons comment se traduit ce critére du maximum de vrai semblance dans notre cas.

Décomposition en sous-problémes indépendants. Remarquons tout d’ abord que le critere du maxi-
mum de vraisemblance revient également au critere suivant

A =arg m/\in (—log P(DBJ))) . (6.11)
D’ autre part, on a
N
—log P(DB|\) = —log (H P(o,»|A)> (6.12)
=1
N
= =) logP(0i|)) (6.13)
i=1
=~ log [P(A{|)) P(A5)) P(D'| AL, A}, X) P(Si| D, M)] (6.14)
i=1

N N N
= =) logP(Aj|)) — Y log P(A}\) — > log P(D'|A}, A}, \)

i=1 i=1 i=1

N
—> log P(Si|D", X). (6.15)

i=1

Cette formule montre que |e probleme d’ optimisation peut &tre décomposé en sous-problemes simples. En effet,
les quatre termes du membre de droite dépendent chacun d’ un sous-ensemble de paramétres qui n'influence pas
les autres termes. Par conséguent, le membre de gauche peut &tre minimisé en minimisant séparément les termes
du second membre par rapport au jeu de parametres qui leur est associé.

Estimation de probabilités au maximum de vraisemblance. Considérons, par exemple, le premier

terme
N

— log P(Ai|N).

i=1

Ce terme ne dépend en réalité que du paramétre A ; qui n'intervient dans aucun des trois autres termes. On adonc

N
Al = arg min (— ZlogP(Aﬂ/\l)) . (6.16)
i=1

A1€[0,1]
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Voyons quelle est lavaleur optimalede A1. Ona
N
—> log P(A{[\1) = —N{ log \; — N{ log(1 — A1), (6.17)
=1
ot NI (resp. N{") désigne le nombre de lignes de la base de donnéestellesque A, = T (resp. A; = F). En
posan

NT
fl = Tla
on adonc aussi
Al = arg)\ng[ionl] —[filog A1 + (1 — f1)log(1 — \y)], (6.18)
et on montre? gue lavaleur optimale est donnée par
Al = fi, (6.19)

¢’ est-a-dire que I’ estimée au maximum de vraisemblance des probabilités est donnée par les fréquencesrel atives.
Un raisonnement anal ogue donne
X5 = o (6.20)
ou f> désignela proportion des cas de la base de donnéestelsque A, = T.

Estimation de probabilités conditionnelles. Encequi concerneles probabilitésconditionnelles, faisons
le raisonnement pour les parametres A7 et A\g. Ces paramétres n'interviennent que dans le quatrieme terme de
I’ equation (6.15), et doivent donc &tre choisis de maniére aminimiser celui-ci. Or on a,
— > log P(S{|D",3) — Y log P(S{|D, Az, As) (6.21)
=1 i=1
= — Y logP(Si{|D'=T,\;) = > logP(Si|D' = F,Xs), (6.22)
i :D;=T i:D;=F

ce qui veut dire qu'ici aussi on peut séparer I’ estimation des paramétres A 7 et \g. Par exemple, I’ estimation du
paramétre \; revient a |’ estimation de la proportion de cas tels que S; = T dans la sous-base de données des
objetstelsque D; = T, et, symétriquement, Ag est estimé par la proportion des castels que S; = T dans|’autre
moitié de la base de données.

Celase généralise directement al’ estimation de probabilités conditionnellesvis-avis d’ un nombre quel conque
de variables a edtoires, en divisant la base de données en autant de parties qu'il y a de combinaisons de valeurs
possibles pour les variables sur lesquelles on conditionne.

Remarques. Laprocédured’ estimation au maximum de vraisemblance est tres simple amettre en oeuvre. La
précision des estimées des probabilités est directement proportionnelle au carré de lataille de la base de données
(il faut multiplier par 4 lataille N pour diviser par deux |’ écart-type des estimées).

Si labase de donnéesest defaibletaille et/ou si unevariable est conditionnée sur un grand nombre de variables,
il se peut que certaines des sous-bases de données soient de trés faible taille (voire vides), ce qui posera des
problemes lors de I’ estimation des paramétres correspondants. |l existe dans la littérature principalement deux
approches possibles pour contourner ce probleme (asavoir I’ approche Bayesienne et I’ utilisation de modél es avec
un nombre réduit de parametres), mais nous ne nous y attarderons pas dans e cadre de ce cours.

Dans ce qui précede nous avons décrit une formulation analytique directe permettant d’ optimiser la vraisem-
blance de |a base de données vis-a-vis des paramétres du modéle. Une approche aternative consisterait a utiliser
un agorithme d’ optimisation numériqueitératif, par exemple un algorithme de descente de gradient. L’ avantage
de cette approche est qu’on peut la généraliser a d autres criteres d’ optimisation et qu’ on peut traiter des con-
traintes entre les valeurs des paramétres relatifs a différentes tables. Ce type d'agorithme intervient dans de
nombreuses méthodes d’ apprenti ssage automatique.

11, désigne la proportion de cas observés pour lesquels 4 = T
2par application de I'inégalité de Gibbs
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6.2.2 Données partiellement observées

On parle de données partiellement observées (ou de données manguantes) lorsgue certaines valeurs des variables
N’ ont pas été observées pour certains objets. Tout se passe comme si certaines des valeurs de la base de données
étaient remplacées par un marqueur “?’ signalant que cette valeur est inconnue.

L' approche du maximum de vraisemblance doit a ors étre |égerement modifiée, en supprimant dansles ensem-
bles d' objets ceux pour lesquels au moins une des variables (conditionnée ou conditionnante) est inconnue. En
supposant que les val eurs manguantes sont distribuées de facon indépendante des val eurs des variabl es observées
(ce qui N’ est pas toujours plausible), on obtient encore une procédure d’ estimation non biaisée.

6.2.3 Structure inconnue et données totalement observées

Si lastructure du réseau Bayesien est inconnue a priori, |’ algorithme d’ apprentissage a a ors la responsabilité de
choisir alafois une structure et les tables de probabilités pour celle-ci. Découvrir la structure revient aidentifier
les relations d’indépendance conditionnelle entre | es variables du probleme.

L' ensemble des structures possibles sur un nombre fini de variables étant fini, ceci pourrait en principe se
faire en essayant toutes les structures possibles, en déterminant pour chacune d' elles|e jeu optimal de paramétres
(par exemple en utilisant le critere du maximum de vraisemblance) et en retenant la structure qui maximise la
vraisemblance de la base de données. Plusieurs problemes se posent cependant :

Structures équivalentes. En général, il n'y a pas une seule structure optimale. Par exemple, si nous sup-
posons que les données sont de type chaine de Markov, il n'est pas possible a partir des données de définir
I’ orientation des arcs, puisquelastructure ¥ — Y — Z impliqueaussi X' «+ ) + Z.

Biais en faveur des structuresles plus complexes. Le critére du maximum de vraisemblancetend a privilégier
les structuresles plus complexes. En effet, tout modél e qui peut étrereprésentéal’ aide d’ un réseau Bayesien
donnépeut aussi étrereprésentéal’ aide detouslesréseaux dérivés de celui-ci en gjoutant desarcs (en évitant
I"introduction de cycles orientés). Comme en gjoutant des arcs on augmente le nombre de paramétres du
modéle, I’ optimisation au sens du maximum de vrai semblance va en général pénaliser les modéles simples.

La solution & ce probléme consiste essentiellement & introduire dans le critére d’évaluation un terme qui
pénalise les modeles complexes, de fagcon a éviter ce qu’ on appelle le surapprentissage. Nous reviendrons
plus loin sur cette idée maltresse en apprentissage automatique qui est aussi appelée “le rasoir d’ Occam”,
et qui dit que dans le domaine de la modélisation il faut toujours chercher le modéle e plus simple qui est
compatible avec les données observées.

Complexité decalcul. Lenombrede structures candidates croit exponentiellement avec |le nombre de variables,
et en prati %ue, des quele nombre de variables dépasse 10, il devient impossible de les considérer de maniere
exhaustiv

La solution a ce probleme consiste essentiellement a développer des algorithmes de recherche heuristique
qui ne parcourent qu’ une faible proportion des structures candidates. Dans ce domaine la recherche est
encoretres active al’ heure actuelle.

6.2.4 Variables cachées

Dans certains problémes, la structure est connue mais certaines des variables qui interviennent dans cette structure
ne peuvent pas étre observées.

Le réseau Bayesien de la figure en fournit un exemple : ici on peut facilement observer les variables
relatives au phénotype (par définition) mais les variables qui représentent le génotype ne sont pas directement ob-
servables (méme si |es progres récents dans le domaine de la génétique moléculaire permettent &I’ heure actuelle
d observer de plus en plus d' informations rel atives au génotype).

Pour un tel type de probleme, I’ algorithme d’ apprentissage doit essentiellement deviner des valeurs plausi-
bles pour les variables non-observées. Cela veut dire que le probleme d’estimation inclut cette fois a la fois

3Pour un ensemble de 10 variables le nombre total de structures candidates vaut environ 1¢° !
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les parameétres (tables de probabilités conditionnelles) et les valeurs des variables cachées pour tous les objets
d  apprentissage.

6.3 APPRENTISSAGE DE CHAINES DE MARKOV

L apprentissage automatique de chaines de Markov (cachées ou non) est évidemment un cas particulier de
I apprentissage des réseaux Bayesiens. Nous nous contentons de signaler I’ existence d’ algorithmes rel ativement
efficaces qui tirent profit delastructurelinéaire de ce type de réseaux, et en particulier delapropriétéd’ invariance
temporelle qui permet de réduire tres fortement le nombre de paramétres du modéle a apprendre, au prix d'une
maodification des agorithmes.

Nous invitonsle lecteur intéressé a consulter laréférence [ [Rab8Y9] pour une introduction a ce sujet.

6.4 APPRENTISSAGE SUPERVISE PAR ARBRES DE DECISION

Au chapitre précédent nous avons montré comment un arbre de décision permet de représenter une loi de proba-
bilités conditionnelles, et comment on pouvait construire automatiquement un tel arbre a partir d’ une description
d’un modél e probabiliste complet.

Ici nous nous intéressons a la détermination d’un tel modéle a partir d’ une base de données telle que celle
représentée alafigure6.Ildont on achoisi une variable (¢’ est-a-dire une colonne) comme variable de sortie, et les
autrescommevariablesd’ entrée. |1 s' agit d’ un problémed’ apprentissage supervisg, ¢’ est-a-dired’ un problémeou
on cherche a construire un modele entrée-sortie qui refléte le comportement d’ un systeme a partir d’ observations
des variables d’ entrée et de sortie de celui-ci.

Nous pouvons encore appliquer I’ algorithme décrit au chapitre précédent, a condition d’ estimer les lois de
probabilité a partir de fréquences relatives telles qu’ observées dans la base de données. Illustrons la méthode sur
un exemple simple et voyons comment les notions d’ entropie et de quantité d’ information peuvent étre utilisées
en apprenti ssage automatique.

Probléme d’apprentissage supervisé illustratif. Ledimanche matin, une personne veut planifier ses
activités pour le dimanche apres-midi, et une premiére étape consiste aévaluer, en fonction des informations dont
elle dispose, si lajournée est prometteuse pour jouer au tennis. Disons que la personne utilise a cette fin quatre
types d' informations sur la situation météorol ogique

Outlook : qui décrit le type de couverture nuageuse, et peut avoir les 3 valeurs: sunny, overcast et rain.
Temperature : qui est un attribut discrétisé en trois catégories : hot, mild et cool.

Humidity : un attribut possédant deux valeurs possibles : high et normal.

Windy : unattribut de type logique (dont les valeurs possibles sont true et false).

La personne prend une décision en fonction de ces données, en classant la situation météorologique en deux
classes possibles P ou N, P voulant dire que les informations disponibles indiquent que la situation est propice
pour jouer au tennis, N qu'’ elle est non-propice.

Nous ne connaissons pas |le raisonnement que fait la personne pour prendre sa décision, mais nous alons
supposer qu’'elle est cohérente, ¢’ est-a-dire qu’en présence des mémes données elle prend toujours la méme
décision. La décision est donc une fonction (au sens mathématique du terme) des quatre variables Outlook,
Temperature, Humidity, Windy.

D’autre part, la personne s éant déclarée incapable d expliquer son raisonnement, nous lui avons demandé
de nous indiquer, pendant quatorze semaines successives, les valeurs des variables et la décision qu’elle a prise.
Cette information est réprésentée alatable Est-il possible, apartir de ces données, d'inférer le raisonnement
fait par la personne, et de prédire ses décisions futures ? En principe non, puisque les combinaisons des valeurs
possibles des variables d' entrée sont au nombre de 36 (3 x 3 x 2 x 2) et que nous N’ en avons observé que 14.
Nous devons donc nous contenter ici de faire une hypoth ése sur le raisonnement de la personne, aussi plausible
gue possible au vu des informations dont nous disposons. Ce type de probleme est ce qu’ on appelle aussi un
probléme d’inférence inductive : a partir d'un ensemble d’ observations de cas particuliers, inférer une regle
générale qui est compatible avec ces cas particuliers, et suffisamment plausible pour &tre utilisée pour prédire
d autres cas, non encore observés.
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Table 6.1.  Ensemble d’apprentissage
No. | Décision Attributs
Outlook Temperature Humidity Windy
1 N sunny hot high false
2 N sunny hot high true
3 P overcast hot high fase
4 P rain mild high false
5 P rain cool normal fase
6 N rain cool normal true
7 P overcast cool normal true
8 N sunny mild high fase
9 P sunny cool normal fase
10 P rain mild normal fase
11 P sunny mild normal true
12 P overcast mild high true
13 P overcast hot normal false
14 N ran mild high true
T3+L5+DO0
(Outlook Objet)
T2:5.0 Rain
(Humidity Objet) (Windy Objet)

DECISIONS
B N5
Po

iN"rm?'z 20 L320 Tr”‘i ‘Fa'se L4:30

P(N) = 0.3571
P(P) = 0.6429

Figure 6.2.  Arbre de décision construit par la méthode ID3
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La figure[6.2 représente une telle régle sous la forme d'un arbre de décision. Une situation météorologique
est classée par cet arbre en partant de la racine de |’ arbre (Ie noeud situé le plus haut) en propageant la situation
le long des arcs choisis en fonction des informations disponibles, jusqu’a aboutir en une feuille qui indique si
la situation est propice ou non. On peut se convaincre que |’ arbre de la figure est bien cohérent avec les
informations fournies alatable[6.1l D’autre part, il est relativement simple (d'ailleurs il ne fait intervenir que

trois parmi les quatre informations) et, si on'y réfléchit, exprime un critere tout afait plausible.

Algorithme ID3. Comment construire un tel arbre automatiquement a partir des données dont nous dis-
posons ? Nous alons décrire la méthode ID3, dont I’ objectif est de construire un arbre de taille minimale
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compatible avec les données, et dont le principe repose sur I’ utilisation de la notion de quantité d’information
introduite dans ce chapitre.

La méthode construit I'arbre en partant de la racine, en “développant” progressivement les noeuds de test.
Elle se sert de la base de données pour évaluer |es probabilités des valeurs des variables d’ entrée et des décisions
prises par notre ami. Pour illustrer le principe de la méthode montrons comment le développement de la racine
est effectué.

1. L'incertitude associée a la décision N ou P au noeud racine (¢’ est-a-dire sans aucune information sur la
météo) peut &tre évaluée a partir des fréquences relatives des décisions P et N sur I’ ensemble des lignes de
latable[6.dl On obtient P(décision=N)=5/14 et P(décision=P)=9/14, ce qui donne une entropie de 0.940 bit.

2. Evaluons ensuite la quantité d’information apportée par I’ observation de chacune des variables météo en
nous servant de latable. Pour chague variable, il suffit de diviser latable en sous-ensembles correspondant
aux valeurs possibles de la variable, de calculer les entropies conditionnelles moyennes et de calculer la
quantité d'information au moyen de laformule

I(D; V) = H(D) — H(D|V) (6.23)

ou D représenteladécision et V lavariable utiliste. On obtient les partages suivants (on peut vérifier atitre
d’ exercice les quantités d' informations affichées)

Attribut  :  Partition I(D;V)
Outlook : (rain1410654) (overcast 13127 3) (sunny 119821) 0.247
Temperature: (cool 97 65) (mild 14 12 11 108 4) (hot 1332 1) 0.029
Humidity : (normal 13111097 65) (high141284321) 0.152
Windy : (truel41211762) (fase1310985431) 0.048

3. La partition optimale est donc celle qui correspond a I'attribut “Outlook”, qui est sélectionné pour le
développement de la racine. On voit (cf. figure [6.2) que I’ensemble des observations correspondant a la
valeur Outlook=Overcast correspondent toutes les 4 a une décision D=P : ce noeud ne doit donc pas étre
développé. En ce qui concerne les deux autres valeurs on voit qu’il subiste une incertitude sur la décision; il
faut donc continuer |e développement de I’ arbre.

4. On peut vérifier quel’ application de laméme procédure (récursivement) aux sous-ensemblesd’ observations
relatives aux deux noeuds en question conduit a sélectionner respectivement Humidity et Windy commevari-
ables detest, et que les quatre sous-ensembles correspondants ont une entropie nulle (décisions identiques).
La construction de |’ arbre de décision est donc terminée a ce stade.

Laprocédure | D3 que nous venons d'illustrer permet de construire un arbre de décision de fagcon automatique,
apartir d’ une base de données quel conque. Son objectif est de produireun arbre aussi simple que possible qui soit
compatible avec les observations disponibles. L’agorithme est heuristique, dans la mesure ot il n’offre aucune
garantie sur I’ optimalité de son résultat. Maisil est tres efficace, ce qui permet de I’ appliquer a des problemes de
tres grandetaille (millions d’ observations, milliers de variables), et sa démarche est intuitivement plausible.

De nombreuses variantes plus ou moins éaborées de cette méthode sont actuellement utilisées dans de nom-
breux logiciels d’ analyse de données et de Data Mining. Parmi les nombreuses applications pratiques de cette
méthode, citons I’ apprentissage de stratégies de jeu d’ échec, le diagnostic médical, le contréle/commande de
systemes complexes, | allocation de crédits bancaires, la prédiction defaillites. ...

Une version de cette méthode, progammée en langage JAVA, est accessible au travers de la page WEB
http://www.montefiore.ulg.ac.be/~Iwh/Gtdidt/.

6.4.1 Application au probleme de pesées

L’ algorithme que nous venons de décrire peut &re appliqué au probleme de pesées donné a la fin du chapitre
[2 11 suffit pour cela construire une base de données comprenant la description des 24 solutions possibles a ce
probléeme et de choisir comme ensembl e de question candidates |’ ensembl e des pesées possibles en chague noeud
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Figure 6.3.  Arbre de pesées

de I arbre (attention, le nombre de questions candidates est extrémement éevé dans ce probléme). Chacune de
ces pesées candidates définit (implicitement) une variable aléatoire discréte ayant trois valeurs possibles a savoir :
gauche, équilibre, droite. Lavariable de sortie de ce probleme est une variable discréte ayant 24 valeurs possibles
correspondant respectivement aux 24 solutions du probléme.

LafigureB.3 représentela solution du probléme souslaformed’ un arbre de décision. Les 24 noeudsterminawix
correspondent aux 24 solutions du probleme. Nous demandons au lecteur de trouver pour quelques noeuds
terminaux la réponse ala question posée.
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{ MOTIVATION

Cette seconde partie des notes est constituée d'une série de chapitres qui couvrent les principaux résultats
théoriques de la théorie de I'information relatifs & la modélisation et a I’ utilisation des sources d’information
et des canaux de communication. Lesthéorémes de Shannon énoncent les limites ultimes en matiere de compres-
sion de données et définissent les débits maximaux atteignables pour la communication fiable al’ aide de canaux
de communication bruités.

Au chapitre[8 nous nousintéresserons alamodélisation des sources discrétes au moyen de processus a éatoires
(principalement les processus markoviens) et au codage de source, ¢’ est-a-dire a la compression de données.
Puis, au chapitre[8, nous étudierons quelques modeles ssimples de canaux discrets et établirons les théoremes
fondamentaux relatifs a la transmission sans erreurs (codes correcteurs d erreurs) et au chapitre [I0 nous nous
consacrerons a |’ étude de canaux continus, mais nous nous limiterons au cas particulier du canal a bruit additif
gaussien qui est un modele d’intérét pratique important. Enfin, le chapitre [Tl fournit une bréve introduction a
la théorie de la distorsion, qui étudie la compression de données irréversible et le compromis entre débits de
communication et taux d’ erreurs.

Cesrésultats reposent essentiellement sur les propriétésde stationnarité et d’ ergodi cité des processus al éatoires
et laloi des grands nombres rappel ée en appendice au chapitre [8.

En anticipant sur les chapitres suivants, nous allons illustrer sur un exemple imaginaire comment la mesure
d'information probabiliste, qui vient d' étreintroduite, est en relation directe avec les ressources physiques néces-
saires pour le traitement de I’ information.

7.1 AU RESTAURANT “CHEZ BILL”

7.1.1 Probléme de communication efficace de recettes

Penchons-nous sur un probleme pratiquerelatif alagrande cuisine. 1l s'agit d’ un probléme de communication de
plats dans e restaurant “Chez Bill” situé dans la proche banlieue de Seattle.

Le chef Bill et son garcon de salle Claude doivent communiquer au sujet du choix par les clients de plats de
cuisine. Tous deux disposent du méme catal ogue de plats de cuisine (p.ex. sous laforme d’'un livre de recettes
stocké sur un certain nombre de disquettes). Claude prend les commandes en salle (de I’ ordre de n par aler-
retour), et doit en informer le chef Bill. Le temps presse, comme souvent dans ces circonstances, et il s agit de
communiguer de maniére fiable et efficace les n plats a préparer.

113



114

Table 7.1. Recettes de cuisine du restaurant “Chez Bill”
Plat |  Probabilitt Info=—1log P —Plog P
Moules mariniéres - frites 0.1250 3 %
Moules provencale - frites 0.1250 3 5
Filet américain - frites 0.2500 2 7
Glace enfants 0.1250 3 %
Glace adultes 0.1250 3 §
Tarte aux pommes 0.0625 4 16
Tarteauriz 0.0625 4 =
Gateau au chocolat 0.1250 3 2
| Total : 1.0000 Entropie: 22

On supposera que le nombre de recettes possibles est fini, et &tant féru d’informatique, le chef adécidé quele
nombretotal de plats différents servis dans son restaurant serait une puissance de 2, disons 2 ™. De cette fagon,
sest-il dit, il suffirade m bits d'information pour communiquer chaque plat et il a d&ja organisé son fichier de
recettes sous laforme d’ un arbre de profondeur m pour minimiser le temps d’ acces.

Mais, le garcon de salle qui avait eu vent des travaux de Claude Shannon sur la théorie de I'information, et
a consacré une partie (non-négligeable) de son temps libre & comprendre de quoai il retournait, s'est dit qu'il y
avait laune opportunitéd’ épater son chef. Il lui parlade ses lectures sur les o-algebres, les fonctions mesurables,
d’ additivité et de continuité de I’ information, et des trois grands théoremes de Shannon, en insistant surtout sur le
premier. Le chef n'y comprit pas grand-chose, mais décida avec sagesse et ouverture d' esprit de faire confiance
au garcon de salle. En effet, celui-ci avait d&ja optimisé avec grand succes le prix des consommations, en faisant
appel a la théorie des portefevilles. I donna donc le feu vert pour une réorganisation entierement nouvelle du
schéma de communication et de stockage des plats.

Comme le garcon de salle aussi bien que le chef connaissaient bien les habitudes de choix des clients du
restaurant suite a I’ enquéte précédente relative aux portefeuilles, ils consulterent une table associant a chague
recette la probabilité a priori d'étre choisie par un client quelconque, représentée a la table [7.1] ou nous avons
supposé que m = 3 pour des raisons évidentes (en fait, il semble d’apres la carte que le chef se passionne
beaucoup moins pour la cuisine que pour I'informatique). Nous supposerons aussi que la carte de boissons
comprend 21° boissons, mais que la clientéle de “ Chez Bill” ne boit que du Coca-Cola.

Voyant cette table, le garcon de salle s écria: “Chef, il y a moyen de coder les plats en utilisant seulement
23 huitiemes de bits par plat, soit un huitieme de bit de mieux que votre schematres naif !”. Le chef répondit :
“C'est pas terrible, mais mieux vaut ¢ca que rien”, se disant que Claude alait avoir du mal avec des huitiemes de
bits comme adresses sur son ordinateur. Cependant, le gargon savait que ¢a alait marcher (car les probabilités
étaient diadiques) et il montraau chef I’ arbre de lafigure[7.11

Cette fois-ci le chef marqua son impatience. En effet, la profondeur maximale de cet arbre était supérieure a
son arbre équilibré et il demanda au garcon de s expliquer. Celui-ci lui fit comprendre que ce qui comptait ici,
en tout cas d aprés Shannon, ¢’ était non pas le temps maximal mais le temps moyen. 1 lui expliqua que sur un
nombre de commandes n suffisamment grand, laloi des grand nombres allait lui permettre d’ économiser avec
quasi certitude 3 bits d' adresse au total et |e chef ferait Ies mémes économies en temps d’ acces.

L’ expérience lui donna raison, et bien que I’ économie fut substantielle, le chef lui demanda s'il n’était pas
possible d’améliorer encore le systéme. La-dessus, le garcon répondit : “Non chef ! C'est interdit par le premier
théoreme de Shannon, car chacun des bits de mon code apporte exactement 1 bit d'information. D’ ailleurs dans
I’ arbre de mon code on voit bien que chacune des deux possibilités codées a chaque niveau est équiprobable”

7.1.2 L’age d’or

Fort de cette premiere expérience, Bill décidad’ enrichir sa carte en gjoutant plus de plats, et en offrant également
des entrées. Laclientéle devint de plus en plus nombreuse et gastronome, et finit par consommer les nombreux
vins et bieres spécial es proposés chez Bill.
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Tous les plats

Plats principaux

Moules frites

Adultes Enfants

G. Choco.  Provencae Mariniéres

Riz Pommes

Figure 7.1.  Organisation optimale des recettes de cuisine

Claude avait mis au point un programme informatique qui tous les soirs mettait a jour les statistiques de choix
de plats et boissons et qui adaptait le code utilisé pour le lendemain. Au fur et a mesure de I’ augmentation du
nombre de platsil se rendit compte que les choix des entrées, plat principaux, desserts et boissons des personnes
sur une méme table étaient fortement corrélés et décida d’ encore optimiser son systeéme en prenant d’ emblée les
commandes de tous |es plats pour une mémetable. Il fit appel successivement a différentes techniques de codage
inventées par des amis cuisiniers, eux aussi versés dans I'informatique (Huffman, Gallager et plus tard Rissanen
et lesfreresLempel et Ziv).

Il réussit ainsi a économiser de plus en plus de bits dans son code. En mémetemps, le chef dlait aussi de plus
en plus vite pour faire ses plats car il avait misau point des instruments spéciaux qui lui permettaient de réaliser
tres rapidement les recettes les plus fréguemment commandées et il s était construit un frigo spécial a structure
hiérarchique qui permettait un acces rapide aux ingrédients les plus souvent utilisés. D’ailleurs Claude, qui était
al’ origine de cesidées brevetala premiéere sous e sigle RISC (Reduced I nstrument Set Cooking) (la seconde était
déja connue sous le nom de mémoire cash hiérarchisée). |l parait méme que c'est un ami de Bill qui appliqua
I'idée de I'architecture RISC aux processeurs informatiques, ce qui permit des progres considérables dans ce
domaine, notamment en diminuant considérablement la complexité des puces et surtout la taille et le temps de
traitement des programmes.

Enfin, Claude appliqua aussi 1es mémes idées au stockage et a la commande des ingrédients (dont les distri-
butions étaient loin d' &tre uniformes), a la disposition des tables dans la salle a manger, et méme le menu était
organisé souslaforme d’un arbre binaire, ce qui permettait aux clients de choisir plus rapidement leur commande
et d’ encoder directement leur choix.

Epilogue : bruit de cuisine. Tout se passa bien pendant les deux premiéres années qui suivirent la mise
en service du nouveau systeme. Claude avait de moins en moins de travail en salle car maintentant les clients
faisaient directement leurs choix al’ aide d’ un questionnaire optimal connecté au site WEB de la cuisine.

Mais, au fur et @ mesure que le restaurant gagnait en succes, il se trouva que de plus en plus souvent il y eut
des erreurs dans les ingrédients. En effet, chaque fois qu’ une commande arrivait apres du serveur de la cuisine,
celui-ci énongait a voie haute le nom des plats et des ingrédients associés, et de plus en plus souvent il y eut des
erreurs d'interprétation de la part des cuisiniers.

Claude diagnostiqua que le probléme venait du bruit de cuisine qui, suite a I'augmentation du nombre de
cuisiniers, entravait maintenant la fiabilité de la communication. 1l y vit & nouveau une opportunité d’ épater son
chef, en faisant appel cette fois-ci au second théoréme de Shannon. Celui-ci lui promettait en effet la possibilité
de rendre la probabilité d’ erreurs arbitrairement faible, sans pour autant devoir augmenter de fagon inconsidérée
la longueur de son code et grace aux récents turbo-codes inventés par des cuisiniers bretons il allait quasiment
pouvoir approcher cette limite de Shannon. Mais ceci est une autre histoire. ..
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7.2 EXEGESE

Cet exemple, bien que tiré par les cheveux, suggere en quoi la mesure d'information probabiliste est une mesure
naturelle du point de vue de la conception des systemes de traitement de I’ information : elle permet de quantifier
a priori les ressources nécessaires pour le stockage et la communication efficace de messages. L'histoire met
également en évidence la tres grande portée pratique des idées de Shannon dans le domaine de I’ informatique,
car une fois qu'on sait comment stocker et communiquer efficacement de I'information on peut appliquer ces
idées a la conception de jeux d'instruction et de langages de progammation appropriés, et ala mise au point de
systemes de calcul physiques performants.

Si on en croit Claude, I’ entropie (28—3) de la distribution de probabilités associée au choix de plats de cuisine
mesure le nombre minimal de bits nécessaires en moyenne pour coder ces choix. Nous verrons que cette limite,
qui dans le cas de notre exemple est atteinte par le code de Claude, peut toujours étre approchée en pratique, du
moins si on se donnela peine de coder I’ information de fagon appropriée.

Nousverronségalement qu'il y aunegrandeur similaire qui permet de caractériser le débit maximal d’informa-
tion possible sur un canal de communications, en fonction du débit physique et du niveau de bruit de ce canal.

Ces deux résultats constituent le coeur de lathéorie de I'information. Du point de vue de I'ingénieur on doit
leur associer, comme nous le verrons, les techniques de codage de données qui visent a atteindre ces limites en
pratique. Mais avant cela, il nous faut définir de maniéere plus précise notre vocabulaire et apprendre a |’ utiliser
correctement. C'est I objet de la suite de cette partie du cours.

Figure 7.2,  Claude Shannon



8 SOURCES DISCRETES

8.1 INTRODUCTION

Dans ce qui précede, nous avons introduit les notions mathématiques principales qui seront utilisées tout au long
de ce cours, en essayant de leur donner une interprétation intuitive. Nous avons vu au chapitre [ en particulier,
que |’ entropie d’ une source émettant des symboles indépendants et distribués selon une méme loi de probabilité
(source stationnaire sans mémoire) utilisant un a phabet Q-aire était au maximum égale alog Q. Si les symboles
ne sont pas éguiprobableson peut donc dire que |’ a phabet est mal utilisé danslamesure ou I'information fournie
par la source est inférieure au maximum théoriquement atteignable. Nous verrons dans ce chapitre que cette
quantité d’information est encore réduite si les symboles successifs ne sont pas indépendants, ¢’ est-a-dire si la
source a une mémoire. On peut le comprendre intuitivement, puisque dans ce cas la connaissance d' une partie
des symboles émis par |a source réduit potentiellement I’ entropie des symbol es non encore observés.

Nous examinerons dans ce chapitre le probleme du codage de source, c'est-a-dire celui de transformer le
message engendré par une source redondante (dont les symboles successifs ne sont pas équiprobables et/ou ne
sont pas indépendants, ce qui implique que son entropie est inférieure a la capacité log @) en un message dont
les symboles sont équiprobables et indépendants. La transformation sera supposée réversible, en ce sens que
le message original pourra étre exactement reconstitué. Nous nous plagons donc dans le cadre du codage sans
perte d'information, et éablirons dans ce contexte le premier théoreme de Shannon, qui affirme que lalongueur
moyenne d’ un code peut approcher d’aussi prés qu’on le veut la limite %ﬁ) ou H(S) désigne I’entropie de la
source et r lataille del’ alphabet utilisé pour le code. H(.S) peut donc bien s'interpréter commele nombre de bits
nécessaires pour coder de fagon binaire et optimale les messages émis par lasource S.

Nous voyons donc ce qui est théoriqguement possible dans le domaine de la compression de données si on
impose la condition deréversibilité, ce qui est souvent le souhait dans un monde purement digital; au chapitre[13
nous mettrons ces résultats en perspective avec les possibilités offertes par d’ autres méthodes de compression de
données qui n’imposent pas nécessairement la condition de réversibilité (compression d'images, sons, .. .).

Ce chapitre est organisé comme suit. Nous commengons tout d’ abord par discuter des sources de Markov : il
s agit d’un modéle de source avec mémoire qui est a la fois suffisamment général pour couvrir de nombreuses
applications pratiques, et suffisamment simple pour permettre le traitement mathématique que nous visons. En-
suite, nous étudierons successivement les propriétés des messages émis par les sources sans mémoire ou par les
sources de Markov, en montrant que ceux-ci peuvent se déecomposer en deux ensembles digoints : |es messages
typiques pour lesquels les symboles apparaissent avec une fréquence relative proche de leur probabilité, et les
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autres messages. Nous verrons que le nombre de messages typiques est limité par |’ entropie de la source, aors
quelaprobabilitétotale de tous les messages typiques est voisine de 1. C'est cette propriété qui est alorsalabase
de la possibilité de compression de données par codage, comme nous le verrons. Enfin, nous terminerons cette
introduction au codage de source par la description de I’ algorithme de Huffman.

8.2 SOURCES DE MARKOV

Nousallons danslasuite utiliser comme exemples deux sources réelles et plusieurs modéel es de source de chacune
d elles qui seront désignésdansla suite par S1, 53, .. . S;.

8.2.1 Sources réelles

La télécopie. |l s'agitd unesourcebinaire(q = 2) obtenueen balayant ligne par ligne, avitesse constante, un
document graphigque comportant des parties noires sur fond blanc, en échantillonnant a une fréquence appropriée
lesignal ainsi obtenu et en associant lessymboles‘0’et ‘1" aux couleursblanc et noir, respectivement, aux instants
d’ échantillonnage.

La télégraphie. |l s'agit d'une source a 27 symboles (correspondant aux 26 lettres de I’ alphabet latin plus
I’ espace), correspondant a des textes écrits en frangais (ou en toute autre langue utilisant cet alphabet) et en
négligeant, pour simplifier, les symboles de ponctuation et les accents. Ce type de source est également important
puisqu’ une bonne partie des données a transmettre ou a stocker sont des textes de ce type.

Nous mentionnerons occasionnellement des variantes de ce type de source, en faisant référence a des textes
correspondant & des codes sources de programmes écrits dans un certain langage de programmation.

8.2.2 Modéles de sources

Nousallons préciser ci-dessous 4 modeles différentsqui correspondent respectivement aun model e sans mémoire
et avec mémoire pour les deux exemples de sources réelles indiquées ci-dessus. Nous utiliserons quelques fois
ces sources atitre illustratif et dans un certain nombre d’ exercices. Notons d’ emblée que I’ extension d’ ordre k&

d' une de ces sources S; seradanslasuite désignée par le symbole S¥. Notre objectif ici est de mettre en évidence
le fait que lamodélisation des sources est un art en soi, qui repose sur un compromis simplicité/réalisme.

Modeles télécopie.

Source S;. |l Sagit d'un modéle sans mémoire pour la télécopie. La source S, est dés lors complétement
caractérisée par les probabilités des symboles ‘O’et ‘1’, qui pourraient par exemple étre déterminées par une
analyse statistique d’ un nombre suffisant et représentatif de documents et en comptant la fréquence relative des
deux symboles. Nous noterons leurs probabilités par po €t p1 €t nous considérerons la source définie par les
ValeUrSpo =09etp; =0.1.

L’ entropie de cette source est H(.S1) = 0.469 Shannon.

L’extension d’ordre 2 de cette source est notée S?. Elle utilise un alphabet quaternaire (¢ = 4) dont les
symboles correspondent aux paires ‘00", ‘01’, ‘10", et ‘11’ et dont les probabilités sont obtenues (hypothese
d’indépendance) poo = 0.81, po1 = 0.09, p1p = 0.09 et p;; = 0.01.

L’ entropie de cette source est H(S?) = 0.938 Shannon, ¢ est-a-dire 2H (S1). On peut remarquer que méme
si la loi de probabilité de la source S; correspond bien a la statistique observée, cela n'implique en aucune
manierequelaloi de probabilité de son extension d’ ordre deux corresponde ala statistique des paires de symboles
observés. En d’ autrestermes, si on mesure la probabilité d’ apparition de paires de symboles’00",'01’,'10', ' 00’
on ne retrouve pas nécessairement les produits des probabilités popo €t pop1,. ..

Source S,. |l S'agit d' une source avec mémoire, qui serait obtenue si on souhaite que la statistique des paires
de symboles soit également respectée. Plus précisément, nous supposons toujours que la source vérifie les statis-
tiques relatives a |’ émission de symbolesisolés py et p1, et que de plus elle respecte | es statistiques relatives aux
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p(1]0)

ol oer
p(0[0)

p(0[1)

Figure 8.1.  Source Sy : chaine de Markov 3 deux états

probabilités conditionnelles p(j]:) (on les noteraégalement p(i — j), ou encore simplement p ;;) qui décrivent la
probabilité d’ observer le symbole j sachant que le précédent est un i.

Plus exactement nous faisons I” hypothese de Markov (d'ordre 1) qui postule que dans une séquence de sym-
boles sy, s2,. .., $n, ONAD(Sn|Sn—1,Sn—2,---,51) = P(Sn|sn—1). Autrement dit, il suffit de connaitre le sym-
bole précédent pour déterminer laloi de probabilité du symbole courant.

Nous verrons a la section [8.5.2 que, tout comme la source S1, S» est une source stationnaire et méme er-
godique.

Nous verrons ci-dessous que pour une source (ou une chaine) de Markov, les probabilités conditionnelles
p(i|7) suffisent pour caractériser complétement la source, et les probabilités stationnaires p(:) se déduisent de
cetteinformation.

Pour le moment, supposons que lasource S» soit caractérisée par les probabilités conditionnelles P(s, |s,—1)
suivantes : p(0]0) = 0.93, p(1|0) = 0.07, p(0|1) = 0.63 et p(1]1) = 0.37. Notons que cette distribution est
plausible, dans la mesure ou nous avons augmenté la probabilité d' observer deux symboles a la suite identiques
par rapport &la source S (cf. extension de celle-ci).

Nous verrons plus loin que les probabilités stationnaires de cette source sont encore pp = 0.9 et p; = 0.1,
C' est-a-dire compatibles avec |les statistiques supposées obtenues plus haut.

Nous verrons que |’ entropie (par symbol€) de cette source vaut H (S 3) = 0.424 Shannon; on a donc bien une
réduction d’ entropie par rapport ala source sans mémoire.

Modeles télégraphie.

Source S3. Le modéle suppose a nouveau I'indépendance entre lettres successives, mais suppose que les
lettres €élémentaires ne sont pas équiprobables. Leur probabilité pourrait &tre déterminée par comptage statistique
sur un certain nombre de documents. On trouverait sans doute que |’ espace et la lettre E sont nettement plus
probables que les autres lettres de |’ al phabet.

Source Ss. En supposant que les lettres obéissent aux contraintes grammaticales de lalangue francaise, et en
supposant une certaine probabilité d’ erreurs liée a la possibilité de faire des fautes ou des erreurs de frappe, on
obtiendrait un modéle nettement plus réaliste, mais d’ une complexité telle que son utilisation en pratique serait
hautement compromise.

Signalons cependant que Markov était linguiste, et que ¢’ est en essayant de développer des modeles linguis-
tiques qu'il a développé les modeles qui portent son nom. Notons également que les model es markoviens jouent
un rdle important dans un grand nombre de domaines, tels que le traitement d’images, |a reconnaissance de la
parole, et plus généralement, la modélisation de processus aléatoires physiques.

8.3 DEBITS D'INFORMATION ET EXTENSIONS D’UNE SOURCE

Les grandeurs introduites pour mesurer I'information ont éé définies par symbole (resp. émis ou regu), en
précisant sur le schéma de Shannon ol ces symbol es sont observés.

Lorsgue la source émet des symboles avec un débit moyen constant en fonction du temps et que le reste de
la chalne suit (i.e. fonctionne en temps réel), ce qui est le cas le plus frégquent en communications, on peut
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considérer des débitsd information (ou d’ entropie) : produit de I’ entropie par symbole par lafréguence moyenne
d’ occurrence des symboles.

Nous nous intéresserons plus loin dans ce cours a des conversions d' aphabet, ol il S agira de remplacer des
symboles par d' autres symboles qui sont obtenus au moyen d’ un code a décodage unique, ¢’ est-a-diretel quel’on
puisse retrouver de maniére univoque les symboles de départ a partir de ceux du nouvel alphabet. En particulier,
une conversion d'aphabet que nous utiliserons frequemment consiste a remplacer une source par sa k—eme
extension. Etant donné une source S engendrant des messages dont les symboles appartiennent & une al phabet
Q-aire, sa k—eme extension, notée S*, consiste & grouper ses symboles par blocs successifs de k& symboles,
chague bloc étant interprété comme un symbole &émentaire d un nouvel alphabet detaille Q *. Si les symboles
de la source initiale sont indépendants, I’ entropie de la source S * est multipliée par k. Comme la fréquence de
cette nouvelle source est divisée par k, il s ensuit que le débit d'information ne change pas.

Nous verrons, au chapitre suivant que la généralisation de la notion d’ entropie aux sources avec mémoire (qui
émettent des symboles successifs dépendants) est justement basée sur |’ entropie des sources étendues, d ordre
k — +o0.

8.4 LA PROPRIETE D’EQUIPARTITION ASYMPTOTIQUE

Considérons, pour nous convaincre de la possibilité de codage efficace, tout d'abord I’ exemple simple d’une
source stationnaire et sans mémoire, et plus précisément les extensions d’ ordre n d’ une telle source.

Nous alons voir que I'ensemble de messages émis par une telle source peut se structurer en deux sous-
ensembles : I'un qui comporte les messages dits typiques, qui possedent essentiellement la caractéristique que
I’on y retrouve les symboles élémentaires en fréquences proches de leurs probablités a priori (nous préciserons
dans quel sens); I" autre composé du complémentaire de cet ensemble.

Nous verrons ensuite que le nombre de message typiques de longueur n est au plus de 2 *(#+¢) et que ces
messages sont approximativement équiprobables, de probabilité 2 —(#+€) | Par conséquent, I’ ensemble des mes-
sages atypiques est de probabilité quasi nulle. Nous verrons que les égalités pourront &tre approchéesd’ aussi pres
gue souhaité, pour autant qu’ on choisisse de recourir a des extensions d’ ordre n. suffisamment élévé.

Partant de cette propriété d' équipartition asymptotique nous pourrons alors développer un code binaire trés
simple et dont lalongueur moyenne par symbole de la source de départ approche H (.S) d'aussi pres que souhaité.

8.4.1 Théoreme AEP

Dans cette section nous faisons appel alaloi des grands nombres. Nous suggérons de commencer par lalecture
de |’ appendicel8.Bl situé alafin de ce chapitre qui fournit les rappels et notations en lamatiére.

Lethéoreme AEP (de I’ anglais asymptotic equipartition property) est formul& comme suit :
S lesv.a. discretes A7, Xs, . . . sont indépendantes et distribuéesidentiquement selonlaloi P(X), alors

1
——log P(X1, A, ..., X,) = H(X), (8.1)

ol lanotation — indi gue une convergence en probabilité (voir appendices).
En effet, remarquonstout d' abord que

1 1<
—EIOgP(Xth,---,Xn) = _E;IOgP(Xi)a (82

et nous avons donc bien affaire a une somme de v.a. indépendantes (de plus identiquement distribuées). Laloi
des grands nombres s’ applique et

—% znjlogP(Xi) i —E{log P(X)} = H(X),

ce qui démontre le théoreme. [
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Interprétation. Désignonspar Xi,..., X x| les|X| différentes valeurs que chacune des v.a. X’; peut pren-
dre. Pour un message quelconque de longueur n émis par la source, le membre de droite de I’ équation ([8.2) peut
alors se decomposer en une somme

n |X] |
1 1 nj
—5 D log P(X) = =} njlog P(X;) = =} <% log P(X;), (8.3)
=1 j=1 j=1
ou nous comptabilisons par n ; le nombre de fois quela j-éme valeur de X' apparéit dans le message.
Lasignification du théoreme est donc qu’ avec une presque certitude e membre de droite converge vers
| ]
H(X) ==Y P(X;)log P(X;),

j=1

ce qui n'est qu’ une simple conséquence du fait queles =2 LA P(X;) éant donnélaloi des grands nombres.

8.4.2 Ensemble de messages typiques AE")

Désignonspar X = X x - - - x X le produit cartésien de longueur n, identique al’ ensembl e de tous | es messages
possibles de longueur n.

L ensembletypiqueAE”) par rapport & P(X) est défini comme I’ ensemble desrédlisations (X 1, Xs, ..., X,)
de (X1, Xs, ..., &) € X™ qui satisfont &la double inégalité suivante :

9~MHX)+e) < P(Xy, Xo,... X,) < 27 MH(X)=e), (8.4)
On peut montrer, par application du théoreme AEP, que cet ensemble satisfait aux propriétés suivantes:

L (X1,Xs,...X,) € A = H(X)—e < —Llog P(X1, Xs, ... X)) < H(X) +e¢, quellequesoit lavaleur
den.

2. P(A™) > 1 — ¢, pour n suffisamment grand.
3. |AM| < 2n(HX)+e) pour tout n, (lanotation | AL | désigne le nombre d’ éléments de I’ ensemble 4 (™).
4. |A™| > (1 = e)2n(H(X)=¢) pour n, suffisamment grand.

Donc I’ ensembl e typique a une probabilité proche de 1, et est formé d’ &éments pratiquement équiprobables
dont le nombre total est voisin de 2™, Comparant ce nombre total avec le nombre total de messages possibles
qui vaut | X'|™ = 27198 1¥1 on voit que seulement dans e cas d’ une distribution uniforme le nombre o’ éléments de
I’ ensemble typique est comparable a la taille de I’ alphabet de la source étendue. Si par contre H(X') < log |X|
le rapport entre la taille de ces deux ensembles décroit exponentiellement vite, lorsque la distance D(P(X)||U)
augmente. Lasituation est réesumée alafigure 82

Interprétation : typicalité vs représentativité. Examinonsde plus presles caractéristiques des mes-
sages typiques.

Désignons par message repr ésentatif, un messagetel queles fréquencesrelatives des symbol es coincident avec
leurs probabilitésapriori :

n;
— = P(X},).
- (X:)
Alors, il est évident que tous les messages représentatifs sont forcément typiques Ve.

Montrons que de plus le nombre de messages représentatifs est du méme ordre de grandeur que le nombre de
messages typiques. En effet, calculonsle nombre de messages représentatifs, lorsquen — co. Si le message est
représentatif, il doit comporter & peu présn; = nP(X;) foisle symbole X;,V: = 1,...|X|. Pour une longueur
totale donnée n, le nombre de messages représentatifs que nous désignons par | R ,, | vaut

|Rn| = (85)

n!
Xl
Hi:l ng:
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Alphabet de la source étendue
X" | X|" ééments

Ensemble atypique

Ensemble typique
A on(H+e) gements

Figure 8.2.  Ensembles typiques et atypiques

Introduisons la notation a,, = b,, comme suit :

1 n
an = by < Lim = log Z— - 0; (8.6)

n—o0o N n

on dit que a,, €t b,, sont égaux au premier ordre dans I’ exposant, car dans ce cas on peut écrire que
an = A" b, = A" (8.7)

avec
€n — €,

= 0. (8.8)
n

Cette propriété est indépendante de la base du logarithme et elle est évidemment symétrique.
Montrons que
|R,| = 2"H, (8.9)
ce qui revient amontrer que
lim % log |Ry| = H(X).

n—oo
Rappelonslaformule de Stirling pour le calcul den! :
n!=n"e "V2mn(l +€,), (8.10)

ol e, tend vers zéro lorsque n tend vers|’infini. On adonc

1 n!
—log|R,| = —logT (8.11)
n n 1% n!
| X
= = |logn! = logn,! (8.12)
i=1
1 ||
= = |nlogn—> n;logn;+ An+ By +Chy |, (8.13)
n i=1
ou
|
A, = - nloge—Zniloge (8.14)

i=1

= 0, (8.15)
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2
B, = = (8.16)
H‘ |271'nz
) x|
= 5 logn — ;lognP(Xi) + Cste (8.17)
et
x|
C, = log(1 + €n) Zlog 14 €n,). (8.18)

On peut se convaincre facilement que %Bn — 0 et que ;Cn — 0. Par conséquent,

|X]
1 1
—log|R,] — -— (nlogn— E n; lognz) (8.19)
n n

=1

=1

| x|
—% (Z n;(logn; — log n)) (8.20)

||
= Z|-n Z P(X;)log P(X;) (8.21)

- H(X), (8.22)

cequ'il fallait démontrer. O

Exemples. Considéronsd’ abordle casoutousles symbolessont équiprobables. Danscecas P(X 1, Xa,... X,,) =
|X'|~™ quel que soit le message émis par la source. Par conséguent, dans le cas d' une distribution uniforme, tous

les messages sont typiques (et pas seulement les messages représentatifs). Le nombre de messages typiques est
donc dans ce cas exactement égal alataille de |’ alphabet de la source é&endue. De méme, si nous considérons

une source non uniforme, mais telle que certains symboles soient équiprobables, alorsil suffira que la fréquence
relative cumulée de ces symboles soit représentative pour qu’ un message soit typique.

Considérons ensuite le cas d’ une source binaire non uniforme de probabilité P(1) = p; # 0.5. Examinonsun

message non-représentatif M de longueur infinie, ¢’ est-a-dire un message présentant une fréquencerelative de 1
valant f; # p1, pour n suffisasmment grand. Alors, pour n suffisamment grand on aura

1 1
—log P(M") = ——log P(My,..., My) = —(filogps + (1 — f1) log(1 —p1))
ou M™ désignelesn premiers symboles de ce message. On adonc,
P(Mn) ;é 27nH(X)

et ce message ne restera pas typique si on fait tendre e vers zéro.

On voit donc que la typicalité est une notion qui n’est sensible qu’ aux différences entre les probabilités des
différents symboles émis par une source. Si certains symboles sont équiprobables, la propriété de typicalité ne
peut pas différencier ces symboles. La représentativité implique la typicalité, mais la réciproque n'est pas vraie
en général.

On aboutit donc alaconclusion suivante: I'ensemble des messagestypiquescontient lesmessagesrepr ésen-
tatifs, maisil est en général plus grand. Cependant, les messages typiques non-repr ésentatifs sont en nom-
bre négligeable, au premier ordredans|’ exposant.

(Suggestion. Examiner sous quelles conditions sur les fr équences relatives |es messages émis par une source
dont I’ alphabet comporte trois symboles (avec des probabilit és différentes) sont typiques Ve > 0. Construire des
messages typiques non repr ésentatifs.)
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Ensemble atypique
nlog|X| + 2 bits

Ensemble typique
n(H + €) + 2 bits

Figure 8.3.  Codage de source utilisant I'ensemble typique

8.4.3 Résultat général

L e théoreme AEP reste valable pour une source stationnaire ergodique quel conque (voir ci-dessous), et en partic-
ulier pour les chaines de Markov irréductibl es stationnaires (voir ci-dessous). Nous ne le démontrerons cependant
pas.

Lethéoreme AEP n’est pas valable en général pour les sources stationnaires non ergodi ques.

8.4.4 Compression de données

Nous allons maintenant exploiter les propriétés de I’ ensembl e des messages typiques pour construire un code trés
simpliste mais qui est néanmoins efficace.
Nous divisons I’ ensemble des messages possibles X'™ en deux sous-ensembles qui seront codés avec une

stratégie énumérative : |’ensemble A™ et son complémentaire. Nous trions ensuite les messages dans chaque
ensembl e selon un ordre quel conque (disons | exicographi que).

Nous pouvons aors représenter chaque message figurant dans AM par son numéro d’ordre codé en base
binaire. Puisqu'il y amoins de 2"(¥(¥)+¢) messages dans cet ensemble, ce codage nécessite au plus n(H (X) +
€) + 1 bits (le bit supplémentaire est nécessaire seulement si n(H (X') + €) n'est pas un nombre entier). Nous
préfixons chacun de ces mots de code par un 0 pour indiquer qu’il s'agit d’un mot de code relatif a un message
typique, ce qui donne au total une longueur de codeden(H (X) + ¢) + 2.

Similairement, nous indexons les &éments du complémentaire deAE”), en utilisant au plusn log | X| + 2 bits
et en utilisant le préfixe 1.

Le code est bien biunivoque et facilement décodable. Nous avons utilisé une technique naive d’ énumération,
mai's hous avons associé un nombre de bits plus faible a I’ ensemble typique. Calculons la longueur moyenne de
ce code.

Désignons par £(X1, X, ... X,) lalongueur du mot de code associé au message (X 1, Xs, ... X,), ou plus
simplement £(X ™). Si n est suffisamment grand (disons supérieur ang) alors P(AE”)) > 1 — ¢, et lalongueur
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vaut en moyenne

E{t(xm} = Y PX™)(X™)

Xn

= ) PXMUX™M+ D PXMUXM)
XneAl XngA™)

< ) PXMRHX)+e) +21+ >, P(X")(nlog|X|+2)
XreA™ xngal™

= PA)n(H(X) +€) + 2] + (1 — P(A™))(nlog |X] + 2)

< n(H(X)+e€) + enlog|X| + 2[P(A™) + (1 — P(A1M))]

n(H + €')

ou nous pouvonsrendre e’ = e + elog |X| + % aussi petit que souhaité en choisissant e suffisamment petit et
ensuite n. suffisamment grand.

En conclusion nous avons démontré le théoreme suivant, en faisant appel alanotion d’ extension de source :

Pour toute source sans mémoire, il est possible de trouver un code a décodage unique qui transforme les
messages de cette source en messages binaires de longueur moyenne arbitrairement proche de I’ entropie de la
source H (S).

8.4.5 Discussion

L’ idée principal e deladémonstration qui précede est de faire appel alanotion de source étendue. Du fait delaloi
des grands nombres, les messages d’' une source étendue deviennent de plus en plus typiques, au fur et a mesure
gue I’ ordre de cette source augmente. Alors que le nombre des messages typiques augmente avec un taux de
croissance exponentiel fixé par |’ entropie de la source de départ, on aboutit & une situation ou la distribution de
probabilités se concentre de plus en plus autour de ces messages typiques.

Nousavonsdémontrédans ce qui précéde quelalimite annoncée au début de ce chapitre pouvait &tre approchée
pour un certain type de source. Reste a démontrer qu’elle ne peut pas étre dépassée (qu'il est impossible de
trouver des codes qui soient meilleurs) et qu’ elle reste atteignable pour un ensemble plus large de sources que
nous devrons caractériser. C'est |’objet des sections qui suivent; la démarche que nous allons adopter peut
étre résumée comme suit : (i) définition de I’ entropie de sources discrétes stationnaires de maniere a ce que le
raisonnement par extension continue de fonctionner; (ii) &ude de conditions nécessaires et suffisantes d’ existence
de codes déchiffrables; (iii) démonstration du premier théoreme de Shannon; (iv) illustration sur labase du codage
de Huffman.

8.5 SOURCES DISCRETES EN TEMPS DISCRET

Le modele général pour les sources discrétes est celui d'un processus aléatoire discret en temps discret. Ci-
dessous nous allons tout d'abord définir ce que nous entendons par 13, puis allons préciser ce que signifient les
propriétés de stationnarité et d’ ergodicité. Ensuite, nous étudierons un peu plus en détail les chaines de Markov,
qui forment une famille de modé es fréquemment utilisés en pratique. Enfin, nous terminerons par la définition
de |’ entropie par symbole d' unetelle source.

8.5.1 Processus aléatoires discrets en temps discret

Un processus al éatoire en temps discret est une suite de variables aléatoires X';, indexée par un paramétre entier
(nous supposerons dans la suite que ¢ > 0). Nous nous intéressons plus particulieérement au cas ou les variables
aléatoires sont elles-mémes discrétes et nous supposeronsque Vi, X; = X = {1,...,q} cCest-adirequelesv.a
utilisent un méme alphabet fini. Rappelons que la notation X’; représente a la fois lav.a. et son ensemble de
valeurs possibles.

Un tel processus aléatoire est en principe caractérisé par les lois de probabilités conjointes P(X 1, ..., X}y)
définiessur XY™, vn = 1,2,. .., qui permettent de calculer par marginalisation P(X,,, ..., Xp1k),¥n > 0,k > 0.



126

La notion de processus aéatoire a valeurs discretes et en temps discret est le modéle probabiliste le plus
général qu’ on puisse imaginer pour représenter la notion de source discréte. Nous allons tout de suite faire deux
restrictions, qui imposent respectivement la notion de stationnarité et d’ ergodicité.

Processus stationnaire. Un processus aéatoire X; est dit stationnaire si les lois de probabilités sont
indépendantes de |’ origine des temps, ¢’ est-a-dire s

P(Xl:ilv"'vxn:in):P(Xl+l:i17"'7Xn+l:in)

quels que soient n et £ positifs, et quels que soient ;1,...,i" € X.
Par exemple, si nous supposons que les X'; sont indépendantes et distribuées selon une mémeloi, alors

PX, =i, . X, =i")=PX =i')...P(X =i")

et le processus est évidemment stationnaire.

Processus ergodique. Nous dirons qu’un processus aléatoire stationnaire est ergodique si pour tout k& =
1,2,..., pour toutesuite d'indicesiy, . . . i, €t pour toute fonction £(-) de X' * dans R dont |’ espérance mathéma-
tique E{f(X,,..., X )} est finie (condition d’ existence), on a

n

%Zf(xil+t,...,xik+t) PR B{f(Xiyy -\ X)) (8.23)

t=1

En d' autres termes, un processus stationnaire est dit ergodique si |es espérances mathématiquesde v.a. arbitraires
définies sur le processus peuvent étre approchées par des moyennes temporelles le long d'un réalisation (ou
trgjectoire) quelcongque du processus de longueur infinie. Cela veut dire, qu'on peut étudier ce processus en
observant une seule réalisation de longueur suffisante de ce processus.

Par exemple, laloi (forte) des grands nombres permet d’ affirmer que la source stationnaire sans mémoire est
aussi ergodique.

Nous renvoyons les éudiants au cours d’ Introduction aux processus stochastiques pour une discussion plus
fine et des exemples pratiques éclairant les notions de stationnarité et d’ ergodicité. Nous supposerons, dans le
cadre de ce cours, que toutes les sources sont des processus stationnaires et ergodiques.

Notons que dans le cas ou le processus est a valeurs discrétes |’ espérance mathématique de toute fonction
(bornée) est toujours définie, et la condition d’existence relative a celle-ci devient deés lors redondante. On
peut alors montrer que dans ce cas il faut (et il suffit) pour qu'un processus stationnaire soit ergodique que
les fréguences rel atives de toute combinai son de symboles observées le long d’ une trgjectoire convergent vers la
probabilité de cette combinaison.

Réinsistons sur le fait que I’ ergodicité (au sens ou nous I’ utilisons dans ce cours) n’est définie que pour les
processus stationnaires. Un processus ergordique est donc implicitement aussi stationnaire.

8.5.2 Chaines de Markov

Nous allons maintenant définir avec plus de précision la notion de chaine de Markov introduite plus haut, et nous
allons en particulier définir les conditions sous lesquelles une telle chaine (source) est stationnaire et ergodique.

Remarque. Les chaines de Markov fournissent un modéele important de processus aléatoire. Une source de
Markov est une source dont les symboles émis sucessivement forment une chaine de Markov. Nous utiliserons
ces deux termes de fagon interchangeable.

8.5.2.1 Définitions.

Chaine de Markov. Un processus en temps discret et & valeurs discrétes est une chaine de Markov §,
Vn=12,...,

P(Xpp1 =i"THA, =i, ..., X = i) = P(Xpp1 =" A, = i"), (8.24)
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virtlin, it e XL
Dans ce cas on peut écrire

P(Xy, X, ..., Xy) = P(X)P(Xa|X1), ..., P(Xp|Xnet). (8.25)

L’ espace d’ états delachaine de Markov est par définition I’ ensembl e des valeurs que peut prendre e processus
achagueinstant (noté ci-dessuspar X = {1,...,q}). Ondiraque g = |X| est le nombre d’ &tats de la chaine.

Notons qu’ on réserve généralement e terme de processus de Markov au cas ou I espace d' états est continu.

Invariance dans le temps. Lachanede Markov est dite invariante dans le temps ou homogene, si Vn =
1,2,...,0na
P(Xni1|Xn) = P(X2| A1), (8.26)

C'est-a-diresi ces probabilités de transition ne dépendent pas du temps. Insistonsici sur lefait que cette condition
est différente de la condition de stationnarité.

Une chaine de Markov invariante dans le temps est donc complétement caractérisée par son vecteur de proba-
bilitésinititidlesm = (71, ..., m,) défini par

m; = P(X; = 1), (8.27)
et samatrice detransition IT de dimension g x g définie par
;; = P(Xs = j|X = i). (8.28)

Lai-eme ligne de cette matrice correspond auix probabilités de départ de I’ état 4; la j —eme colonne correspond
aux probabilitésd’ arrivée al’ état 7. On doit évidemment avoir Vi < ¢,

q
dm; =1 (8.29)
j=1

Un telle chaine de Markov peut donc étre représentée par un graphe orienté dont les ¢ noeuds représentent les
états et les arcs orientés les transitions d'un état 7 versun état j. Lesarcs (i, ) sont étiquetés par les probabilités
de transition I1;; et les noeuds par le numéro de I’ état correspondant (et éventuellement les probabilitésinitiales
i, S celles-ci sont spécifiées). On ne représente graphiquement que les arcs correspondant & des transitions
possibles, ¢’ est-a-diretelles queIl;; > 0 (voir figure[8.4).

Irréductibilité. La chaine de Markov est dite irréductible s'il est possible de passer en un nombre fini
d’ étapes (avec une probabilité non nulle) de n’importe quel état a n’importe quel autre état. Sinon, la chaine
est dite réductible.

Disons que deux états communiquent si il est possible de passer de I’un a1’ autre par un chemin de longueur
finie dans le graphe de la chaine dont tous les arcs ont une probabilité strictement positive, et si cette propriété
reste vraie si on inverse le role joué par les deux noeuds. 1l est facile d’ imaginer des situations qui ne vérifient
pas cette condition. Une chaine est donc irréductible si tous ses états communiquent.

Il est clair que larelation de communication est unerelation d’ équivalence (transitive, symétrique et réflexive).
Cette relation partitionne donc les états de la chaine en classes d’ égquivalence. La chaine est donc irréductible si
le nombre de ses classes d’ équivalence se réduit a une seule, qui comprend donc tous les états. Ces notions sont
illustrées alafigurel8.4, ol les états sont numérotésde 1 a 6.

Apériodicité. Soit P} la probabilite que partant de I’ état j, lachaine retourne a cet état apres exactement n
pas de temps, et soit

;2{n>0: P} >0}
' est-a-direl’ ensembl e des temps de retour possibles pour I’ état 5. Si tous ces nombres sont multiples d’un entier

k > 1 ondiraquel état est périodique. La période d(j) del’état j est aors le plus grand commun diviseur de
I’ensembledesvaleurs I;. Si d(j) = 11’ état est dit apériodique. (Si I’ensemble I; = ( on posed(j) = 0.)
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b. Irréductible

Figure 8.4.  Exemples de chaines réductibles et irréductibles

apériodique périodique

Figure 8.5.  Exemples de chaines périodique et apériodique

Une chaine de Markov est dite apériodique si tous les états sont apériodiques. On montre que tous les états
d’ une classe de communication ont laméme période. Par conséguent, si une chaine est irréductible, tous ses états
ont méme période (voir figure B.5).

Une chaine de Markov irréductible peut néanmoins présenter un comportement périodique. Par exemple, ala
figureB.3 si on ne conserve que la partie de droite on obtient une chaine de Markov irréductible de période 2.

Etats récurrents et transitoires. Un état est dit récurrent si la chaine de Markov y retourne infiniment
souvent (ou avec certitude). Autrement, |'état est dit transitoire : il s'agit d'un état tel que I’ensemble des
séquences dans lesquel les cet état n’ apparalt qu’ un nombre fini de fois est de probabilité égale a 1.

Une chaine est dite récurrente si tous les états sont récurrents. On montre que tous les états d'une classe
de communication sont soit transitoires soit récurrents. Donc, les états d' une chaine irréductible sont soit tous
récurrents soit tous transitoires.

Par exemple, pour la chaine de Markov de lafigure [8.4(a) on voit aisement que les deux états du milieu sont
récurrents, alors que les quatre autres états sont transitoires.

Notonsque si I’ espace d' état est fini, il y aau moinsun état récurrent.

Régime(s) permanent(s). On peut caractériser le comportement asymptotique d' un processus de Markov
de différentes fagons.
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On dit que la chaine de Markov atteint un régime permanent si lalimite

lim P(X, =1)=p; (8.30)

n—oo

existepourtouti = 1,...,q.
On montre quesi cette limite existe, elle doit satisfaire al’ équation vectorielle

p=pll, (8.31)
oup = (p1,...,pq), OU, plusexplicitement,
q
i=1

En effet, si ladistribution P(X,,) est donnée on en déduit que

q
P(Xp1 =j) = D P(X, = i), (8.33)

=1
et en prenant lalimite pour n — oo des deux membres de cette équation, on a

q
pj = lim > P(x, = i)y, (8:34)
=1

ce qui donne en intervertissant la limite et la somme
q
pi =Y pilly, (8.35)
=1

si les limites existent.

On dit quetout p qui satisfait ([8.32) est une distribution stationnaire, car une chaine de Markov initialisée avec
une de ses distributions stationnaires forme un processus stationnaire.

Il est possible, pour une chaine de Markov quelconque, d’ avoir plusieurs distributions stationnaires. 1l est en
outre possible pour une chaine de Markov d’ avoir une distribution stationnaire, sans nécessairement atteindre le
régime permanent.

Une autre fagon de caractériser le comportement asymptotique d’un processus de Markov est basé sur le
comportement de P(X,,|X1 = j). Pour dire que la chaine est stable on aimerait bien que cette grandeur tende
vers une limite quelles que soient les conditions initiales et que cette limite soit indépendante des conditions
initiales. De cette facon, la chaine aura un comportement asymptotique indépendant du choix des probabilités
initiales.

Exemples.

1. Considérons une chaine de Markov a deux états (numérotés 1 et 2) caractérisée par la matrice de transition
suivante

0.5 0.5

0.5 05 |°

Il s'agit d’'une chaine de Markov irréductible et apériodique. De plus quelle que soit la distribution de I’ état a
I’étapen — 1,ona P(X,, = 1) = 0.5P(X,,—1 = 1) + 0.5P(X,_1 = 2) = 0.5. Cette chaine a donc un com-
portement stationnaire et elle admet comme distribution stationnaire (0.5, 0.5). Elle atteint son régime permanent
en une seule étape.

2. Considérons une chaine de Markov a deux états caractérisée par lamatrice de transition suivante

1o
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Il s'agit d’' une chaine de Markov irréductible de période 2. Elle admet aussi 1a (seule) distribution stationnnaire
(0.5,0.5). Cependant, quelles que soient les conditions initiales, cette chaine ne peut pas atteindre un régime
permanent, puisqu’'on aura P(X,, = 1|X; = 1) = 1, pour n pair, et 0 pour n impair. En effet, la suite
P(X,|X; = 1) possede, quelles que soient les conditions initiales, deux sous-suites convergentes (constantes)
qui ne convergent pas vers laméme limite.

3. Considérons la chaine de Markov relative au modeéle d’ordre 1 de la télécopie (source S 2). Sa matrice de

transition est
M- 0.93 0.07
1063 037 |-

On trouve que ladistribution (0.9, 0.1) est stationnaire. En effet, on a
0.9%0.93+0.1%0.63=0.9

et
0.9%0.07+0.1%0.37=0.1

et par ailleurs, on a
o2 — [ 0.909 0.091 ]

0.819 0.181
et
0.9 0.1
M n __
i T = [ 0.9 0.1 ] ’
et donc

lim P(X,) = lim N P(Xo| X = §)P(X =) = > P(Xy =) lim I"™" = (0.9,0.1),
n oo
- .

n—o00 n—00
J

quelle que soit la distribution initiadle P(X1). En effet, le terme P(X,|X; = j)P(Xy = j) désignelaj—eme
ligne de lamatrice II™ 1, qui finit par devenir indépendante de la valeur de j.

Cette chalne de Markov possede une distribution stationnaire unique et si on observe la chaine suffisamment
longtemps, la distribution des états tend vers cette distribution stationnaire, quelles que soient ses conditions ini-
tiales. Maisil lui faut un nombreinfini d' éapes pour atteindre son régime permanent.

4. Considérons ensuite une chaine de Markov réductible ayant deux classes de communication apériodiques, par
exempl e la chaine constante caractérisée par la matrice identité

=[4 4]

Pour cette chaine toutes les distributions initiales sont stationnaires. Cependant, selon que I’ état initial est 0 ou
1, cette chaine présentera deux trajectoires différentes. On voit donc que les moyennes temporellesle long d’ une
trajectoire sont sensibles aux conditions initiales. Ce type de comportement, méme s'il est stationnaire est non
ergodique.

Existence et unicité d’une distribution stationnaire. On montre que toute chaine de Markov avec
un nombre fini d états, irréductible et apériodique, admet une seule distribution stationnaire 7, solution de

I’équation (8.32) et ona

Too = lim P(X,) = lim P(X,|X; =1), (8.36)
n—oo n—oo
Vi=1,...q.
On montre également que dans ce cas la matrice
I = lim II", (8.37)
n— oo

est bien définie, et que toutes ses lignes sont identiques et égales au vecteur .
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Lorsque le nombre d' &ats est fini, I'irréductibilité et I’ existence d’une distribution stationnaire entrainent
que les probabilités stationnaires de tous les états sont aors strictement positives. En effet, supposons que la
probabilité stationnaire d’ un état soit nulle, disons 7,1 = 0. Alors, on en déduit que

q
§ Woo,jHjl = TMTeo,1 = 0,
Jj=1

ce qui veut dire que les probabilités stationnaires des états qui présentent des transitions vers |’ état 1 doivent étre
nulles (puisque les valeurs correspondantes des I1;; sont toutes positives). On en déduit que si |a probabilité
stationnaire d'un état est nulle, il en est de méme de tous les é&ats qui autorisent des transitions vers cet état.
En faisant le méme raisonnement de proche en proche, on en déduit que tous les états a partir desguelsil est
possible d' atteindre |’ état dont on a supposé la probabilité stationnaire nulle (en un nombrefini d’ étapes) sont de
probabilité stationnaire nulle. Mais puisque la chaine est irréductible, tous les états sont concernés, et donc toutes
les composantes de 7, sont nulles, ce qui est incompatible avec I’ existence méme de ce vecteur (dont la somme
des composantes, toutes non négatives, doit valoir 1).

1 est cependant possible, pour une chaine apériodique mai s réductible de présenter une distribution stationnaire
dont certaines composantes sont nulles. Mais, lorsgu’ on s'intéresse au comportement asymptotique de ce type de
chaines de Markov les états transitoires peuvent étre effacés, pour ne retenir que les composantes correspondant
aux états dont les probabilités stationnaires sont strictement positives. Si la chalne de Markov obtenue ainsi
comporte une seule classe de communication apériodique, aors initialisée avec sa distribution stationnaire, elle
présentera un comportement stationnaire et ergodique.

Par exemple, la chaine de Markov de matrice de transition

0.5 0.5
= [ 0.0 1.0 ] ’

présente cette caractéristique. On trouve que

= . n_ |01

M= =[]
et que la distribution stationnaire est 7, = (0,1). La condition que I'état 1 soit parcouru un nombre infini de
fois est dans ce casidentique a la condition que la chaine reste tout le temps dans cet état. Elle vaut donc

lim P(X; =1,...,X, =1)=P(X; =1) [[ I, =0,
=1

n—roo

et cet état est bien transitoire.

Pour terminer, mentionnons que dans le cas des chaines de Markov ayant un nombre infini d’ états, on intro-
duit la notion de chaine positivement récurrente, vérifiée si tous les états sont récurrents et ont une probabilité
stationnaire strictement positive.

Ergodicité des chaines de Markov. Une chaine de Markov irréductible apériodiqueﬂ initialisée selon
sa distribution stationnaire forme un processus aléatoire stationnaire et ergodique.

Les exemples 2 et 4 montrent qu’il n'est par contre pas vrai que n'importe quelle source de Markov soit
stationnaire et ergodique.

Si on observe suffisamment longtemps une chaine de Markov irr éductible et apériodiqueinitialisée de maniere
guelconque €lle finit par présenter un comportement quasi stationnaire et ergodique. L'initialisation avec la
distribution stationnaire revient donc anégliger ce régimetransitoire, dont le poids statistique finit par s’ estomper
de toutes facons.

let positivement récurrente, mais NouUsS SUPPOSONS que nous travaillons avec un nombre fini d éats, ce qui fait que cette condition est un
conséquence de I'irréductibilité.
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8.5.2.2 Entropie. On définit |’ entropie d’ une source de Markov stationnaire par

H(S) = — in: in: WiHij log H” (838)

i=1 j=1

Nous reviendrons sur cette formule, un peu plus loin, apres avoir défini |’ entropie des processus stationnaires.
Pour le moment, disons ssimplement qu'elle est plausible, puisqu’elle définit I’ entropie par la moyenne des
informations innovantes de tous les états, pondérées par la probabilité stationnaire des états.

8.5.2.3 Mémoire finie. On définit une source de Markov de mémoire m > 0, comme une source qui émet
des suites de symbol es vérifiant

P(S(t+m+1)[S(1),...,S(t+m)) = P(S(t + m+1)|S(t +1),...,S(t +m)). (8.39)

La probabilité d' émission d' un symbole ne dépend donc que des m symbol es précédents émis.
En particulier, lorsque m = 0, on parle de source sans mémoire, et lorsquem = 1, d’ une source de Markov.

Les sources de mémoire finie m forment évidemment un ensemble en principe plus riche pour modéliser les
sourcesréelles. En particulier elles permettent de modéliser assez bien les textes écrits en langue naturelle, ou les
langages de programmation. Cependant, hous allons voir ci-dessous que I’ étude de ces sources peut se ramener a
I étude des sources de mémoirem = 1.

8.5.2.4 Extensions d’ordre élevé. Nous alons justifier maintenant le fait que nous pouvons restreindre
notre attention aux sources de Markov (sous-entendu d’ ordre 1).

En effet, soit S une source Q-aire de mémoire m, et considérons son extension d’ordre n notée S ™ (dont
les symboles correspondent aux Q™ séquences possibles de n symboles consécutifs de la source S). Alors, la
mémoire de cette source est égale au plus petit entier supérieur ou égal au rapport 7 c’est-a-dire

ms)]

m(S™) = [ - (8.40)

ou lanotation [-] signifie que nous arrondissons al’ entier supérieur ou égal.

Donc, si n > m, m(S™) = 1. Par conséquent, toute source de Markov de mémoire finie peut se ramener a
une source de Markov de mémoire valant 1.

On montre que I’ entropie de I’ extension d’ ordre n. d’ une source de Markov vaut n fois|’ entropie de celle-ci

H(S™) = nH(S). (8.41)

8.5.2.5 Source adjointe. La source adjointe S’ d’'une source de Markov S est la source sans mémoire
définie par les probabilités stationnaires de la source de Markov. On a évidemment

H(S") > H(S), (8.42)
et I'écart entre ces deux grandeurs mesure le degré de dépendance entre symboles successifs. |l est nul si, et
seulement si, ceux-ci sont indépendants.

On peut montrer que
ILm |H(S™)— H(S™)| =0, (8.43)
ce qui veut dire qu'au fur et & mesure qu’ on considere des extensions d' ordre de plus en plus éevé d' une source
de Markov, on se rapproche de plus en plus d’ un comportement sans mémoire.

(Suggestion : comparer ceci aux définitions de I’ entropie d’ une source stationnaire quelconque, donn ées ci-
dessous.)

8.5.3 Entropie de sources stationnaires

Le modéle généra de source discréte coincide avec celui d une variable aléatoire en temps discret et & valeurs
discrétes. 1l est donc compléetement défini par les lois de probabilites P(X'1, ..., X,),Vn=1,2,....
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Clairement, I’entropie H (X7, . .., X)) des messages de longueur n de ce type de source est définie, pour tout
n > 0.

Nous définissons I’ entropie (on dit aussi le taux d’ entropie) de lasource S par

H(S) = lim M, (8.44)

n—oo n

qui représente I’ entropie moyenne par symbole pour des chaines de longueur infinie, si cette limite existe.

Notons d’ emblée que cette définition éendue est bien compatible avec la définition de I entropie de la source
stationnaire sans mémoire. En effet, dans ce cas

H(X.,...,X,) = nH(X).

Notons aussi qu'il est parfaitement possible de construire des exemples de sources telles que la limite (B.44)
ci-dessus n’ existe pas (voir exercices).

Une autre définition possible pour I’ entropie de la source aurait été

H'(S) = lim H(X,|Xn_1...,X1), (8.45)

n—oo

qui représente, si cette limite existe, I'information asympotiquement apportée par un symbole additionnel émis
par la source. Notons que pour un processus stationnaire sans mémoire cette définition est également compatible
avec la définition de base.

Théoréme : I'existence de H'(S) implique H(S) = H'(S).
Montrons que si H'(S) existe, alors H(S) existeet ona H(S) = H'(S). Ladémonstration repose sur le
résultat suivant (théoréme de lamoyenne de Cesaro) : S a,, — a €t b,, = % Z?:l a; alorsb,, — a.

En effet, appliquons|e théoreme de Cesaro au casol a, = H (X, | X1 - .., X1). On déduit de I’ existence de
H'(S) que

1 n
- SOH(X|Xoy ..., X)) = H'(S).
i=1

Or le premier membre de cette limite est justement égal A H (X4, . . ., X,,) par application de larégle de chainage
(430 .0

Notons que laréciprogue de ce théorémen’ est pas vraie. Néanmoins, le théoréme suivant donne une condition
suffisante d’ existencede H'(S) et donc de H(S).

Théoréme : entropie de processus stationnaires.
Pour toute source stationnaire H'(S) et donc H (.S) existe.
En effet, en général ona

H(Xpi1| X,y X)) < H(Xpp1|Xn, ..., Xa).
La condition de stationnarité implique que
H(Xpi1| Xy ooy Xo) = H(Xn| X1, ..., X0).

On en déduit quelasuite H (X, 1| Xy, - - ., X1) est unesuite décroissante si le processus est stationnaire. Comme
cette suite est de plus minorée (car positive ou null€) elle doit nécessairement converger. Donc H '(.S) existe bien
et donc aussi H(S).

On en déduit également que pour une source stationnaire on a
H(S) < H(X,|X—1,...,X1), (8.46)

pour tout n.
Puisque

H(Xn, Xy, X)) =Y H(Xi| X, ..., X),
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on déduit également que la suite
H(Xp, Xp1,...,X1)
n

est monotonément décroissante. Par conséquent on a également Vn

H(S) <n  H(Xp, Xn 1,...,X). (8.47)

Entropie d’une chaine de Markov. Plagcons nous dans le cas d une source stationnaire de Markov;
I’ entropie telle que définie ci-avant donne alors lieu alaformule suivante :

H(S)=H'(S) = lim H(Xu|¥1,..., %)
= lim H(X,| X 1) = H(Xa]Xy), (8.48)
n—oo

ou on utilise la distribution stationnaire pour les états, ce qui conduit a la méme définition que celle que nous
avons introduite de but en blanc plus haut (formule pagelI32).

8.6 CODAGE DE SOURCE

L e codage de source, encore appel &€ codage de canal sans erreur, vise a utiliser au mieux la capacité (de transmis-
sion, ou de stockage) d'un canal supposé sans erreur. Nous avons indiqué dans I’ introduction, sans justification,
gu’un schéma de communication pouvait étre décomposé de maniére a mettre en évidence (en partie centrale)
un canal idéal (sans erreurs). |l est donc naturel de s'interroger sur lafagon d' utiliser au mieux la capacité d’'un
tel canal pour transmettre de |’ information en provenance d’ une source aux propriétés connues. Nous verrons au
chapitre suivant comment “emballer” un canal non-idéal de maniereace qu'il puisse étre utilisé de cette maniére.

8.6.1 Position du probleme

Le but du codage de source est de remplacer les messages émis par une source S utilisant un alphabet Q-aire
s1,- .-, 8@, par des messages écrits dans un alphabet donné g-aire qui est celui utilisé par un canal ou un systéme
de stockage d'information. Dans la plupart des cas pratiques on utilise un alphabet binaire (¢ = 2), mais
I’ensemble des résultats que nous allons développer est valable quel que soit ¢ > 1. Par ailleurs, la taille de
I'alphabet d' origine est également quelconque; il S en suit que nous pouvons considérer de la méme facon le
codage symbole par symbole, ou blocs de symboles par blocs de symboles.

Par exemple, les sources S; et S, utilisent un aphabet de 27 symboles. Le code Morse (dével oppé en 1837)
réalisait une conversion d'aphabet vers un aphabet quaternaire (¢ = 4) : le point, le trait, I’ espace court et
I’espace long. 1l s'agit d’un code de longueur variable qui associe la séquence la plus courte a la lettre la plus
fréquenteen anglais (le‘E’).

Nous alons essentiellement étudier des codes de longueur variable et nous considérons pour la simplicité
gu'un tel code associe a chaque symbole s; (i = 1,..., Q) de la source un mot de code g-aire, c’ est-a-dire une
suite m; den; (éventuellement fonction de ) symboles de I’ alphabet de destination g-aire.

Un tel code doit posséder d'une part des propriétés qui permettent de reconstruire (plus ou moins facilement)
les messages envoyés par la source, d’ autre part il doit permettre d’ utiliser au mieux la capacité du canal en
réalisant une adaptation statistique (qui dépend donc des propriétés statistiques de la source).

8.6.2 Propriétés souhaitées des codes

Régularité. Un code est dit régulier (ou non-singulier) si tous les mots de codes m ; sont distincts. 1l est clair
qu’un code doit &tre au moins régulier, ce qui implique que tout message de longueur 1 de la source peut
étre décodé.

Déchiffrabilité. Uncoderégulier est dit déchiffrable (ou encore adécodageunique) si pour toutesuitem !, ..., m"
de mots de code il est possible de distinguer les mots m? sans ambiguiité, et donc retrouver les symboles s?
correspondants. |l existe différentes fagons d’ assurer cette propriété :
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Longueur fixe. Enutilisant desmotstelsquen; = n, on peut reconstituer les messages aisement (exemple:
code ASCII).

Séparateur. On consacre un des symboles de la source comme séparateur de fin de mot (exemplebinaire:
on code s; par une suiteded ‘1" suivi d'un’0’).

Sans préfixes. En évitant qu’un mot du code ne soit identique au début d’ un autre (ne soit un préfixe d’un
autre mot).

Notons que la derniére condition est plus générale que les deux premiéres : un code régulier de longueur fixe
est nécessairement sans préfixes; de méme un code avec séparateur est également sans préfixes.

Ondit d’'un codequ'il est adécodageinstantanés'il est possible de décoder les mots de code dés | ors que tous
les symboles qui en font partie ont &té regus.

Il est cependant possible de construire des codes déchiffrables qui ne soient pas instantanés.

Condition nécessaire et suffisante de déchiffrabilité. Pour qu’un code soit adécodage uniqueil faut
et il suffit que toutes ses extensions soient régulieres.

(L' extension d’ ordre n. d’ un code est e code formé par les séquences de n mots du code original.)

Condition nécessaire et suffisante d’un code instantané. Pour qu’un code soit instantang, il faut
et il suffit qu'il soit sans préfixes. Cela justifie donc notre appellation ci-dessus.

8.6.3 Inégalité de Kraft

L'inégalité de Kraft constitue un résultat fondamental en théorie des codes. Elle fournit en effet une condition
nécessaire et suffisante d’ existence de codes déchiffrables et instantanés, exprimée en fonction de la longueur
des mots du code. Historiquement, elle fut d'abord démontrée par McMillan pour les codes déchiffrables. Le
fait qu' elle reste vraie pour les codes instantanés suggere qu’ on ne réduit pas significativement les possibilités de
codage en se restreignant a cette classe de codes.

Condition de McMillan. Soient nq,...,ng deslongueurs de mots candidates pour coder une source Q-
aire dans un alphabet g-aire. Alors|’inégalité de Kraft

Q
gt (8.49)
i=1

est une condition nécessaire et suffisante d’ existance d’' un code déchiffrable respectant ces longueurs de mots.
La condition nécessaire signifie que:

m S un code est & décodage unique (et donc a fortiori s'il est instantané), les longueurs de mots doivent

satisfaire (8.49).

m Celasignifie donc aussi que si la condition n’est pas satisfaite par un code quelconque, ce code n'est pas
déchiffrable (ni afortiori instantané).

L a condition suffisante signifie (plus subtilement) que : si on se donne un ensemble de longueurs de mots qui
satisfont (8.49), alorsil est possible de construire un code déchiffrable utilisant ces longueurs de mots.

Codes instantanés.

L’inégalité de Kraft est aussi une condition nécessaire et suffisante d’ existence de
codes instantanés.

Lefait qu'elle soit nécessaire est évidemment un corollaire direct de la condition de McMillan, puisgue tout
code instantané est également déchiffrable.
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Pour démontrer |a suffisance de cette condition, nous adopteronsalasection une démarche constructive qui
établit comment construire un code instantané, une fois que sont donnés des n ; qui satisfont (8.49). Notons que
nous aurons par |a également démontré la suffisance de la condition de McMillan, puisgue tout code instantané
est également déchiffrable.

Il ne nousrestedonc ici qu’adémontrer lefait quel’inégalité de Kraft est une condition nécessaire d’ existence
de code déchiffrable.

Avant de passer aladémonstration, remarquons qu’ on déduit immédiatement des deux conditions nécessaires
et suffisantes ci-dessus la propriété suivante

Il existe un code déchiffrable ayant pour longueurs de mots n;, S, et seulement s'il
existe un code instantané ayant les mémes longueurs de mots.

Démonstration de la nécessité de la condition de McMillan. Considérons|e développement de

D= <zs: rqu> , (8.50)
k=1

ou 7y est un entier positif ou nul, m entier positif.
L estermes du dével oppement de D s écrivent

Tiy i - - .rimq*(““ﬁ“'ﬂm) (8.51)

avecl <i;<s,j=12,....metm <13 +iz+...+ %, < sm.
Soit alors un certain code déchiffrable, et supposons que les r, dans D représentent le nombre de mots de

codes de longueur & de ce code (et s la longueur maximale). Alors, le nhombre de combinaisons de m mots
donnant lieu a un message codé de n symboles du code est

l/(’I’L) = Z Ti1Tin oo Ty (852)
i1,enm tt1Hi2+ o im=n

ou lasommes étend sur toutes |es combinaisonsd’ indicesdont lasommevaut n. Mais ce nombre est préciseément
égal au facteur de ¢~ dans|le développement de D. Autrement dit

D= (Zrkq—k> =Y vl (8.59
k=1 n=m

Or, lefait que le code soit déchiffrable impose évidemment que les messages possibles de longueur . soient tous
différents. Leur nombre ne peut donc pas dépasser ¢ ™, étant donnée la taille du vocabulaire. Par conséquent
v(n) < g™ etona

s m n=sm
(Z rqu> < Z "¢ "=ms—m+1<ms (8.54)
k=1 n=m
Ou encore
8
> kgt < (ms)m, (855)
k=1

relation qui doit érevraie quel que soit m (toutesles extensionsdu code doivent &tre régulieres), et par conséguent
en passant alalimite pour m — co ona

d g <L, (8.56)
k=1

qui est identique a I'inégalité de Kraft ([8:49) ou on a groupé les termes correspondant an; = k SUpposés en
nombreégal ary. O
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Tous les codes

Figure 8.6.  Types de codes

Codes complets. Un code instantané est dit complet si, aprés sa construction, il n'est plus possible de
former de nouveaux mots de longueur inférieure ou égale a s tout en conservant le caractéere instantané du code.
On montre que la condition nécessaire et suffisante d' existence d’ un code complet est I’ égalité

Q
dgri=1 (8.57)
LafigureB.8 représente les relations entre les différents types de codes que nous venons de discuter.

8.7 PREMIER THEOREME DE SHANNON

8.7.1 Limite inférieure de la longueur moyenne du code

Soit une source stationnaire sans mémoire, montrons tout d’ abord que lalongueur moyenne des mots nécessaires
au codage déchiffrable de cette source est nécessairement supérieureou égale a H (S) / log g. Autrement dit

S) < logq Z P(s;)n;. (8.58)

ou P(s;) désigne la probabilité du symbole s; de la source, et n; lalongueur du mot de code g-aire qui lui est
attribué.

En effet, supposons disposer d’ un code déchiffrable; celui-ci devant vérifier I'inégalité de Kraft, ona

Q
0<Q=> g™ <1, (8.59)

i=1

On peut donc définir lesnombresg; = L"i dont lasomme vaut 1 et appliquer I'inégalité de Gibbs

ZP logP ) <0 (8.60)
ce qui revient adire que
Q
—ZP )log P(s;) < =Y P(s )log loquP )ni +log Q, (8.61)
i=1
en d’ autres mots o
H(S) <logq ) _ P(si)mi, (8.62)

=1
puisquelog © < 0. O
Nous noterons dans la suite la longueur moyenne du code par 7.
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8.7.2 Borne supérieure de la limite supérieure (code de Shannon)
Montrons qu'il est possible de trouver un code déchiffrable tel que

H(S)
logg

n <

+1, (8.63)

En effet, prenons comme longueur n; du mot de code réservé au symbole s ; le plus petit nombre entier n; tel que
g~ < P(s;). Doncn; est le plus petit entier supérieur a —log, P(s;). En introduisant la notation [z] pour
désigner le plus petit entier supérieur ot égal ax, ona

n; = [~ log, P(s)].
Par conséquent, Vi = 1,...Q ona

—log P(s;) —log P(s;)

<n;=|— ; .
log <n; = [~log, P(s;)] < g +1 (8.64)
et en multipliant par P(s;) et en sommant sur i on obtient
H H
(5) <m< (5) +1, (8.65)
log q logq

et lalongueur moyenne du code répond aux spécifications. Nous dirons dans la suite que tout code qui vérifie
(8:65) est compact. Le code dont nous venons de spécifier leslongueurs de mots s appelle e code de Shannon.

Deplus, leslongueursn; ainsi construites sont conformesal’inégalité de Kraft. En effet,

Q Q

¢S P(s) =Y g <Y P(si) =1,
i=1

i=1

ce qui garantit bien I’ existence d' un code déchiffrable et/ou instantané. [

Cethéorémenousindique donc qu'il est possible d’ approcher (sansrecourir al’ extension delasource) laborne
inférieure a un symbole g-aire prés. |l ne nous indique pas, cependant comment construire ce code, ni ne nous
permet de dire s'il est possible d’ approcher de plus pres la limite en faisant appel a d autres longueurs de mots.
Cependant, nous allons voir que ce résultat suffit pour montrer qu'il est possible en faisant appel al’ extension
de la source d’ approcher la limite d’aussi prés que souhaité, ce que nous savons dga suite a I’ exploitation du
théoreme AEP (dans le cas binaire).

Notons que I'inégalité de Kraft &éant une condition suffisante d’ existence de code instantané, on déduit de ce
qui précede qu'il est également possible de trouver un code instantané compact (ayant les mémes longueurs de
mots que le code déchiffrable). Celajustifie donc I’ interét particulier accordé aux codes instantanés.

8.7.3 Code absolument optimal

On dit que le code est absolument optimal si
H(S)
logg

(8.66)

n =
8.7.4 Extension de la source et théoréme du codage sans bruit
L e premier theoréme de Shannon s’ énonce comme suit.

Codage de source. Pour toute source stationnaire, il existe un procédé de codage déchiffrable, ol la
longueur moyenne 7z des mots est aussi voisine que |’ on veut de sa borneinférieure H(.S)/ logg.
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Démonstration. Silasourceest sans mémoire, on peut écrire ([8.65) pour sa k-eéme extension, ce qui donne

kH(S) —  kH(S)
<nt <
logg — log g

+1, (8.67)

ol n* est la longueur moyenne des mots de code utilisés pour coder la k-eme extension. Divisée par k, cette

double inégalité montre que 722 - ﬁ(gsq) U

Si la source est stationnaire, le méme raisonnement peut s appliquer au codage des messages de longueur s, &
savoir que

H, __  H,

(5) <n’< (5) +1 (8.68)
logq logq

ou Hs(S) = H(Sy,...,Ss) désigne |’ entropie conjointe de messages composés de s symboles successifs émis

par la source.
Donc, en divisant par s et en prenant lalimite pour s — oo on obtient
n®  H(S)

lim — = . (8.69)
500 § log g

pour autant que H(S) 2 lims oo HT(S) existe, ce qui est toujours le cas pour |es processus stationnaires.[]

8.7.5 Remarques

Débits. Lacapacitéd uncanal sanserreurs (ou sans bruit) est définie commele maximum d’information qu’il
est possible de transmettre sur ce canal par symbole. On a pour un canal C' utilisant un alphabet g-aire

C(C) =logg. (8.70)

L e codage déchiffrable permet en principe de coder une source stationnaire utilisant un alphabet fini quelconque
de maniéere a ce que le nombre moyen de symboles émis par ce code pour un symbole de la source s approche de
lalimite
H(S)
logg
Si la source émet en moyenne les symboles avec un débit de D ¢ symboles Q-aires par seconde, celadonnelieu
aun débit de

(8.71)

:DSH(S)
logg

(8.72)

symboles g-aires par seconde a transmettre sur le canal. En d' autres termes, pour que le canal puisse suivre le
rythme de la source, il faut que son débit D ¢ soit supérieur ou égal a cette valeur. 1l faut donc que

—CS’ > % (8.73)

.
T

Nous verrons au chapitre suivant que pour un canal avec bruit cette inégalité reste valable a condition d utiliser
pour la capacité la définition suivante
cC) = I(x; 8.74
(@) max (X3Y) (8.74)
ou laquantité d'information mutuelle de la sortie Y et del’ entrée X, est maximisée par rapport aux distributions
de probabilités de |’ entrée du canal. Cette formule dégénere en

C(C) =logg — H(U|Y), (8.75)

pour les canaux dits symétriques (qui réalisent ce maximum pour une entrée X' distribuée uniformément : X' =
U). Notons d’ emblée que le résultat satisfait bien les conditions limites du canal sans bruit puisque dans ce cas
X=YeHX|Y)=H(X|X)=0.
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niveau 4
® fevilles arbre partiel de niveau 1 effacé

O noeudsintérieurs

Racine

(a) arbre complet (b) arbre incomplet

Figure 8.7.  Exemples d’arbres binaires de profondeur 4

8.8 CODAGE INSTANTANE OPTIMAL

Nous allons maintenant décrire la méthode mise au point par Huffman en 1952, pour la construction d'un code
instantané compact. Nous passons par quatre étapes sucessives : (i) nous montrons que tout code instantané peut
étre representé par un arbre g-aire éventuellement incomplet; (ii) nous re-déduisons ensuite des propriétés des
arbresincompletslefait quel’inégalité de Kraft est une condition nécessaire d’ existence de code instantané avant
de démontrer qu'il s'agit aussi d’une condition suffisante; (iii) nous attachons des probabilités aux noeuds de
I"arbre d’ un code en fonction des probabilités de la source; (iv) nous montrons enfin comment obtenir un code
optimal par la méthode de Huffman.

8.8.1 Codes instantanés et arbres g-aires

Soientn > 0 et ¢ > 1 deux entiers. Dans la suite n représentera la longueur maximale des mots d’un code
utilisant ¢ symboles.

Arbre complet.

Un arbre ¢-aire complet de profondeur (on peut dire aussi hauteur) n est alors un arbre, tel qu'illustré ala
figure[B8.7(a) (pour ¢ = 2 et n = 4). 1l s agit d’ un graphe construit a partir d’ un noeud de départ appelé racine.
De laracine (noeud de niveau 0) partent ¢ branches (ou arcs) vers ¢ nouveaux noeuds dits de niveau 1; de chaque
noeud de niveau 1 partent & nouveau g branches, donnant lieu & ¢ 2 noeuds de niveau 2, et ainsi de suite, jusqu’ a
obtenir ¢™ noeuds de niveau n. On convient qu’ une branche reliant un noeud de niveau 7 — 1 & un noeud de
niveau ; est orientée vers ce dernier, et on dit que celui-ci est I’ extrémité de la branche et que le noeud de niveau
i — 1 est son origine. Toute suite de branches consécutives dans | arbre est appelée chemin (deux branches sont
consécutives si |’ extrémité dela premiére est I’ origine de la seconde).

Un noeud de niveau i est donc un noeud relié a la racine par un chemin de longueur i. 1l'y a ¢ ? noeuds de
niveaus < n dansun arbre g-aire complet de profondeur n, et ¢ ¢ branches sont issues des noeuds de niveau i — 1.
Une feuille d’'un arbre est un noeud qui n’est I’ origine d’ aucune branche; dans un arbre complet de profondeur n
les feuilles correspondent aux ¢™ noeuds de niveau n. Deux noeuds (différents) n et n’ sont reliés s'il existe un
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chemin passant par n et n’ : deux noeuds de méme niveau ne sont jamaisreliés. Si n et n' sont reliés on dit que
celui de niveau supérieur est le successeur, I’ autre le parent.

On peut définir une correspondance bijective entreles suites de n symbol es construites sur un al phabet d' ordre
q €t les chemins reliant la racine aux feuilles d’ un arbre complet, en &tiquetant les ¢ branches issues des noeuds
intérieurs avec les ¢ symboles de I a phabet (voir figure [B7).

Arbres incomplets.

Un arbre incomplet est le graphe obtenu en effacant d’un arbre complet tous les successeurs d’'un certain
nombre de ses noeuds, et toutes |es branches touchant ces noeuds. Les noeuds dont on a effacé les successeurs
deviennent alors des feuilles. Lafigure[8.7(b) illustre un arbre incomplet obtenu en effagant les successeurs de
trois noeuds.

Notonsqu'il existe des arbres qui ne sont ni complets ni incomplets. Mais dans un arbre complet ou incompl et
le nombre de branches B et le nombre de feuilles F' sont reliés par I equation suivante

q

B=(F-1)—/— 8.76
(F=1)=, (8.76)
et réciproquement, un arbre qui vérifie (8-76) est complet ou incomplet. Donc, puisgue les deux nombres B et
F sont entiers, on en déduit que le nombre de branches est multiple de ¢ (évident) et que le nombre de feuilles
diminué de 1 est multiplede ¢ — 1 (¢’est vrai pour un arbre de profondeur 1, et celale reste a chaque fois qu’on
développe une feuille, puisque cette opération remplace une feuille par un noeud interne et gjoute ¢ nouvelles
feuillesal’ arbre, soit au total une augmentation du nombre de feuilles par ¢ — 1). Nous suggérons au lecteur de

démontrer la propriété (B.76) atitre d exercice.
Par exemple, I arbre de la figure [8.71a) comporte F = 16 feuilles et B = 30 branches, et on vérifie que
30 = 15.2. L’ arbre de lafigure 87(b) comporte F' = 5 feuilleset B = 8 branches, et on vérifie & nouveau que

8 =4.2.

Nous allons voir que tout code instantané peut &tre représenté par un arbre complet ou incomplet, et que tout
arbre complet ou incomplet définit un code instantané.

8.8.2 Arbres, codes instantanés et inégalité de Kraft

Rappelons d'abord qu’ un code instantané est un code régulier tel qu’ aucun mot ne soit un préfixe d’ un autre.

Soient alors m;,i = 1,...,Q les mots d’un code instantané de longueur maximale n. Chague mot de ce
code peut étre (de toute évidence) réprésenté par un chemin partant de la racine de I’ arbre complet. Soit aors
m; un des mots de ce code, et n; salongueur : aucun autre mot du code ne peut avoir ce mot comme préfixe, et
nous pouvons effacer de I’ arbre compl et 1es successeurs du noeud correspondant au dernier symbole du mot m ;.
Par exemple, |’ arbre incomplet de la figure [B_A(b) est ainsi obtenu en supposant que le code contenait les cing
mots 0, 10,110,1111, 1110. Chaquefois que nous introdui sons un mot de longueur n ; hous effaconsainsi g™~ ™
feuilles de |’ arbre complet, qui sont remplacées par une seule feuille de I’ arbre incomplet.

Par conséguent, si nous supposons que le code existe, c'est qu'il est possible d effectuer cette opération
jusgu’au dernier mot m¢q. Nous aurons aors effacé au total 2?:1 g™~ ™ feuilles de |’ arbre complet. Comme
celui-ci en comportait au total ¢™ il faut que

> g < g, (8.77)
ce qui impligue I'inégalité de Kraft (B.49) en divisant par q™. Nous avons donc (re)demontré que I’inégalité de

Kraft est une condition nécessaire d’ existence de code instantané.

Montrons maintenant qu’ elle est aussi une condition suffisante. Tout d’ abord, I'inégalité de Kraft implique
évidemment (8:77), qui peut se réécrire souslaforme

> orig" < g, (8.78)
i=1

ol on agroupé les termes correspondant aux mots de code de longueur ¢ (r ; désigne leur nombre).
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L'inégalité de Kraft implique également, Vp < n,
p .
> " < g (8.79)
=1

Pour s en convaincreil suffit de multiplier (8.28) par ¢?—" et tronquer la somme au p—eme terme.

Montrons aors, en nous servant de (8-79), qu'il est possible de construire un code instantané. En effet, nous
avons tout d’' abord besoin de 1 mots de longueur 1. Ce choix est possible puisque (B79) pour p = 1 implique
quer; < g, € nous pouvons réserver r; symboles du code. Ensuite, nous devons chaisir ro mots de longueur
2, qui he commencent pas par I'un des r; symboles d&ja utilisés. Notons qu’ au maximum il seraainsi possible
de construire (¢ — 71 )q mots de longueur 2 qui vérifient cette condition. Or, pour p = 2 (B.79) implique que
r1q+ 7y < @2, autrement dit ro < (¢ —71)q.

Supposons alors gue nous ayons pu ansi choisir r4,...,r,_; Mots de code de longueur 1,...,p — 1, et
montrons qu’il est encore possible de choisir r,, mots de longueur p. Nous avions au départ ¢?—! séquences
possibles de longueur p — 1, et les p — 1 premiéres séries de choix en ont &iminé exactement

p—1
> rigt (8.80)
i=1

et il en reste donc g(g?~! — 327~ r;g?~1~%) mots possibles de longueur p. Or (B79) implique que ce nombre
est supérieur ou égal ar,. Nous avons donc bien démontré que |’ inégalité de Kraft est une condition suffisante
d’ existence d' un code instantané et nous avons par |a méme occasion montré comment construire un tel code.[]

Remarquons enfin que la condition
n
dorig =1 (8:81)
i=1

implique qu'arrivé alafin delaprocédureil n’y a plus de mots de code disponibles. En d’ autres termes cela veut
dire quetout I’ arbre incomplet est exploité, et toutes ses feilles correspondent a un mot de code, lorsgue celui-Ci
est complet.

8.8.3 Probabilités des noeuds

Nous alons ci-dessous raisonner sur les probabilités de parcourir certaines parties d' un arbre de codage. Nous
introduisons donc la notion de probabilité d’ un noeud d’ un arbre de code.

Supposonsque @ — 1 (@ étant le nombre de symboles de la source qu’ on souhaite coder) soit multipledeq — 1
(¢ étant le nombre de symbolesde I’ alphabet du code). Si ce '’ était pas|e cas, on peut gjouter quel ques symboles
fictifsalasource (au plus ¢ — 2) de probabilité nulle. On suppose de plus que le nombre total de symbolesde la
source S de probabilité nulle est inférieur ag — 1. Nous verrons plus loin ce que cette condition signifie.

Alors supposons disposer d'un arbre complet ou incomplet qui satisfait la relation (B.76), avec un nombre de
feuilles F' égal au nombre @ de symbolesdelasource. Puisque @ — 1 est multiple de ¢ — 1, le nombre de branches
B del’arbre est bien un nombreentier. 1l est donc possible d’ associer ala source un arbre complet ou incomplet,
dont les feuilles correspondent aux symboles de la source. Nous associons a ces feuilles la probabilité P(.S ;)
du symbole en question, et nous propageons ces probabilités vers le haut en sommant. Nous associons donc a
tout noeud intérieur une probabilité qui est égale a la somme de probabilités des feuilles qui sont des noeuds
successeurs de celui-ci. En particulier, nous associons au noeud racine la probabilité 2?:1 P(S;) =1.

8.8.4 Algorithmes de construction de codes

Remarquons tout d'abord que si le code est optimal alors les mots les plus courts doivent étre associés aux
symbolesles plus probables de la source. En d autres mots, si on connait |es longueurs des mots du code, il suffit
pour trouver le codage de les ranger par longueur croissante et de leur associer |es symbolesde la source par ordre
de probabilité décroissante.

Par ailleurs, si nous supposons que les probabilités de la source peuvent s écrire sous laforme
P(S;) = ¢" K. (8.82)
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Alors un codage optimal est obtenu comme suit :

1. Construire |’ arbre complet de profondeur K.

2. Associer au symbole S; un noeud de profondeur K — k; et effacer les successeurs de ce noeud.

Lalongueur moyenne de ce code vaut

Q
n=> (K—k)" X (8.83)
=1
et lalimite de Shannon vaut o
H(S) _ Ei:1 qki—Klog qK—ki

=7. (8.84)
log g log g

D’ autre part le fait que E?zl P(S;) = 1joint alacondition (8.82) assure quel’inégalité de Kraft est satisfaite
(aveclesigne =).

Passons maintenant aux choses sérieuses. Supposons que les probabilités prennent des val eurs quelconques,
et donnons nous comme point de départ un arbre incomplet quelconque dont le nombre de feuilles est égal au
nombre de symboles de la source (éventuellement augmentée au moyen de symboles “impossibles’ pour rendre
lachose possible). Associons aux feuilles de cet arbre les probabilités des symboles de la source de maniére tout
afait quelconque.

Cet arbre n'a évidemment aucune raison d’ étre optimal. Cependant, nous pouvons I’ améliorer petit & petit en
échangeant ses sous-arbres de la maniére suivante :

1. considérer toutes les paires de sous-arbres telles que la profondeur de la racine du premier soit strictement
inférieure a celle du second, et trouver une paire telle que la probabilité de laracine du premier soit stricte-
ment inférieure & celle de laracine du second.

2. s une paire de sous-arbres vérifiant la condition a été trouvée, échanger les deux sous-arbres (en faisant
transiter le plus probable versle haut, le moins probable vers le bas), et recommencer toute |’ opération avec
le nouvel arbreains produit.

3. sinon, arréter la procédure et renvoyer comme résultat I arbre ainsi modifié.

Notons tout d'abord que I’ opération est en principe faisable et tous les arbres intermédiaires sont des arbres
complets ou incomplets, car I’ opération d’ échange ne détruit pas cette propriété. De plus, les arbres ainsi par-
courus forment une suite d’ arbres dont les profondeurs moyennes sont strictement décroissantes (car |’ opération
d échange est faite dans des conditions qui le garantissent). De ce fait tous ces arbres sont différents (pas de
possibilité de cycles). Tous ces arbres correspondent donc a des codes instantanés dont la longueur moyenne est
bornée inférieurement par la limite de Shannon @ D’ autre part, comme le nombre total d’arbres complets
ou incomplets ayant @ feuilles est &videmment fini, ce procédé doit nécessairement s arréter aprés un nombre
fini d' éapes. Par conséquent, la procédure renvoie un arbre apres un nombre fini d’ étapes, et cet arbre est tel
gu’ aucun échange de deux de ses sous-arbres ne permette de réduire la longueur moyenne du code.

Cet arbre “ optimis&” possede la propriété suivante :

Pour toute paire de noeuds de niveaux différents, celui qui est le moins profond est au
moins aussi probable que I’ autre.

En d'autres mots, I’ ordre de profondeur respecte I’ ordre inverse des probabilités. En particulier, les mots (cor-
respondant aux feuilles) triés par ordre décroissant de longueur doivent respecter |’ ordre inverse des probabilités.
Cette propriété donne une condition nécessaire d' optimalité.

A ce stade de notre raisonnement, rien ne garantit qu’ un arbre optimisé de cette fagon a partir d’un point de
départ quelcongue donne lieu a une longueur moyenne minimale. Tout ce que nous pouvons dire, ¢'est qu'il
s agit d'un minimum local, ¢’ est-a-dire non améliorable au moyen d' une seule opération d’ échange. Cela étant,
un arbre globalement optimal doit néanmoins, et nécessairement, satisfaire ala méme propriété. En effet, s ce
N’ était pas le cas on pourrait encore I'améiorer al’ aide de notre méthode d’ optimisation, et il ne serait donc pas
optimal.
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Figure 8.8.  Arbres binaires pour un alphabet de source d'ordre 4

Montronsquel’ algorithme proposé peut ne pas produireun arbre optimal al’ aide du contre-exempl ereprésenté
alafigurel8.8 (les chiffres associés aux noeuds correspondent aux probabilités des ensembles de mots attachés
aux feuilles des sous-arbres correspondants). Cestrois arbres correspondent a3 codesinstantanés pour une source
dont les probabilités de symboles sont 0.1, 0.1, 0.4, 0.4 et dont I’ entropie vaut 1.722 Shannon. On voit que les
deux premiers codes sont équivalents du point de vue de leur longueur moyenne, et le troisiéme est |égerement
meilleur. Or I’arbre de lafigure [B.8(a) vérifie la critére d’ arrét de notre algorithme. Donc, si cet arbre est fourni
comme point de départ a |’ algorithme il ne peut &re amélioré. De toute évidence il n'est pas optimal puisque
I’arbre de la figure B.8(c) est meilleur. Remarquons, par ailleurs, que I’ arbre de la figure B.8(b), qui peut &tre
obtenu a partir de celui de lafigure[8.8(a) par simple échange de deux feuilles de méme niveau, est améliorable
puisgue son sous-arbre inférieur est de niveau inférieur aux deux feuilles supérieures, alors qu'il est moins prob-
able. Si nous |e donnons comme point de départ a notre algorithme, celui-ci val’ améliorer pour fournir un arbre
similaire a celui de lafigure[8.8(c).

Nousallonsvoir quel’ arbredelafigureB.8(c) est en fait un arbre optimal, tel que ceux produitspar I’ algorithme
de Huffman, décrit ci-dessous dans le cas binaire. Notons d'abord qu'il vérifie notre condition nécessaire
d optimalité. De plusil possede d’ autres propriétés intéressantes : les deux symboles les moins probables cor-
respondent a des feuilles de profondeur maximale (conséquence directe de la précédente), et surtout ces deux
feuilles ont un méme pére.

8.8.5 Algorithme de Huffman pour un alphabet de code binaire

Décrivons d' abord I’ algorithme, puis montrons qu’il produit un code optimal. Remarquons tout d’ abord que si
g = 2, il n'est pas nécessaire d’' augmenter la source en y gjoutant de nouveaux symboles (tout nombre @ — 1
étant multiple de 1).

8.8.5.1 Algorithme.

La méthode de Huffman (publiée en 1952) procede en construisant I'arbre en partant des feuilles les plus
profondes, ¢’ est-a-dire en regroupant progressivement les symboles de la source en fonction de leurs probabilités,
jusgu’ a aboutir a un ensemble contenant tous les symboles, qui correspondra a la racine de I'arbre. A chaque
étape la méthode fusionne les ¢ feuilles les moins probables en les remplacant par une feuille. Le parcours
inverse fournit alors|’ arbre du code.

Montronssur I’ exemplede la source codée sur lafigure 8.8 comment I algorithme procede (P(S1) = P(S2) =
0.1, P(S3) = P(S4) = 0.4)

On identifie tout d’ abord les deux symbolesles moins probables, soitici S, .5>. Onles regroupe pour former
une nouvelle source (on dira qu’on réduit la source) de probabilités (P(S1) = 0.2, P(S5) = P(S%) = 0.4).
On applique ensuite I’ algorithme récursivement & cette source : on regroupe donc .S ; avec I’ un quelconque de
Sy, et S, ceux-ci étant équiprobables (disons S4). On dispose alors d’ une nouvelle source de deux symboles
(P(Sy) = 0.6, P(S5) = 0.4)), qui unefais regroupésterminent I’ algorithme.

La figure[8.9 représente graphiquement le fonctionnement de I’ algorithme dans le cas d’ un code binaire. La
figure (89)(a) décrit les regroupements successifs; la figure (B9)(b) indique comment I’ arbre de codage s en
déduit.
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S1 0.1 0.7 0.671 S1 0.1 0.2 0.6 1
% 0 o 0.4 Sy 0.1 _70.44, 0.4
Ss3 0.4/0.4/ Ss 0.4"(-,.-70.4""
Sy 0 Sy 04
(a) Construction du code (b) Obtention de I’ arbre
Figure 8.9. lllustration de I'algorithme de Huffman binaire

On constate que I’ arbre produit par cet algorithme est equivalent a celui de la [8.8(c); sa longueur moyenne
vaut 1.8 bits. Saredondance

T

(S
log g
n

n —

est de 4.3%.
8.8.5.2 Démonstration de I'optimalité du code de Huffman.

Puisque I algorithme est récursif, nous alons utiliser un raisonnement par induction pour prouver qu'il est
optimal. L’idée est de déduire de |’ hypothése quel’ algorithme est optimal pour une source ayant @ — 1 symboles,
gu'il doit nécessairement alors aussi |'étre pour une source ayant (Q symboles. Ajouté au cas de base (une
source de deux symboles), pour lequel I’ agorithme produit évidemment le codetrivial qui est aussi optimal, cela
démontreral’ optimalité de |’ algorithme.

Il est important de se rendre compte qu’il n'y a pas qu’un seul code optimal: par exemple partant d' un code
optimal on peut en construire de nombreux autres en permutant |es mots de méme longueur et/ou en permutant les
symboles du code. La méthode de Huffman produit un de ces codes optimaux. Pour le démontrer, commengons
par résumer ce gque nous pouvons dire des propriétés qu’un code optimal particulier doit satisfaire. Sans perte
de généralité, nous supposerons que les symbole de source sont ordonnés par ordre décroissant de probabilités
P(51) 2 P(S2) > ... > P(Sq) > 0.

Lemme. Pour toute source, il existe un code optimal instantané (de longueur moyenne minimale) qui satisfait
les propriétés suivantes:

1. S P(S]) > P(Sk) aJorSnj < ng.
2. Lesdeux motsles plus longs ont la méme longueur.
3. Lesdeux mots les plus longs ne different que d' un bit, et correspondent aux deux mots les moins probables.

En effet :

1. Est un cas particulier de la propriété plus générale indiquée au §[8.8.4 Si elle n’ était pas vérifiée pour deux
symboles on pourrait échanger les deux mots de codes correspondants et ainsi améliorer le code.

2. Si cen’est paslecas, alorsunedesdeux feuilles de profondeur maximaledel’ arbreincompl et correspondant
au code ne correspondrait pas a un symbole. On pourrait alors effacer ces deux feuilles et associer le symbole
source au hoeud pere, ce qui réduirait encore la longueur du code. On en déduit aussi que tous les mots de
profondeur maximale doivent avoir un sibling (¢’ est-a-dire, qu'il doit exister un noeud de méme profondeur qui
partagele méme pére). De plus, la premiére propriétéimpligque que les mots de longueur maximal e correspondent
aux symbolesles moins probables.

3. Si le code est optimal, le mot le moins probable est de profondeur maximale. Soit alors le deuxieme mot
le moins probable, seulement trois possibilités sont compatibles avec I’ optimalité du code: (i) il est e sibling du
premier; (i) il n’est pas le sibling mais est une feuille de méme profondeur; (iii) il est de profondeur inférieure
mais de méme probabilité que le sibling. Dans les deux derniers cas on peut échanger ce symbole et le sibling
du mot le moins probable sans changer la longueur moyenne du code. |1 est donc toujours possible de s arranger
pour satisfaire la derniére condition.
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Nous avons donc démontréquesi P(S1) > P(S2) > ... > P(Sq) > 0, dorsil existe un code optimal avec
deslongeursny < ny < ... < ng, €t tel queles mots de code mg—1 €t mg ne different que dans leur dernier
bit.

Sait alors un code C qui vérifie cette condition pour une source de taille @), considérons la réduction de ce
code, notée C'g_1, obtenue en utilisant les Q — 2 premiers mots de C'¢p (associés aux symboles S, ..., So—2),
et comme (Q — 1)—éme mot le préfixe commun des mots m -1 €t mq, associé a un symbole (fictif) Si, ; de
probabilite P(Sq-1) + P(Sq)-

Lalongueur moyenne du code C' ¢y (notons larg) peut aors s écrire en fonction de la longueur moyenne du
code réduit par

nQ =TNg-1+ P(Sq-1) + P(S¢)- (8.85)

Cette différence ne dépend pas du choix du code utilisé pour la source réduite. On en déduit que le code C ¢ est
optimal si, et seulement si, lecode Cg_; I'est aussi. O

Nous avons donc démontré que I’ algorithme local qui fusionne a chague étape les deux symboles les moins
probables conduit effectivement a un code optimal.

8.8.5.3 Extension au cas d’un alphabet d’ordre quelconque.

L' algorithme reste optimal pour un alphabet de code ¢-aire quelconque. On 'y regroupe alors a chaque étape
les ¢ symbolesles moins probables. Avant de I’ appliquer, il faut cependant augmenter |e nombre de symboles de
la source par des symbolesfictifs de probabilité nulle, de fagon a satisfaire la condition @ — 1 multiplede ¢ — 1.

Par exemple, montrons comment on obtiendrait un codeternaire (¢ = 3) pour notre source ci-dessus. D’ abord,
ajoutons un symbole fictif de probabilité nulle ce qui donne les probahilités: P(So) = 0, P(S1) = P(S2) =
0.1, P(S3) = P(S4) = 0.4. Onregroupedoncd’ abordlestroispremier symboles, donnant P(S |) = 0.2, P(S})
P(S%) = 0.4. Leregroupement de ces trois derniers symboles donne le code. Sa longeur moyenne est 1.2 sym-
boles ternaires. La limite inférieure de Shannon pour le code ternaire vaut f) (gs3) = 1.086. Saredondancen est
d environ 9.5%.

Utilisant I algorithme pour construire un code sur un alphabet quaternaire donne évidemment le code trivial
qui associe un mot de code de longueur 1 a chaque symbole. Sa longueur moyenne vaut 1, & comparer avec
ﬁ fci) = 0.861. Saredondance vaut par conséquent environ 14%.

On comparera, & titre d exercice, pour les trois valeurs de q illustrées | efficacité du code de Huffman au
codage de Shannon (qui associe une longueur de mot de [ log , P(.S;)] symboles g-aires au symbole de source
Si)-
8.8.5.4 Codage et questionnaires.

Remarquonstout d' abord que I’ algorithme de Huffman construit un code minimisant

Q
n=> nP(S), (8.86)
=1

oules P(S;) somment a1, maisqu'il peut évidemment étre aussi appliqué alaminimisation de

Q
i=1

ou les z; sont quelconques positifs ou nuls.

D’autre part, le code de Huffman permet de construire des questionnaires optimaux pour I’ identification d’ un
certain nombre d'objets. En effet, un questionnaire g-aire est équivalent a un code et le nombre moyen de
guestions est équivalent ala longueur moyenne du code.

Ce code est également a la base d' algorithmes en informatique. Par exemple, si nous voulons construire une
table contenant un certain nombre d’ objets qui puissent &re accédés rapidement nous pouvons nous inspirer
de cette idée. La longueur moyenne du code représenterait dans ce cas le nombre d’ opérations & ementaires
nécessaires pour accéder un objet, ¢’ est-a-dire le temps d’'accés. On consacrerait alors plus d’ opérations aux
objets “ésotériques’ et moins aux objets frequemment accédés. Par exemple, on commencerait avec une table de
profondeur constante, puis, au fur et amesure de |’ utilisation de latable, on reléverait les statistiques d' utilisation
et réorganiserait la table pour minimiser les temps d’ accés moyens.
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8.9 RESUME

Nous avons consacré ce chapitre al’ étude de modéles de sources discrétes et au codage de source.

Nous nous sommes limités essentiellement a I’ é&ude de sources stationnaires. Nous avons commencé par
étudier lemodelele plussimple de sourcedit source sans mémoire, qui émet des symboles successifsindépendants
et distribués identiquement. Nous avons dans ce contexte énoncé et démontré e théoréme AEP, qui nousa permis
de mieux entrevoir la structure de I’ ensemble des messages émis par une source sans mémoire. A partir de cette
compréhension nous avons une premiére fois démontrélapossibilité d' atteindrelalimite de Shannon de compres-
sion de données, sans toute fois demontrer qu'il s agissait d’une limite ultime. Rappelons que ce raisonnement
afait appel au codage de messages longs, et rappelons également que le théoreme AEP reste valable pour des
sources stationnaires quel congues, pour autant qu’ elles soient ergodiques.

Notre étude s est ensuite focalisée sur la famille des sources de Markov, qui présentent la caractéristique de
disposer d’une mémoire finie. Nous avons également donné les conditions sous lesquelles une telle source était
stationnaire et dans quel cas €elle était ergodique. Enfin, nous avons fourni une définition générale de |’ entropie
par symbole d’ une source stationnaire, et en particulier d’ une source de Markov.

Ensuite, hous nous sommes tournés vers le codage a proprement parler. Nous avons énuméré un certain
nombre de propriétés souhaitables des codes et démontré quel’inégalité de Kraft &tait une condition nécessaire et
suffisante d’ existence de code déchiffrable et de code instantané. Partant de cette propriété, nous avons démontré
ensuite le premier théoreme de Shannon et sa réciproque, valable pour des sources stationnaires quelconques, a
nouveau en faisant appel a des messages longs. Cependant, nous avons également mis en évidence une borne
supérieure atteignable avec des messages de longueur finie.

Enfin, nous avons terminé ce chapitre par la construction d’un algorithme optimal (I’ algorithme de Huffman)
qui construit un code de longueur moyenne minimale pour une source donnée, ou une de ses extensions. Ce
code est en général sous-optimal si on le compare ala limite de Shannon, et n’ atteint en général cette limite que
pour autant qu’on I applique a des extensions d’ ordre suffisamment élevé. || produit en outre un code instantané,
c' est-a-dire tresfacile a décoder.

Enfin, puisque le codage optimal exploite la redondance (issue soit de distributions non uniformes, soit de
corrélations entre signaux successifs), on peut dire que le codage a comme sous-produit de transfomer la source
en une source uniforme et sans mémoire, et cela d’'autant mieux qu’il est proche des conditions d' optimalité
énoncées par Shannon. En effet, si ce n'était pas le cas, il serait possible de réduire la longueur moyenne des
mots du code en recodant celui-ci une deuxiémefois.

On arrive donc a la conclusion que toutes les sources une fois codées de maniére optimale se ressemblent et

se comportent (vues de I’ extérieur) comme si elles émettaient des symboles indépendants et équiprobables de
I’ al phabet du canal. Nous avons donc effectué notre premier pas versla normalisation du paradigme de Shannon.
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Appendice 8.A: Exercices

1

Codes de Huffman

Soit lavariable aléatoire X dont les valeurs possibles et probabilités sont comme suit :
X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7
0.49 0.26 0.12 0.04 0.04 0.03 0.02 /°

(8 Trouver un code de Huffman binaire et lalongueur moyenne correspondante

(b) Trouver un code de Huffman ternaire et 1alongueur moyenne correspondante
(c) Comparer ces longueurs moyennes aux bornes prédites par e théoréme de Shannon

. Mauvais codes.

Lesguels parmi les codes suivants ne peuvent pas étre un code de Huffman binaire ? Justifier.

(@ {0,10,11}

(b) {00,01,10,110}

(c) {01,10}

Compression optimale d’ une source de Markov simple.

Soit une source de Markov (3 états) caractérisée par lamatrice de transition

Sn—l\Sn | S1 52 53
51 1/2 1/4 1/4
$2 1/4 1/2 1/4
s3 0 1/2 1/2

(Donc la probabilité que s; suive s3 est nulle)

(8 Construire un code composéde 3 codesinstantanéshinairesC'1, Cs, C3 pour coder lachaine de Markov
de fagon optimale.

(b) Quelle est lalongueur moyenne du symbole suivant, conditionnellement al’ état précédent ?

(c) Quelleest lalongueur moyenne non-conditionnelle ?

(d) Relier celaal’ entropie par symbole de la chaine de Markov

Codes déchiffrables et codes instantanés.

Soit N = -7, pin}°® I’ espérance mathématique dela 100eme puissance deslongueurs des mots d' un code
pour unevariable aléatoirediscrete X'. Soit N; = min N sur tousles codesinstantanés; et soit No = min N
sur tous |l es codes déchiffrables.

(8 Quellereation (inégalité) existe entre N1 et Ny ? Justifier.

Mauvaisvin.

On donne 6 bouteilles de vin. On sait que parmi ces bouteilles exactement une seule atourné (vinaigre: le
go(t est infect). A partir de I’ inspection visuelle des bouteilles on a pu déterminer que la probabilitép ; qu'il
s agisse de lai-ieme bouteille est donnée par

(p17p27p37p4,p5,p6) :( ______

(a) Supposons que vous goutiez le vin, une bouteille alafois. (Il est déconseillé de consommer la totalité
des six bouteilles.)

Choisissez I'ordre de dégustation qui minimise le nombre moyen de dégustations nécessaires pour
déterminer la mauvaise bouteille. Notez qu'il n’est pas nécessaire de déguster laderniere bouteille.

i. Quel est alorsle nombre de dégustations nécessaires en moyenne ?
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ii. Quellebouteille doit &tre dégustée en premier lieu ?
(b) Supposons que vous soyez plus subtil (ayant suivi un cours de théorie de I’ information).
Pour la premiére dégustation vous mélangez le vin issu de certaines bouteilles, et vous dégustez le
mélange. Vous poursuivez |e raisonnement, et dégustez a chague étape des mélanges, en vous arrétant
des que vous étes convaincu d’ avoir identifié la mauvaise bouteille.
i. Quel est maintenant le nombre moyen de dégustations ?
ii. Quel méange testeriez-vous en premier ?
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Appendice 8.B: Suites de v.a. et notions de convergence

Notions de convergence

Il existe différentes fagons de définir la notion de convergence de suites de v.a.. Nous les rappelons brievement
ci-dessous en indiquant les relations qui existent entre ces notions, S'il y alieu.

Convergence en probabilité

Notation; ——
Lasuite (X,,) de v.a. réelles converge en probabilité versla constante a; si Ve et i (arbitrairement petits), In o
tel quen > ngy entraine

P(lX, —a| >¢€) <n. (B.1)

On note dors (X,,) L.

On définit la convergence en probabilité d une suite dev.a. (X',,) versunev.a. X' comme la convergence vers
0 delasuite (X,, — X).

Convergence presque siire ou convergence forte

Notation: £
Lasuite (X,,) dev.a. réelles converge presque sirement vers X' s :

P({u] lim X,(w) # ¥(w)}) = 0. (8.2)

Onnotealors (X,,) Z% x.

La convergence presque siire implique la convergence en probabilité, ¢’ est pourquoi on |’ appelle aussi conver-
genceforte.

Convergence en moyenne d’ordre p

S E{(X, — X)P} existeVn, alorsona
(X,) = X enmoyenned’ ordrep si E{(X,, — X)?} — 0.
Le cas pratique usuel est lamoyenne quadratique (p = 2).
La convergence en moyenne d’ ordre p impligue la convergence en probabilité.

Convergence en en loi

Notation: —=+

Lasuite (X,,) dev.a. réellesconvergeenloi vers X’ defonction derépartition F'(-) si en tout point de continuité
z de F(+), lasuite (F,,(z)) converge ponctuellement vers F'(z). On note

(Xn) — X. (B.3)

Il s'agit dela convergencelaplusfable. En particulier, la convergence en probabilitéimplique la convergence
en loi. Cette derniere est tres utilisée en pratique car elle permet d' approximer la fonction de répartition de (X' ,,)
par celle de X, et réciproquement.

On montre que si F'(+) est continue aors la convergence est uniforme (plus que ponctuelle). De plus, si les
F, (-) admettent des densités al ors la convergence en loi implique la convergence ponctuelle des densités.
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Théoremes de convergence
Moivre-Laplace

Ce théoréme utile en statistiques, permet d’ approximer une loi binomiale par une loi Gaussienne. Il dit que, si
(X,) forme une suite dev.a. binomiales B(n, p), alors
X, —np

_on P L N0, ). B.4
np(l_p)—> (0,1) (B.4)

Théoréme central-limite

Ce théoreme établit la convergence en loi verslaloi normae d’ une somme de v.a. i.i.d. sous des hypothésestrés
peu contraignantes. 1l dit que, si (X;,) forme une suite de v.a. i.i.d. de moyenne i et d’ écart-type o (ces deux
moments sont donc supposés exister), alors

(Ll Y- ”“) £ N(0,1). (B5)

[oRVAL

On retrouve comme cas particulier le theoreme de Moivre-Laplace, en prenant des variables de Bernouilli.
Contre-exemple: loi de Cauchy.

Lois des grands nombres

Loi faible des grands nombres. Soient X;,Vi = 1,...n indépendantes d’ espérance u; finies et de vari-
ances o; finies, alors

SIS i~ petH>T 07 —0,aorsX, 2

L3S0 X esttelleque

X, 5 (B.6)

Cas particulier : lesv.a X; sontiid. y, 0. Onaaors L7y, =pet 537 o2 =<

"

1>

2 J—
Loi forte des grands nombres. S 1" 4 — pet>” % — a, aorsX,
que

LS X esttelle

X, 25 . (B.7)

Cas particulier : lesv.a X; sontiid. p, 0. Onadors 2" = pet S0 % = o250 L, qui
converge.






9 CANAUX DISCRETS

Le contenu de ce chapitre a &té annoncé a quelques reprises dans ce qui précéde. Notre objectif ici est de
nous convaincre qu’il est possible d’ utiliser un canal de maniére fiable et efficace, méme si ce canal est le siege
de perturbations aléatoires, qui le rendent partiellement imprévisible. Nous entendonsici par “communication
fiable”, lapossibilité de reconnaitreles symbol es émis avec une probabilité d’ erreur répondant a des spécifications
données (éventuellement trés contraignantes), et par “communication efficace” une communication qui exploite
au mieux les bandes passantes mises a disposition. Bien que nous alons assez peu nous préoccuper pour le
moment des moyens matériels (puissance de calcul, mémoire,. . .) a mettre en oeuvre pour effectivement réaliser
cet objectif, nous entreverrons cependant que le prix & payer de ce point de vue est également fonction de la
sévérité des spécifications. Nous verrons plus loin que la mise au point d’ un systéme de communication consiste
essentiellement en un compromis ou interviennent le taux d'erreurs, le débit, et la puissance de calcul utilisée
pour le codage/décodage.

Cependant, nous limiterons notre objectif ici a montrer la faisabilité de communications avec un niveau
d erreurs arbitrairement faible, et & en mettre en évidence le prix a payer en termes des deux autres parametres.
L es moyens pratiques actuellement mis au point pour se rapprocher de ces conditions idéales seront discutés au
chapitre[I8 Nous restons pour le moment dans le monde discret; le chapitre [10 viendra compléter notre analyse
en s'intéressant au cas particulier de canaux continus utilisés avec une source discréte.

Le contenu de ce chapitre est structuré comme suit : (i) nous commencons par définir la capacité (en informa:
tion) d'un canal discret de facon générale; (ii) nous illustrons cette notion a I’ aide de quelques cas particuliers
de modéles de canauix; (iii) nous montrons comment il est possible de transmettre des messages sur un canal
bruité avec un taux d’ erreurs arbitrairement petit et un débit arbitrairement proche de la capacité du canal, ce qui
constitue le second théoreme de Shannon; (iv) nous montrerons également la réciprogue de ce théoreme, asavoir
gu'il n'est possible d' atteindre un taux d’ erreurs arbitrairement petit que si le débit est inférieur ala capacité du
cana; (v) il y aune dualité entre codage de source et codage de canal : |e premier &imine la redondance pour
former une version aussi compacte que possible des messages de la source, aors que le second introduit, comme
nous le verrons, la redondance de maniére a controler le taux d’ erreurs; nous terminerons ce chapitre en montrant
que ces deux problémes peuvent étre découplés, ce qui justifiera complétement notre décomposition du schéma
de communication de Shannon en source et canal “normalisés’, introduite au début de ce cours (figure 2.2).
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Y1,¥2,...
=PV, V2, X, Ay
X1, Xs, ...
Figure 9.1.  Canal : systéme entrée sortie stochastique

9.1 COMMUNICATIONS A TRAVERS UN CANAL

Nous commengons par définir les notions de canal et de capacité en information d’ un canal en donnant quel ques
exemplesillustratifs.

9.1.1 Canal discret

Un cana discret est un systeme stochastique en temps discret qui accepte a son entrée des suites de symboles
définies sur un alphabet d’ entrée X' et émet a sa sortie des suites de symboles définies sur un aphabet de sortie
Y. Lesdeux aphabets sont supposés finis, detailles | X'| et || éventuellement différentes.

La nature stochastique du cana fait que pour une suite d’ entrée connue il n'est pas en général possible de
déterminer avec certitude quelle serala suite de sortie. Nous supposerons deés lors que la suite de sortie est reliée
al’ entrée par un modéle probabiliste. Le plusgénéral qu’ on puisseimaginer est un modéle qui relie des squences
quelconques d’ entrée et de sortie, ¢’ est-a-dire la donnée des lois de probabilités conditionnelles

P(y17~"7ym|X17~'~7Xn)a (91)

définiesVm,n = 1,2, ...

Il s'agit donc d’'un dispositif qui choisit de fagon aléatoire des séquences de sortie en fonction des séquences
d entrée (voir figure[0.d). En d'autre mots, nous avons défini un processus stochastique ) ; en temps discret dont
laloi de probabilité est choisie en fonction d’ une séquence d’ entrée choisie par le systeme qui alimente le canal.

Canal “causal”. Lecanal estditcausal,sivm <n

Py 3 Yl Xy ooy X)) = P(V1y ooy Vi X1,y - o0, X)) (9.2
Celaimplique (en marginalisant les deux membres sur Yy, ¢’ est-a-dire en sommant sur Y1, ..., Vr—1) queVk <
m<n

P(yk7~"7ym|X17"'aXn) = P(yk7~"7ym|X17'~'7Xm)7 (93)

et en particulier quevm < n
PYn|X1,. .., X&) = P(Vm| X1, .., Xm), (9.9)

C'est-a-dire que la sortie & tout instant m est conditionnellement indépendante des entrées futures, lorsgque les
entrées présente et passées (instants: < m) sont connues.

Remarque. Nous engageons|electeur a se méfier de cette notion de“ causalité” probabiliste, qui est enréalité
une notion plus restrictive que la notion classique de causalité en théorie des systémes. En particulier, il est par-
faitement possible de construire un canal non causal au sens ou nous!’ avonsd éfini ci-dessus, al’ aide de systemes
physiques causaux, par exemple en utilisant des délais. Par ailleurs, notons que si ), dépend probabilistique-
ment de X, _; alors Xj,_1 ne peut pas étre statistiquement indépendant de Y, donc I entr ée passée dépend bien
de la sortie future, ce qui N’ est nullement en contradiction avec la propri été de causalité.

On peut définir la notion de canal causal a mémoirefinie, qui est tel que la sortie ne dépend que d’ un nombre
fini de symboles d’ entrée passés.

On peut également définir la notion de canal stationnaire, dont |es probabilités conditionnelles entrées/sorties
restent invariantes lors d’ un décalage dans le temps.
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Nousallonsvoir ci-dessous e cas particulier qui nousintéresse, asavoir le canal discret, causal, sansmémoaire,
et stationnaire. L'ensemble de nos développements porte essentiellement sur ce cas particulier. Nous ferons
néanmoins quel ques remarques, ponctuellement, sur la généralisation de telle ou telle propriété.

Canal causal sans mémoire. Le canal causal est dit sans mémoiresi Vk > 2
P(yk|Xla'~'7Xk7y17"'7yk—1):P(yk|Xk)7 (95)

c'est-a-dire s lasortie & un instant donné ne dépend que de I’ entrée au méme instant. Le canal sans mémoire est
donc aussi causal par hypothése.

D’une part, lorsgue la loi de probabilité (8.1) du cana est donnée, on peut calculer a partir de celle-ci les
probabilités conditionnelles du membre de gauche de (.5) et vérifier si le canal est effectivement sans mémoire,
en vérifiant qu’ elles ne dépendent pas des valeursdesvariables X'y, ..., X1, V1, -y Vi—1-

D’autrepart, lorsquele canal est supposé sansmémoire, laloi de probabilité conditionnelle (B.1) est entierement
déterminée par les probabilités conditionnellesinstantanées P(Y 1| X ).

Eneffet,enposantZkézl,...,zk,etenprenantmgn,oncaquIe
PQY™|X™) = PQ™A™) (9.6)
L POplx™, Yy Pm ) 9.7)
E PVl Xm)PQY™ HA™) (9.8

P(Yi|X;), (9.9

Il
s

i=1
ou (a) est obtenu par causalité, (b) par application de la formule P(A, B|C) = P(A|C)P(B|A,C), (c) d'une
part, par application de la propriété de non mémoire au premier facteur, d autre part, par la propriété de causalité
appliquée au second, et enfin (d) par induction sur m.

<
I

Canal discret sans mémoire stationnaire. Les probabilités P()|X:) peuvent éventuellement &tre
dépendantes du temps. Le canal sans mémoire est donc dit stationnairesi vk > 1 ona

P(Vi|Xr) = P(Y|X), (9.10)

c'est-a-dire si larelation entrée sortie est indépendante du temps.

Ce type de canal est donc caractérisé par une matrice stochastique de dimension |X'| x ||, appelée matrice
detransition. Leslignes de cette matrice correspondent aux symbolesd’entrée X 1, ..., X| x| €t les colonnes aux
symbolesde sortie Y1, .. ., Y}y. L'éément 4, j donnela probabilité conditionnelle P(Y;| X;).

Nous |e désignerons dans la suite simplement par |e terme canal sans mémoire, les propriétés de causalité et
de stationnarité étant sous-entendues.

9.1.2 Capacité en information du canal sans mémoire
Nous définissons la capacité en information (par symbole) du canal par

C = g(a/g[()f;y). (9.112)

Il ' agit d’ une grandeur cal cul ée pour une utilisation du canal, ¢’ est-a-dire pour une paire de symbol es entrée/sortie.

Notons que I(X;)) dépend a la fois des propriétés statistiques de I’ entrée et du canal. Mais du fait de la
maximisation sur toutes les distributions de probabilité des symboles d’ entrée, la capacité ne dépend que des
propriétés du cana lui-méme.

Nous donnerons plus loin une définition de la capacit & opérationnelle d’ un canal, liée directement au débit
maximum de transmission de I’ information avec un taux d’ erreurs arbitrairement petit. Le second théoreme de
Shannon établit que cette notion est équivalente a la notion de capacité en information; nous utiliserons donc la
plupart du temps le simple terme de capacité.
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Suggestion : en s'inspirant de la définition générale de |’ entropie d’ un processus al éatoire, essayer de trouver
une généralisation de la capacité par symbole pour le modéle général de canal causal. Sous quelles conditions
particuliéres cette généralisation a-t-elle un sens ?

9.1.3 Exemples de capacités de canaux
9.1.3.1 Canal binaire sans bruit.

Il s'agit d'un canal qui utilise des alphabets d’ entrée et de sortie binaires et reproduit a sa sortie le symbole
d’ entrée avec certitude. On adanscecas, I(X;Y) = H(X) qui est maximale et vaut 1 Shannon lorsque les deux
signaux d’ entrée sont équiprobables.

Par ailleurs, on peut évidemment transmettre un bit (symbole binaire) sans erreur par utilisation de ce canal.
L es deux notions coincident donc bien.

Lamatrice de transition de ce canal est la matrice identité

o]

9.1.3.2 Canal bruité sans recouvrement des sorties.

Il sagit d'un canal qui utilise 2 symboles d’entrée et quatre symboles de sortie, et qui lorsgue le premier
symbole est présenté a |’ entrée, choisit aléatoirement, avec une probabilité de (p, 1 — p), un des deux premiers
symboles de sortie. De méme, pour le second symbole d entrée il choisit I'un des deux derniers symboles de
sortie, avec une probabilitéde (¢, 1 — g).

Dans ce cas aussi on peut retrouver avec certitude I’ entrée connaissant la sortie. On dit que les symboles
d’ entrée sont distinguables. Donc, H(X'|Y) = 0 (quels que soient p et ¢, d'ailleurs) et I(X;Y) = H(X). Par
conséquent la capacité vaut & nouveau 1 Shannon et est réalisée avec une distribution d' entrée uniforme.

Ici également il est possible de transmettre un symbole binaire sans erreurs par symbole envoyé sur ce canal .

Lamatrice de transition de ce canal est

p (I-p) O 0
0 0 g (1-9q) |’

Remarque. Cet exemple, apparemment trivial, montre bien qu’il est possible de transmettre de I’ information
sans erreur sur un canal bruité. Nous alons voir dans la suite qu’en utilisant |’ extension d’ ordre n. d’ un canal,
il est possible de s'arranger pour que les messages de sortie se partitionnent en un certain nombre de classes
distinguables. Nous verrons gque pour des sequences d’ entrées de longueur n croissante, le nombre maximum
de classes distinguables en sortie croit de fagon exponentielle (disons 2 %), pour autant que n soit suffisamment
grand.

Sachant que les sequences d’ entrées de longueur n émises par une source sans mémoire deviennent rapide-
ment typiques et en nombre limité par 2"(¥) on voit intuitivement que s H(X) < R, le nombre de classes
distinguables finira, pour n suffisamment grand, par dépasser e nombre de séquences typiques en entrée. On
peut donc espérer qu'il devient possible de transmettre les messages typiques sans erreur, ¢’ est-a-dire tous les
messages possibles avec une probabilité d erreur aussi petite que souhaité. Si on se place dansle cas d’un canal
binaire, on sait qu’ une sequence d’ entrée de longueur ' pourrait &tre codée par un code binaire ne demandant
pas plus de n' H(X') bits en moyenne, chacune desquelles consommera en moyenne n. symboles du cand. Si
dors,nR >n'H & % < % le débit est atteignable, ¢’ est-a-dire qu'il est possible de transmettre les symboles
avec un débit moyen au moins égal a celui de la source.
9.1.3.3 La machine a écrire bruitée.

Les alphabets d' entrée et de sortie sont identiques, composés des 26 lettres de |’ a phabet latin. Le canal opere
de la maniére suivante : lorsqu’une lettre est envoyée a |’ entrée, la sortie regoit cette lettre avec une probabilité
p=0.5, ou lalettre suivante (dans |’ ordre al phabétique) avec une probabilité p=0.5. En utilisant un sous-ensemble
des symboles d’ entrée composé d’ une lettre sur deux, les sorties deviennent distinguables. 1l sera donc possible
de transmettre I équivalent de log 13 symboles binaires par utilisation du canal.

On peut calculer la capacité en information : on trouve H(Y|X) = log2 = 1 Shannon, quelle que soit la
distribution de probabilité del’entrée. Donc, I(X;Y) = H(Y) — H(Y|X) est maximale lorsgue | es sorties sont



CANAUX DISCRETS 157

I-p
Figure 9.2.  Canal symétrique binaire

équiprobables, ce qui est réalisé en utilisant une distribution uniforme pour les entrées. On adors, I(X;)) =
log 26 — log 2 = log 13 Shannon.

9.1.3.4 Canal symétrique binaire.

Cet exempletreés important en pratique est illustré alafigure @.2. A gauche figurent les deux entrées, a droite
les sorties; les fleches réprésentent | es transitions possibles avec leur probabilité.

Lan |atri ce de trans.tion de ce Canal est

Il S'agit du modele le plus simple de canal avec erreurs; pourtant il est représentatif de la complexité du
probléme général. Lorsgqu’ un symbole est regu, il est impossible de déterminer si il y aeu erreur de transmission
ou non; il n’est pas non plus possible d' utiliser un alphabet d’ entrée réduit, puisqu’il n'y a que deux symboles
d entrée.

Nousverronsplusloin dans ce chapitrequ'’il est néanmoins possible detransmettre del’ information de maniere
fiable avec un taux (nombre de bits/symbole) non-nul. Maisil faudrarecourir &lanotion d’ extension du canal et
utiliser une partie seulement des séquences d’ entrée de cette extension.

Calculonsla capacité en information de ce cand :
I(x;y) = H(Y)-H(Q|X)
= H(Y)- Y P(X)H(VIX)

Xex
= H(Y)- > P(X)H(p)
Xex
= H(Y)— Ha(p)
< 1- H(p), (8.12)

puisque Y est une variable binaire. On pourra se convaincre que pour réaliser cette borne supérieure, il suffit
d’ utiliser une distribution uniforme al’ entrée, ce qui aura pour effet d’ assurer une distribution uniforme en sortie
également. Par conséquent, la capacité en information du canal symétrique binaire vaut

C =1— Hx(p). (9.13)
En particulier, cette grandeur est symétrique par rapport ap = 0.5 et nulle pour p = 0.5. Elle vaut 1, lorsque
p = 0, ce qui est compatible avec |la capacité du canal sans erreurs.

9.1.3.5 Canal binaire avec effacement.

Il s'agit du modéle représentant un canal binaire ou certains symboles sont perdus. Le recepteur est informé
du fait qu’un symbole est perdu sans savoir de quel symboleil s agissait. Les symboles non perdus sont supposés
étre regus sans corruption. La probabilité de perte de symboles vaut o et est supposée indépendante du symbole
émis, tel que schématisé alafigure@3

Lamatrice de transition de ce canal est

l-a o 0
0 a l1l—«
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11—«

Figure 9.3.  Canal binaire avec effacement

Le calcul dela capacité donne
C = maxI(X;))
P(X)

= g(ggH()?) - H(Y|X)

= maxH(Y) - (o). (9.14)

Notons qu'il est impossible deréaliser H()) = log 3 par un choix judicieux des probabilités d’ entrée (sauf s
a=1/3).

Engénéra, soit P(X = 1) = 7; ontrouve H(Y) = Hs(a)+ (1 —a)Hz(7) qui est maximaelorsquer = 0.5.
Substituant dans (9.14) on trouve finalement

C=1-aq, (9.15)
ce qui revient adire que les symboles perdus n’ apportent aucune information.

Notons, qu'il n’est pas évident a priori qu'il soit possible d’ atteindre cette capacité. Mais nous pourrons le
déduire a partir du second théoréme de Shannon.

Supposons néanmoins que le récepteur soit en mesure de signaler a I’ émetteur le fait qu'un symbole a été
perdu, ' est-a-dire supposons que notre diagramme de communi cation comprenne une bouclederetour d’informa-
tion. Dans ce cas, lorsqu’ un symbole est perdu il suffit de le retransmettre et on se convainc aisement que le taux
d’ échec sera en moyenne de o, mais la transmission sans erreurs. On arrive donc effectivement ainsi a réaliser
(au prix de I'installation d’une boucle de retour) un taux moyen de 1 — o Shannon par symbole envoyé sur le
canal. Nousreviendronsplusloin sur ce type de situation, et nous montreronsen fait que ce taux est le taux limite
qui peut étre réalisé avec ou sans boucle de retour.

9.1.4 Canaux symétriques

Un canal est dit symétrique, si les lignes de sa matrice de transition sont des permutations les unes des autres, et
si les colonnes sont des permutations les unes des autres.

Dans ce cas H(Y|X) est indépendante de la distribution de probabilités de I entrée, et, d autre part, )V sera
distribuée de fagon uniforme déslorsque ' I est.

Par conséquent, la capacité de ce type de canal vaut
C =log|Y| — H(LMT) (9.16)

ou H(LMT) désignel’entropie d’ une ligne de la matrice de transition.

Cette derniére propriété se généralise a un canal dit faiblement symétrique, qui est un cana tel que leslignes
de samatrice de transition soient des permutations les unes des autres, et tel que la somme des termes de chaque
colonne soit égal e & une constante indépendante de la colonne.

De nombreux modél es pratiques conduisent a des canaux symétriques ou faiblement symétriques.

Illustration : canal & bruit additif. Représentons les alphabets d entrée et de sortie par les entiers
X ={0,1,2,...,¢— 1}, et supposonsque Y = (X + Z)modc ou Z est une variable aléatoire indépendante de
X, dont lesvaleurs possiblessont 2 = {0,1,...,c— 1}.
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w xn CANAL yn 114
—= ENCODEUR DECODEUR |——=
Message P(Y|%) Esimée
du message

Figure 9.4.  Systéme de communication

(Suggestion: se convaincreque ce canal est symétrique en supposant pour unevaleur dec = 4 unedistribution
de probabilité pour Z et en construisant explicitement la matrice de transition de ce canal.)

9.1.5 Propriétés de la capacité en information d’un canal

Nous énumérons sans les démontrer les propriétés suivantes (elles sont immédiates)

1. C>o.
2. C < min{log|X|,log|Y|}.

De plus, on montre que, pour une distribution P()|X') donnée, I(X’; ) est une fonction continue et concave
de P(X). Comme elle est concave, tout maximum local est un maximum global sur I’ ensemble convexe des
distributions de probabilités de X'. Comme €elle est bornée, le maximum I’ est aussi. On peut donc utiliser des
méthodes d’ optimisation locale (“descente” de gradient,...) pour trouver son maximum.

9.2 CODAGE DE CANAL

Nous défini ssons maintenant ce que nous entendons par schéma de communication atravers un canal .

9.2.1 Systéme de communication

Nous analyserons ci-dessous des systemes de communication tels que réprésentés a la figure Dans cette
figure, la partie centrale représente le canal a proprement parler, tel que nous I’ avons introduit ci-dessus. Nous
supposons que dans notre problématique, cette partie est une donn ée du probleme. Rappelons qu’un cana est
un dispositif physique qui permet de transmettre des symboles d’ entrée vers un destinataire isolé dans |’ espace
(télécommunications) ou dans e temps (enregistrement de données). La construction de tels canaux a partir de
supports physiques diversfait I’ objet des techniques de télécommunications et d’ enregistrement de données, qui
ne sont pas abordées dans ce cours. Les parties externes dans la figure [9.4] concernent |’ encodage et |e décodage
de messages sous laforme de séquences de symbolestransmises sur le canal. Nousallons nousintéresser alacon-
ception de tels systémes dans le but d' utiliser au mieux les ressources offertes par le canal. Plus précisemement,
dans ce chapitre nous nous intéressons alafaisabilité théorique et dansle chapitre [18 nous étudierons|afaisabilité
pratique.

L e systeme de communication de |a figure [0.4] fonctionne de la maniére suivante. Un message W (tiré dansun
ensemble fini de messages possibles W = {1,2,..., M}) est encodé par I’ encodeur sous la forme d’ une suite
de n symboles d’ entrée du canal, désignée par X (W). Cette séguence est recue de I’ autre coté sous la forme
d’ une séquence aléatoire de symboles Y ™ (distribuée selon laloi de probabilité P(Y ™| X™(W')). Cette sequence
Y™ est ensuite décodée par le décodeur, qui choisit un &ément W(Y”) € W. Le récepteur commet une erreur
SW(Y") #W.

Dans ce qui suit, nous supposons que |’ encodeur et le décodeur opérent de maniére déterministe: X (W) est
laregle (ou fonction) d’ encodage; W(Y”) est laregle (ou fonction) de décodage.

Notations. Nousavonsutilisé ci-dessuset continueronsd’ utiliser danslasuite de ces noteslanotation abrégée
X'™ pour désigner un vecteur aléatoire composé d’ une suite de n variables aléatoires définies sur le méme ensem-
ble X. Rappelons que selon notre convention, cette notation désigne a la fois I’ ensembl ell de valeurs possibles

1x™ est en effet le produit cartesien den fois X
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de cette variable et la variable elle-méme. De méme, nous utilisons la notation X ™ pour désigner une réalisation
quelconque de cette variable aléatoire, ¢’ est-a-dire un élément quelconquede X' ™.

Il est capital de se rendre compte que nous ne faisons aucune hypothése sur la distribution de probabilités
P(X™) en utilisant cette notation. En particulier, la notation n’implique certainement pas que les composantes
du vecteur aléatoire sont distribuées de fagon identique et/ou indépendante.

Nous utiliserons de plusles notations X';* (resp. X') pour désigner la j-eme composante (; < n) de cevecteur
aléatoire (resp. de saréalisation). Lorsgu’ aucune confusion n’est possible, nous utiliseronsles notations abrégées
X; (resp. X;).

Définition : données canal sans mémoire. Pour caractériser un cana, nous supposons seulement
donnée lamatrice de transition du canal P(),|X},), pas nécessairement stationnaire.

Nous ne supposons pas non plus d emblée que le cana est causal, car nous verrons ci-dessous que cette
propriété peut dépendre de la fagon dont on utilise le canal physique.

Définition : extension d’ordre n d’un canal. L’extensiond ordren d’un cana discret sans mémoire
(X,P(Y|X),Y) estlecana (X™, P(Y™|X™),Y™), ou

PV X%, Y1) = P(Vp| &), VE = 1,2,...n. (9.17)

En d' autres termes, lorsque la k—eme composante de I’ entrée est connue, la k—eme sortie ne dépend plus ni des
entrées ni des sorties précédentes, et est distribuée selon la méme distribution de probabilité conditionnelle que
le k—eme symbole du canal de départ.

Définition : canal utilisé sans boucle de retour. S Vk < n, X1 est conditionnellement indépendant
de V¥ lorsque X'* est connu, on dit que le canal est utilisé sans boucle de retour (ou sans feedback). Rappelons
gue I'indépendance conditionnelle X de Y lorsque Z est connue signifie que

P(X[Y, Z) = P(X|Z) (918)

ou X et Y peuvent évidemment &tre é&changés.

Extension vs causalité. Nousavonsvu plus haut que si nous imposons de plus la propriété de causalité,
alors les propriétés statistiques de I’ extension d’ ordre . du canal sont entiérement déterminées par le produit des
P(Y|X). Montronsqu'il en est de méme s |e canal est utilisé sans boucle de retour.

Donc I'indépendance de X, 1 et de Y* lorsque X'* est connu est équivalente &

P(Xjos1 [V*, XF) = P(Xp1a|XY), (9.19)
ou
PY¥| X1, X*) = PQY*|XF), (9.20)
qui peut encore étre écrite souslaforme
PQY™A™ = P(Y™A™), (9.21)
ce qui implique aussi, par marginaisationsur Y, 41, ..., YV, (a&veCm < n)
PY™ X" = P(Y™|a™), (9.22)
et par induction surn onaVvVm < n
P(Y™|x™) = P(Y™X™ ), (9.23)

D’ autre part, I’ équation (8.20) implique que

PQm|xmth) = P(y™|a™), (9.24)
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et autotal onahbienVm < legn
P(Y™|X"™) = P(Y™|X™). (9.25)

Le canal est donc causa au sens ou nous |’avons défini plus haut. Réciproquement, si on introduisait une
dépendance entre lavaleur de X ;1 et lessorties Y*, le canal ne serait plus causal.
Puisque le canal sans feedback est causal onavn

n

p"|x™) =] Pilx). (9.26)

i=1

Exercice. Redémontronsatitre d’ exercice cette propriété, en utilisant un argument par induction (la propriété
est trivialement vraie pour n = 1) et montrons que si la propriété est vraie pour n = k €elle |’est encore pour
n =k + 1. Eneffet,
P(yk-i-l |Xk+1) — P(yk+1, yk |Xk+1)

= PV |[Y*, X PYF| )

= P | X1 ) PF| X

= P(Vks1|Xiga) PY*[XF), (9.27)
ou la premiére identité est simplement une réécriture, la seconde est obtenue par application de la définition de
la probabilité conditionnelle, la troisiéme en application de la définition de I’ extension du canal ([9.17) et enfin la

derniére en nous servant de (8.21) qui exprimel’ hypotheése“ sans feedback” . 11 est alors évident qu’ en i ntroduisant
I hypothése inductive dans ([Q.27) on obtient la propriété (8.26) pour n = &k + 1.

Résumé. Dorénavant, lorsque nous parleronsdu canal discret sans mémoire, nous supposeronsqu’il s agit du
cana sans mémoire et sans feedback, & moins de spécifier explicitement le contraire. Notons que dans ce qui
précéde nous N’ avons pas reguis que le canal soit stationnaire. |1 le serasi les P(Y;|X;) sont indépendantes de ;.

Définition : code (M,n). Uncode (M,n) pour uncana (X, P(Y|X),Y) est défini par
1. Unensembled'indices{1,...,M};

2. Unefonctiond encodage X (-) : {1,..., M} — X™, qui donnelesmotsdecode X (1), ..., X™(M) que
nous appellerons latable du code (codebook).

3. Unefonction de décodage
g() YY" = {1,..., M}, (9.28)
qui est une regle déterministe qui associe a chaque sortie possible du canal une entrée g(Y ™).

Définition : probabilités d’erreur. Outre la probabilité d’ erreur de décodage, nous allons définir trois
notions de probabilité d’ erreur qui seront utilisées ultérieurement.

Nous désignerons|a probabilité d' erreur conditionnelle sachant que i fut envoyé sur le canal par
Ai = PgY™) #ilx" = X"@) = Y PY"X™(0)(1 = yevm).i), (9.29)
Yneyn

0U dy(yn),; €st le symbole de Kronecker (qui vaut 1 si les deux indices sont identiques et 0 sinon), ¢’ est-a-dire
gue lasomme s’ étend sur toutes les sorties dont |e décodage ne restitue pas:.

Nous désigneronsla probabilité d erreur maximale d’ un code (M, n) par

A™ = max A (9.30)
ie{l,...,.M}

Enfin, nous désigneronsla probabilité d' erreur moyenne (algébrique) par

1 M
P = i > i (9.31)
i=1



162

Notons que si Z représente la variable aléatoire de choix des entrées, et si on suppose que Z a une distribution
uniformesur {1,..., M}
P™ = P(g(Y") £ 1) (9.32)

ou le second membre désigne la probabilité d' erreur de décodage.

Reégle de décodage optimale. Engénéral, Z n'est pas nécessairement distribuée uniformément.

On entend alors par régle de décodage optimale, une régle qui minimise la probabilité d' erreurs (moyenne au
sens statistique du terme) P(g(Y") # I). Lorsgue les probabilites des sequences d’ entrée et de transition du
canal sont connues, cette regle consiste ssimplement a choisir I'indice: tel que

I P(Y"|X"(i)) P(X" (i)
P(X"(3)|Y™) = ’

(9.33)

soit maximale. Comme le dénominateur du second membre de cette égalité ne dépend pas du choix effectué, cela
revient donc achoisir I'indice tel que

PY™X™(0)) P(X" (i) (9.34)

soit maximale. Cette regle de décision optimal e est bien connue sous|e terme der egle du maximumde probabilité
a posteriori, ou encore r égle de Bayes.

L' inconvénient principal de cette régle est de nécessiter la connaissance des probabilités d' émission des sym-
bolesal’ entrée du canal, ce qui est rarement |e cas en pratique. On utilise alors laregle du maximum de vraisem+
blance qui choisit I’indice ¢ maximisant

P(Y™X"(i)); (9.35)

elle serait optimale si les symboles étaient distribués de fagcon équiprobable car elle minimise la probabilité
d’ erreur moyenne algébrique P.™.
Notons que si la source est codée de fagon proche de I’ optimum, alors les symboles a la sortie du code seront

distribués selon une loi proche de la loi uniforme. La régle du maximum de vraisemblance sera alors quasi
optimale.

Définition : taux (ou débit) de communication R. Ledébitdecommunication R d’'uncode (M, n)

est défini par

log M
n

exprimé en Shannon par symbole transmis sur le canal. Le débit est égal al’ entropie par symbole de canal des

messages d’ entrée lorsque ceux-ci sont distribués de fagon équiprobable.

R =

(9.36)

Définition : débit réalisable. Un débit R est dit réalisable (ou atteignable), s'il existe une suite de codes
(M(n),n),n =1,2,...avec M(n) = [2"F], telle que

lim A(™ = 0. (9.37)

n—oo

Si un débit R est réalisable, cela veut donc dire qu'il est possible de transmettre [2 %] messages distincts a
I’ aide de séquences de symboles d’ entrée du canal de longueur n, de telle fagon que lorsque n. devient grand on
s approche de plus en plus des conditions sans erreurs. Notons que la distribution des messages d’ entrée ne joue
pas dans cette condition, puisque c'est la probabilité maximale qui tend vers zéro.

Définition : capacité opérationnelle. Lacapacitéopérationnelle C, d'un canal discret et sans mémoire
est la borne supérieure de tous les débits réalisables.

Notons que R = 0 est réalisable, puisque trivialement on peut transmettre M = 2° = 1 symbole sans erreur
sur le canal, on adonc C,, > 0. Cependant, au stade du raisonnement que nous avons atteint, rien ne garantit que
C, puisse étre strictement supérieure a0, ni qu'’ elle soit nécessairement finie.
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transition typique transition atypique
— = e =
Figure 9.5.  Utilisation de I'extension d’ordre  d'un canal

9.2.2 Preview du second théoréeme de Shannon

Avant de nous lancer dans la démonstration du second théoreme de Shannon essayons de dégager le principe du
raisonnement qui va suivre.

Tous d' abord, nous allons nous intéresser au cas ou les entrées et les sorties du canal sont stationnaires et
ergodiques, conditions pour lesquelles le théoreme AEP est applicable. Cette condition est réalisée si le signal
d’entrée est stationnaire et ergodique et si le canal est stationnaire et a mémoire finie. Cependant, dans nos
démonstrations nous allons nous restreindre au cas du canal sans mémaire.

Supposons que nous souhaitions envoyer un ensemble de M messages, composés chacun de n. symboles
d’entrée du canal, de telle maniére que les sorties soient distinguables. Construisons une table de code selon
une méthode, qui peut sembler a priori surprenante : fixons une distribution de probabilités quelconque P(X),
et construisons les M mots de code par M x n tirages aéatoires successifs, indépendants selon P(X), ce qui
nous donne les symboles X *(M'). Nous savons, suite au théoréme AEP du chapitre [Blque les mots de code ainsi
choisis ont de fortes chances d' &tre typiques, si n est suffisasmment grand.

Faisant passer I'un quelconque de ces mots de code dans notre canal, nous aurons a la sortie une séquence
aléatoire, qui elle aussi sera composée de symboles indépendants dont a distribution résulte du choix du mot de
code (la séquence X ™) et des caractéristiques du canal. Cette sequence est donc également typique (condition-
nellement) avec une grande probabilité. La situation est résumée alafigure 0.5

Le nombre de séquences typiques a |’ entrée est & peu prés 2 “#(X): pour chacune de ces séquences typiquesil
existeenviron 2H (Y1¥) messages de sortie typiques. Maiscommele nombretotal de séquencesde sortietypiques
est de 277 (Y) | cet ensemble doit &tre divisé en paquets comprenant 27 (VI¥) sequences, soit au maximum
2nH ) —nHIX) naquets. 1l n"est donc possible d’ envoyer qu’ au maximum 2 ™4 (X3Y) séquences distinguables.
En é&tant optimiste, nous pouvons espérer que parmi les 2™ (¥) message typiques d’entrée, il est possible d’en
trouver 271(X:Y) tels que les 27(¥:Y) ensembles typiques correspondants en sortie ne se recouvrent pas, de
maniére a pouvoir décoder les entrées sans erreur. En étant encore plus optimiste, nous pouvons espérer effectuer
cette opération avec n’'importe quel choix de P(X), y compris celui qui maximise I(X;)). S tel est le cas,
celavoudra dire que nous sommes capables de transmettre 2 ¢ messages d’ entrées distinguables en sortie, ce qui
voudra dire que la capacité en information est atteignable. Pour terminer notre démonstration, il nous restera a
vérifier qu'il n’est pas possible de faire mieux.

La discussion qui précéde reste a étre confirmée de maniére plus rigoureuse. Elle fournit une idée intuitive
des raisons qui permettent d’ exploiter efficacement les canaux au moyen de messages longs : laloi des grands
nombres dont les théorémes AEP ne sont que la traduction dans le jargon de la théorie de I’information. Elle
montre aussi que c'est en travaillant sur des espaces a grande dimension (vecteurs aé&atoires de dimension n)
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qu’on peut efficacement exploiter cette loi des grand nombres, qui fait qu’au fur et & mesure qu’ on augmente la
taille des vecteurs, les régions ou peuvent se trouver les messages issus de la déformation aléatoire par le canal
d' une séquence d’ entrée donnée, se concentrent de plus en plus dans une fraction faible de |’ espace de sortie. Une
autreidéeintéressante introduite ci-dessus est celle du codage aléatoire. Nous verrons qu’ on peut choisir les mots
de code indépendamment les uns des autres, tout en garantissant que la probabilité d’ erreur maximale moyenne
(de tous ces codes) soit inférieure & e pour autant que n. soit suffisasmment grand. Par conséquent, il existe donc
au moins (en réalité une grande proportion) des codes aléatoires qui satisfont ce taux maximal d’ erreurs.

Avant de démontrer e théoréme de Shannon (et saréciproque), introduisonstout d’ abord lanotion de s équences
conj oi ntement typiques.

9.2.3 Séquences conjointement typiques

Notre regle de décodage consistera, grosso modo, a associer a une sequence de sortie Y ™ I'indice 7 si le mot
de code X ™(7) est “conjointement typique” avec Y ™. Nous allons définir cette notion importante de typicalité
conjointe et nous allons évaluer la probabilité que cette propriété soit vérifiée sous deux hypotheses: (i) X "(¢)
est effectivement la“cause” de Y ™; (i) X™ (i) n'est pasla“cause” de Y ™.

Supposons que nous observions des sequences de longueur . de couples de variables aléatoires X et ), et
plagons-nous, comme pour |e théoreme AEP du chapitre [8, dans les conditions ou entrées et sorties forment
conjointement une source sans mémoire, ¢’ est-a-dire que P(X ", Y") = ], P(X;,Y;), pour toute séquence
entrée-sortie (X™,Y™). Cela implique évidemment que P(X") = [[;, P(X;) et P(Y™) = [[., P(Y3)
(marginalisation).

Cette condition correspond par exempleau cas d’ un canal sans mémoire alimenté par une source sans mémaire.

Définition : typicalité conjointe. L'ensemble A™ de séquences conjointement typiques {(X ", Y™)}
par rapport a une distribution P(X,)), est I'ensemble de telles séquences dont les entropies conjointes et
marginal es empirigques sont e —proches des entropies conjointes et marginales, ¢’ est-a-dire
AW = {(X",Y") EXT XY
1
‘—— log P(X™) — H(X)‘ <e
n

‘—% logP(Y") — H(y)‘ <,

ou .
p(xmym" =[] P(X:, Ya). (9:39)
i=1

Remarquons que I'ensemble est I'intersection de trois ensembles typiques, au sens du théoreme AEP du
chapitre8l

Théoréme : équipartition asymptotique (AEP) conjointe. Soit une suite de variables aléatoires
(X™, Y™) correspondant a des séquences entrée/sortie de longueur n tirées aléatoirement, de fagon indépendante
et distribuées selon une méme loi de probabilite P(X ™, Y™) (i.e. P(X™,Y") = [, P(X;,Y;)). Alors

1. limy_ye P((X", V") € AW = 1.

2. (1—e)2nHE V)= < |4M| < gn(HX.Y)+e)

3. s (X", ") ~ P(X")P(Y™),i.e. s X" et Y" sont indépendantes et distribuées selon les lois marginales
de P(Xx",Y"), dors

(1 _ 6)2—n(1(2(:y)+3e) < P((‘;E'n,j}n) e Agn)) < 2—n(I(X,y)—3e)‘ (940)
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(c) Castotalement aléatoire: I(X;Y) =0

Figure 9.6.  Séquences conjointement typiques : influence de I'information mutuelle

Nous ne donnons pas la démonstration de ce théoreme, qui se base essentiellement sur une suite de majora-
tions/minorations appliquées a la conséquence de la loi des grand nombres. Mais nous alons commenter |a
signification des différentes propriétés des ensembles conjointenement ou simplement typiques. (Par opposi-
tion a I’ ensemble conjointement typique, nous appelons ensemble simplement typique I’ ensemble des couples
(X", Y") telsque| — log P(X",Y") — H(X,V)| <€)

Lafigure[@.6 montre graphiquement comment | es sequences conjointement typiques se placent en fonction des
espaces d’ entrée et de sortie. Sur cette figure, lesronds creux représentent I’ ensembl e de séquences conj ointement
typiques et les ronds pleins sur I axe vertical (resp. horizontal) les ensembles des sequences (typiques) d’ entrée
(resp. de sortie) qui leur correspondent. Lafigureillustretrois différentes configurationsen fonction delaquantité
d’information mutuelle entre symboles d’ entrée et de sortie.

Notons que la projection des séquences conjointement typiques sur les espaces d' entrée ou de sortie converge
vers les sequences typiques de cet espace. Cependant, le nombre total de sequences conjointement typiques est
en général inférieur au produit du nombre de séquences d’ entrée typiques par le nombre de séquences typiques
de sortie (voir figures[0.6). L' exception qui confirme cette regle se produit lorsque les séquences d entrée et de
sortie sont indépendantes.

Les deux premiéres propriétés de I’ ensembl e conjointement typique montrent que malgré le fait que celui-ci
soit en principe plus petit que I’ ensemble simplement typique, il continue néanmoins a contenir presgue toute la
probabilité, et reste du point de vue cardinalité comparable al’ ensemble simplement typique. Cela veut dire que
I'gjout des contraintes sur la typicalité des probabilités marginales ne modifie pas les propriétés fondamentales
del’ensemble A"

La troisieme condition est plus difficile a interpréter, mais ' est réellement elle qui caractérise la typicalité
conjointe. Ellemontrequesi I(X,Y) est strictement positive, et lorsgu’ on s’ intéresse & des messages longs, alors
la probabilité que certaines combinaisons d’ entrées et de sorties appartiennent a cet ensemble tend rapidement
vers zéro. 1l s'agit des paires dont les entrées et les sorties sont distribuées selon les lois marginales P(X' ") et
P(Y™) mais dont la partie sortie est choisie de fagon indépendante de |a partie entrée.

Detelles paires sont évidemment avec une grande probabilité marginal ement typiques. Donc, laprobabilité de
trouver dans I’ ensembl e conjoi ntement typique une séquence qui ne soit pas typique par rapport a P(X, Y), tout
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en restant marginalement typique sur X’ et ), tend vers zéro lorsque n tend vers|’infini. Notons que dans le cas
ou I(X,Y) = 0, ces séguences sont évidemment conjointement typiques, puisque dans ce cas P(X ™) P(Y") =
P(x™,Y™). Dans ce cas, latroisiéme condition n’ apporte rien de plus.

Lestrois conditions peuvent donc s'interpréter en disant que latypicalité smplede P(X ™, Y™) est nécessaire
et suffisante alatypicalité marginalede P(X™) et P(Y™), et donc aussi alatypicalité conjointede P(X ™, Y™).
D’ autre part, lorsque on s’ intéresse a des message longs, ceux-ci ont de tres fortes chances d’ &tre conjointement
typiques.

Suggestion : montrer que la probabilité conditionnelle pour que (X ™, Y™) soient conjointement typigques
sachant que X (resp. Y") est typique, peut &re majorée par 1 — €', ol ¢’ peut &tre rendu arbitrairement petit
en prenant n. suffisasmment grand.

9.2.4 Second théoreme de Shannon

Nous sommes miirs pour nous lancer dans la démonstration du second théoreme de Shannon, qui est formulé, en
termes des notionsintroduites auparavant, comme sulit :

Second théoréme de Shannon : codage de canal. Touslesdébits R telsque R < C sont réalisables
(condition suffisante). Réciproquement, si un débit est réalisable, ona R < C' (condition nécessaire).
9.2.4.1 Preuve de la condition suffisante de réalisabilité.

La démonstration que nous alons fournir est assez proche de celle que Shannon esquissa dans ces travaux
originaux. La différence essentielle, qui rend la preuve plus smple, résideici dans laregle de décodage utilisée
dansla preuve : nous utilisons e decodage par énumération des ensembl es typiques, alors que Shannon utilisale
décodage au maximum de vraisemblance.

Ladémonstration se decompose en trois étapes : (i) construction de codes aléatoires; (i) analyse et majoration
dela probabilité d’ erreur moyenne des codes aléatoires; (iii) sélection de bons codes parmi les codes aléatoires.

Construction de codes aléatoires ([2"%],n) pour R < C. Le procédé est le suivant (données :
alphabets d’ entrée et de sortie, matrice de transition) :

1. choix arbitrairede P(X) et calcul de I(X; Y);
2. choix quelconquede R < I(X;Y) etcacul de M = [2"E];

3. construction de la table de code par M x n tirages aéatoires successifs et indépendants de X (i) selon la
loi P(X), nous noteronslatable de code par C qui peut s écrire

Xi(1)  Xa(1)  -e- Xa(1)
Xi(M)  Xo(M) .-+ Xp(M)
La probabilité de choisir une table de code particuliére est donc
M n
pe) =[] [T P(x = Xi(w)). (9.42)

w=11i=1
Le systeme de communication est ensuite mis en route de la maniére suivante
1. Choix du code C, comme décrit ci-dessus.

2. Lesencodeurs et décodeurs recoivent connaissance du code et de la matrice de probabilités de transition du
canal P(Y|X). Ledécodeur construit pour chague ligne de latable de code une table de messages de sortie
qui regroupe toutes les suites Y™ conjointement typi ques avec cette entrée.

3. Unmessage W est choisi selon ladistribution uniforme P(W = w) = M ~Y,YVw = 1,..., M.
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4. Lew—ememot de code X "(w) est lu danslatable et envoyé sur le canal.
5. Lemessage est déformésur lecanal, il ensort unesuiteY ™ distribuée selonlaloi conditionnelle P(Y | X ™ (w)).

6. Le décodeur devine quelle séquence fut envoyée au moyen du procédé de recherche exhaustive suivant : il
parcourt les M tables des messages conjointement typiques avec les M mots de code d’ entrée, et identifie
les mots d'entrée qui comportent dans leur table la sequencerecue Y ™ : s le résultat est une liste vide il
déclare forfait et renvoie W = 0 (une erreur o emblée); si laliste ne comporte qu’' un seul indiceil retourne
celui-ci commeindice estimée W; si laliste comporte plusieursindicesil déclare encore une erreur d’emblée
et renvoie W = 0.

7. Lemot W est comparéa W et une erreur est comptabilisée si les deux ne sont pas identiques. Notons qur'il
y adonc erreur si, et seulement si, I'une au moins des deux conditions suivantes est réalisée : le message
envoyé N’ est pas conjointement typique avec la sortie, ou s'il existe au moins un mot de code erroné qui est
conjointement typique avec la sortie.

Majoration de la moyenne des probabilités d’erreur (moyenne algébrique) des codes aléatoires.
Au lieu de calculer la probabilité d’erreur moyenne (algébrique) d’un code particulier, nous alons calculer
I’ espérance mathématique de cette grandeur pour une distribution aléatoire de codes sélectionnés comme ci-
dessus. L'avantage de ce procédé est de symétriser et donc de smplifier grandement les calculs. Une fois que
nous aurons trouvé une borne supérieure de cette moyenne, nous pourronsalors en déduire qu'’il existe forcément
des codes dont la probabilité d’ erreur est inférieure a cette borne et nous aurons donc, gratuitement, la preuve
d’ existence de codes acceptables du point de vue probabilité d’ erreur moyenne alg ébrique. Nous verrons aors
gu'il est possible d’ en déduirel’ existence de codes dont la probabilité d' erreur maximal e est arbitrairement petite.

Dans ce qui suit nous allons désigner par E |'événement W # W. On a donc, en désignant par C un code

quelconque et par P(FE) I’espérance mathématique de la probabilité d’erreur moyenne algébrique des codes
aléatoires

P(E) = Y P(C)PM™(C) (9.43)
‘ M
= Y PCM D 2(C) (9.44)
C o w=1
= MY D POMO), (9.45)
w=1 C

mais comme |es codes sont générés aléatoirement, lasomme Y . P(C) A, (C) ne dépend pas en fait du choix du
mot w, et nous pouvons dés lors supposer, sans perte de généralité, que le message W = 1 fut envoyé. Nous
poursuivons donc notre raisonnement sous cette hypothése: ona

M
P(E)=M "> > PC)A(C) =) P(C)M(C) = P(EIW =1). (9.46)
C

w=1 C

Définissons alors les événements suivants
E; = {(X"(i),Y") € AW}, Vi< M, (9.47)

c' est-a-direl’ événement “le i—eme mot de code est conjointenement typique avec lasortie”. Un erreur se produit
donc s soit = F; soit B> U E3 U ... U Ey seréadisent. En d' autres termes

M
P(E|W =1) = P(~Ey UE, UFE3U...UEy) < P(=E1) + Y _ P(E)). (9.48)

=2
Mais, le theoréme AEP implique, d’ une part, que P(—E;) — 0 et donc pour n suffisamment grand on a

P(=E;) <e. (9.49)
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D’ autre part, puisque les mots de code ont &té générésindépendamment (mais selon une mémeloi marginale), les
X"™(i),7 # 1 sont indépendantes de X " (1), et donc également de lasortie Y ™. Mais, les X" (i) sont distribués
selonlamémeloi marginaleque X ™ (1). Donc laprobabilité pour quel’ un de ces mots de code soit conjointement
typiqueavec Y™ est bornée par 2~ ((X:¥)=3€) (propriété no 3 du théoréme AEP conjoint).

Par conséquent, en substituant ces deux bornes dans ([8.48), on trouve que

M
P(E)=P(E|W =1) <e+ » 2 nI(X¥)=39 (9.50)
=2
Ou encore
P(E) < e+ (M — 1)27 I(X:))=3¢) o ¢ 4 g n{I(X3Y)=R-3¢) (9.51)

puisque M = [2"F] entraineque M — 1 < 2%,
Alors, pour autant autant que I(X'; Y) — R > 3¢ |’exposant du deuxieme terme sera strictement négatif. Par
conséquent, en choississant R < I(X;Y) — 3¢ et n suffisamment grand, on peut rendre P(E) < 2e.

Sélection de bons codes. Pour terminer la preuve, il faut encore effectuer une série de raffinements qui
visent a choisir un code correctement :

1. Soit P*(X) ladistribution de probabilité qui maximise I(X'; )) et donc qui satisfait 7(X;Y) = C. Alors
en utilisant cette distribution de probabilité nous pouvons remplacer I(X'; V) par C donnant la condition
R < C — 3¢, qui est équivalentea R < C.

2. Débarrassons nous enstite de la moyenne sur toutes les tables de code. Puisque P(E) < 2¢ en moyenne
sur tous les codes, il existe au moins un code aléatoire, disons C * tel que Pe(") (C*) < 2¢. Pour le trouver,
il suffirait d’énumérer tous les codes possibles de fagon exhaustive jusgu’a en trouver un qui réponde au
critére.

3. Nous avons donc montré I’ existence d’'un bon code du point de vue de la probabilité d' erreur moyenne
algébrique. Montrons comment en déduire un code bon du point de vue de la probabilité d’ erreur maximale.
Enlevons de la table de ce code la moitié la plus mauvaise des mots de code, du point de vue de leur prob-
ahilité d erreur. Les mots restant auront alors une probabilité d’ erreur ) ;(C*) < 4e, car sinon la probabilité
d erreur moyenne du code ne pourrait étre inférieure a 2e. Nous avons maintenant un code de longueur
2"E-1 g erreur maximale < 4e.

En d autre termes, en prenant R’ < C' — % il est possible de s'arranger pour obtenir un code dont la probabilité
d erreur maximale est arbitrairement petite. En prenant n suffisamment grand on peut donc s approcher arbi-
trairement pres de C, tout en rendant arbitrairement petite la probabilité d’ erreur maximale. Cela prouve donc
bien I’ atteignabilite VR < C. O

9.2.4.2 Inégalité de Fano et réciproque du second théoréme.

Avant de prouver la réciproque du second théoreme de Shannon, nous allons d’abord démontrer quelques
inégalités remarquables qui nous seront utilesici, et qui présentent également un intérét général .

Inégalité de Fano. Soient X' et ) deux variables aéatoires discretes, et supposons que nous souhaitions
deviner la valeur de X connaissant Y. En d autres termes nous cherchons une fonction ¢g(Y) telle que P, =
P(g(Y) # X) soit laplusfaible possible, éventuellement nulle. L’ inégalité de Fano fournit unerelation entre P,
et I’entropie conditionnelle H(X|)) :

Hy(P,) + P.log(|X| — 1) > H(X[Y). (952)

Pour établir cette inégalité, remarquons d’ abord que si X' est une fonction de ) on peut évidemment estimer
X al’aide de cette fonction sans erreurs. Dans ce cas on a évidemment P, = 0. Cette situation est équivalente a
H(X|Y) =0. Onadonc H(X|Y) = 0 = P, = 0. Essayonsaorsderelier P, & H(X|Y) lorsque celle-ci est
non-nulle.

Soit g(Y') une fonction quelconquede Y; dors X «» Y « g(Y) forme une chaine de Markov. Calculons
la probabilité d erreur P, = P(g()) # X). Désignons par £ une variable aléatoire indicatrice de I’ erreur, i.e.
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E =1-4,4v),x. Onadonc, P. = P(£ = 1), et par consequent H(£) = Hz(P.) = —(P.log P. + (1 —
Pe) IOg(l - Pe))'
D’ autre part, puisque E est unefonctionde X etdeY ona H(E|X,Y) = 0.

Par ailleurs
H(X|E,Y) = (1-P)H(X|Y,E =0)+ P.H(X|Y,E =1). (9.53)

Mais lorsque £ = 0 on connaiit X (pas d' erreur), et le premier terme de (8.53) est donc nul. D’ autre part, lorque
& = 1 on peut exclure une valeur possible pour X (celle devinée par g(Y)), il ne reste donc plus que |X| — 1
valeurs possibles pour X et |’ entropie conditionnelle H (X|), £ = 1) est majorée par log(|X'| — 1). Donc

H(X|E,Y) < P, log(|X] — 1). (9.54)
Developponsalors H (&, X|)) de deux fagons différentes

H(E X)) = H(X|Y)+H(EX,D) (9.55)
H(EY) + H(XIE,D) (9.56)

puisque H (£|X,Y) = 0 on en déduit que

HX|\Y)=H(E|Y)+ H(X|E,Y) (9.57)

et en y substituant les inégalités
H(EY) < H(E) = Ha(R.), (9.58)
H(X|E,Y) < P.log(|X|-1) (9.59)

€t en réarrangeant on obtient I'inégalité de Fano
Hy(P.) + Pelog(|X| — 1) > H(X|Y). (9.60)

Notons que P, = 0 impliquebien H (X|)) = 0 comme suggéré par I’intuition.

L’inégalité de Fano (9.60) peut &tre affaiblie en remplagant H»(P.) par 1 (sa borne supérieure), et (|X'| — 1)
par |X|, pour donner
HX)Y) -1

. 9.61

Inégalité de Fano pour le canal discret sans mémoire. Nous supposons que les indices d' entrée
W e W = {1,2,...,[2"%]} de latable de code C sont distribués de fagon uniforme, de telle fagon que la

probabilité d’erreur P, de décodage soit égale a la moyenne arithmétique Pe(”) . Nous cherchons a deviner W a
I’aide d’ une fonction quelconque W = g(Y ™). On aaors latranscription suivante de I’ inégalité de Fano.

Pour un canal discret sans mémoire de table de code C et dont les messages d’ entr ée sont uniforméement
distribués, et utilisant une fonction de decodage W = ¢(Y™) quelconque, on a nécessairement

HW|Y") <1+ P™nR. (9.62)

Celarésulte directement de (9:60), en tenant compte du fait que H(PL™) < 1 et que [2"E] — 1 < 2nR,
Commeon ad autre part, H(X™(W)|Y"™) < H(W|Y™) on en déduit que

HX"(W)|Y") <1+ P™nR. (9.63)

Capacité du canal étendu. Soient X" des chaines d’ entrée d'un canal discret sans mémoire, V" les
sorties correspondantes, et P(X'™) une distribution de probabilité quelconque des entr ées. Alors

I(X™"Y") <nC (9.64)
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ou C' désigne la capacité en information du canal.

En d autres termes la capacité de I’ extension d’ordre n du canal (notons la C' ™) vérifie C™ < nC, puisque
' est le maximum du membre de gauche de (8.64). Comme, d’ autre part, il est possible de trouver P(X' ") tels
que I(X™; Y™) = nC (on peut prendre les X; indépendants et distribuées selon laloi qui réalise C), ona

C" =nC, (9.65)

ce qui est assez rassurant.
Ladémonstration de (9:64) est assez immédiate. On a

&myn) = HQ")-HQY"AX") (9.66)
= H(yn)—ZH(%Wl,yz,.--,yi—th) (9.67)
=1
= HQY") =Y HYiX) (9.68)
=1
< S CHQY) - HYX) (9.69)
=1 =1
= ) I(X;)) (9.70)
i=1
< nC, (9.71)

ol le passage de (9.66) & (9.67) résulte de |’ application de larégle de chainage des entropies, le passage de (0.67)
a(9.68) provient de la définition du canal sans mémoire, le passage de ([9.68) a (8.69) tient compte du fait que les

entropies conjointes sont i nférieures ou égales ala somme des entropies marginales, et enfin le passage de (0.70)
a(9.71) par application de la définition de la capacité (C > I(X;;Y;)). O

Réciproque du second théoréme. N importe quelle sequence de codes ([277],n) telle que A(™) — 0
doit avoir R < C.

Démonstration. Notonstout d'abordque (™ — 0 = PE(”) — 0. Supposonsdonnéelafonctiond’ encodage
quelconque X ™(W') qui choisit une sequence d’ entrée pour un indice d’ entrée donné. Supposonsque W soit dis-
tribuée uniformément (elle prend [2 "] valeurs possibles).

On peut donc supposer que les entrées sont distribuées uniformément. On a

nR <log[2""] = H(W)=HW|Y")+I(W;Y") (9.72)
< HWIY?) + I(X"(W); 9™ (9.73)
< 1+ Pe(”)nR +nC, (9.74)

qui est justifié par les deux inégalités (0.62) et (9.64), et le principe de non-création d’information. En divisant
par n on obtient

ngmR+1+a (9.75)
n

et en faisant tendren vers!’infini onafindement R < C. O
On peut aussi réécrire sous laforme
C 1

P >1_Z - 9.76
e 2l g (9.76)

oo)

ce qui donne asymptotiquement R > C' = P > 0. Par conséquent, s R > C et pour n suffisamment grand
tout codefinit par avoir une erreur strictement positive. Celaimpligque que tout code (méme pour n fini) doit avoir

une erreur strictement positive, car s'il existait un code parfait ([27%],n) tel que P =, pour une valeur finie
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de n, aors on peut construire par simple concaténation de celui-ci autant de codes parfaits pour des valeurs de
n' = kn auss grandes que souhaitées, tels que (™) = 0.

Cette propriété est parfois appelée lar éciproque faible du second théoréme. |1 est en effet possible de montrer
une réciproque forte qui dit quelorsque R > C, adors Pe(”) — 1 exponentiellement vite.

La capacité est donc un point de bifurcation trés clair : en dessous on peut faire tendre P™ vers0, avitesse
exponentielle, au-dessus on a beau faire tout ce qu’ on veut, elle tendra exponentiellement vers 1.
9.2.5 De I'égalité dans la réciproque

Examinons sous quelles conditions on peut atteindre la capacité avec une probabilité d’ erreur nulle.
On peut répéter les différentes étapes ci-dessus :

nR = H(W) (9.77)
L HX"W) (9.78)
= HX"[Y") +I(x™ ") (9.79)
< [(X™ YY) = H(Y™) — HY™AX™) (9.80)

Ila
M:

HY:) =Y HYil%) (9.81)
i=1

i=1

<
I

I(X5)5) (9.82)

Il

Il
A

(3

= nC, (9.83)

ol on peut toujours s arranger pour (@) soit possible, et, (b) est permisacondition que tous les mots de code soient
distincts, (c) est permiscar H(X™|Y") =0si Pe(") = 0, le passage a (d) est possible si les); sont indépendants,
et enfin le dernier passage est possible en choisissant les X; distribués de fagon identique selon laloi qui réalise
C.

On voit donc que les entrées doivent étre codées de maniere a ce que les )Y ; aient I'air indépendants et dis-
tribuées de fagon identique selon laloi induite par celle qui réalise la capacité :

P*(Y) =Y P*(X)P(Y|X). (9.84)
X

9.2.6 Généralisation

Il est possible d'éendre la notion de capacité au cas du canal causal de mémoire finie, nourri par une source
stationnaire et ergodique.

Les variables aléatoires X ™, Y™ sont aors stationnaires et ergodiques ce qui donne d'une part un sens a la
définition de la quantité d’' information mutuelle et & la capacité (stationnarité), par passage a lalimite et division
par n des entropies de suites finies.

D’ autre part, comme les théorémes AEP restent essentiellement applicables aux processus stationnaires et er-
godiqueson peut espérer que les rai sonnements effectués ci-dessus restent applicables, et donc |e second théoreme
de Shannon également.

Nous verrons aux cours de séances d’ exercices que I'introduction d’' une mémoire (finie) au niveau du canal
conduit aune augmentation de sacapacité. Celaréduit en effet I’ équivocationalasortie du canal, les perturbations
aléatoires aux symboles successifs étant corrélées, et donc moins “efficaces’ en entropie.

9.3 CONSTRUCTION DE BONS CODES DE CANAL

Les codes tels que ceux que nous avons Vus ci-dessus, qui consistent a attribuer des blocs isolés de symboles de
canal a des messages, sont appelés codes en blocs. Nous verrons au chapitre [T5 qu'il existe également d’ autres
types de codes qui superposent (codes convolutionnels) ou entrelacent (codes entrelacés) les séquences de sym-
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w X (W, Y1) Y; w
—= Encodeur Cana Décodeur —=

feedback

Figure 9.7.  Canal discret sans mémoire avec feedback

S(t)

1 5 10 n t

Figure 9.8.  Représentation de messages par des signaux temporels discrets

boles relatives a des messages successifs. Pour e moment discutons un peu de la quéte aux bons codes en blocs,
provoquée par la publication du second théoreme de Shannon.

Il est clair quelaméthode utilisée ci-dessus pour demontrer |’ atteignabilité pourrait permettre de construire des
codes. |l suffirait en effet de construire une série de codes aléatoires, jusqu’ aen trouver un qui ait une probabilité
d erreur suffisamment faible, en répétant |’ opération pour des valeurs croissantes de n. Le probleme de cette
méthode est qu’on a de fortes chances d’ aboutir a des longueurs de blocs tres grandes, et donc a des tables de
code de taille encore plus grande (€elle croit exponentiellement avec la longueur des blocs). Ces tables seront
difficiles & décoder car de structure quelconqgue (en fait aléatoire) : il faudrarecourir a une recherche exhaustive
pour identifier le mot d’ entrée de vraisemblance maximale. Une améioration des performances se payera donc
par une augmentation tres significative des temps de cal culs au décodage.

Il ne faut donc pas s é&onner que depuis la publication de Shannon en 1948, de nombreux chercheurs se
soient penchés sur la construction de codes correcteurs d' erreurs qui sont faciles a encoder/décoder. Depuis
lors, de trés nombreux codes ont été développés, mais les taux asymptotiques de ces codes ne s’ approchent pas
encore de la capacité. Nous en verrons quel ques exemples dans le chapitre [I5, ou nous nous intéresserons plus
particulierement aux aspects d'implémentation des al gorithmes d’ encodage/décodage.

9.4 CAPACITE DE FEEDBACK

Lafigure.4 montre un schémade communication avec feedback. Ici le symbole X ; envoyésur le canal lorsgu’ on
veut transmettre un message W est une fonction X ;(W, Y#~1) du message et des symboles précédemment regus.
Ce type de fonctionnement a comme cas particulier le mode étudié précédemment. |1 doit donc étre possible de
faire au moins aussi bien. La question qui vient &’ esprit est de savoir si on peut faire mieux. La réponse que
nous donnons sans démonstration est (mal heureusement) négative.

9.5 INTERPRETATION GEOMETRIQUE DU CODAGE DE CANAL

Nous allons faire une anal ogie entre | es messages considérés en théorie de I information et les signaux temporels
(en temps discret). Nous supposerons que les valeurs prises a chaque instant pour un tel signal appartiennent
également & un ensemble discret, disons {1,2,..., M}. Nous supposerons que le bruit est additif dans notre
exemple, c'est-&direque Y = X + Z, ou Z est une variable aléatoire qui représentele bruit.

La figure 0.8 montre deux signaux d’ entrée, et les deux signaux de sortie qui en résultent apres déformation
par le bruit, qui est ici supposé sans mémoire.
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(a) Trop peu de messages R < C (b) Trop de messages R > C
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5(2) 5(2)
(c) Bruit pluséleve: R > Cy < C4 (d) Bruit corrélé dansletemps : Cs > C1
Figure 9.9.  Représentation des signaux sous forme géométrique

On voit que le bruit crée autour des signaux d’ entrée une zone d' incertitude al’ intérieur desquelles les sorties
qui lui correspondent peuvent se trouver. En d'autres mots, si nous nous représentons les signaux d’ entrée et
de sortie comme des vecteurs d'un espace a n dimensions, le bruit a pour effet de distribuer les signaux de
sortie dans un certain voisinage du signal d’entrée. L’ hypothese d' additivité que nous avons supposée ci-dessus
(§814), revient alors a dire que la forme de ces voisinages ne dépend pas de la localisation du point d’ entrée.
Si nous supposons de plus que le bruit est blanc (¢'est-a-dire que sa distribution de probabilités a I’instant ¢
est indépendante de ¢ et du bruit aux instants précédents), cela veut dire que les voisinages ont une géomeétrie
isotrope, ¢’ est-a-dire identique dans toutes les directions de I’ espace.

On voit intuitivement que pour un niveau de bruit donné, les signaux de sortie seront d’ autant plus faciles a
reconnaitre, que les signaux d’ entrée sont différents, ¢’ est-a-dire d’ autant plus que la “distance” entre les points
correspondants est grande. De méme, pour une configuration donnée des signaux d’ entrée, le décodage sera
d autant moins facile que la taille du voisinage induit par le bruit est élevée, autrement dit que I’ entropie H(2)
delavariable de bruit est &evée, qui dansle cas du bruit additif est égale al’ equivocation H (Y| X). Lafigure
illustre quelques configurations possibles, ol nous avons supposé que le nombre de valeurs possibles était trés
grand, et avons assimilé, pour les besoins de la cause, I’ espace des signaux aune partiede R? (en ne représentant
que les deux premiers symboles émis par la source). Sur cette figure, les points noirs représentent les signaux
d’entrée, et les régions en gris représentent les voisinages de sortie qui y sont induits par le bruit. 1l s'agit de
I’ ensembl e des messages conj ointement typiques avec |’ entrée correspondante.

Les différentes configurations entrée/sortie de la figure mettent bien en évidence la problématique du
codage de canal. Par exemple, les figures[9.9(a,b) montrent qu'il est possible de décoder |es sorties correctement
acondition quelesvoisinagesinduits par le bruit ne se recouvrent pas. Pour le niveau de bruit desfigures 0.9(a,b),
il est certainement possible de faire passer plus que 4 messages sur ce canal, et moins de 16. Les figures 0.9(c)
montrel’ influence d’ une augmentation du niveau de bruit (qui se traduit par uneréduction delacapacité du canal).
Enfin, la figure[@.9(d) montre ce qui passe lorsque le bruit aux différents instants est corrélé (c'est-a-dire que le
canal est a mémoire) : pour des distributions marginales identiques, la corrélation (i.e. la mémoire) se traduit
par une réduction du volume des voisinages, donc par une augmentation de la capacité. Signalons également que
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dans le cas plus général ou le bruit n'est pas indépendant des symboles d’ entrée, la forme des voisinage serait
variable d’un point al’ autre de I’ espace des signaux.

Enfin, que devient le théoreme AEP conjoint dans cette représentation ? Ce théoreme dit que lorsque la
dimension de I’ espace croit, le volume des voisinages induits par le bruit décroit en relatif par rapport au volume
complet disponible de I’ espace des signaux, et ceci a une vitesse exponentielle. |l est alors possible de placer
des signaux d’entrée en nombre croissant de fagon exponentielle, sans que les voisinages ne se recouvrent, a
condition que le taux de croissance R ne dépasse pas la capacité du signal. Si par contre, le taux de croissance
du nombre de signauix d' entrée est supérieur (méme légérement), les voisinages vont de plus en plus encombrer
I’ espace, pour finir par se couvrir compléetement.

Nous aurons |’ occasion de revenir sur cette interprétation géométrique au chapitre suivant lorsque nous par-
lerons des canaux continus.

9.6 SYNTHESE : CODAGE CONJOINT SOURCE ET CANAL

Il est temps maintenant de combiner les deux principaux résultats obtenus pour le paradigme de Shannon : (i)
compression de données (m = R, < H); (ii) transmission de données (R, < C). Est-ce quelacondition H < C
est nécessaire et suffisante pour permettre la transmission sans erreurs sur un canal des symboles émis par une
source ?

Par exemple, considérons |’ envoi de son digital au moyen d'un canal discret et sans mémoire. On pourrait
construire un code pour transformer la suite d’ échantillons sonores directement en suite de symboles d’ entrée du
canal, ou bien nous pouvons d'abord comprimer cette suite en une représentation plus compacte, puis envoyer
celle-ci sur le canal au moyen d’un code adéquat. |l n’est pas évident, a priori, que nous ne perdons pas en
efficacité en utilisant la méthode en deux étapes, puisque la compression de données ne fait pas référence aux
propriétés du canal, et que le code canal ne prend pas en compte la distribution de la source.

Nous allons montrer dans cette derniéere section que cette méthode en deux étapes est aussi bonne que toute
autre méthode de transmission d' information sur un canal bruité. Laconséquence pratique treésimportante est que
NOUS pouvons concevoir le systeme de transmission (canal + encodeur/décodeur) indépendamment des propriétés
des sources qui utiliseront celui-ci. D’autre part, nous pouvons développer un code approprié pour une source
quelconque, sans nous préoccuper des propriétés du canal qui sera utilisé ultérieurement (Ile méme algorithme de
compression pourraétre utilisé, que ce soit pour stocker des données sur un disque, ou que ce soit pour les envoyer
sur Internet). Comme les systémes digitaux utilisent pratiquement exclusivement la représentation binaire, il n'y
a pas en pratique de nécessité de conversion d’ alphabet.

Le fait que la méthode en deux étapes optimales soit en principe auss bonne que n’importe quelle méthode
en une seule étape semble tellement évident qu’il est bon de souligner qu’il existe des situations ou ce n’ est pas
le cas. Aing, il y ades exemples de canaux a utilisateurs multiples ot la décomposition conduit a une certaine
sous-optimalité.

Plus intuitivement, bien souvent les caractéristiques des sources (leur redondance) est en fait parfaitement
adaptée et permettent de corriger un grand nombre d’ erreurs de transmission. Par exemple, si nous considérons
la langue (francaise ou anglaise) écrite, nous pouvons envoyer des message écrits sur un canal hautement bruité
tout en étant capable de détecter et de corriger les erreurs, grace a notre connaissance de lalangue. Un code op-
timal pour lalangue serait évidemment nettement plus compactﬁ, cependant I’ envoi de tels messages compressés
nécessiterait & son tour un code de canal tres efficace pour combattre le bruit. Etant donné la difficulté de trouver
de bons codes correcteurs d’ erreurs, il n’est pas certain que le rendement de |’ opération soit spectaculaire. Ces
situations, ou la structure de la source est en réalité adaptée aux caractéristiques du milieu physique utilisé pour
latransmission sont fréquentes.

Décrivons le schéma de communication que nous alons considérer pour notre discussion. Nous avons une
source S qui génére des symboles appartenant aun alphabet S = {S1, Ss, . .. S, }. Laseule autre hypothése que
nous fai sons est que | e processus al éatoire correspondant aux symboles émis par cette source obéit aux conditions
d applicabilité du théoreme AEP. Rappelons que les sources stationnaires sans mémoire, les sources de Markov
stationnaires, et en fait n’importe quel processus stationnaire et ergodique, répondent a ce critere. D’ autre part,
le codage par blocs a I’ entrée du canal sans mémoire et la transmission sur celui-ci préservent ces propriétés,

2Par exemple en utilisant des modéles markoviens d’ordre 100, on peut obtenir des facteurs de compression de I’ordre de 4 (environ
1bit/lettre).
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et par conséquent le processus a la sortie satisfait encore a I’ AEP, et de plus les entrées codées et sorties prises
conjointement satisfont al’ AEP conjoint.

Nous voulons envoyer lasuite de symbolesS™ = §1, Ss, - .., Sy, SUr le canal de telle maniére que le récepteur
puisse |a reconstruire. A cette fin, nous transformons la suite en un mot de code ' (S™) et I'envoyons sur le
canal. Le récepteur regarde la séquencerecue Y " et fait une devinette S™ = ¢g(Y™) de S™; il commet une erreur

s S # S™. Nous définissons la probabilité d’ erreursPe par

n A n n n n n n
PM=P(S"#8") =Y Y P(S")PY™MA™S™) (1 = Gg(yny,sn); (9.85)
n Sn
ou g(Y™) est lafonction de decodage et le dernier facteur comptabilise donc les casou il y aerreur de décodage.
Nous pouvons aors formuler le théoréme suivant.

Théoréme : codage source-canal. s 8§;1,8,,...,S, €st un processus stochastique discret et a valeurs
discretes qui a la propriété d’ équipartition asymptotique, alors il existe un code source-canal tel que Pe(”) =0
déslorsque H(S) < C.

Réciproquement, pour n’'importe quel processus stationnaire, st H(S) > C, il est impossible d'envoyer ce
processus sur le canal avec une probabilité d' erreurs arbitrairement petite.
Démonstration.
Atteignabilité : Nous alons utiliser le codage en deux étapes. Puisque le processus S répond a I’ AEP, on peut
prendre n suffisamment grand de telle maniére que presque toutes la probabilité soit concentrée sur I’ ensemble
typique A™ qui contiendra au maximum 27(H(5)+¢) messages de longueur n. Nous encodons seulement ces
messages, et associons un mot de code quelconque aux autres (qui seront donc décodés erronément). Puisqu’il
y a au plus 2"#(5)+€) messages, n(H + ¢) bits suffisent pour les identfier. Nous pouvons donc transmettre
I"identificateur avec une probabilité d' erreur inférieureace s

H(S) +e<C. (9.80)

L e récepteur reconstruit les messages orginaux S™ en énumérant leur ensemble typique. La probabilité d’ erreur
totale sera

P = P8, #8" (9.87)
= P(8, #8™S8" ¢ Al)(1 - P(A™))

+P(8S, # S™|S8™ € AMYP(AM) (9.88)

< e+te (9.89)

pour n suffisamment grand. Donc, si H(S) < C' il est possible de reconstruire les messages avec une probabilité
d erreur arbitrairement faible.

Réciproque : Nous voulons monter que Pe(") — 0 implique H(S) < C pour toute suite de paires de codes
canal-source::

X"(S") : 8" — A", (9.90)
g(Y™)y =8"(Y") : Y-S (9.91)
L' inégalité de Fano donne: A
H(S"|8™) <1+ P™nlog|S|. (9.92)
Par conséquent
a H(S™ H(S™Sn (S §n
H(S) < (57) _ H(S"&M) | 18" 87) (9.93)
n n n
b 1 1 ~
< E(1+Pe(")nlog|8|)+EI(S";S”) (9.94)
c 1 1
< E(1+Pe(")nlog|8|)+EI(X”;)J") (9.95)
d 1
< - P™1og|S| + C, (9.96)
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ou (a) résulte de la définition et de la monotonicité de I’ entropie d’ une source stationnaire, (b) est obtenu par
I’ application de |’ inégalité de Fano, (c) est dii a une doubl e application du principe de non-création d’ information
alachainedeMarkov 8™ <> X™ » Y™ + 8™, et (d) résulte de la propriété de la capacité du canal sans mémoire
étendu (@.64). En faisant n — oo, P{™ — 0 par hypotheése et donc

H(S) < C. (9.97)

Nous concluons que nous pouvons transmettre une source stationnaire et ergodique sur un canal sans mémoire,
si, et seulement si | entropie de cette source est inférieure a la capacité du canal .

Nous avons donc réuss a rejoindre les deux bouts : compression et correction d’ erreurs. Résumons les
guel ques points principaux de notre démarche.

m | esthéoremes AEP sont des conséquencesde laloi des grand nombres.

m | ethéoréme de compression de données est basé sur la typicalité des messages de sources : on peut limiter
son intérét a un petit ensemble (en nombre) de messages typiques, de probabilité proche de 1 (sataille vaut
2nH) On peut donc coder ces messages avec H bits par symbole.

m | ethéoréme detransmission de donnéesest basé sur I’ AEP conjoint; il utilise lefait que pour des longueurs
de blocs élevées la stquence de sortie du canal est tres probablement conjointement typique avec I entrée,
alors qu’ avec tout autre entrée possible il est conjointement typique avec une probabilité d’ environ 2 ~71,
On peut donc utiliser & peu pres 2™ mots de codes possibles tout en ayant une probabilité de confusion
négligesable.

= Enfin, le théoreme du codage source-canal montre que nous pouvons eff ectivement coder séparément source
et canal et combiner le résultat pour obtenir des performances optimales.

9.7 RESUME

Ce chapitre s'est consacré a I’ étude des limites de transmission de données sur canal bruité, couronnement des
travaux de Shannon.

Nous avons commencé par étudier la notion abstraite de canal discret, vu comme un systéme entrée/sortie
stochastique, ¢'est-a-dire un systéme ou les sorties sont reliées aux entrées par des distributions de probabilités
conditionnelles. Nous avons énuméré un certain nombre de propriétés mathématiques des canaux (causalité,
mémoire finie ou nulle, stationnarité, symétrie) et donné un certain nombre d’' exemples dont nous avons calculé
la capacité en information. Bien que ce modéle couvreen particulier le cas de canaux déterministes, ou larelation
entrée/sortie est fonctionnelle, nous ne nous sommes pas intéressés a ce cas particulier en tant que tel. Mais les
résultats établis dans e cas plus général restent évidemment applicables.

La seconde partie de ce chapitre a été consacrée a I’ &tude de la relation entre la capacité en information et le
débit maximum réalisabl e (asymptotiquement sans erreurs), ¢’ est-a-dire le nombre de messages distincts pouvant
étre transmis par utilisation du canal. Cette étude, effectuée pour le cas particulier du canal sans mémoire, nous
aconduit ala démonstration du second théoréme de Shannon, qui fournit une condition nécessaire et suffisante
de communication (sans erreur) sur un canal bruité. Cette démonstration repose essentiellement sur le codage
aléatoire, le théoreme AEP conjoint, et I'inégalité de Fano.

Nous avons terminé ce chapitre en montrant (codage source-canal) que la décomposition du paradigme de
Shannon en blocs normalisés était bien justifiée, puisque rien ne peut &tre gagné en effectuant un codage conjoint
source canal.

Nous avons, a |’ occasion, mentionné que ce théoréme se généralisait au cas des sources stationnaires et er-
godiques, et au cas des canaux causaux stationnaires et amémoirefinie. Voici donc une formulation de laversion
générale de ce théoréme:

1. Soient un canal stationnaire, causal de capacité en information ergodique C' (maximum de I’information
mutuelle entrée/sortie par symbole, pour une entrée ergodique) et de mémoaire finie m, et une source S
stationnaire et ergodique d’ entropie H(S) < C. Soite > 0.
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2. Pour n assez grand, il est possible de coder une suite S™ den symboles émise par la source en une suite de
symboles d’ entrée du canal de longueur n + m (ou m est la taille de la mémoire), telle que I’ observation
des suites correspondantes en sa sortie permette avec une probabilité 1 — ¢ de déterminer S™.

3. Il existe un codetel quel’ entropie de la source constituée par le décodeur connecté & la sortie du canal soit
arbitrairement proche de H (S).






10 CcANAL A BRUIT ADDITIF
GAUSSIEN

Nous avons jusqu’ici concentré notre attention sur les modé es purement discrets, & la fois du point de vue du
temps et des valeurs possibles émises par |es sources et canaux.

Le but de ce chapitre est de donner un apercu, nettement moins approfondi que dans les chapitres précédents,
de ce que lathéorie de I’ information peut apporter dans le cas continu. Cette généralisation comporte donc deux
aspectshiendistincts: d’'unepart, I’ utilisation d’ un a phabet continu (par exempleun intervalle de nombresréels),
d autre part la considération de signaux (aléatoires ou non) définis pour des valeurs continues du temps. En ce
qui concerne le premier aspect nous ferons appel alanotion d’ entropie différentielle, dg§a introduite au chapitre
[4. En ce qui concerne le temps continu, sa considération en toute généralité passerait par le développement de
la théorie des processus aéatoires, ce qui sort du cadre de ce cours introductif. Nous nous contenterons donc
d’introduire intuitivement la notion de processus aléatoire, puis Nous nous intéresserons aux cas particuliers ou
les signauix en temps continu peuvent étre représentés par un nombre fini d’ échantillons, ce qui nous raméneraau
cas du temps discret.

Nous avons vu a la fin du chapitre [ que les notions mathématiques d’ entropie et d'information mutuelle
peuvent, sous certaines conditions, &tre généralisées au cas de variables aléatoires continues. Qu'en est-il des
théoremes de compression et de transmission de données ?

En ce qui concerne la compression de données, nous avons vu que |’ entropie différentielle ne mesure plus la
quantité d’' information propre. Celle-ci devient en réalité infinie lorsqu’ on passe alalimite. Par conséquent, il ne
sera plus possible de discuter du codage de source en terme d'information fournie par celle-ci, qui seratoujours
infinie. Unethéorie appropriée pour &tudier le codage de sources continues devradonc tol érer des approximations,
ce qui implique la définition de criteres de fidélité. L'investigation de ce type de problemes constitue la th éorie
dela distorsion, qui éudie le codage de sources continues sous des contraintes de distorsion, en d’ autres termes
la représentation d’ une variable continue au moyen d’un nombre fini de mots de code. Cette théorie sera tres
brievement abordée dans la troisieme partie du cours.

Nous savons d' autre part que la notion d' information mutuelle conserve son sens habituel et les propriétés du
cas discret. Par conséquent, en ce qui concerne la transmission d’informations sur un canal continu, nous alons
voir qu'il est possible de généraliser le second théoreme de Shannon. Lerésultat essentiel de cette généralisation
est que la capacité du canal limité en puissance est finie déslors qu'il y a du bruit. Il n’est donc pas possible de
transmettre del’ information continue de fagon r éversible mémeal’ aide d’ un canal continu. Le canal continu peut
cependant servir alatransmission d’informationsdiscrétes de facon réversible, pour autant que la capacité ne soit
pas dépassée. Celaveut dire qu'il est possible de représenter un nombre donné de signaux discrets par un nombre
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équivalent de signaux continus, de les transmettre al’ aide d’un canal continu, et de décoder les signaux regus a
la sortie avec une probabilité d’ erreur arbitrairement petite. Nous étudierons essentiellement un seul modele de
canal, asavoir le canal abruit additif Gaussien, dont le traitement est alafois assez direct et qui revét un intérét
pratique important.

Avant d’entamer |’&ude du canal Gaussien nous alons introduire quelques notions de processus aléatoires
en temps continu, qui constituent la base pour définir un modele général de cana continu. Nous énoncerons
ensuite le theoreme AEP pour les v.a. continues et indiquerons quel ques propriétésimportantes de la distribution
Gaussienne. Nous verrons ensuite quelques modeles de canaux continus, et en particulier le modéele de base
du canal Gaussien (sans structure temporelle) ainsi que quelques modéles temporels qui en sont dérivés par
application du théoreme d’ échantillonnage que nous rappelons par ailleurs.

10.1 PROCESSUS ALEATOIRES EN TEMPS CONTINU

10.1.1 Définitions et discussion intuitive

Nous alons trés succinctement introduire la notion de processus al éatoire en temps continu, généralisation des
notions introduites au chapitre [ (§8.5). Avant tout insistons sur le fait que notre but ici est de donner une
compréhension intuitive de cette notion sans nous attarder sur son étude théorique, par ailleurs assez complexe.

La notion de processus aléatoire est un cas particulier de la notion de fonction aléatoire que nous définissons
d abord.

Fonction aléatoire. Soient un espace probabilisé (22, £, P), un ensemble 7, et un ensemble F. Alors, une
fonction aéatoire X (-, -) est unefonction & deux arguments définie comme suit

X(,) + TxQ—>F
(t,w) — X(t,w), (10.1)

ou ¢ est une variable variant dans un ensemble d'indices 7, et w est le résultat d’ une expérience aléatoire. Pour
tout ¢ lafonction doit &tre mesurable.

Notons qu’en principe les ensembles 7 et F peuvent étre quelconques. Par exemple, 7 peut représenter le
temps (continusi 7 = R, discret si 7 = N), une partie du plan (en traitement d’images), ou le produit cartésien
des deux (images video). D’autre part, F peut lui aussi étre quelconque, discret ou continu, mais NnoUs NOUs
intéresseronsici au seul casou F = R.

Une fonction aléatoire peut donc étre vue comme une famille de variables aléatoires & valeurs dans F indicées
part € T, c est-a-dire
X()={Xx(t,-) :teT} (10.2)
oules X (t,-) sont desv.a. classiques définies sur (2, £, P) avaeursdans F.
Si onfixelavaleur dew € ,

X(,w) (10.3)
devient simplement une fonction définie sur 7~ avaleursdans F. On parle der éalisation de lafonction aléataire,
ou encore de trajectoire du processus.

Pour unevaleur det € 7 nous noteronspar X (t) lavariable aléatoire X' (¢, -) définie sur 2. On parle de valeur
de lafonction aléatoire en .

Les fonctions aléatoires interviennent dans bon nombre de domaines. Citons |’ apprenti ssage automatique, qui
s'intéresse al’ approximation de familles de fonctions aléatoires, le traitement de signal statistique qui S intéresse
essentiellement a la modélisation de divers types de bruits et au filtrage de celui-ci, la prédiction de séries tem-
porelles, et plus généralement la théorie des systémes stochastiques.

Remarques. L'intérét d'étudier les fonctions aléatoires est évidemment de pouvoir modéliser les relations
(éventuellement non-déterministes) qui existent entre les valeurs de celles-ci pour différentes valeursde t.

On voit que lorsque 7 est un ensemble discret fini une fonction aléatoire est essentiellement la méme chose
gu’ un vecteur aléatoire. Lorsque 7 est infini dénombrableil s agit d’ une suite aéatoire.
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Processus aléatoires. On réserve |e terme de processus aléatoire (ou stochastique) au cas ou 7 représente
physiquement letemps (p.ex. 7 = R). On parleaussi de signal aléatoire, et, lorsque le temps est discret on utilise
le terme de série chronol ogique ou temporelle.

Pour I’ &tude théorique des processus al éatoires en temps continu et/ou avaleur réellesil est nécessaire de struc-
turer les ensembles de trajectoires X' (-, w) auxquelles on s'intéresse et/ou les ensembles de variables aléatoires
X (t,-). Celasefait en faisant appel a1’ analyse fonctionnelle, et notamment aux espaces de Hilbert, qui perme-
ttent de généraliser aux espaces de fonctions les notions de distance, de produit scalaire, de projection ... Nous
n’en dirons pas plusici, mais hous suggérons aux étudiants de bien garder en téte I’ anal ogie suivante

fonction de R dans R = vecteursdeR"™, n — oo
analogie dans laquelle une valeur du temps correspond a une des dimensionsde |’ espace R™.
Nous verrons ci-dessous que dans certains cas particuliers cette analogie tient d’ ailleurs au sens strict.

Exemples. Nousreprendronsatitreillustratif les exemples suivants parmi lesquels nous avons repris certains
de ceux utilisés par Shannon dans son article fondant |a théorie de I’ information. 11 montrent que dans certains
cas un processus al éatoire peut étre décrit explicitement par une famille de tragjectoires, dans d’ autres cas ce n' est
pas possible.

1. Unensemblefini defonctions f;(¢) de probabilités respectives p;. C'est typiquement un exemple de ce qui
Se passerait si on utilisait un canal continu pour “moduler” des messages discrets en nombre fini. Chaque
valeur de ¢ correspondrait alors a lI’un des messages discret, et f;(t) serait le signal correspondant envoyé
sur lecanal.

2. Un ensemble infini (mais de dimension finie) de fonctions définies au moyen d'un vecteur aléatoire de
densité de probabilité connue. Par exemple

fw(t) = Z w; sin(2mi ft) + wp4; cos(2mift)

=1
avec disons W ~ N2, (s, ) (lessymbole ~ est ainterpréter par “. .. est distribué selon lalai...”).

Les deux premiers exemples forment ce qu’ on appelle des processus “ quasi-déterministes’ : une connais-
sance réduite du passé d'une tragjectoire permet d’identifier le signal (la valeur de i, ou de w) et donc de
prédire tout le futur.

3. Soit ¢, une suite (disons finie) de valeurs dans 7 distribuées selon une certaine loi de probabilités, et f(-)
une fonction du temps, alors on peut définir V¢ la variable aléatoire

X(t) = f(t—t), (10.4)
k=1

ce qui définit bien un processus aléatoire. Ce type de processus permet de modéliser les bruitsimpulsionnels
rencontrés dans un certain nombre d’ applications. f(-) est alors une fonction qui réprésente la forme des
impulsions, et les t; représentent les instants d arrivée des impulsions.

4. Soit f(-) unefonction du temps et ) une variable aléatoireréelle. Alors, V¢ on peut définir lav.a.
X(t)=f(t)+D, (10.5)

qui est simplement lav.a. Y décentrée. Cet exemple fournit une illustration du fait qu’il n’est pas toujours
possible de visualiser un processus comme un ensemble probabilisé de fonctions “normales’. On peut
qualifier la v.a. de “bruit additif blanc” dans la mesure ou les valeurs du terme de bruit a des instants
différents sont indépendantes. Nous nous servirons de ce type de processus un peu plusloin.

10.1.2 Modélisation probabiliste de processus aléatoires

Usuellement, on décrit un processus aléatoire par une famille de distributions marginales de probabilités, obtenues
par projection sur un sous-ensemble fini de |’ axe temporel.
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Plus précisément, on appelle loi de probabilité fini-dimensionnelle du processus al’ ordre n, laloi du vecteur
aéatoire (X (t1), X (t2);..., X (t,))T donnée pour toute suite d’instants (¢1, t2, ... ,t,) € R".

Ensuite, on appelle loi temporelle d’ un processus aéatoire, I' ensemble de toutes les lois fini-dimensionnelles
du processus a tout ordre.

Par exemple, on dit qu’ un processus aléatoire est Gaussien, si toutes ses lois fini-dimensionnelles sont deslois
Gaussiennes. On déduit du fait que toute combinaison linéaire d' une loi Gaussienne est encore Gaussienne, que
latransformation d’ un processus Gaussien par un filtre (systeme) linéaire est encore Gaussien.

Un processus Gaussien peut &tre blanc ou non. 1l est blanc si toutes les lois fini-dimensionnelles sont des lois
Gaussiennes dont la matrice de variance-covariance est diagonale. Physiquement, cela veut dire que lavaleur du
processus a un instant donné est indépendante des valeurs a d’ autres instants, précédents ou ultérieurs.

10.1.3 Eléments de processus aléatoires

On appelle moyenne du processus aléatoire lafonction

mx(t) 2 E{X(t)}. (10.6)

Le processus est dit centrési samoyenne est nulle atout instant. Si X'(t) est un processus aléatoire non centré on
désignera par

Xc (t) X(t) —mx (t)a (107)

laversion centrée de ce processus.

On appelle fonction d’ autocovariance (parfois aussi appelée a mauvais escient fonction d’ autocorrélation) du
processus aléatoire la fonction de deux arguments

Rax(t1,t2) £ E{Xo(t1) Xe(t2)}. (108)
Cette fonction jouit des propriétés suivantes
1. Rxx(t,t) >0,
2. Rxx(ti,t2) = Rxx(ta2,t1),

3. |Rxx(t1,t2)|> < Rxx(t1,t1) Rxx(t2,t2) (inégalité de Schwarz).

Stationnarité. Un processus aléatoire est dit stationnaire au sens strict si laloi temporelle est invariante par
trand ation dans le temps.

On aen particulier dans ce cas les trois propriétés suivantes :
1. laloi de probabilitede X' (t) est indépendantede ¢.
2. mx(t) = m est constante,

3. Rxx(t1,t2) ne dépend que de la différence t; — t2 (comme en plus elle est symétrique elle ne dépend en
fait que du module |t — t2]).

On dit que le processus est stationnaire au sens large si

1. mx(t) = m est constante,
2. Rxx(t1,t2) nedépend quedeladifferencety —t2 = 7,

ce qui est évidemment une condition plus faible que la précédente.

Dans le cas des processus stationnaires (au sens strict ou large) on désigne la fonction d' autocovariance par
RXX (T) .
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Moments temporels et ergodicité. Dans cette section nous nous intéressons a une sous-classe des pro-
cessus stationnaires pour lesquels I’ information contenue dans une seule trajectoire est suffisante pour les carac-
tériser.

De fagon générale, pour une valeur de w, laréalisation X (-, w) est une fonction du temps, éventuellement trés
bizarre (considérer par exemple le cas du bruit blanc). Nous allons supposer que ces sighaux, quel que soit w,
sont de puissance moyennefinie, ¢’ est-a-dire que

1 (T 1 [T
ﬁ[TX(t,w)dtaﬁ[TX(t+T,w)X(t,w)dt (10.9)

sont finies et admettent des limites lorsque T — oo. Notons que ces quantités dépendent de w et sont par
conséquent des variables aléatoires.

On appelle moyenne temporelle la variable a éatoire

_ A 1 [T
Oy _%L%oﬁ[TX(t’w)dt’ (10.10)

et on appelle fonction d' autocovariance temporelle la variable aléatoire

— AL 1 [T _ —
Baa(r) 2 lim o [ (X4 mw) = B (X () — )t (10.11)
Si e processus est ergodique (voir chapitre[8) on montre que
Bx =mx ety y(T) = Rxx (7). (10.12)

Un cas particulier de signal ergodique est celui ou les variables al éatoires a des instants différents sont i.i.d.

Densité spectrale de puissance. Pour unsigna déterministe z(t), on appelle puissance

N >
P = lim —/ |z(t)|*dt. (10.13)

T—oc0 2T -T

Pour un processus ergodique, la quantité apparaissant dans le membre de droite n’ est pas aéatoire et est reliée a
lafonction d autocovariance par

P =Rxx(0) + |mal>. (10.14)
On étend, par convention, cette formule au cas des processus stationnaires non ergodiques.

En supposant que lafonction d’ autocovariance est de carré sommable, nous définissons la densité spectrale de
puissance d’ un processus stationnaire par

+ o0
Sex(f) £ Ry x(r)e~4mF7dr, (10.15)

— 00

c'est-a-direlatransformée de Fourier de R x x(7). Onadonc

Rax(r) 2 / +oo Sxx(f)e* ™7 df, (10.16)
et en particulier
VN
Rex(0) 2 [ Sux(H), (1047)
et par conséquent
+oo
P= / Sxx(f)df + mal”. (10.18)

Notons que si le processus est centré ces formules se simplifient &videmment.
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L es notions précédentes se traduisent aisément pour le cas du tempsdiscret (¢ = {...,-1,0,1,...}). Dansce
cas, R(7) ne seradéfinie qu’' aux instants discrets et |a densité spectrale de puissance devient

+oo
Sxx(f) =Y Rax(r)e 2™, (10.19)

qui est une fonction continue de f et périodique de période 1. La transformée inverse devient (on peut s'en
convaincre)

Rax(r) 2 [ Sxx(f)e?™df. (10.20)

On peut interpréter la densité spectrale de puissance de la maniére suivante. Soit

>

t
P & 1) avecdi() & [ X(rw)e 277 (1021)

Alors, V¢ > 0,V f, P;(f) est unevariable aléatoire fonction de ¢, par définition positive. On peut montrer que

lim E{P.(f)} = Sxx(f).

t——+oo

Il est important de remarquer que comme la fonction R x x(7) est paire sa transformée de Fourier est réelle.
Nous venons également de montrer que S x x(f) > 0,V f puisque ¢ est lalimite d’ une fonction positive. D’ autre
part, Rxx(7) atteint son maximum absolu en I'origine. En effet, montrons que V7 : Ry x(7) < Rxx(0).
D’ aprés|’'inégalité de Schwarz on a

|Rxx(t+7,t)> < Rxx(t + 7,t + T)Rxx(t, t),

Vi, 7. Onadonc
|[Rxx(7)]> < Rxx(0)Rxx(0)

ce qui implique (puisque que R x x(0) est non négatif)
Rxx(‘l') S Rxx((]).

O

10.1.4 Théoreme d’échantillonnage

Rappel ons que ce théoreme dii conjointement a Shannon et Nyquist est formulé de la maniére suivante.

Supposons qu’ une trajectoire X'(¢) d un processus (al éatoire ou non) soit limitée en fréquence. C' est-a-dire,
supposons que |l a transformée de Fourier de X (+)

F(f) = m X(r)e 2™ dr, (10.22)

— 00

existe et soit telle que
F(f) =0,Y|f] > fo, (10.23)

ou fo désignelalargeur de bande du signal (en H2).

Le théoreme d’ échantillonage dit que la fonction X (¢) est dans ces conditions compl etement déterminée par
des échantillons ]
(3

),Vi=—00,...,-2,-1,0,1,2, ..., +00.

Nous ne donnons qu’ une ébauche de la demonstration : F(-) peut-&re développée en série de Fourier de
période fondamentale [— fo, . . ., fo] €t les coefficients de ce développement sont entiérement déterminés par les
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échantillons de X'(-) aux instants sus-mentionnés. Ces coefficients déterminent donc la fonction F(-) et donc la
fonction X(-) par I'intermédiaire de la transformée de Fourier inverse.

Nous alons montrer que la fonction X' (-) peut en fait &tre reconstituée directement sans faire appel a cet
artifice. Considéronslafonction sinc(-) définie par

A sin(m)‘

sinc(z) (10.24)

Cettefonctionvaut 1ent = 0 et sinc(im) = 0,Vi # 0.

A partir de cette fonction on peut construire une base orthonormeée de signaux limités en fréguence dans la
bande [- fo, - - - , fo] coOmme suit :

bi(t) = \/2fo sinc (27rf0 (t - 2%)) Vi=...—2,-1,0,1,2,.... (10.25)

Cette base est orthonormée car
@050 = [ 6:00;0)01 = b (10.26
Les transformées de Fourier de ces fonctions sont constantes en module dans labande [— fo, . . ., fo] €t nulles en

dehors. D’autre part, lafonction ¢;(t) vaut v/2f, ent = ﬁ et est nulle aux instants ¢ = ;%,Vj # 1. Nous
appellerons dans la suite les ¢; “signaux de Shannon”.

Donc lafonction
n=-+oo X( n

377)

g(t) = On(t (10.27)
est évidemment identique a X' (¢) aux instants d’ échantillonnage. Comme cette fonction est une superposition de
fonctions a spectre limité dans une méme bande, €lle est aussi a spectre limité dans cette bande. Le théoreme
d’ échantillonnage garantit donc qu’elle doit &tre identiquea X' (¢), vt € R.

Discussion. Enlimitant lalargeur de bande d’ un signal, on réduit le nombre de degrés de liberté & un nombre
dénombrable. Pour que le signal puisse étre représenté par un vecteur de dimension finie, il faudrait qu’il soit
soit périodique, soit de durée limitée. Mais, il est bien connu, que la condition de bande limitée est incompatible
(au sens strict) avec la duréelimitée disonsa [0, T']. Un signal continu échantillonnable ne peut donc pas étre de
duréelimitée. D’ autre part, puisque laréponse impulsionnelle d’ un filtre & bande limitée est non-causale, il N’ est
pas non plus possible de réaliser exactement ce type de filtre en pratique.

Cependant, il est possible de définir 1a notion de fonction presque limitée en temps & [0, T'] et presque limitée
en fréguence & [0, fo], et il est possible de décrire ces fonctions & I’ aide d' une base de fonctions orthogonales
contenant apeu pres2T f, Eléments. |1 est donc possible de décrire cesfonctionsal’ aide de vecteursde dimension
finie 2T fy. Cette discussion suffit pour nous convaincre que les conditions de spectre limité et de durée limitée
ne sont pas si incompatibles que ¢ca, comme le suggere par ailleurs e bon sens physique.

D’autre part, alafin de ce chapitre, nous reviendrons sur |’ utilisation de signaux continus pour représenter des
suites de symboles, ¢’ est-a-direle castres fréquent en pratique ou on utilise un canal continu pour transmettre des
messages humériques en nombre a priori fini. Nous verronsqu'il est possible de se servir d’ espaces structurés de
signaux d’ entrée de dimension finie acet effet. En particulier, nous pouvons utiliser un nombrefini d’ échantillons
associés aux signaux de Shannon, ce qui donnera cependant lieu a des signaux de durée illimitée dans le temps
comme nous venons de le souligner.

Retenons pour le moment que certains types de signaux temporels peuvent étre représentés au moyen d'un
nombrefini devaleursréelles. Par conséquent, certainstypes de processus al éatoires peuvent aussi &tre représentés
par des vecteurs aléatoires en dimension finie.

10.2 ENTROPIES DIFFERENTIELLES DE V.A. CONTINUES ET AEP

Nous avons introduit, au chapitre 4} la notion d’ entropie différentielle d’ une v.a. continue par

Hayx) 2 = f log [px (z)] px (¢)dz, (10.28)
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écriture qui se généralisedirectement aux vecteursaléatoires, auquel casl’intégrale devient uneintégralemultiple.

Nous insistons sur deux hypothéses qui doivent &tre vérifiées (ce que nous supposerons implicitement étre le
cas danslasuite) : (i) les distributions de probabilités doivent &tre continues; (ii) I'intégrale qui définit H ; existe
effectivement.

10.2.1 Propriétés de H,; vis-a-vis de transformations linéaires

Considérons une v.a. vectorielle X et voyons comment son entropie est affectée par des transformations
linéaires.

10.2.1.1 Translation. Rappelonsques Y = a + X adors Hy(Y) = Hu(X); I'entropie différentielle est
invariante par rapport a une translation.

10.2.1.2 Produit par une matrice. D’autrepart,si Y = AX (ou A est unematricen x n non-singuliere),
onaHy(Y) =log|A|+ Hys(X), ou|A| désignelavaleur absolue du déterminant de la matrice A. Notons que
|A| =TT, [\i|, ou \; désignelai-eme valeur proprede A.

Il faut donc que la transformation soit non-singuliére pour que cette entropie soit finie. Si la transformation
tend vers une transformation singuliere, I’ entropie de Y tend vers —oo. On peut interpréter celaen disant qu’ une
transformation singuliére concentre le vecteur Y dans une région infiniment plus petite de |’ espace que celle
occupée par X. Notons que, puisque Y est une fonction de X', la quantité d’' information I (X', ) est infinie, et
en fait non-définie.

Ces deux propriétés peuvent étre démontrées en effectuant un changement de variables dans la définition de
I’entropie différentielle.

Suggestion : supposer que A = 21 et calculer la quantité d’information au moyen des formules I(X; Y) =
Hy(Y)-Hy(Y|X) et I(X;Y) = Hy(X)—Hy(X[Y), ensupposant (naivement) Hy (Y| X) = 0 et Hy(X|Y) =
0 (la connaissance de X suffit pour connaitre Y, et si A est invertiblealors!’inverse est également vrai). Montrer
gu’on arrive a une contradiction et essayer dejustifier en quoi ¢’ est normal. Quelleest la“ valeur” dela quantité
d’information ?

10.2.2 Entropie différentielle de quelques lois usuelles

Nous alons tout d'abord considérer quelques exemples de v.a. usuelles et indiquer leur entropie différentielle,
sans démonstration.

10.2.2.1 Loi uniforme. Soit X' ~ U] ,) unev.a uniformesur I'intervalle [0, a] alors
1 1
Hy(X) = —/ — log —dz = loga. (10.29)
0o @ a

On remarque en particulier que cette entropie est négativesi a < 1.
Plus généralement, soit X' ~ Ug une variable aléatoire uniforme sur une région .S de R™ de volume

Vol(S) = / 1(z, S)dz,
ou 1(z, S) est lafonction caractéristique de I’ ensemble S qui vaut 1 dans cet ensemble et O en dehors, alors
Hi(X) = logVol(S). (10.30)

On montre que tout comme dans le cas discret, laloi uniformeest laloi qui maximise |’ entropie différentielle
sous lacontrainte [ p(z)dz = 1.

10.2.2.2 Lois Gaussiennes. Soit X ~ N (u,0?) unev.a Gaussiennedans R, alors

1
Hy(X) = 3 log 2meo?. (10.31)
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Plus généralement, soit X ~ N (u, ¥) unev.a. Gaussiennedans R™, alors
1
Hy(x) = 3 log ((2me)™|X|) (10.32)

ou |X| désignele déterminant de X (nécessairement non-négatif).

On montre quelaloi Gaussienne est celle qui maximise !’ entropie différentielle, sousles contraintes E{X'} =
pet E{(X — p)(X —p)T} =3

En particulier, dans le cas unidimensionel on trouve que la loi Gaussienne A (i, o) maximise |’ entropie
sous les contraintes d'égalité E{X} = p et Var{X} = o2, et son entropie vaut ; log(2rec?). Sachant que
E{X?} = Var{X} + u?, on en déduit immédiatement que laloi qui maximise I’ entropie sous la seule contrainte
d égalite E{X?} = P est laloi Gaussienne A (0, P) d entropie 1 log(2reP). De cette derniére propriété et
du fait que I’entropie de laloi Gaussienne est une fonction croissante de P, on déduit que laloi qui maximise
I’ entropie sous la contrainte d’inégalité E{X2} < P, et laloi Gaussienne N (0, P,). Nous ferons appel ace
résultat un peu plusloin.

10.2.3 Théoreme AEP pour des v.a. continues
Lethéoreme AEP reste valable a condition d’ effectuer les changements suivants

m P — p (remplacement des probabilités par des densités),
m H — H, (remplacement del’ entropie par I’ entropie différentielle),

m |- | — VoI(-) (remplacement des cardinalités par des volumes).

Il se formule donc de la maniére suivante :
Soit Ay, Xs, ..., X, unesuitedev.a. i.i.d. selonp(-). Alors

1
——logp(X1, Xo, .., Xy) 5 E{~logp()} = Ha(X). (10.339)

A nouveau, le théoreme AEP est une conséquence directe de la loi faible des grands nombres. Le théoreme
est complété par I’ énoncé des propriétés des ensembl es typiques, définis comme suit.

Ensembles typiques. Poure > 0 et Vn on définit I’ensembletypiqueAE”) par rapport aladensité p(-) par
A 2 {(Xl,...,Xn) can . —%logp(Xl,...,Xn) - Hd(/’\,’)‘ < e}, (10.34)
oup(Xi,...,Xp) =1, p(X;).
L’ ensembl e typique ales propriétés fondamental es suivantes :
1. P(A™) > 1 — ¢, pour n suffisamment grand.
2. Vol (A™)) < 2n(Ha(X)+e) pour tout .

3. Vol(A™) > (1 — €)2(Ha(X)=€) pour n suffisamment grand.

De plus, on montre que le volume minimal de tout sous-ensemble de X' ™ de probabilité supérieureal — e est
essentiellement le volume de I’ ensembl e typique.

Cethéorememontre donc que dansR™, le plus petit volume qui contient essentiellement toute la probabilité est
apeuprés2mHa, cequi correspond aun hyper-cubedelargeur 2 #4. On peut donc dire quel’ entropiedifférentielle
est le logarithme de lalargeur moyenne du plus petit ensemble qui contient & peu pres toute la probabilité. Donc,
une entropie différentielle faible implique que lav.a. est confinée dans un petit volume, et réciproguement, une
entropie différentielle élevée implique que lav.a. est étalée sur un grand volume.
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Illustrations.

1. Supposonsque X ~ Ujg 4. OnaHy = loga, et donc 24 = a et Vol (A™) = 2nHa = ¢ ce qui est bien
conforme au fait qu’ici toute la probabilité est confinée dans un hyper-cube de largeur de coté a.

2. Supposons que X ~ N(u,o?). Les sequences typiques ont alors une distribution sphérique centrée autour
du point (4, 4, . . . , ). Le volume de |la sphére typicue serade 2= log 2mea”  On montre que le rayon équivalent
d'une sphere pleine ayant ce volume croit lentement mais indéfiniment lorsquen — oo.

AEP conjoint. On peut formuler et démontrer également le théoreme AEP conjoint dansle cas de deux v.a.
continues X’ et ), avec les mémes modifications par rapport au cas discret que ci-dessus.

10.3 CANAUX CONTINUS

10.3.1 Le canal Gaussien

Le canal Gaussien est un canal ayant un al phabet continu en entrée et en sortie mais discret en temps. Sarelation
entrée-sortie est définie de lamaniére suivante :

Vi=X;+ 2, Zi~N(0,N) (10.35)

ou X désignel’entréeet ) lasortie. La sortie est donc égale al’ entrée a un terme de bruit additif Gaussien pres.
Le symbole N (de I'anglais noise) désigne la variance du bruit. Les variables Z; sont indépendantes des X’; et
mutuellement indépendantes, en d’ autres termes le bruit est blanc en plus d' étre Gaussien.

Lorsgque N = 0, le récepteur regoit exactement le signal transmis. Puisque X’ peut prendre n'importe quelle
valeur réelle, le canal sans bruit peut transmettre un nombre réel quelconque sans erreur; la capacité est donc
illimitée.

Lorsque N > 0, mais qu aucune contrainte n’ existe sur les signaux d’entrée, il est possible de choisir une
infinité de valeurs d’ entrée espacées arbitrairement loin les unes des autres, de fagon a ce qu’ elles restent distin-
guables ala sortie malgré le bruit. La capacité est donc encoreillimitée.

Donc, s soit la variance du bruit est nulle, soit I’ entrée est non-contrainte, la capacité du canal Gaussien est
infinie.

Lalimitation laplus communeimposéeen pratique sur les entréesest unelimitation de puissance (ou d' énergie).
Nous allons supposer que la puissance moyenne (par symbole transmis) est limitée. Nous supposons donc que
toute suite de symboles (X4, ..., X,,) transmise sur le canal satisfait al'inégalité suivante

1 n
S x2<P (10.36)
n

i=1

Si les signaux d’entrée sont ergodiques (ce que nous supposerons étre le cas dans ce qui suit), cette contrainte
devient lorsgquen — oo équivalente ala contrainte

E{X?} < P. (10.37)

Ce type de canal modélise un grand nombre de canaux pratiques, incluant les liaisons par faisceau hertzien et
les canaux satellite. La bruit additif dans ce type de canal peut étre provoqué par différents phénomenes. Mais,
le théoréme de lalimite central e nous apprend que I’ effet cumulatif d’ un grand nombre de causes indépendantes
donne lieu a une distribution Gaussienne, ce qui explique que |’ hypothése Gaussienne soit valable dans un grand
nombre de situations réelles.

Analysons tout d'abord une premiére facon d’ exploiter notre canal Gaussien. Elle est simple, mais sous-
optimale. Supposons que nous voulions envoyer un symbole binaire sur le canal par utilisation du canal. Etant
donné la limitation en puissance, le mieux que nous puissions faire est d’ envoyer un des deux niveaux + /P ou
—+/P. Le récepteur voit le résultat & la sortie, Y et essaye de décider lequel des deux symboles a &té envoyé.
En supposant que les deux niveaux soient éguiprobables (ce qui serait le cas si hous voulions envoyer 1 bit
d’information), la régle de décodage optimale est de décider que + /P fut envoyési Y > 0 et que —/P fut
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envoyés Y < 0. (On peut négliger ce qui sepasses Y = 0, puisque la probabilité de cet événement est nulle.)
La probabilité d’ erreur de ce schéma de communication est alors

P, = %P(Y <0|X =4+VP) + %P(Y > 0|X = —V/P) (10.38)
1 1

= SP(Z< —VP|X = +VP) + SP(Z > +VP|X = —VP) (10.39)
= P(Z>VP) (10.40)

P
= 1-9 < N) , (10.41)

ou ®(-) est fonction de répartition de laloi Gaussienne
A T 1 2

d(z) = ——e 7 dt. 10.42
@[ = (1042)

En utilisant ce schéma, nous avons converti notre canal Gaussien en un canal binaire symétrique avec une pro-
babilité de confusion P,. De méme en utilisant une quantification en 4 niveaux, nous pouvons convertir le canal
Gaussien en canal discret avec ¢ = 4. L'avantage principal de cette idée, par ailleurs utilisée dans un certain
nombre de schémas de modulation pratiques, est qu’ on peut ensuite utiliser les techniques de codage valables
pour les canaux discrets pour réduire les erreurs de transmission. Cependant, comme nous alons le voir la
quantification du signal conduit a une perte de capacité.

10.3.1.1 Définitions. Lesdéfinitionssuivantes sont analoguesacelles introduitesau chapitre précédent dans
le cas des canaux discrets.

Capacité en information. Lacapacitéeninformation du canal (Gaussien) limité en puissance est définie
par

>

c max  I(X;)). (10.43)

p(a):E{X2}<P

Nous pouvons effectuer le calcul de C' de la maniére suivante :

I(x;Y) = Hi(Y) - Ha(Y|X) (10.44)
= Hy(Y) — Hq(X + Z|X) (10.45)
= Hu(Y) - Ha(Z2]X) (10.46)
= Hy(Y) - Hi(2), (10.47)
puisue Z est indépendantede X. Or Hy(Z) = 1 log2meN, et
E{Y?} = B{X? + 2°} = E{X?} + 2E{XZ}+ E{2’} <P+ N (10.48)

car, comme X' et Z sont indépendanteset que E{Z} = 0,ona E{XYZ} = E{X}E{Z}.
Or, nous savons que la distribution de Y qui maximise |’ entropie différentielle H ;()) sousla contrainte

E{)’}<P+N (10.49)

est la distribution Gaussienne de moyenne nulle et de variance P + N. On auradonc,

1 1 1 P
I(x;p) < 3 log2me(P + N) — 3 log2meN = 3 log(1 + N) (10.50)

S maintenant X ~ A/(0, P) onabien E{X?} = P,Y ~ N(0, N + P) et

I(x;Y) = %log(l + %). (10.51)
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La capacité en information vaut donc bien

1 P

et on voit le rdle joué par le rapport signal bruit alasortielog(1 + £).

Lorsgue N — 0 oulorsque P — +oo la capacité eninformation tend vers|’infini, ce qui correspond aux deux
cas évoqués au début de cette section. Danstous les autres cas, la capacité en information est finie. Nous verrons
ci-dessous que cette notion coincide bien avec la notion de capacité opérationnelle, et que par conséquent il n’est
pas possible de transmettre des symboles d' un al phabet continu sans perte d’information.

Code (M,n). Uncode (M,n) pour le canal Gaussien avec limitation de puissance P consisteen :
1. Unensembled’indices{1,2,...,M}.

2. Unefonction d’ encodage z™(-) : {1,2,...,M} — X™, produisant les mots de codes z™ (1), ...,z" (M)
qui vérifient la contrainte de puissance moyenne pour chaque mot de codg, i.e.

> @} (w) <nP, Vw e {1,2,...,M}. (10.53)
i=1

3. Unefonction de décodage
g(t) : Y™ = {1,2,...,M}. (10.54)

Le déhit et la probabilité d’ erreur du code sont définis comme dans le cas de canaux discrets (§0.2.7).

Débit réalisable. Un débit R est dit réalisable pour le canal Gaussien avec limitation de puissance P s'il
existe une suite de codes ([2"#7, n) (respectant lalimitation de puissance) telle que |la probabilité d’ erreur maxi-
male \(") tende vers zéro.

Capacité opérationnelle. La capacité opérationnelle est |a borne supérieure des débits atteignabl es.
10.3.1.2 Capacité du canal Gaussien.

Théoréme. Lacapacitéopérationnelledu canal Gaussien avec limitation de puissancea P et variance de bruit
N vaut

1 P, . I
C= 3 log(1 + N) bits par utilisation du canal. (10.55)

Démonstration. Nous ne donnerons pas la démonstration détaillée de ce théoréme, mais nous indiquerons
les principal esidées sous-jacentes, en commengant par un argument intuitif de plausibilité basé sur I’ interprétation
géométrique dans |’ espace des signaux.

Empilement de sphéres dans R". Rasonnons géométriqguement comme au chapitre précédent pour
montrer qu'il est plausible de distinguer les mots d’ un code ([27“7, n) alasortie du canal.

Plagcons nous dans la situation qui maximise la capacité en information. Considérons qu’un mot de code a
I’ entrée est un vecteur donné de R™, et le mot regu est alors un vecteur aléatoire avec une distribution Gaussienne
centrée sur le vecteur d’ entrée (lamatrice de covariance est diagonale, de variance N I, ou I représentelamatrice
identité).

A causedelaloi des grands nombres, % S 27 E N etle signal regu est donc confiné avec une probabilité
proche de 1 (pour n suffisamment grand) dans une sphére derayon +/n (N + ¢). Remarquonsaussi qu’on assiste

n 2

en méme temps a un phénomene étrange appelé durcissement des sph eres : puisgue % Yoy 2 AN , lesignal
tend a se concentrer de plus en plus alasurface de la sphére.
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Figure 10.1.  Empilement des sphéres pour le canal Gaussien

Donc, s nous nous arrangeons pour placer les vecteurs d’ entrée de maniére a ce que ces sphéres de sortie ne
se recouvrent pas, nous pouvons décoder le signal regu en affectant tout ce qui tombe dans une des sphéres au
mot d’ entrée correspondant, ce qui donneralieu a une probabilité d erreur aussi faible que souhaité, en faisant
tendren vers!'infini.

L’ évaluation de la capacité se raméne donc ala détermination du nombre de sphéres que nous pourronsempiler
sansqu'il y ait recouvrement. Puisque les signaux émis sont limités en puissance moyenneils doivent se trouver
dans une sphére de rayon v/nP; puisque les signaux regus sont le résultat de |a superposition de signaux mis a
I’entrée et d' un terme de bruit indépendant, leur puissance moyenne seralimitéea (P + N), car

n n

n n n
2ol = D (et z)’ =) el b 2) wat ) (1050
=1 =1 =1

i=1 i=1

ou letermecentral > z;2; tend vers O (loi des grand nombres), le terme de gauche est majoré par n.P et le terme
dedroitetend versnN.

Donc les vecteurs regus seront confinés dans une sphére derayon /n(P + N). Maisle volume d’ une sphere
derayon r dans un espace de dimension n, peut s écrire sous laforme

Vol = A,r", (10.57)

ou A,, ne dépend pas du rayon. Donc le rapport du volume de la grande sphére (réception) a celui des petites
sphéres est minoré par
(n(P+N))?
(n(N))2

et ce nombre fixe donc une borne supérieure au nombre de mots de code qu’ on peut envoyer sur le canal sans
erreur. La situation est schématisée alafigure[10.11

Cet argument géométrique, qui nous laisse un peu perplexe, montre qu’ on ne peut pas espérer dépasser la
capacité en information. Nous allons esquisser ci-dessous une démonstration plus rigoureuse qui montre que la
capacité en information correspond a un débit atteignable a e pres, et que de plusil n’est possible de la dépasser
qu’au prix d'une probabilité d’ erreur de décodage non-nulle. Cela nous permettra entre autres d' affiner notre
vision géomeétrigue des choses.

= 25 log(1+x), (10.58)

Esquisse de la démonstration. On utilise les mémes idées que dans le cas du cana discret, a savoir,
codage aléatoire et AEP conjoint. Les modificationssont liées alaprise en compte de lalimitation de la puissance
moyenne.
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couronne
al’entrée

Figure 10.2.  Empilement des sphéres pour le canal Gaussien

Esquissons d’ abord la preuve que la capacité en information est bien atteignable.

1. Table de code. Nous voulons construire un code qui respecte (au moins asymptotiquement) la limitation de
puissance. Pour cela, nous générons M mots de code de longueur n en tirant M x n nombres aléatoires
indépendants, distribués en loi normale A/(0, P — ¢). Laloi des grands nombres permet alors d’ affirmer que
pour n suffisamment grand et pour tout e ces mots de codes finiront par respecter la contrainte de puissance.
Nous n’en demandons pas plus.

Cela étant, nous remarquons que cette facon de faire consiste a placer les mots de code dans un voisinage
(d"autant plus fin que n est grand) de la surface de la sphere de rayon /n(P —¢). Les mots de code
n’ occupent donc apparemment pas tout |’ espace. La situation géométrique est représentée alafigure

Pour une valeur finie de n on conserve tous les mots de code, méme ceux qui ne respecteraient pas la
contrainte (pour ces derniers on comptabiliserad’ office une erreur de décodage).

2. Unefois le code congtruit il est révélé al’émetteur et au récepteur. L' émetteur |’ utilise pour encoder ses
messages, | e récepteur exploitele théoreme AEP conjoint pour le décodage: il identifielesignal d' entrée qui
est conjointement typique avec le mot regu alasortie. Si cesignal ne respecte pas la contrainte de puissance,
ou bien s'il est ambigu, aors le récepteur déclare une erreur d emblée, sinon il déclare (éventuellement
erronément) qu’il aregu le signal conjointement typique.

3. Lasuitedeladémonstration consiste en une magjoration de la probabilité d’ erreur moyenne de tous les codes
aléatoires (on y exploite des arguments de symeétrie résultant du tirage al éatoire des mots de code).

4. Ayant montré qu’en moyenne ces codes sont bons du point de vue de la probabilité d' erreur moyenne, on
est en position de dire qu'il existe au moins un code dont la probabilité d’ erreur moyenne est faible. On peut
alors prendre ce code, et filtrer la moitié la plus mauvaise des mots de ce code, et on contruit ainsi un code
dont la probabilité d' erreur maximale est aussi faible que souhaité, ce qui termine la démonstration. [

L' esquisse de la démonstration de la réciprogue est la suivante. 1l faut montrer que les débits supérieurs a
1 log(1 + £) ne sont pas atteignables. A nouveaul la démonstration est trés proche de celle du canal discret, et
se sert de I'inégalité de Fano. On montre que pour un débit donné R et une distribution uniforme (éguiprobabl €)
des 2"% sequences d’ entrée, on al’ inégalité suivante

nR <Y I(X;Yi) +ne, +1, (10.59)

=1
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ou e, +% = ¢, — 0, lorsque Pe(”) — 0. Or I(X;;Y;) = Hq(Y:) — Hq(Z;). Dautre part, Hy(Z;) =
1 log2me(N). Enfin, si nous désignons par

lavaleur moyenne des valeurs :c?l correspondant a la i-eme colonne de la table de code (correspondant au i-eme
symbole recu) la puissance moyenne de Y; vaut P; + N. Son entropie ne peut donc pas dépasser celle de la
distribution gaussienne de variance P; + NV, soit % log 2me(P; + N).

Par conséquent,
"1 P,
< = — . )
nR_;2log (1+ N) + ne, (10.60)
Puisque chague mot de code satisfait a la contrainte de puissance on a
n
Vi, Y x} <nP, (10.61)
i=1
ce qui impliquel
onf oy
=Y a3, <n2"FP. (10.62)
j=1i=1

Par conséquent, en intervertissant I’ ordre de sommation et en divisant par n2 ® on trouve que

1 n
E;PigP.

Commelafonctionlog(1 + z) est concave, on a (inégalité de Jensen) que
— — 1 14— <=1 1+ — — 10.63
n;2°g(+N>—2°g(+n;N>’ (1063

et le dernier terme est majoré par £ log (1 + £) puisquelafonction log(1 + z) est croissante.
Nous avons donc en fin de compte que

1 P
< = — .
R< 2log <1+ N) + €n, (10.64)

cequi impliqueque R < C.O

10.3.2 Canaux a bande passante limitée

Un modele de canal trés commun en télécommunications par faisceau hertzien ou ligne téléphonique est le cana
a bande passante limitée et bruit blanc. 1l s'agit d’un canal qui fonctionne en temps continu, dont la sortie peut
étre décrite par

Y(t) = (X(t) + Z(t)) = h(t), (10.65)

ou X (t) est le signal temporel d’ entrée, Z(t) une réalisation de bruit blanc Gaussien et h(t) est la réponse
impulsionnelled’ un filtre passe-basidéal qui coupe toute les composantes fréquentiellesau-delad’ un seuil fo (le
symbole x désigne le produit de convolution). Remarquons tout d' abord que comme le canal filtre parfaitement

toutes les fréquences en dehorsdel’intervalle [— fo, + fo] on peut se contenter d’ analyser ce qui se passe avec des
signaux d’ entrée et de sortie limités en fréquence.

1Ce détour est nécessaire car la seule chose que nous savons sur le code, au niveau de la demonstration de la réciproque, ¢ est qu'il doit
respecter la contrainte de puissance pour chague mot.
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Notons que la réponse impulsionnelle d’un filtre & bande limitée idéal est précisément la fonction sinc(t)
définie plus haut. Notons également qu’ on a évidemment

Y (t) = X(t) * h(t) + Z(t) = h(2), (10.66)

et que, site au théoreme d’ échantillonnage les signaux X (t) * h(t) et Z(t)  h(t) et Y (¢) sont déterminés par

leurs échantillons aux instants ¢; = ﬁ .

Bruit blanc et spectre limité. Spécifionstout d' abord ce que nous entendonsici par bruit blanc Gaussien
en temps continu. Un bruit blanc X' (w, t) est un processus aléatoire stationnaire tel que E{X'(t)} = 0, V¢, et tel
que

Rux(r) £ B{XW)X( ~ 7)) = 24(r), (10567)

ou 6(+) représente|’impulsion de Dirac (idéalisation mathématique) et % lavariance du bruit. Le bruit blanc est
dit Gaussien si de plus, les X' (¢) suivent uneloi Gaussienne Vt. Ce type de signa lorsqu’il est filtré par un filtre
idéal donnelieu a ce qu’ on appelle un bruit blanc Gaussien a bande limitée.

Uneautre fagon de procéder pour définir un bruit blanc Gaussien est la suivante : supposonsque nous utilisions
les signaux de Shannon (définis page [185, formule (I0.25)) comme base pour représenter tous nos signaux.
Supposons, pour commencer, que nous utilisions une base de largeur de fréguence tres grande, de facon a pouvoir
représenter tous les signaux physiquement réalisables. Dans ce cas, nous pouvons écrire n'importe quel signal
X (t) comme une superposition de fonctions

X,sinc(2m fo(t — iAt))

avec At = ﬁ qui peut étre rendu aussi petit que voulu en prenant f, suffisasmment grand.

En faisant tendre fy vers!’infini, At tend vers zéro, et on est ainsi capable de représenter tout type de signal.
Supposons maintenant que, pour une valeur donnéede At, lesvaleursde X ; soient i.i.d. selon uneloi Gaussienne
de variance Ny fo. Nous pouvons calculer

Rxx(r) = E{X(@)X(t — 1)}, (10.68)

ou 7 € R. Puisque que le processus est stationnaire nous pouvons calculer cette corrélation en postulant que
t = 0. On obtient
Rxx(r) = E{X(0)X(-7)}, (10.69)

en remplagant X' (0) par X, et X'(—7) par ), Ajsinc(—2r fo(iAt + 7)) on obtient

Rxx(r) = E{) _ XoX;sinc(—2m fo(iAt +7))}. (10.70)

K3

En intervertissant les opérations de sommation et de produit avec I’ espérance mathématique on a

Rxx(t) =Y E{XoX;}sinc(—2r fo(iAt + 7)), (10.72)

et commeles X;, Vi # 0 sont indépendantes de Xy et de moyennes nulles, on a finalement
Rxx(1) = E{X3}sinc(—27 for) = No fosinc(2m fo). (10.72)

On constate donc que la corrélation n’est nulle qu’ aux instants d’ échantillonnage. On a par ailleurs

+00 1
ine(2 _ 1
f_oo sinc(2x for)dT 2’

ce qui implique que
400 Ny
Rx)((’l') = —

. 2’
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quelle que soit lavaleur de f.

D’ autre part, pour tout 7 # 0, on a
lim sinc(2w fo7) =0, (10.73)

fo—o0

et on peut donc accepter I'idée que
N
lim Ryx(r) = 705(7).

fo—o0
On peut donc caractériser un bruit aléatoire Gaussien limité en fréquence en disant qu'il s'agit d’' un processus
aléatoire Gaussien de moyennenulle et dont lamatrice de variance-covariance se déduit directement delafonction
Ry x (7). En particulier, pour une suite de k instants périodiques de période At = ﬁ cette matrice est lamatrice
NofoI ou I désigne la matrice identité d’ordre k. Notons, pour terminer, que I’ energie par unité de temps
(puissance) de ce type de signal croit évidemment linéairement avec lalargeur de bande du signal f .

Capacité. Vucequi précede, pour un canal en temps continu limité en fréquence, nous pouvons représenter
auss bien les entrées que les sorties par leurs échantillons pris a des instants multiples de ﬁ (lapartie du signal
d entrée qui n'est pas dans la bande de fréquence du canal &ant filtrée de toutes fagons, elle n'influence donc
pas la sortie). On vient de voir que, dans ces conditions, les valeurs du bruit & ces instants sont indépendantes.
Ajoutons gque notre canal est invariant dans le temps, et donc notre raisonnement ne dépend absolument pas du
choix de’ origine du temps.

Si le bruit est de densité spectrale égale a % , la puissance totale du bruit dans la bande de fréquence utile est
Ny fo. Supposons que nous utilisions une fenétre temporelle de durée T' pour transmettre notre signal perturbé
par le bruit. L' énergie moyenne du bruit sur cette durée est alors N foT', répartie sur 2 fT échantillons, ce qui
donne une contribution de % pour chaque échantillon. |l faut remarquer que cette contribution ne dépend pas de
lalargeur de bande du signal.

Pour le signal, que nous supposons limité en énergie a PT indépendamment de la largeur de la bande de
fréquence, on obtient, en faisant |le méme raisonnement, une contribution de % par échantillon.

Nous pouvons utiliser un schéma aéatoire pour générer nos signaux en tirant au hasard les valeurs des
échantillons avec une loi Gaussienne de variance P. Si nous regardons maintenant un échantillon a la sortie
du canal, celui-ci est composé d’'un termerelatif ala source de variance P et d’ un terme de bruit additif Gaussien
de variance Ny fo, Ce qui hous ramene au cas discuté dans la section précédente. On a donc

1 P
= 3 log (1 + ) bits par échantillon, (10.74)

No fo

et commeil y a2 f, échantillons par seconde, on obtient
P .
C = folog (1 + —> bits par seconde. (10.75)
No fo

On voit que le fait d’ augmenter la largeur de bande conduit & une diminution logarithmique de la capacité du
cana par symbole. Mais, comme le fait d’ augmenter |a bande de fréquence permet d’ augmenter de fagon linéaire
le nombre de symboles modulables, le rendement de I’ opération est positif. La limite de la capacité, pour une
largeur de bande infinie, vaut

P P
li log [ 1+ —— ) = — loge bits par seconde. 10.76
A fo g( N0f0> N, loge bitsp (10.76)
Donc, pour une largeur de bande infinie, la capacité croit linéairement avec la puissance d' émission.

Exemple.

Lalargeur de bande d' une ligne téléphonique est limitée a 3300Hz (ce qui convient parfaitement ala parole).
En supposant que le rapport signal bruit soit de 20dB (= 101og,, x.;) ona

P
Nofo

= 100,

et on calcule que C' = 21.972 bits par seconde.
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10.4 CANAUX PARALLELES ET BRUIT COLORE

Nous allons brievement montrer comment | e résultat précédent peut &tre utilisé pour traiter des situations dérivées.

10.4.1 Canaux Gaussiens paralleles

Dans certaines situations on dispose de plusieurs canaux Gaussiens qui peuvent &tre utilisés en paralléle pour
transmettre de I’information. |l est intéressant de calculer la capacité de ce type de systéme sous une contrainte
commune limitant la puissance totale. On a aors la situation suivante : pour chacun des k canaux Y;(t) =
X;(t) + Z;(t) avec Z;(t) ~ N (0, N;) (les Z; étant indépendants) sous la contrainte

k
E{d X} <P (10.77)
=1
Nous allons simplement (sans parler de la capacité opérationnelle) calculer 1a capacité en information de ce type
de systeme, ' est-a-dire

C= max (X, . s X Ve, Vi) (10.78)
p(X1,- Xy) :E{3 X7}<P

Supposons d’ abord que les puissancesindividuelles P; = E{X?} soient connues. Nous demandonsau lecteur de
se convaincre que le maximum est alorsréalisé si les X'; sont indépendants et distribués de maniére Gaussienne
avec une variance P;, et qu’ on a sous ces conditions

I= Z % log(1 + ). (10.79)

L e probléeme se raméne donc a choisir les P; sous la contrainte

Y P <P (10.80)

et les contraintes de faisabilité physique
P; >0, (10.81)

de fagon a maximiser (10.79). Formons|e Lagrangien

k

k
1 P
J(P,.. P) =) 5 log (1 + ﬁ> + A <Z Pi> + ) wiP. (10.82)
1 b i i=1

i=

On doit donc avoir

oJ(P,...,P) .
— T = =1,...,k 10.83
8PZ 07 VZ ) ) ) ( )
ce qui donne
1 1
§Pi+Ni+/\+m_0' (10.84)
Notre probléme se rameéne donc a la résolution du systeme d’ équations
L1 +A+pu;=0 (10.85)
2P, + N Hi = '
P, >0 (10.86)
Y P=P (10.87)
A

ou \ et u; sont choisis de maniére a maximiser (10.79).
Si nous supposons que les contraintes ([L0.86) sont inactives, les u; seront nuls Vi. On peut se convaincre que
la solution doit alors s écrire souslaforme
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N3

Ny N>

Figure 10.3.  Allocation optimale de puissance sur canaux paralléles

avec v choisi aussi grand que possible (de toute évidence le maximum de ([I0-79) doit correspondre a des valeurs
élevées des P;), ¢’ est-a-dire de maniére a satisfaire la contrainte (I0.80). Notons que si les niveaux de bruit NV;
sont identiques, on retrouve le résultat P; = % de la section précédente.

Si les niveaux de bruit sont différents d’ un canal al’ autre, I’ équation (L0.88) nous apprend qu'’il faut allouer
plus de puissance aux canaux les moins bruités. En effet, on aura
P:ZPi:ku—ZNi:M/:TZ:Pi:E—%.
Lorsque les niveaux de bruit sont tres différents, cette solution peut cependant conduire a des valeurs négatives
des P; pour les canaux les plus bruités. Dans ce cas, il faut réintroduire les contraintes de faisabilité ((I0.86) de
maniére & rendre la solution physiquement réalisable. Cela revient en fait &aimposer P; = 0 pour un certain
nombre des canauix |es plus bruités et on montre que la solution générale peut s écrire

(10.89)

P, = max(v — N;,0), (10.90)

avec v choisi de maniére a avoir > P; = P. Lasituation est représentée graphiquement & la figure [1I0.3, ou
P; = 0 correspond au canal le plus bruité.

10.4.2 Canal a bruit coloré

Dans la section précédente nous avons considéré le cas d' un ensemble de canauix parall€l esindépendants opérant
avec une contrainte de puissance commune. Ici, nous allons considérer le cas ou le bruit n’ est pas indépendant.
Cela correspond non seulement a une situation ol les canaux paralléles partagent un méme milieu physique,
mais aussi au cas d'un cana a bruit Gaussien avec mémoire. Dans ce type de canal, hous pouvons considérer
gu’un bloc de n utilisations successives du canal correspond a une utilisation de n. canaux paralléles avec bruit
coloré. En poursuivant le raisonnement a la limite vers le temps continu, nous obtenons un canal Gaussien en
temps continu avec bruit coloré. Notre contrainte de puissance est ici une contrainte sur la puissance moyenne
par utilisation du canal.

Comme ci-dessus, nous nous contentons du calcul de la capacité en information. Soit K z la matrice de
variance-covariance du bruit, et soit K » la matrice de variance-covariance du signal d’entrée. La contrainte de
puissance peut alors s’ écrire sous laforme

1 n
=N E{X?} <P, (10.91)
n
i=1
Ou encore )
Etr (Kx) <P (10.92)
Nous avons

I(Xe, . X V1 V0) = HaO1y oo, Vn) — Hy(Z4, ..., Zn), (10.93)
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ou Hy(24,...,2,) est seulement fonction des propriétés du bruit.

[l faut donc, pour réaliser la capacité, maximiser H 4(Y1,...,V,). Celleci est maximale lorsque Y™ est
distribuée de fagon Gaussienne, ce qui est lecas s I'entrée I'est (Y™ = &A™ + 2™, X™ et Z™ indépendants).
Cela implique, étant donné I'indépendance de X' ™ et de Z", que la matrice de variance-covariance de ) est
Ky=Kx+ Kz, etdonc

1
Hi()V1,. -, Vn) = 510g((27re)”|Kx+Kz|). (10.94)

Il faut doncici choisir K x defacon amaximiser |K x + K z|, souslacontrainterelativealatrace de K ».
Diagonalisonsaors K z, au moyen d une matrice orthogonale Q :

Kz =QAQT, ouQQT =1. (10.95)
Alors,
Kx+Kz| = |Kx+QAQ" (10.96)
= Q' IQ"TKxQ+Al-1Q7| (10.97)
IQTKxQ + Al (10.98)

D’ autre part, comme on a pour toute paire de matricestr(AB) = tr(BA), ona
tr(QT K »Q) = tr(K x). (10.99)

L e probléme se raméne donc a trouver une matrice A symeétrique définie positive, de trace majorée par nP et
telle que le déterminant |A + A| soit maximal. D’autre part, comme la somme de deux matrices symétriques
définies positives est encore une matrice symétrique définie positive, lamatrice A + A I est également.

Or, toute matrice symétrique définie positive K obéit al’inégalité de Hadamard (la démonstration est donnée
ci-dessous)
n
K| <[] Kis, (10.100)
i=1

avec égalité seulement si lamatrice est diagonale. Donc

A+ A< [[(4ii + ), (10.102)

i=1

avec égalité seulement si A est diagonale. Puisque A est sujette ala contrainte sur satrace on a
1
—» A;i <P, 10.102
- (10.102)
et évidemment A; ; > 0. Par conséquent, lavaleur maximale de |A + A| est atteinte si A est diagonale et telle
gue (en maximisant le log du membre de droite de ([10.101) selon la technique de la section[10.4.7)

Ai,i = max{u — )‘ia 0}, (10103)

ol v est choisi de maniére a ce que
> A =nP. (10.104)

Le résultat est donc analogue a ce que nous avons trouvé précédemment, a la nuance pres que nous devons
travailler dans un espace décorrélé. Nous avons, en diagonalisant la matrice de variance-covariance du bruit,
transformé les canaux en n canaux paralléles a bruit indépendant. Dans cet espace, les entrées seront également
indépendantes, et il suffit d effectuer la transformation inverse pour obtenir les combinaisons de ces signaux
indépendants avec lesquellesil faut alimenter les canaux physiques de départ.
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Figure 10.4.  Remplissage du spectre de bruit

Inégalité de Hadamard. Démontrons!’inégalité de Hadamard en nous servant de ce que nous apprend la
théorie de I’information. Soit, K une matrice symétrique définie positive d’ ordre n. Alors, il existe un vecteur
aléatoire Gaussien de dimension n. qui a cette matrice comme matrice de variance-covariance. Soit, X' ™ ce
vecteur. On a

Hy(Xy, ..., X,) <> Ha(Xy), (10.105)

avec égalité si, et seulement si les X; sont indépendantes (< matrice diagonale). |l suffit alors de remplacer les
deux membres de cette inégalité par leurs val eurs (distributions Gaussiennes) pour obtenir

log | K| <) log K (10.106)
équivalente al’inégalité de Hadamard.

Passage a la limite du temps continu. Soit un canal en temps continu, a bruit Gaussien additif, dont
la matrice de variance-covariance fini-dimensionnelle (en n instants d’ échantillonnage successifs) est K (Z") .S
le processus est stationnaire, les éléments i, j de cette matrice ne dépendent que de i — j (on dit que la matrice
est une matrice de Toeplitz), et on montre que ses valeurs propres tendent vers une limite lorsque n tend vers
I"infini. Le spectre (ensemble de valeurs propres de la matrice avec leur multiplicité) tend alors vers une fonction
continue. Plus précisément, lorsque nous faisons tendre n — oo la matrice de variance-covariance tend vers
un opérateur linéaire et stationnaire en temps discret, ¢’ est-a-dire vers un systeme de convolution. L' action de
cette matrice sur une suite de valeurs devient aors le produit de convolution, dont les vecteurs propres tendent
vers les signaux harmoniques exp(jwt) €t les valeurs propres de ces vecteurs propres sont S(w), ol S(w) est la
transformée de Fourier (purement réelle) de la fonction d’ autocovariance R x x(7) (symétrique), ¢ est-a-dire la
densité spectrale de puissance du bruit. Si le canal n’est pas limité en fréquence, on considéreradans le processus
de passage a lalimite également la limite pour At — 0.

Donc, dans ce cas |’ optimisation de la capacité se traduit par un schémade “remplissage” du spectre du bruit,
tel qu'illustré alafigure[I0.4. Donc, pour un canal de cetype, le signal d’ entrée devrait étre choisi de manierea
concentrer |’ énergie dans les bandes de fréquence ou le bruit est le plus faible. A nouveau, remarquons que cela
revient & décorréler le bruit (équiper le canal de deux filtres (un en entrée, I’ autre inversé en sortie) qui ont pour
effet de présenter le canal comme si |e bruit était blanc).

On montre que la capacité vaut

(1 max{v — N(f),0}
C = /5 log <1 + N ) df (10.107)

ou N (f) désigne la densité de puissance dans la bande de fréquences [f, f + df], et ou v est fixé de fagon & ce
que [ max{v — N(f),0}df = P.

10.5 DEFINITION PLUS GENERALE D’ESPACES DE SIGNAUX

Dans cette section nous allons discuter de fagon plus générale de la démarche que nous venons d’ adopter a la
section
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10.5.1 Modulation par signaux temporels continus

Nous alons supposer que nous souhaitons transmettre sur un canal continu un message ¢, parmi un ensemble
fini de messages possibles {1, ..., M}. Nous attribuons a priori a chague message un signal différent = ;(¢) qui
peut étre transmis sur le canal et nous désignerons par p(z ;) la probabilité d’ émission du message i. Commele
canal est bruité, a chacun de ces messages correspond a la sortie un ensemble de messages possibles avec une
certaine distribution de probabilité conditionnelle (¢’ est-a-dire un processus aléatoire ) ;(¢)). Nous supposons
pour le moment que le nombre de signaux reconnaissables ala sortie est fini, en d’ autre termes, Y ;(t) est unv.a.
discréte V¢, et désignons par y; (-) les NV sorties possibles.

A tout couple entrée sortie ¢, j, on peut associer le nombre p(y ;|2;) qui désigne la probabilité conditionnelle
de recevoir le signal y;(¢) sachant que z;(t) fut envoyé. Si nous voulons minimiser la probabilité d' erreur, notre
régle de décision doit choisir lorsqu’unsignal y ; (¢) est regu, I"indice de message i tel que

pyjlzi)p(zi)

p(zily;) = ()

soit maximale. En |’ absence d’information sur les p(z ;) la stratégie usuelle consiste & supposer que |es messages
sont équiprobables, et donc & choisir I’indice ¢ qui maximise la vraisemblance

p(y;lzi). (10.108)

Ayant cette regle de décision, I’ optimisation du systéme de communication consiste alorsachoisir le répertoire
de signaux z;(t) de fagon a rendre aussi différentes que possibles, en moyenne, les vraisemblances associées
d'une part a une décision correcte, et d’ autre part a une décision erronée.

10.5.2 Bruit additif, signaux de durée et d’énergie finie

Dans notre schéma, un bruit additif se traduit par y(t) = z;(t) + n(t) ou n(t) est un processus aléatoire
indépendant de I’ entrée. Pour un message émis z ;(t), les messages regus sont alors distibués avec une distri-
bution de probabilité semblable & celle du bruit, mais centrée autour x ;(¢).

D’ autre part, nous supposons que les signaux sont de durée finie, définis sur un intervalle de temps [0, T'] et
tels que leur énergie

T
E; :/ 23 (t)dt < oo0,Vi=1,..., M. (10.109)
0

Ces fonctions peuvent &tre vues comme des vecteurs de I’ espace de Hilbert de fonctions de carré sommable
(voir appendice F). Le bruit additif est alors équivalent a I’ addition vectorielle d’ un vecteur de bruit. Méme s
le bruit n’est pas de carré sommable sur [0, 7] (ce qui est par exemple le cas si celui-ci est blanc et de spectre
illimité€), on montre que pour notre probléme de décision optimal e, |es composantes du bruit qui nefont pas partie
de |’ espace de Hilbert sont “transparentes’. Nous pouvons supposer quen(t) appartient & cet espace, et que nous
sommes capables de calculer la distribution de probabilité de celui-ci. Nous alons désigner par = ;,y et n les
vecteurs de cet espace de Hilbert qui représentent les signaux correspondants (nous utilisons des |ettre grasses
pour insister sur le fait que nous travaillons dans un espace vectoriel).

Nous pouvons donc identifier le vecteur de bruit (la partie utile) aladifférence entrele signal regu et le signal
éemis:
n=yYy—;.

Si nous désignons par p., () ladensité du bruit ona

p(ylxi) = pu(y — xi). (10.110)

L’ application du critére de vraisemblance maximale consiste alors a choisir I'indice ¢ qui maximisep ,,(y — ;).
Si le bruit est isotrope, ¢’ est-a-dire s sadensité de probabilité ne dépend que de lanorme du vecteur n, et si cette
densité décroit lorsque la norme du vecteur bruit croit, celarevient a choisir I’indice ¢ qui correspond au vecteur
d’entréele plus proche de la sortie.
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Rappel ons que la norme de notre espace de Hilbert est induite par e produit scalaire

T
(z,y) = / z(t)y(t)dt. (10.111)
0
Ladistance entre la sortie et une certaine entrée vaut par conséquent
lzi — ylI* = llyll” + E; — 2(zs, ). (10.112)
Comme la sortie est fixée, celle-ci est donc minimale lorsque
E; — 2(xz;,y) (10.113)

est minimal. En particulier, si tous les signaux d’ entrée sont de méme énergieon aura E; = E, et le choix de
vraisemblance maximale se ramene au choix de s qui maximise le produit scalaire

(zi,y). (10.114)

10.5.3 Récepteur optimal

On voit que e décodage se ramene au calcul du produit scalaire dans |’ espace de Hilbert. 11 suffit, pour cela, de
disposer d’ unfiltre adapté pour chacun de signaux d’ entrée, ¢’ est-a-dire d’ unfiltre dont la réponseimpulsionnelle
est h;(t) = z;(T — t). En effet, la sortie de ce type de filtre est

T T
(y * hy)(t) = /0 y(uw)h;(t — u)du = /0 y(uw)z; (T — t + u)du (10.115)

et donc
T
(y = h)(T) = /0 y(u)z;(u)du = (x;, y). (10.116)

10.5.4 Représentation du bruit blanc dans un espace de signaux

On peut représenter les signaux utilises al’ entrée d' un canal al’aide d’ une base de signaux orthonormés, disons
@i(t), telles que

(@i, P;) = bij- (10.117)
Tout signal d’ entrée possible peut alors s écrire sous laforme
z(t) =Y wigi(t), (10.118)
avec
z; = (z, @) (10.119)
L' énergied’un signal est alors obtenue par
E, =(z,z)=) 2. (10.120)

Partant d’ un ensembl e de signaux en nombrefini, labase peut étre construite par une procédured’ orthogonalisation.
L’ espace de signaux engendré par ces vecteurs est un sous-espace de Hilbert de dimension finie de I’ espace des
fonctions de carré sommable sur [0, T'].

Un signal de bruit est alors vu sous e filtre formé par ce sous-espace de Hilbert. Il est, du point de vue de la
décision optimale, entierement déterminé par ces composantes

T
n; = / n(t) s (t)dt, (10.121)
0
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qui sont des variables aléatoires. Remarquons que ces variables a éatoires sont des combinaisons linéaires (en
nombreinfini) des variables conjointement Gaussiennes (les valeurs de n(t) adifférentsinstants).

On montre de fagon assez directe que

T T
E{nin,} = /0 fo Raen (b — t2)s(t1) by (t2)dtr s,

et si lebruit est blanc on a par définition R (1) = Z24(7), ce qui donne

N,
E{nn;} = 705 i (10.122)
Par conséquent, dans un espace (ou sous-espace) de Hilbert de fonctions de carré intégrable, les composantes
du bruit blanc sont i.i.d. de variance % dans toute base orthonormée. Si le bruit est Gaussien, les composantes
(qui sont des combinaisons lingaires de valeurs n(t)) sont conjointement Gaussiennes de matrice de variance-
covariance % I diagonale. Elles sont donc aussi indépendantes.

On déduit de ce qui précede que les raisonnements effectués précédemment sur les signaux engendrés par la
base de Shannon restent en réalité valables quel que soit I’ espace de signaux utilisé.

10.6 RESUME

Dans ce chapitre nous avons entrepris d’ étudier la généralisation du second théoreme de Shannon au cas des
canaux asignaux continus en temps et en valeurs.

Nous avons commencé par introduire intuitivement la notion de processus aéatoire en temps continu, qui
constitue le modele mathématique a la base de I’ é&ude de ce type de systemes physiques. Ensuite, nous nous
somme focalisés sur I’ étude du canal a bruit additif et Gaussien. Ce type de canal n’est pas un modele universel,
car dans de nombreuses applicationsle bruit n’ est pas nécessairement additif ou Gaussien. |l constitue néanmoins
un modele tres intéressant pour deux raisons : d'un part, la loi des grands nombres fait que le modéle additif
Gaussien est souvent réaliste; d' autre part, comme nous I’ avons vu dans ce qui précede, |’ exploitation de ce type
de canal conduit a des solutions mathématiques linéaires, & égantes et puissantes alafois.

C'est d'ailleursunedesraisons pratiques qui fait quelorsqu’ un cana n’ est pas additif et Gaussien, on s arrange
souvent en pratique pour |I'emballer de maniére ace que vu de |’ extérieur il paraisse commetel. Par exemple, les
codes entrelacés utilisés lorsque le canal est sujet adu bruit ponctuel (par exempleles enregistrements sur disgues
compacts, certains canaux hertziens) ont précisément pour but de rendre le bruit Gaussien.

Par ailleurs, ladémarche utilisée dans nos raisonnementsfai sant appel a des espaces de signaux est évidemment
une démarche générale que nous N’ avons fait qu’ effleurer. Nous observons que I’ augmentation de la dimension
de cet espace de signaux permet d’ atteindre la capacité. C'est donc en construisant des espaces de dimension
aussi grande que possible, et en exploitant cette dimension pour le choix des signaux d’ entrée qu’ on lutte le plus
efficacement contre le bruit. Ceci est évidemment tres semblable aux résultats obtenus dans le cas discret. Alors
que dansle cas discret ladimension de |’ espace est équivalente alalongueur des blocs de symboles utilisés pour
le codage de candl, ici, la dimension est définie par le nombre de fonctions orthonormées utili sées effectivement
pour réprésenter les signaux d’ entrée.



11 THEORIE DE LA DISTORSION

Ladescription d’ un nombre réel arbitraire nécessite un nombre infini de bits; donc une représentation finie d' une
variable aléatoire continue ne peut pas étre parfaite. On peut par contre se demander s'il est possible de choisir
cette représentation de maniére optimale, pour un nombre donné de bits, et quelle est |a précision atteignable
dans des conditions optimales. Pour préciser le probleme, il est nécessaire de définir tout d’ abord une mesure de
qualité d'une représentation d’ une source. Cela peut étre fait en définissant une mesure de distorsion qui évalue
la distance entre une variable aéatoire et sa représentation. Le probléme de base de la théorie de la distorsion
peut alors se formuler comme suit :

Etant donné une distribution de source et une mesure de distorsion, quelle est lavaleur
minimale de la distorsion atteignable pour un débit de source fixé apriori ?

ou de maniere equivalente

Queélle est le débit minimal nécessaire pour atteindre un certain objectif en terme de
distorsion ?

Un des résultats les plus surprenants de cette théorie est qu’il est plus efficace de coder de fagon conjointe un
certain nombre de variables aléatoires que de les coder séparément, méme lorsque celles-ci sont indépendantes.

La théorie de la distorsion (¢’ est-a-dire de la quantification optimale) peut &tre appliquée aussi bien a des
variables a éatoires discretes que continues. Nous en donnonsici une trés bréve introduction. Nous verrons que
lathéorie de la compression de donnéesréversible apparait comme un cas particulier de lathéorie deladistorsion
avec une contrainte de distorsion nulle.

11.1 QUANTIFICATION SCALAIRE

Commengons par le probleme simple de répresenter un nombre réel par un nombre fini de bits. Soit X une
variablealéatoire, et désignons par X (X) lareprésentation associée alavaleur X de X'. Si nousnousdonnons R
bits pour représenter X', dors |’ ensemble de valeurs de X peut contenir 27 valeurs distinctes. La question est de
savoir comment placer ces 2 valeurs sur la droite réelle de fagon & minimiser la distorsion et comment encoder
un nombre réel en choisissant une des ces valeurs. Ce probléme revient a définir une partition de la droite réelle
en 2R régions auxquelles on associe les 27 valeursde X .
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Soit X ~ N(0,0?) et Supposons que nous utilisions une mesure de distorsion quadratique. Cela veut dire
que nous cherchons une fonction X (X') prenant au plus 2% valeurs distinctes et telle que E{ (X — X (X))?} soit
minimale.

Si nous nous donnons 1 seul bit pour représenter X, il est clair que ce bit doit permettre de distinguer entre les
valeurs positives et négatives. De plus, pour minimiser I’ erreur quadratique, chacune des deux val eurs associées
doit étre égale al’ espérance de X’ danslarégion qui lui correspond. On adonc

% + o, Sz>0
[ (111

2, S2<0

™

L’ erreur quadratique moyenne d approximation de ce schemavaut “~2¢2 ~ 0.36302.

Si nous nous donnons 2 bits, la situation est moins simple. Clairement, nous cherchons a diviser la droite
réelle en quatre régions et nous voulons utiliser un point dans chague région pour encoder les valeurs qui lui ap-
partiennent. Maisil n’est pas évident quels régions et points utiliser. On peut cependant énoncer deux propriétés
simples qui doivent &tre vérifiées pour une telle quantification optimale;

= Pour un ensemble de points de reconstruction donnés (codes), les régions associ ées doivent correspondre a
laregle du plus proche voisin : une valeur est encodée par I'&@ément du code qui lui est le plus proche au
sens de la distance utilisée pour la mesure de distorsion.

m | espointsde reconstruction doivent &tre choisis de maniére a minimiser la distorsion moyenne sur larégion
qui leur correspond.

Ces deux propriétés nous permettent de formuler un algorithme simple pour trouver un “bon” quantificateur:
(i) on commence avec un ensemble de points de reconstruction quelcongue (leur nombre étant fixé a priori); (ii)
puis on construit | es régions optimal es correspondantes; (iii) on cal cule pour chaquerégion le point de reconstruc-
tion optimal (il s'agit de I’ espérance conditionnelle dans cette région, si on utilise une distorsion quadratique);
(iv) on continue aitérer les étapes (ii) et (iii) tant que les points de reconstruction ne sont pas stabilisés. A chaque
étape de cet algorithme la distorsion moyenne décroit; I’ agorithme doit donc s arréter en un minimum local de
lamesure de distorsion. Cet algorithme porte le nom d’ algorithmede Lloyd. |l peut se généraliser ades variables
aléatoires vectorielles. Dans la version ou on utilise un échantillon de taille finie pour calculer les espérances
conditionnelles, cet algorithme porte le nom d' algorithme K-means, bien connu en apprentissage automatique.

Supposons qu’ au lieu de coder un seul nombre a la fois, nous cherchions a coder des suites de n valeurs
d’'une source sans mémoire al’aide de n R bits. Comme ces nombres sont indépendants, on pourrait croire que
la quantification optimale consisterait & coder les n nombres de fagon indépendante sur R bits comme ci-dessus.
Mais celan’est pas vrai, comme hous allons e voir ci-dessous.

Notons que la procédure ci-dessus ne converge pas nécessairement vers des régions équiprobables; il s'en
suit qu'apres quantification il se pourrait qu'il soit possible de réduire le débit en codant de fagon appropriée
les symboles du code. Ci-dessous, nous allons analyser les limites ultimes atteignables au moyen de ces deux
opérations: quantification + codage de source.

11.2 DEFINITIONS

Soit une source qui émet n symboles successifs indépendants distribués selon uneloi p(z),z € X. Nousallons
supposer pour simplifier les démonstrations que |’ al phabet de source X’ est fini, maisla plupart desrai sonnements
peuvent &tre étendus au cas continu.

L’encodeur décrit la sequence X ™ au moyen d’'un nombre entier f,,(X") € {1,2,..., 2nf1 . e décodeur
repésente X ™ au moyen d' une approximation X ™.
Une fonction de distorsion est par définition une mesure

d:XxX >R (11.2)

telle que d( X, X ) mesure le colit associé a la représentation de X par X . Typiquement les deux al phabets sont
identiques et normalement d(X, X) = 0. Des exemplestypiques de mesures de distorsion utilisées sont lamesure
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de Hamming (ou distance de Dirac)

N 0 sX=X
X, X) = . 11.
ax0-{9 5523 119
pour les sources discrétes, et la distance Euclidienne pour les sources continues
d(X,X) = (X - X)% (11.4)

La distorsion entre séquences de symboles est définie comme la moyenne algébrique des distorsions sur les
symboles correspondants

(X", X" = Zd X;, X;). (11.5)

Une code de quantification vectorielle (2™%, n) est défini par une fonction d’ encodage
fn s & = {1,2,...,2"F} (11.6)
et une fonction de décodage (ou de reconstruction)
gn :{1,2,...,2"} = X", (11.7)
Ladistorsion D de ce code est définie par

D = B{d(X", gu(fa(X™))}. (118)

Unepairedéhit distorsion (R, D) est dite atteignable (alalimite) s'il existe une suite de codes de quantification
vectorielle (277, n), (fn, gn), telle que

Tim E{d(X", gu(fa(X™))} < D. (11.9)

Larégion de distorsion de débit d’ une source est par définition la fermeture de I’ ensemble des paires (R, D)
atteignables pour cette source. La fonction de débit de distorsion R(D) est la borne inférieure des débits R tels
que (R, D) soit atteignable. Lafonction de distorsion de débit est la borne inférieure des distorsions D tels que
(R, D) soit atteignable.

La fonction de distorsion de débit en information pour une source et une mesure de distorsion D est définie
par
2 min I(X; X). (11.10)

RU(D)= ) )
p(X|X) 3 x %) P(X)p(X|X)d(X,X)<D

Lethéoréme principal de lathéorie de la distorsion peut a ors &tre énoncé comme suit.

Théoréme. La fonction de distorsion de débit R(D), pour une source sans mémoire et une fonction de dis-
torsion d bornée, est identique a la fonction de distorsion d information correspondante R (/) (D).

Nous renvoyonsle lecteur alaréférence[ [CT91)] pour une démonstration de ce theoréme dans le cas discret.

11.3 EXEMPLES DE FONCTIONS DE DISTORSION DE DEBIT

11.3.1 Source binaire

Lafonction de distorsion de débit d’ une source binaire (probabilités p, 1 — p) avec la distance de Hamming (taux
d’erreur) est donnée par

_ | Hx(p) — Hz(D) s0<D<min{p,1~—p}
o) = { o s D > min{p, 1 - p}. (11.12)

Cette fonction est représentée alafigure[I1I], danslecasoup = 0.5.
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Figure 11.1.  Fonction de distorsion de débit d'une source binaire

On voit que si on force une distorsion nulle (D = 0), ce qui correspond a un taux d’ erreurs de décodage nul,
on obtient la condition

R(0) = Ha(p), (11.12)

conforme aux résultats relatifs au codage de source du chapitre [8.

Suggestion. Calculer le débit et letaux d erreurs D qu’ on obtiendrait si on codait n bitsdela source (p = 0.5),
en ne gardant que lesn — 1 premiers hits, ¢'est-a-dire en laissant le décodeur choisir le n-éme bit de facon
arbitraire.

Démonstration. Nous allons nous contenter de calculer la fonction de distorsion d’information correspon-
dante R(D) (D), le théoréme permettant alors de conclure sur R(D) par laméme occasion.

Nous pouvons supposer quep < 0.5. D’autrepart, s D > pil est trivia quele débit de R = 0 est atteignable.

Calculonslafonction
RD((D)E min O I(X;X). (11.13)
p(X]X) 3 x, %) P(X)P(X]|X)d(X,X)<D
Désignons par @ |’ opération d' addition modulo 2. Donc X @& X = 1 représente la condition X # X. Mon-
trons tout d’ abord que H»(p) — Ho (D) est un borneinférieure de R (D); nous montrerons ensuite qu’ elle est
réalisable.

Nous avons
I(X; X) H(X) - H(X|X) (11.14)
= Hy(p)— H(X & X|X) (11.15)
> Hy(p)— H(X & X) (11.16)
> Hx(p) — H2(D), (11.17)

laderniereinégalité résultant du fait que P(X # X) < D et quelafonction H»(-) est croissante sur I'intervalle
[0;0.5]. Onadonc bien

R(D) > H>(p) — H2(D). (11.18)

Il suffit donc mainenant de trouver une distribution conjointe de (X, X ) qui respecte la distribution de X et la
contrainte de distorsion et telle que I(X; X) = R(D). Nous pouvonsla construire de la maniéere suivante :
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m Choisissons P(X =0]X =0) =1-Det P(X = 1|X = 1) = 1 — D; il est clair que cette distribution
donne lieu a une distorsion (taux d’ erreur de décodage) qui vaut D.

A

Choisissons maintenant P(X = 0) de telle maniére que P(X = 0) = p,de facon a respecter le modéle de
lasource. Il suffit de prendre

N 1-p—D
P(X=0)=—"+— 111
(X =0) =22, (11.19)
ce qui est possible puisque D < p < 0.5.
Calculonsalors I(X; X) avec ce choix
I(X;X) = H(X)— H(X|X) (11.20)
= Hy(p) - Hy(D). (11.22)
g
Suggestion. Montrer que le choix (11.19) donnebienlieu & P(X = 0) = p.
11.3.2 Source Gaussienne
Lafonction de distorsion de débit d’ une source sans mémoire qui émet desv.a. X' ~ N (0,0 2) est
llogZ, §0<D<o?
- 2 D> >V
R(D) { 5 SD> o2 (11.22)

On voit que si on fait tendre D vers 0, le débit doit tendre vers I'infini, ce qui est bien compatible avec notre
intuition. D’ autre part, s on admet une distorsion moyenne égale alavariance delav.a. le débit peut &tre nul. En
dehors de ces deux extrémes, le débit est une image directe du rapport signal bruit.

En particulier, st onprend D = ”Tz on obtient R = 1. Cela veut donc dire que |le codage de messages longs

permet d’ obtenir une distorsion a la limite égale a %2 pour un débit d’un bit par symbole de source. On peut
comparer ce chiffrealavaleur de 0.3630 2 obtenue au début de ce chapitre pour le codage symbole par symbole.

Suggestion. Trouver |a demonstration en suivant un cheminement analogue a celui de la section précédente.

11.3.3 Description simultanée de plusieurs sources Gaussiennes

L e codage simultané de sources Gaussiennes indépendantes donne lieu & une approche d’ alocation de distorsion
pour chaque source fonction de sa variance, partant d’ un raisonnement similaire a celui utilisé pour les canaux
Gaussiens parall&les. Nous demandons au lecteur intéressé de bien vouloir consulter laréférence[ ICT91].
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12 wmoTivaTion

Le but de cette partie du cours est de parcourir les algorithmes de codage de données les plus importants, avec
une approche suffisamment anal ytique pour permettre al’ étudiant d’ en assimiler les bases théoriques et pratiques
et de se sentir al’aiselorsgu’il consulteralalittérature importante qui existe dans ce domaine.

Lamatiere est divisée en 3 grands chapitres qui traitent respectivement de la compression r éversible de textes
(données discrétes), la compression irréversible de données analogiques et plus particulierement d’'images, et
enfin des algorithmes de codage de canal (codes détecteurs et correcteurs d’ erreurs) en insistant sur les progres
récents dans ce domaine (Turbo-codes).

On insiste beaucoup sur I’ utilisation de modéles probabilistes des sources et canaux de données dans le cadre
des algorithmes de codage/décodage et sur le compromisefficacit & de codage vs complexité computationnelle qui
est omniprésent.

Alors quelacompression de textes a atteint un certain niveau de maturité depuis plus de dix ans, il reste encore
beaucoup de travail afaire dans le domaine de la compression d'images et de sons et celui du codage de canal.

211






].3 COMPRESSION DE DONNEES
REVERSIBLE

13.1 INTRODUCTION

Dans ce chapitre nous nous intéressons au probleme du codage de source, c'est-a-dire a la compression de
données.

Nous allons supposer que les alphabets initiaux et finaux sont binaires (s; = {0,1}). A I’occasion nous
mentionnerons les extensions des méthodes et résultats que nous décrirons dans le cas plus général d' alphabets
quelconques. Mais, comme I’ alphabet binaire est roi a ce stade de I’ histoire informatique, il est plus pratique de
particulariser directement au cas binaire que de s encombrer de notations générales.

De nombreux problémes de compression de données sont de la forme suivante : on dispose d'un long texte
(ou fichier) binaire T' qu’ on souhaite transformer en un texte binaire U plus court, de telle maniére que T' soit
exactement (ou au moins presque) recouvrable a partir de U. Dans d’ autres cas, on ne dispose pas a |’ avance du
texte T', car celui-ci est produit en temps-réel sous la forme d’ une suite de symboles et d’ un marqueur (symbole
spécial) indiquant la fin de la communication. |l est évidemment possible de stocker le texte, pour se ramener
au cas précédent, mais cela nécessite des capacités de stockage éventuellement de grande taille, et surtout cela
peut introduire des délais indésirables entre le moment ou un symbole est émis et le moment ou il est décodé (cf
multimédia).

Lorsgue T est exactement recouvrable, nous parlerons de compression ou de code r éversible, sinon nous
dironsquele code est irréversible, ou avec pertes. L e taux de compression est défini par e rapport des Iongueursﬂ
des deux textes

(T)

()
L etaux de compression réalisé par une méthode est alors |e taux moyen obtenu en utilisant cette méthode, ce qui
veut dire que lamoyenne est calculée sur tous les textes d' entrée T' auxquel s cette méthode est susceptible d’ étre
appliquée.

Certaines méthodes de compression de données sont mieux adaptées alasituation ot letexte T est compl étement
disponible au moment delaconstruction du code (il peut par exempl e étre stocké sous forme defichier). Cela per-
met notamment I’ &ude statistique du texte afin de construire le code. Lorsgue le fichier est obtenu en temps-réel
sous laforme d'un flux de bits, et qu’ on souhaite éviter le stockage de celui-ci, il n’est pas possible de connaitre

1Cette formule reste encore valable pour des al phabets non binaires, & condition que les alphabets d’ entrée et de sortie aient le méme nombre

de symboles. Dans le cas général, il faut utiliser Iaformule% ol ¢(T') et g(U) désignent respectivement les tailles des al phabets

d entrée et de sortie. 213
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au moment de la construction du code et de |’ encodage les propri&tésdes bitsfuturs. 11 est alors nécessairedefaire
appel a des méthodes de compression/décompression de flux de données. Par conséquent, nous ne distinguerons
pas seulement nos méthodes de compression sur base de leur taux de compression, ou de leur réversibilité, mais
aussi selon leur vitesse de traitement et selon la fagon dont elles traitent |es symboles source et |es changements
fondamentaux en cours de route concernant les propriétés des suites de bits a coder.

Enfin, un autre point qu’il faut garder al’ esprit lorsqu’ on compare les méthodes de codage, concerneles co {its
cachés. Ceux-ci se présentent souvent sous la forme d’instructions (informations) nécessaires pour recouvrir T
a partir de U. De toute évidence, il n'est pas tres utile d obtenir un trés bon taux de compression, si celui-ci
s accompagne d' un ensembl e tres important d’ instructions nécessaires pour le décodage (qui doivent également
étre transmises sur le canal). Un autre type de co(it caché est |ié a la complexité computationnelle des méthodes
de compression/décompression mises en oeuvre. |l est assez clair que les colits cachés sont liés, généralement de
fagon inverse, ala vitesse de traitement, a |’ adaptabilité, au taux de compression, et ala qualité del’information
récupérée apres décompression.

Nous alons voir dans ce chapitre quatre types de méthodes réversibles, regroupées dans les quatre sections
suivantes.

1. Méthodes d ordre zéro, non-adaptatives:

(8 schémas de remplacement (codage en blocs : Huffman, Shannon. . .);

(b) codage arithmétique qui associe a un mot 7' un sous-intervalle de [0, 1[ correspondant & un segment fini
de |’ expansion binaire d'un nombreréel r € [0, 1].

2. Méthodes d’ ordre élevé non-adaptatives.
3. Méthodes adaptatives.
4. Méthodes utilisant des dictionnaires (Lempel-Ziv, GNU zip...).

Pour des raisons évidentes, nous he pourrons pas traiter en détails |I’ensemble de ces sujets. Plutbt que de
consacrer beaucoup de temps a la description détaillée d’ une technique particuliere, nous avons préféré opter
pour une couverture assez large du domaine de fagon a en donner une vue d’ ensemble, et a mettre en évidence
les relations entre les différentes méthodes.

Nous attendrons la fin de ce chapitre pour donner une synthese de ces méthodes, qui constituent aujourd’ hui
I’état de I’art dans le domaine de la compression de données réversible de texte. Au chapitre [I4] nous nous
intéresserons au probléme de lacompression de données d’ images, et plus généralement, de données ot les struc-
tures de corrélations sont multidimensionnelles. Le domaine étant extrémement vaste, nous nous contenteronsde
décrire deux approches pour la compression de données irréversible dans ce cas.

13.2 METHODES D’ORDRE ZERO

13.2.1 Schémas de remplacement

L es méthodes de cette famille procedent comme suit.

1. Choix d un ensemble de mots binaires de source s, ss, . .., s, COmme nous le verrons, cet ensemble de
mots définit une grammaire (simple) pour les textes source.

2. Analysedutexte T et remplacement de chaque occurrencede s ; par un mot de code binaire w; ce qui donne
letexte encode U.

La substitution des mots s; par les w; est appelée remplacement d’ ordre zéro. Nous verrons plus loin d' ol
vient le“zéro”. Evidemment le but est de choisir les s; et les w; de facon amaximiser le taux de compression.
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Exemple. Supposonsqueles s; soient choisis comme suit

S1 = 0

So = 10

s3 =110 (13.1)
sq4 = 1110

s5 = 1111,

et que letexte 7" soit 111110111111101110111101110110. Alors, I’analyse de ce texte donne la squence sui-
vante

858285545455515483.

Ladécomposition d’ un texte en une suite de mots appartenant a une grammaire porte en anglaisle nom de “ pars-
ing”, et s appelleenfrancais|’“analyse grammaticale”. Nous utiliseronslaplupart du tempsleterme*d analyse’.

On peut remarquer qu'il s'agit de la seule possibilité de générer le texte T' au moyen des s ; que nous avons
choisis. L'analyse grammaticale est non-ambigué car les s; forment un ensemble de mots sans préfixes (“ prefix-
free”). Nous avons aussi évité une certaine difficulté dans cet exemple, puisque le texte appartient a I’ ensemble
destextes générablesal’aide desmots s;.

Supposons que nous associons les mots suivants w; aux mots s;

s1 — 1111

s — 1110

s3 = 110 (13.2)
sq4 — 10

ss — 0.

On obtient letexte codé U = 01110010100111110110, dont lalongueur est de 20 bits, alors que ¢(T") = 30.
Nous avons donc un taux de compression de 3 /2.

Est-ce que le texte T' est recouvrable a partir de U ? Oui, car le code ([I3.2) est sans préfixes.

Nousreviendronsplusloin sur lacondition “ sans préfixes’. Pour le moment, mettons en évidence une propriété
un peu moinstriviale des s;.

Définition : SPP. Ondit qu'uneliste sy, sz, ..., s, de mots binaires vérifie la propriété d’ analyse gram-
maticaleforte (en anglais strong parsing property SPP), si, et seulement si tout texte binaire est une concaténation
unique,

W =si - 8,0, (13.3)

de certains des s; et d'un suffixe v éventuellement vide, telle qu’ aucun des s ; ne soit un préfixe de v, et telle que
l(v) < maxi<i<m £(s;).

Lemot v est appelé lafeuille de |’ analyse de T au moyen des s;. L'unicité signifiequesi 7' = sy, - -- s, v =
sj, -8, avec v et p nayant aucun des s; comme préfixe et £(v), {(p) < maxi<i<m U(s;), dorst = r,
il :jl,...,it :ir,etV:/L.

Detoute évidence, si les s; vérifient lacondition SPP, ils doivent tous étre différents. De méme, cette propriété
est indépendantedel’ ordredes s ;. Nous pouvonsdonc considérer laliste s; comme un ensemble de motsbinaires.

Exemple. Montronsque laliste (I3.7)) vérifie la propriété SPP. Si nous prenons un texte binaire quelconque
T nous pouvons |’ analyser de gauche a droite de la maniére suivante : parcourir le texte jusgu’ a rencontrer un
z€éro, ou jusgu’ a avoir lu quatre 1 successifs, et sortir le mot s; correspondant; arréter la procédure lorsque la fin
de T est rencontrée. |l est assez évident que cette procédure permet d’ analyser un texte quel conque en produi sant
un suffixerv = A, 1,11, 00 111 (X désigne le mot vide). L' analyse est toujours possible, et I’ unicité est plausible,
dans la mesure ol hotre algorithme n’ est jamais confronté a une ambiguité.

Nous verrons ci-dessous la formulation générale d’ un théoréme qui nous indiquera de maniére précise sous
quelles conditions celaest vrai.
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13.2.2 Ensembles de mots ayant la propriété SPP

Quels sont les ensembles .S de mots qui vérifient la propriété SPP ? Pourquoi est-ce important de le savoir ?

Nousallonsvoir que latres grande majorité des méthodes de compressi on réversibles commencent par décom-
poser |e texte de départ en une suite de mots binaires, selon I’ approche décrite dans notre exemple. Ces méthodes
ne différent donc pas de ce point de vue, mais seulement selon la maniére dont elles encodent ensuite ces suites
de mots en un texte de sortie. Pour une méthode de compression de données qui utilise un certain ensemble .S,
nous dirons qu’ elle utilise S comme al phabet de source.

Les ensembles SPP constituent donc les alphabets de source utilisés par la plupart des progammes de com-
pression de données.

Un premier choix assez fréquent est constitué par les alphabets S = {0, 1} L. Il s agit d’ al phabets de longueur
fixe L. Par exemple, commela plupart des ordinateurs utilisent une organisation des fichiers en bytes de longueur
8, le choix L = 8 est trés courant car I’ analyse grammaticale est alors immédiate. Une autre bonne raison pour
choisir I’alphabet S = {0, 1}® est que bien souvent les textes de départ n’ exploitent pas complétement les 256
combinaisons possibles de 8 bits. Par exemple, la plupart des textes correspondant & des messages en langue
anglaise utilisent moins de 60 caracteres différents, bien que ceux-ci soient en général codés sur un byte. Lors
de la compression de donnéesil est alors possible de tirer profit de cela en réduisant d’ emblée le nombre de bits
nécessaires a 6.

Bien que les alphabets composés de blocs de longueur fixe soient Ies plus communs, nous ne voulons pas ici
réduire d’ emblée nos possibilités. C’ est pourquoi nous allons caractériser I’ ensembl e des alphabets S vérifiant la
propriété SPP au moyen d’ une condition générale qui doit étre satisfaite par tous ces a phabets.

Avant celaune remarque s impose quant &I’ impact de lafeuille v sur lalongueur moyenne des textes encodés,
et le calcul du taux de compression. En pratique la plupart des textes a analyser sont relativement longs; la
mise en évidence et la représentation de la feuille v demandera généralement plus de bits que la longueur £(v).
Cependant, I’ effet global sur lalongueur du texte encodé est général ement négligeable et nous allons dansla suite
I"ignorer tout simplement.

Condition nécessaire et suffisante d’un alphabet SPP. Nous alons désigner dans la suite par
langage engendré par un alphabet (noté aussi S *) I’ensemble des textes T' qui peuvent s écrire sous la forme
T = s ---s;,. Parailleurs nous utiliserons également la notation S * (fermeture du langage), |’ ensemble des
textes T' qui peuvent s'écrire sous laforme T' = s, ---s;, v, avec v nayant aucun des s; comme préfixe et
Z(l/) < maxi<i<m Z(S,)

Rappelons qu’ au chapitre [8 nous avons défini ce qu’est un code de source : il S agit d’ une régle qui associe
a chaque symbole de la source s; un mot m; de n; symboles de |’aphabet du code. Nous supposonsici que
I’alphabet du code est binaire, et dans les notations nous identifions le symbole s; et le mot binaire qui lui
correspond et désignons par £(s;) e nombre de bits de ce mat.

Nous savons, depuis la fin du chapitre[8, qu’ un code sans préfixes (¢’ est-a-dire tel qu’ aucun mot ne soit un
préfixe d' un autre), est a décodage unique. Cela veut dire que si nous construisons un texte 7' par concaténation
d’ une suite quel conque de mots de ce code, il est impossible de construire le mémetexte apartir d' une autre suite
de mots de ce code. L'analyse de ce texte peut alors se faire de gauche a droite et de facon instantanée (ce que
nous avons appel é le décodage instantané au chapitre[8).

Cette propriété ressembl e fortement, mai s pas exactement ala propriété SPP. En effet, pour le moment rien ne
garantit qu'il soit possible de construire n'importe quel texte al’aide d’ un ensemble S qui vérifie la condition de
préfixe.

Nous savons également que les longueurs des mots /(s ;) doivent setisfaire I’ inégalité de Kraft (cas binaire)

o2t <, (13.4)
s;€S

Et nous savons aussi que réciproquement, si cette condition est vérifiée pour un ensemble spécifié de longueurs

de mots, alorsil existe forcément un code sans préfixes qui respecte ceslongueur de mots.

Nous formulons maintenant la condition nécessaire et suffisante pour que S = {s1,..., s, } vérifielapro-
priété SPP.
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Théoréme SPP. 9 sy,...,s,, estuneliste de mots binaires, alors elle vérifie la propriété SPP s, et seule-
ment si elle est sans préfixes et satisfait a |’ égalité de Kraft
o2t =1, (13.5)
s;€S

En d autresmots .S forme un code sans pr &fixes complet.

Esquisse de démonstration. Nous suggéronsau lecteur courageux d’ essayer de trouver la démonstration
en suivant les étapes suivantes.

1. Montrer que la condition de préfixe est une condition nécessaire pour la propriété SPP.
Sugestion : montrer que si la condition de pr &fixe n’ est pas vérifiee alorsla SPP ne peut pas|’ étre non plus.

2. Montrer que si le code S vérifie la condition de préfixe, alors pour un texte appartenant au langage S *,
I’ analyse est non ambigué (il N’ existe qu'une seule suite s, - - - s;, = W).
Suggestion : sinon, soitunT" = s;, ---s;, = 54, -+ 55, €L Soit k le plus petit indice tel que ¢, # ji; onen
déduitque T = s;, - - - 85, = 8j, - - - 85,., Ce qui implique &videmment que lesmin{¢(s;, ), £(s;, )} premiers
bits de T’ sont identiques, ce qui est contraire a I’ hypothése “ sans préfixes” .

3. Montrer quesi S esttel que Y-, -2 “*) < 1, dorsil ne peut pas satisfaire ala propriété SPP.
Suggestion: montrer qu’ on peut ajouter au code un mot suppl émentaire s delongueur £(s) > maxi<;<m £(s;),
sans détruire la condition de préfixe; en déduire que le texte T = s ne peut pas étre écrit sous la forme
si, -+ 54,v, tellequ’aucun des s; ne soit un préfixe de v, et telle que £(v) < max;<i<m £(s;).

4. Montrer que si S est sans préfixes et vérifie I'égalité de Kraft aors tout texte T' de longueur ¢(T) >
maxi <ij<m £(s;) doit avoir un des mots s; comme préfixe. En déduire que tout texte doit donc pouvoir
Sécrire sous laforme T = sy, ---s;,v avec £(v) < maxi<i<m £(s;) € n'ayant aucun des s; comme
préfixe.

5. Mettre les conditions (1)-(4) ensemble pour prouver la CNS de SPP.

Exercice. Montrer que tout ensemble S vérifiant la condition de préfixe peut étre complété de maniére a
satisfaire la condition SPP.

Suggestion : revoir les demonstrations du chapitre[8relatives a I’ inégalité de Kraft.

13.2.3 Choix d’un schéma d’encodage

Supposons que |'aphabet de source S vérifiant la condition de SPP ait été choisi et que le texte de départ T'
ait &té (au moins hypothétiguement) analysé pour former la suite de symboles de source Z = s, ---s;, €
éventuellement une feville v non vided

Considérons maintenant le probleme de décider comment choisir les mots binaires w ; a associer a chacun de
nos mots s;, ¢ est-a-dire le choix d' un schéma de remplacement s; — w;, tel qu’ on puisse recouvrir Z & partir
dutexteU = w;, ---w;, etquelalongueur £(U) soit aussi petite que possible.

De toute évidence, la longueur de U ne sera fonction que des ¢(w ;). D’autre part, depuis le chapitre 8 nous
savons que nous ne perdons rien en exigeant que I'ensemble W = {w1,...,w,,} Soit sans préfixes, ce qui
garantit le déchiffrement instantané. Le bon sens nous dit qu’il faut associer aux symboles s ; les plus fréquents
les longueurs £(w;) les plus courtes, aux mots les plus rares les longueurs les plus grandes (sans les prendre
inutilement trop longs).

Désignons par n; le nombre de fois que le symbole s; appardlt dans lasuite Z = s;, ---s;, et par f; = o
sa fréquence relative. Nous pouvons considérer les f; comme une loi de probabilité discréte correspondant a une
expérience aéatoire ou nous mettonsless;, , .. ., s;, dansuneurne et noustirons un éément au hasard dans cette

2Comment doit-on choisir un bon alphabet de source S ? Peu de réflexion a été accordée a cette question. Rappelons que la solution
“standard” est d utiliser un alphabet § = {0,1}8.
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urne (avec remise). D’ autre part, s nous utilisons le schéma de remplacement s ; — w;, lalongueur totale de U
sera évidemment

UU) =3 lw,) = n Y fill(ws). (136)

En conclusion, le probléme auquel nous faisons face ici est en fait le méme que celui que nous avons traité au
chapitre 8. 1l s'en suit que les méthodes que nous y avons discutées s appliquent également ici. Nous allons
briévement rappeler ces différentes méthodes (en les traduisant dans le langage que hous utilisonsici).

Nous savons que |a solution de notre probléme est I" algorithme de Huffmanl3. Nous allons néanmoins décrire
les méthodes de Shannon et de Fano, qui sont d’ un intérét historique et académique.

Méthode de Shannon. Soientlessi,..., s, € fi,..., fm. S nécessaire, on renumérote les s; pour que
fi > fa> -+ > fm, > 0 et onfait disparditre les s; qui n’apparaitraient pas du tout dans I'analyse de T'.
Définissonspar F; = 0 et Fj, = S.F 7 .2 < k < m et soit ¢, = [log, f7'].

Leschémas; — w; de Shannon consiste alors aprendre pour w; les ¢; premiersbitsde |’ expansion binaire du
nombre F;.

Expliquons ce que nous entendons par expansion binaire d’ un nombreréel dans!’intervalle[0, 1]. Tout nombre
compris dans cet intervalle peut en effet &tre écrit sous laforme d’ une série

n
— 1 =]
r= nli}rgo E 1 a;277, (13.7)
]:

oulesa; € {0,1}. Nousappelonsn premiershitsdel’ expansionbinairelemot a1 as - - - a,. Ondit quelenombre
réel est une fraction dyadique, S'il est possible de le représenter sous forme d’ une expansion dont seulement un
nombrefini determes a; sont différents de zéro.

En réalite, comme la série Z;’Zl 277 tend vers 1, les fractions dyadiques non-nulles peuvent toutes s écrire
de deux fagons : une expansion avec un nombre fini de termes non-nuls, disons a1 ---a;00--- ol ar = 1,
et uneexpansiona; - - -ax_1011---. C'est pénible dans la mesure ou dans la méthode de Shannon nous faisons
référencea La (supposée seule) expansion binairede F';. Quid si F; est unefraction dyadique? Laréponse est que
nous allons prendre (ici et partout dans la suite) I’ expansion qui est finie, ¢’ est-a-dire celle qui se termine par une
suite de 0. Nous demandons au lecteur de se convaincre que dans ces conditions, nous avons exclu les expansions
binaires se terminant par une suite de longueur infinie de 1 (en d’autres mots, les seuls réels qui puissent se
représenter de cette fagon sont des fractions dyadiques, et pour celles-ci nous choisissons la représentation finie).

Nous savons que la méthode de Shannon donne lieu a des longueurs de mots compatibles avec I'inégalité de
Kraft. Mais, est-ce que le code construit a partir des expansions binaires des F'; est effectivement sans préfixe ?

Reprenonsle premier exempleutilisé dans ce chapitre. Lasuite de symbolesde sourceétait s 5525554545551 8483 :
donc f1 = fo = f3 = 1/9, fa = f5 = 3/9. Nous pouvons inverser I’ ordre pour obtenir une séquence triée par
ordre décroissant de fréquencesrelatives: s = s5_;41. Donc, £} = £, = 2 et {5 = ¢}, = ¢[ = 4. Nous obtenons
pour les w}

Fl= 0 =(00..)
Fj= 3/9 =(01..)
Fj= 6/9 =(.1010...) (13.8)
F= 7/9 =(.1100...)
F.= 8/9 =(.1110...)

Donc la méthode de Shannon donne |e code suivant
sy = s — 00
s4 =85 — 01
s3 = s5 — 1010 (13.9
s = sy — 1100
s1 = sf — 1110.

3En 1951, Huffman, alors &udiant au M.I.T., découvrait cet algorithme en réponse & un probléme posé par son professeur R. M. Fano, grand
mathématicien qui enseignait al’ époque le cours de théorie de I'information au M.I.T. Ajoutons que |e Professeur Fano avait judicieusement
“oubli&” de mentionner a ses étudiants que le probléme était non résolu al’ épogque.
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On calcule que lalongueur moyenne vaut 8/3 et que le taux de compression par rapport au texteinitial est de5/4
(il faut 24 bits pour représenter le texte U). Puisqu’ avec le code sans préfixes que nous avons utilisé au début de
la section[I327 nous avions obtenu un taux de 3/2, nous pouvons étre degus.

Revenons a notre question du départ. Comment justifier que le code construit a partir des expansions binaires
des F; est effectivement sans préfixe ? (Puisgue la méthode porte le nom de “code de Shannon”, nous pouvons
rai sonnablement supposer que la méthode est valide.)

Supposons que deux mots w; et w; du code de Shannon soient tels quew ; = w; v avec v éventuellement vide.
Nous pouvons toujours supposer que j > 1, puisque les mots sont rangés par longueurs croissantes. On peut donc
écrireque F; = (.w;r;) et F; = (.w;rj), cequi implique que F; — F; < F; — (.w;00...00) = (.00...0r;);
comme (.00...0r;) < 2~% (comme nous avons exclu |es représentations infinies dyadiques) on en déduit que
Fj —F; < 24,

D’autre part, comme £; = [— log f;] on aévidemment

—logfi<t; < —logfi+1 (13.10)

ce qui implique que f; > 27%. Or, on a évidemment aussi (par définition des F;) que F; — F; > f; ce qui
entraineque F; — F; > 2%, cequi est en contradictionavec F; — F; < 27%. 0
Nous savons par ailleurs, depuis le chapitre [8, que la méthode de Shannon donne un code dont la longueur
moyenne vérifie ~
eshannon < Hm(fla"'afm) + 1 (13-11)

Méthode de Fano. Onsedonneanouveaules f; et les s; par ordre décroissant des f;. Laméthode de Fano
est récursive : elle consiste a couper la suite s; en deux, de telle maniére que les sommes partielles Zle fi et
Z?ikﬂ fi soient aussi proches que possibles. On associe un bit (0 ou 1) aux deux ensembles de symboles ainsi
construits et on procéde récursivement pour chacun de ceux-ci, jusgu’ a obtenir des ensembles de taille 1.

Ce procédé produit de toute évidence un arbre binaire, équivalent au code de Fano. Ce code est par conséquent
sans préfixe.

Voyons |e code obtenu par cette méthode dans | e cas de notre exemple.

st tfi= 3/9 0 0  —00
sy tfa= 3/9 0 1 =01
s3tfs= 1/9 1 0  —10 (13.12)
s¢ ifa= 1/9 1 1 0 — 110
ss 1fs= 1/9 1 1 1 — IIL

On obtient une longueur moyenne de 20/9. 11 faut donc 20 bits pour coder le texte de neuf symboles de source
85828584 5455515453, SOit Un taux de compression de 3/2.

Evidemment, nous aurions pu grouper les symboles differemment. On peut montrer que la méthode de Fano
donne une longueur moyenne de code qui vérifiel’inégalité suivante

Nous invitons e lecteur a se poser les questions suivantes :

1. Pour quelles valeurs des fréquences rel atives la méthode de Fano donne-t-elle un code optimal, ¢’ est- a-dire
un code qui pour cet ensemble de fr éguencesrelatives minimise £ ?

2. Méme question pour la méthode de Shannon.

3. Est-ce que la méthode de Fano est toujours au moins aussi bonne que la méthode de Shannon ?
Méthode de Huffman. Rappelonsquelaméthode de Huffman se base également, comme celle de Fano, sur
la construction d’un arbre de code (binaire dans le cas d’ un alphabet de sortie binaire). La différence, essentielle,

est que cette méthode construit I arbre en partant desfeuilles, plutdt que delaracine, et procéde par regroupements
successifs, plutbt que par divisions.



220

S1 s1 — 0
82 s1 — 10
83 s1 — 110
S4 s1 — 1110
85 s1 — 1111
Figure 13.1.  Codage de Huffman
Fm+1
Fitq
fi F;
F;
"
S1 Si Sm
Figure 13.2.  Diagramme de fréquences cumulatives

Nous savons que cette méthode produit le code optimal. Voyons, dans le cas de notre exemple ce que cela
donne. Lafigure[13.dlillustre le procédé, qui regroupe toujours les deux feuilles les moins probables de I’ arbre
de code. On obtient le code que nous avions choisi comme exemple tout au début de ce chapitre. La longueur
moyenne vaut £ = 20/9.

Remarques. |l est clair que les méthodes décrites ci-dessus s appliquent quel que soit e choix de I’ al phabet
desource sy, ..., sy, vérifiant la SPP. || doit également &tre clair, au moins pour le lecteur attentif, que le taux de
compression obtenu avec |’ une ou I’ autre de ces méthodes est tres fortement dépendant de ce choix. Pour s'en

convaincre, il suffit dedire d’une part que si nous utilisons un alphabet de sourcebinaires ; = 0,s2 = 1, dorsles
trois méthodes de compression donneront un taux de compression de 1 (¢’ est-a-dire, en tenant compte des colts

cachés, en fait untaux inférieur a1). Par ailleurs, nous savons qu'il est possible d’ approcher de plus preslalimite

de Shannon en utilisant les extensions de la source, ce qui revient en fait a prendre des al phabets de taille plus
grande.

Cependant, les méthodes que nous venons de discuter ne sont pas appropriées dans |e cas ou on veut adapter
la taille des blocs & coder. Par exemple, dans I’ agorithme de Huffman, si on veut passer de S = {0,1} F a
S = {0, 1}E+1, on est obligé de reconstruire complétement I’ arbre du code. De plus, comme la construction de
I'arbre de code nécessite la connaissance des f;, et le nombre des f; aprendre en compte croit exponentiellement
avec L, cette procédure est peu efficace pour des extensions d’ ordre éevé.

13.2.4 Codage arithmétique

Dans cette section, nous allons voir qu'il est possible de construire des codes qui sont équivalents, en termes de
taux de compression, al’ utilisation de I’ algorithme de Huffman appliqué a des extensions d’ ordre &l evé, sans pour
autant conduire a une explosion combinatoire de la complexité des a gorithmes. Comme nous allons le voir, ces
méthodes de codage* arithmétique” permettent de passer du code pour S = {0, 1} £ aucodepour S = {0, 1}L+1,
de fagon trés élégante et avec un effort de calcul faible.

Avant cela, voyons une variante de la méthode de Shannon, qui introduit une des idées principales du codage
arithmétique, & savoir la représentation de mots (ou de textes) au moyen d’un sous-intervalle de [0, 1].
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Shannon-Fano-Elias. Considérons le graphique de la figure 1322 Comme nous n’alons pas nous servir
dans notre raisonnement du fait que les mots sont triés par ordre décroissant de f; nous n’avons pas non plus
fait cette supposition sur la figure[13.2, qui représente simplement larelation entre les F; et les s;, dans un ordre
quelconque: F;,; — F; = f;. Désignons par F; lavaleur intermédiaireentre F; et Fj 1 :

— 1
F,=F;,+ ifz (13.14)

Puisgue toutes les valeurs de f; sont positiveé, les F';, tout comme les F; sont toutes différentes (et méme stricte-
ment croissantes). Connaissant lavaleur de F'; on peut donc reconnaitrele symbole s ;.

Mais, en général, les F'; sont des nombres réels, qui nécessitent éventuellement un nombreinfini de bits pour
étre représentés. Cependant, comme ces nombres sont tous strictement différents, il y a certainement moyen de
les arrondir en conservant la propriété de distinguabilité.

Notons par ||, le nombre obtenu en gardant uniquement les £ premiers bits de |’ expansion binaire du nombre
réel r € [0, 1] (nous utiliseronsaussi cette notation pour désigner le mot binaire composé de ces bits). Supposons
que nous arrondissions F'; aux ¢; = [— log f;] + 1 premiers bits. Celadonne lieu au code s; — | F; + %fijgi.
Notons que par rapport ala méthode de Shannon, non seulement nous ne demandons pas que les s ; soient triées
par ordre décroissant de f;, mais de plus nous gaspillons un bit par mot de code.

Montrons néanmoins que le code est sans préfixes. Nous laissons le soin au lecteur de vérifier que | F; |,
appartient bien a I'intervalle | F;, Fi;1[ (voir figure [3:2). Tous ces nombres sont donc bien distincts. Pour
vérifier que le code est sans préfixes, nous allons considérer que chague mot de code représente un intervalle de
nombres réels défini par

[0.w;, 0.w; + 274], (13.15)

et noter quelacondition*sans préfixes” est équivalentealacondition“intervallesdigioints’. Comme nous savons
que 0.w; = | F;]s,, le nombre 0.w; est en fait dans la moitié inférieure de [F;, F;1], et donc 0.w; + 2~% doit
aussi appartenir al'intervalle | F;, Fi [, car 27% < % C' est-a-dire strictement inférieur alamoitié de lalargeur
del’intervale [an Fi+1]- O

Etant donné les longueurs des mots de code, on trouve aisément que

T< Hu(fiy.o fm) +2. (13.16)

Suggestion : construire le code pour notre exemple en utilisant I’ ordre initial des symboles s ;.

Codes arithmétiques. Malgrélasous-optimalité du codage par intervalles dela méthode de Shannon-Fano-
Elias, c'est I’ exploitation de cette idée qui donne lieu aux méthodes de compression de données d’ ordre zéro les
plus efficaces a ce jour, a savoir le codage arithmétique que nous allons décrire maintenant.

Pour une discussion détaillée de ce type de codes, nous conseillons la référence [ [HHJ97]. Ici nous reprenons
la présentation de la référence [ [CT9T], qui S en tient aux idées essentielles.

Nous allons considérer que nous disposons d’ un texte écrit dans un certain aphabet de source, et que nous
souhaitons coder des suites de symboles de ce texte (éventuellement tout le texte) sur base des fréquences rela-
tives déduites de I’ &tude statistique du texte. Les mémes idées s appliquent évidemment aussi, si nous voulons
construire un code pour encoder des messages de longueur n. quelconque d’ une source dont nous avons modélisé
leslois de probabilités, par exemple al’ aide d' un des modél es décrits au chapitre [8.

Désignons par s™ = s; - - - $, Une suite particuliére de symboles source de longueur n. L’ idée essentielle du
codage arithmétique est le calcul efficace (récursif) des fréguences (ou probabilités) f(s™) et de la distribution
cumulée F(s™). Ensuite, en utilisant les idées du codage de Shannon-Fano-Elias, nous pouvons utiliser un
nombre réel dans!’intervalle | F'(s™), F/(s™) + f(s™)] décrit par un certain nombre de bits, comme mot de code
pour s™. Par exemple, en utilisant les [ — log f(s™)] premier bitsde F'(s™) + f(s™) nous obtenons un code pour
les blocs delongueur .. Le méme raisonnement que ci-dessus permet de se convaincre que les mots de code ainsi
obtenus sont tous différents.

Cependant, nous ne pouvons plus affirmer que le code est sans préfixes, car pour celail aurait fallu arrondir a
[—log f(s™) +1] bits. Commenotreidée est ici de coder I’ ensemble d’ un texte de longueur 7, il N’ est cependant
pas nécessaire d’ utiliser un code sans préfixes. Du moment que le décodeur connait lavaleur den, il suffit en effet
gue les mots de code associés a tous les textes de longueur n soient différents, pour que le code soit déchiffrable.
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m
5
T1 T2 T3 r

Figure 13.3.  Arbre des textes source (n = 5) pour le codage arithmétique

Nous avons donc deux options: (i) utiliser un code de longueur moyenne |égérement plus faible, et indiquer
au décodeur lalongueur du texte source encodé (correspondant & un seul bloc); (ii) utiliser un code sans préfixes
comme dans la méthode de Shannon-Fano-Elias, avec des longueurs Iégerement plus grandes, et adopter une
convention pour les longueurs de blocs source encodés. Notons que généralement, ¢’ est la premiére option qui
prévaut : on code a |'aide du codage arithmétique tout le texte a transmettre, et on transmet au décodeur la
longueur de ce texte.

Dans la version simplifiée du codage arithmétique que nous allons décrire, la longueur du texte n est donc
fixée apriori et connue par |’encodeur et le décodeur. Nous allons de plus nous placer dans le cas particulier
ou I’ alphabet de source est binaire (s; € {0, 1}), afin de simplifier notre discussion. Nous Supposons gque nous
disposonsd’ une procéduresimple qui permet decalculer f(s 1, ..., s,) pour toute suite de n symboles de source,
et nous allons considérer les mots binaires de longueur n triés par ordre lexicographique: si x ™ et y™ sont deux
chalnes différentes, dlorsz™ > y™ s z; = 1 et y; = 0 pour le premier i tel que z; # y;. De maniére équivalente,
T>ysy, 27 > Y, y;27% Cest-adiresi les nombres binaires vérifient 0.z > 0.y".

Nous pouvons organiser les textes de n symboles de source sous la forme d’'un arbre binaire complet de
profondeur n, dont les feuilles correspondent aux chaines de longueur n. Un tel arbre est représenté ala figure
[I33. Danscet arbre, I'ordre z° > y° correspond au fait que z° est ala droite de y® ala méme profondeur dans
I'arbre. 1l est clair que le passage den an + 1 consisteraa étendre |’ arbre d’ un niveau.

Si nous attachons a cet arbre les fréquences f(z™) correspondant aux feuilles, nous voyons que les valeurs
F(z™) peuvent &tre aisément obtenues & partir des probabilités des noeuds de I’ arbre. En effet, de la discussion
du codage Shannon-Fano-Elias, il apparait que nous devons, pour calculer F'(z ™), trouver les f(y™) de tous les
mots y™ < z™, et sommer ces valeurs pour calculer F'(z™). Ensuite, le mot de code est obtenu en utilisant les
[—log f(z™)] premier bitsde F'(z™) + f(z™). Celarevient, &videmment & calculer les [—log f(z™)] premiers
bitsde F'(z") = 3=, n < pn F(Y").

En considérant la figure 33, nous voyons qu'il s agit de calculer la somme des probabilités des feuilles qui
sont alagauche de 2™, ce qui équivaut aussi ala somme des probabilités des arbres qui se situent ala gauche de

z™.

SOit Ty 2525, ,0 UN SOUS-arbre pointé par le chemin z; x» - - - 21,1 0, lafréguence de ce sous-arbre est

f@orzsmiio) = Y, f(@ime- 2k 10ykp1--Yn) (13.17)
Yk+1""Yn
= flziz2 - 25-10), (13.18)

qui peut &tre calculée facilement (par hypothése). Notons que quelle que soit la valeur de & > 0, I'arbre
Tiizo- 2,0 €St SitUEAgauchedez™ S, et seulement si 2, = 1.

On peut donc écrire F'(z™) souslaforme

F(z') = > fM (13.19)
yrzn
= > £(T) (13.20)
T :Test agauchede z™
= Z f(fE1£E2 te fEk_10). (1321)

k :CI}kil
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Exemple. Supposons que nous ayons a faire & un texte binaire, tel que (1) = 6 et f(0) = 1 — 6. Si nous
faisons | hypothése d’ ordre zéro, qui consiste a supposer que les symboles successifs sont indépendants, alors
f(s1,--058n) = fs1) -+ f(sn)

Considérons|’ arbre delafigure 33 et essayonsdetrouver lavaeur de F(01110) (z° sur lafigure). Ontrouve
que

F(01110) = f(Th) + f(T») + f(T3)
= £(00) + £(010) + £(0110)
= f(0)£(0) + f(0)f(1) f(0) + £(0) f(1)£(1)£(0)
= fO)X+ F1)+ £(1)))f(0)

= (1-6)1+6(1+0)(1-09),

ou nous avons mis en évidence (deux derniéres lignes) la possibilité de calcul récursif des f(-), ce qui limitele
nombre de multiplications/additions en ne recal culant pas a chaque fois les facteurs communs entre les différents
fi, et les termes communs aux différents f(75).

Encodage. Lessymbolesde lasource peuvent étre traités séquentiellement :

1. Soit z* le préfixe dgjalu apres k étapes, f(z*) lafréquence relative correspondante, et F'(z*) lafréquence
cumulée correspondante, et soit u, e noeud courant dans |’ arbre.

2. k estinitialise azéro; z° est initialise ala chaine vide; lafréquence f(z°) al; F(x°) est initialisée a zéro,
le noeud courant u;, est initialise alaracinedel’ arbre.

3. Soit b le (k + 1)-emebit lu.

m sb=1, F(z*1) = F(zF) + f(z*0).
m sib=0, F(zF) = F(zF).
4. le préfixe est mis ajour ¥ = z*p, lafréquence f(z**1!) est également mise ajour (cf. remarques ci-
dessous), et le noeud courant u ;.1 est misajour en descendant dans |’ arbre en suivant labranche b émanant
du noeud u .

5. s k < n, on poursuit la procédure, sinon on renvoieles valeurs F'(z ™) et f(z™).

6. apartirde F'(z") et f(z™) on construit le mot de code | F'(z™) + f(2") ] 10g £(27)7-

Calcul des f(z*). Nousavonsvu que pour le codage d’ un texte s™, le parcours de |’ arbre nécessite au plus
deux calculs de fréquences relatives f ( *) par niveau de I’arbre, ¢ est adire par symbole source. En fait, s
sr = 0 un seul calcul suffit, et sl s, = 1 deux calculs sont nécessaires. Cela veut dire que s nous sommes
capables de calculer efficacement ces fréequences relatives, I’ algorithme est essentiellement linéaire en fonction
delataille du texte, et celaindépendamment du modéle probabiliste utilise. Voyons s'il est possible de faire ces
calculs efficacement.

Le cas particulier ou les symboles successifs sont considérés comme indépendants est particulierement facile,
puisque dans ce cas la mise a jour se fait au moyen d'une seule multiplication : f(z**1) = f(z*)f(b), et la
probabilité de I’ arbre est obtenue aussi par f(z*0) = f(z*) £(0).

De méme, si nous modélisons|e texte al’ aide d' une chaine de Markov, lamise &jour est immédiate.

Dansle cas général, on peut utiliser laformule de récurrence suivante :

f(s*b) = £ (b]s*) f(s"),
oll f(z*) est lerésultat de |’ étape k, et f(b|s*) est obtenu directement & partir du modéle probabiliste.

Suggestion : expliciter les formules dansle cas de la source de Markov.

Alphabet de source m-aire. |l est également assez facile de voir comment cet algorithme doit &re modifié
sl nous avons une source qui utilise un alphabet m-aire avec m quelconque. L’ arbre devient un arbre m-aire
complet, et achague étape il faut sommer les probabilitésdesm’ < m sous-arbres |aissés a gauche.
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Décodage. Le décodage est également immédiat. On se déplace dans I’ arbre en mettant & jour la fréquence
cumulée, la fréguence et le préfixe comme ci-dessus. La différence vient du critére de décision utilisé pour se
déplacer. Au lieu d'utiliser le bit suivant du texte initial (qui est inconnu), on se sert de la valeur du nombre réel
qui correspond au mot de code regu pour décider de la direction a prendre.

On exploite |’ arbre comme un arbre de décision : &laracine on compare le nombre recu alavaleur de f(0) :
si celle-ci est plus petite que le nombre regu, aors le sous-arbre correspondant au mot encodé doit se trouver a
la droite du sous-arbre pointé par 0, et par conséquent z; = 1. En poursuivant ce procédé en descendant dans
I"arbre on peut décoder la séquence, bit par bit.

A nouveau, latechnique de décodage peut étre facilement adaptée au cas d' un alphabet de source g-aire. Cette
fois, il faut laisser a gauche tous les sous-arbres tels que leur fréquence cumul ée soit inférieure au mot de code :
le chemin qui est suivi, correspond au sous-arbre |e plus a gauche tel que sa fréguence cumul ée avec celle de ses
voisins de gauche soit supérieure au mot de code regul.

Discussion. S onfait I’ hypothése d ordre zéro, il est clair que lalongueur moyenne du code arithmétique se
situe dans une fourchette de < bits delalimite d’ entropie Hy, (f1, - - ., fm)-

Laméthode permet de compresser et de decompresser des textes de longueur quel conque de maniére séquen-
tielle, a condition que le décodeur soit informé de la longueur du texte qu’il va recevoir. Si nous supposons
que les f; sont fixes d'un texte &I’ autre, il ne sera nécessaire de fournir cette information au décodeur qu’une
seule fois (elle peut donc étre incorporée en “dur” dans |’ algorithme de décodage). Si nous supposons queles f ;
sont redéterminées pour chague texte source, il faut également en transmettre les valeurs au décodeur. Commeiil
s agit de nombres réels, nous serons obligés la plupart du temps de les arrondir, typiquement en n' utilisant que
les [—log f;] premiershbits. Il y adonc un colit caché au total de ;" , [— log f;] bits, qui devient négligeable si
le texte est suffisamment long.

En cequi concernel’implémentation, nousattirons|’ attention sur lefait que cette méthodefait appel ades mul-
tiplications/additions de nombres réels, qui doivent étre effectuées avec une précision suffisamment grande pour
éviter des erreurs de codage/décodage. Nous renvoyonsl|e lecteur alaréférence[ [HHJ97] pour une discussion de
ces questions.

D’autre part, il est important de remarquer que ce type de code exploite un modéle de source (ici d’ordre
zéro) : il n'est pas nécessaire pour autant que la source se comporte comme une source d’ ordre zéro. 1l suffit que
les fréguences relatives des symboles utilisées correspondent effectivement aux probabilités d’ émission de ces
symboles (ou aux fréquences relatives effectivement présentes dans le texte encodg, si celui-ci est suffisamment
long), pour que le taux de compression soit atteint. Evidemment, si nous utilisons un modéle d' ordre O alors que
la source émet des symboles successifs dépendants, cela voudra dire que I’ entropie par symbole de celle-ci est
inférieurea H,,, (f1,-- -, fm), € qu'il serait possible d' atteindre des taux de compression supérieurs en exploitant
del’information d’ ordre supérieur.

D'ailleurs, dans la description de notre algorithme d’ encodage/décodage, nous n’avons pas fait d’ hypothese
explicite sur la maniére dont les f(s™) sont déterminées. Et nous avons montré qu'il est parfaitement possible
d' utiliser le codage arithmétique avec des modeles de source d’ ordre supérieur. La section suivante s'intéresse a
ce probleme.

Enfin, remarquons que si les f; utilisées pour I’ encodage ne sont pas exactement égales aux probabilités p ;
des symboles, mais néanmoains proches, alors le code reste bon. On montre en effet aisément que la longueur
moyenne sous une loi de probabilité p; d’'un code qui assigne des longueurs [— log f;] vérifie

Hm(pis- - spm) + D f) < €< Hp(pa,....pm) + D(p|lf) + 1. (13.22)

On constate que par rapport a la situation ou f; = p;, les limites sont décalées vers le haut, d’ autant plus que
D(pl|f) est grande. Il et clair quesi p; ~ f;, D(pl|f) serapetite et le code restera efficace, et celajustifie donc
auss |’ utilisation de fréquencesrelatives “ arrondies’ comme suggéré ci-dessus.

Longueur du texte et caractére on-line. Nous avons indiqué ci-dessus que le codage arithmétique
permettait de traiter de fagon séquentielle lors du codage et du décodage les symboles source. Est-ce que la
méthode est pour autant on-line ? En d'autres mots, est-ce que la transmission du texte codé peut commencer
avant d’ avoir parcourru celui-ci compléetement ? Combien de symboles du texte source doivent étre connus pour
gue latransmission puisse commencer ?
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Nous allons voir que ces questions sont intimement liées a la nécessité de transmettre la longueur du texte
source au décodeur. En effet, pour que la décompression reproduise le texte source il faut nécessairement |ui
transmettre |’ information relative & lalongueur de celui-ci. Nous allons discuter deux possibilités, dont une seule
préserve le caractere on-line de la méthode.

La premiére solution consiste a transmettre pour chague texte encodé , en préambule a la communication, la
longueur du texte. 1l y aun colit caché d’ au moinslog n bits, pour un texte de longueur n. Ce qui est plus génant,
c'est qu'il est nécessaire lors du codage de connaitre cette longueur avant de commencer la transmission, ce qui
implique la plupart du temps | e stockage complet du texte encodé avant de pouvoir |e transmettre.

Un autre solution consiste a gjouter un symbole supplémentaire (disons “.") a |’aphabet de source qui est
réservé pour marquer lafin du texte. 1l faut &videmment lui attribuer une probabilité non-nulle dans le modéle de
source, ce qui conduit in fine également a un colit caché. Le décodeur poursuivra alors sa descente dans I’ arbre
des messages de source jusqu’ aavoir décodéle symbole“.”.

Cette fagon de faire permet en plus de restituer au codage/décodage le caractére on-line, et donc de réduire
les délais de transmission. En effet, intuitivement il est assez évident que les bits de poids le plus fort dans
la représentation binaire du mot de code ne dépendent que des premiers symboles du texte. Cela veut donc
dire qu’ apres un nombre fini (généralement petit, mais pas nécessairement &gal a un) de symboles source, une
premieére partie du mot de code est établie (un ou plusieurs bits), ensuite apres quel ques symbol es supplémentaires
quel ques bits supplémentaires peuvent &tre transmis, et ainsi de suite. Laméthode d’ encodage est donc quasi on-
line, et cela indépendamment du modele probabiliste utilise. Symétriquement, a la réception quelques bits de
poids le plus fort suffisent pour tester les probabilités des sous-arbres, et le décodage peut donc se faire pratique-
ment au méme rythme que I’ encodage.

Suggestion : réflechir & un moyen pratique de transmettre la longueur n du texte comme pr éambule au texte
chiffré.

13.3 MODELES D’ORDRE SUPERIEUR

Pour bien comprendre les méthodes de compression de données statistiques, il est utile de se représenter le dis-

positif de codage comme composé de deux boites autonomes: |’ algorithme de codage et le mod ele statistique. Le
modele (ou processeur statistique) passe al’ algorithme de codage de I’ information concernant lanature statistique

du texte source. L’ algorithme de codage utilise cette information pour encoder les textes efficacement.

La section précédente s'intéressait essentiellement a différents algorithmes de codage, et |e modél e statistique
utilisé &tait tres rudimentaire; nous avons supposeé qu’ une étude stati stique du texte nous avait permis d’ évaluer les
fréquences relatives f1, ..., fi, desm symboles de |’ alphabet de source qui sont alors utilisées par | encodeur.
Dans cette section et dans la suivante nous alons investiguer I’ utilisation de modéles plus sophistiqués. A la
section [13.4 nous verrons les méthodes adaptatives, ¢’ est-a-dire capables de traiter efficacement des sources non-
stationnaires. Ici, nous nous focalisons sur les méthodes exploitant des modeles d’ ordre supérieur, permettant de
tenir compte des dépendances entre symbol es successifs.

Tous ces modéel es peuvent étre exploités par les méthodes de codage (Huffman, arithmétique, Shannon-Fano-
Elias, Shannon, Fano) décrites dans la section précédente. Tant que I’ encodeur connalit les fréquences relatives
(f1,-.., fm) courantes, il sait comment encoder le texte source. L’encodeur ne doit donc pas, en principe,
étre gjusté pour exploiter tel ou tel modele statistique. Bien slir, en pratiqueil est souvent possible d’ augmenter
I” efficacité computationnelleen modifiant |I” algorithme de codage pour mieux coller au modél e de source exploité.
Nous alons donc présenter les modéles d’ ordre supérieur (et plus loin les modeles adaptatifs) en aliance avec
les codeurs de Huffman ou arithmétique, et faire comme s'il y avait des choses telles que “ Codage de Huffman
d ordre k", ou “Codage arithmétique adaptatif”, parce qu'il est pratique de faire ains et que nous pensons qu'il
est plus concret d’ éudier comment |’ ensemble “modéle + encodeur” fonctionne. Mais nous voulons insister ici
sur lefait que“I’ ordre supérieur” est une qualité du modéle et non de I’ algorithme de codage.

De quoi s agit-il ? Soient un alphabet de source S = {s1,...,sm}, € un entier ¥ > 0. Dans un modéle
d’ordre k, nous supposons que les fréquencesrelatives f (i1, . ..,ix4+1) desmotss;, - - - s;, ., parmi tous les mots
de source de longueur k& + 1 sont données. Si k = 0, 1,2 nous écrivons f(:) = f; (les fréquences relatives des
symboles utilisées précédemment), f (i, j) = fs,; (digrammes) et f (i, j, k) = fi ;. (trigrammes).
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Notons que, puisque nous supposons pour le moment que le comportement modélisé est stationnaire, cela
implique que les fréquences marginal es des symbol es obtenues a partir des multigrammes, telles que

fi = Z[Z} > £l ikga),

i1<m i <m ipp1<m

sont indépendantes de la position dans le temps [ du symbole marginalisé (la mise entre crochets [-] dans la
formule signifie que la sommation sur 7; n'est pas effectuée).

Par exemple, dans le cas des digrammes cette propriété se traduit par lefait que Y"1 fi i = S0 fii = [

13.3.1 Codage de Huffman d’ordre supérieur

Nous avons deux options pour appliquer I algorithme de Huffman. Lapremiére, dégjaamplement discutée dansles
chapitres précédents, consiste & coder la k + 1-éme extensionfl delasource (S*+1) en nous servant des fréquences
relatives f (i1, ..., ir1) desmF! symboles de cette source. Ce schéma donne évidemment lieu & une longueur

moyenneZ(k) par symbole de lasource S coincée entre les deux limites H(,fjfl) et H(S::)“.

Mais nousallons utiliser une autreidée, plus souple en principe et susceptible de mieux exploiter les dependan-
ces entre symboles successifs. Au lieu d’ utiliser une table de code comprenant m *+* lignes, nous alons utiliser
m* tables comprenant m mots de codef]. Chague table est adressée par un préfixe de longueur & correspondant
aux k symboles qui précédent celui qui doit étre codé (ou décodé) & un instant particulier. Soit s ; le symbole
courant, et soient s;,, - - - , s;,, 1€s k symboles précédents: nous appelons cette suite, le contexte du symbole s ;.

On peut alors, apartir desmultigrammes f (i1, . . ., ix+1), calculer laprobabilité (ou fréquence) conditionnelle

f(ilv" '7ik7j)
flr,.oyi)
de rencontrer le symbole s ; connaissant le contexte. On peut donc appliquer | algorithme de Huffman en utilisant
les m valeurs stockées f(jli1,- - ,4x). Nous appellerons codage de Huffman d’ ordre supérieur ce schéma qui
utilise les probabilités conditionnelles. Nous verrons ci-dessous quel s arguments peuvent plaider en safaveur, par
rapport au premier schéma, que nous appellerons dans la suite codage de Huffman de I’ extension d’ ordre & + 1.

De toute évidence le schéma décrit ci-dessus ne fonctionne qu'a partir du (k + 1)-eme symbole de source.
Comment traiter les k& premier symboles ? On peut imaginer plusieurs solutions, comme par exemple

fGli, - i) = (13.23)

1. utilisation d'un préfixe artificiel s _j11 - - - so, qui précéde le début du texte.
2. codaged ordre k(z), pour le i-eme symbole, avec k(i) = min{i — 1, k}.
3. utilisation d’ un codage d’ ordre O pour les k& premiers symboles.

Dans les deux derniers cas, on peut déduire les fréquences relatives nécessaires au codage & partir des multi-
grammes. D’ autre part, comme on peut supposer que le texte est suffisamment long pour que les effets de bords
soient négligeables du point de vue du taux de compression obtenu, on peut se contenter d' utiliser le schémale
plus simple aimplémenter et/ou celui qui conduit au colit caché le plusfaible.

Nous allons supposer qu’' on utilise le codage de Huffman d’ ordre zéro pour les k premiers symboles, et qu'a
partir du (k£ + 1)-eme on utilise le codage d’ ordre k. De plus, nous allons négliger dans nos calculs les effets de
bords, en ne calculant que les taux de compression obtenus a partir du (k£ + 1)-eme symbole de source.

Quid, en ce qui concerne le décodage ? Le décodeur recoit, conjointement au texte codé les m *+1 multi-
grammes, ce qui lui permet de construire les m* + 1 tables de code : 1 pour les k premier symboles; m*
correspondant aux m* préfixes de longueur k possibles. A partir de I3, il peut décoder séquentiellement les
symboles de source, selon un schémaqui devrait maintenant &tre évident.

4Attirons I’ attention sur le fait que le mod&le de I’ extension d’ ordre K + 1 est, selon notre terminologie, un mod&le d' ordre k.
5Nous disons “table” sans pour autant supposer que |es données sont organisées en mémoire de fagon lingaire. On peut se convaincre que les
deux schémas ne différent ni en termes de volume de stockage, ni en termes de temps d’ accés.
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Intéressons nous aux taux de compression atteignables par cette méthode. La longueur moyenne d’ un mot de
code est obtenue par

—(k ‘ N s o
= X flinein) Y Gl i) ik ) (13.24)
1<ig oeyip<m j=1
= Z fin, k1) (i, - - - dkg), (13.25)
1<iy, .. i1 <m
oulesl(i,...,iry1) SONt obtenuespar lesm* codes de Huffman conditionnels. Comme ces codes sont optimaux

isolément, il est évident que le schémaglobal d' ordre k est également optimal. Cela veut dire que quel que soit
le code utilisé qui se sert d'une stratégie conditionnelle telle que le schéma d ordre £ de Huffman, la longueur
moyenne obtenue ne peut pas étre inférieure a celle obtenue par |e codage de Huffman.

Si nous désignons, comme ci-dessus, par ¢ (r) lalongueur moyenne par symbole de source obtenue par le

codage de la source étendue S*k+1 on peut en particulier se demander si ¢ *) est toujours inférieure ou égale a
£(1y- (Remarquons que pour k£ = 0 ces deux grandeurs sont évidemment identiques.) 11 est assez surprenant de
constater que laréponse est : pas toujours (cf exercices, pour des contre-exemples).

. s . (K . , . .
Une autre question intéressante : est-ce que la suite 7" est une suite décroissante ? On peut au moins le
conjecturer, mais la preuve n’ en a pas é&té faite, a notre connai ssance.

Si nous considérons que nous avons affaire & une source stationnaire, désignons par H (S *) I’entropie de la
source étendue d’ ordre k, et par H(S},41|S*) I entropie conditionnelle moyenne du & + 1 symbole de S lorsque
les k précédents sont connus, ¢ est-a-dire I’ entropie moyenne des m * sources de notre dispositif de code. Alors,
on a évidemment H(Sy41|S%) = H(S**1) — H(S*). D’autre part, comme pour chacune des m* sources
conditionnelles I'inégalité de Shannon est vérifiée, il est immédiat que le meilleur code d’ ordre k doit satisfaire
I'inégalité

H(Sps1]8%) < < H(Spia|SF) +1. (13.26)

Rappelons que la suite H(Sy41|S*) est une suite décroissante pour & croissant. Par conséquent, la longueur
moyenne du meilleur code d’ ordre k atteignable est coincée entre deux limites qui décroissent. Mais celane nous
permet pas d’ affirmer queleslongueurs moyennes réalisées par | es codes de Huffman successifs sont elles-mémes
décroissantes.

Par ailleurs, en guise de comparaison des deux méthodes (codage d' ordre & et codage de |’ extension d’ ordre
k + 1) nous pouvons énoncer (démonstration immeédiate) |es relations suivantes entre les différentes entropies :

H(S®1Y)  H(S*)
<=0 < ... < H(S). (13.27)

H(Sk+2|S**") < H(Sp41]S") ’ <

<

Il est clair que, méme si ces grandeurs ne fournissent qu’ une approximation des longueurs moyennes des mes-
sages codés obtenues al’ aide des différents codes, elles seront néanmoins utiles pour décider (sans nécessiter la
construction des codes) si cela vaut la peine de recourir, pour un texte donné, au codage d’ ordre supérieur.

Suggestion : réfléechir & un moyen efficace en temps d'acces pour stocker e modéele probabiliste d’ ordre
supérieur utilisé par le codage de Huffman.

Exercice. Soit.S = {s1, s2, 3} et soient les fréquences de digrammes de .S données par la matrice

0.70 0.05 0.05
[fi;]= | 0.02 0.04 0.04
0.08 0.01 0.01

Construireles codes de Huffman pour S et S? et e code de Huffman d’ ordre 1. Calculer et comparer leslongueurs
moyennes (par symbole de S) de cestrois codesfi

8Solution exercice pagel227): 77 ($) = 1.2; 21 (S) = 1.18; £(1y(S) = 0.91.
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13.3.2 Codage arithmétique d’ordre supérieur

Comment tirer profit de la connai ssance des multigrammes en codage arithmétique ?

Une des réponses possibles est la suivante : on utilise les multigrammes pour calculer les probabilités (ou
fréquences) conditionnelles p(sp|sp—1,. .., sp—k) (Effets de bords traités selon la méthode 2, citée auparavant).
A partir de cette information, il est &videmment possible de calculer |es probabilités associées an’importe quelle
suite de symboles source correspondant aux noeuds de I’ arbre des symboles source. En effet, on peut utiliser la
formule de récurrence suivante :

P51, 8n) = P(515 s Sn1)P(SnlSn—1s- - -y Sni). (13.28)

Si on utilise ce type de schéma, on peut se convaincre que, pour coder des messages de longueur N, on obtient
une borne supérieure (sur le nombre de bits par symbole de source) qui peut s écrire sous laforme

1+ H(S)+ H(S2|SY) + -+ H(Sk|S**1) + (N — k)H(S41|S%)

/<
= N b

(13.29)

ce qui est proche de H(Sy1|S*) pour N > k.

13.4 METHODES ADAPTATIVES

Nous restons toujours dans la cadre de la compression de données réversible. La nouveauté est que nous laissons
tomber | hypothese qu’ une analyse statistique du texte source soit intéressante, ¢’ est-a-dire |” hypothese que ce
texte ressemble a ce qu’ une source stationnaire pourrait produire. On peut citer de nombreux exemples de textes
qui ne possedent pas la propriété de stationnarité. Par exemplelesfichiers postscript se caractérisent généralement
par un contenu dont la nature varie fortement d’un point a I’autre : au début on trouve généralement un en-
téte décrivant les macros postscript et les fontes utilisées, ensuite on trouve un entrelacement de parties qui
correspondent & du texte en langue naturelle encodé en postscript par le logiciel de traitement de texte utilisé et
des images (parfois bitmap) dont le code postscript est produit par d'autres logiciels. Intuitivement, il semble
assez évident que pour ce type de textes il est intéressant de changer la stratégie de codage au fur et @ mesure du
parcours du texte. Reste a voir comment cela peut se faire de maniére efficace et effective du point de vue taux
de compression.

Cette section et la suivante s intéressent aux méthodes dites de codage “universel” parce que leurs perfor-
mances sont peu sensibles a la nature du texte compressé.

L'idée dans cette section est principalement d’exploiter les techniques déa discutées ci-dessus (Huffman,
arithmétique) en utilisant des comptages des fréquences relatives des symboles (ou multigrammes, dans le cas
des méthodes adaptatives d’ ordre supérieur) qui adaptent les fréquences aux propriétés locales du texte. Un des
avantages supplémentaires de ces méthodes est qu'’ elles suppriment la nécessité de transmettre |a table de code
(celle-ci étant reconstituée adaptativement lors du décodage), et diminuent donc un certain type de colt caché.
Comme dans la section précédente, nous allons nous focaliser sur la méthode de Huffman adaptative, nous ne
ferons que quelques remarques en ce qui concerne les méthodes arithmétiques.

13.4.1 Codage de Huffman adaptatif

Dans cette approche, on maintient, au fur et @ mesure du parcours du texte source, un comptage du nombre
de symboles de chague type recontré jusqu’aors, et c'est ce comptage qui est exploité pour coder le symbole
suivant. Lorsque celui-ci a été encodé, le compteur correspondant est mis a jour et on passe au symbole suivant.
Le décodeur procede exactement de la méme maniéere, pour décoder un symbole il utilise les comptages des
symboles précédents: il est donc synchroneavec |’ encodeur et tout se passe bien, pour autant que les conventions
de départ soient respectées.

Quelles sont les conventions de départ ? Il s'agit d' un détail d’'implémentation qui peut &tre traité avec un
surcolt négligeable, comme nous e verrons.

Par contre une question de principe reste pendante. En effet, dans les méthodes des sections précédentes, nous
avons implicitement supposé que I’ arbre de code était construit par I’ encodeur puis transmis au décodeur comme
préambule du message codé. Ici, nous supposons que les deux construisent leur arbre de code en paralée: que
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s3
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Figure 13.4.  Arbre de Huffman (codage adaptatif) : initialisation

faire si certains choix sont ambigus (nous savons que la méthode de Huffman permet en principe de construire
plusieurs arbres (cf. les deux feuilles les moins probables sont des siblings et il est indifférent de savoir lequel
recoit le bit 1). Pour ce probléme on pourrait évidemment utiliser un ordre lexicographique, ce qui permet de
trancher en associant le bit 0 au symbole le plus petit selon cet ordre (Ie préambul e indiquerait alors au décodeur
I’ ordre lexicographique des symboles de source, si cela était nécessaire). Mais la question est plus tordue que
cela, car le probléme peut également se poser pour des noeuds internes de I’ arbre de code. 11 est clair, que d’ une
maniéere ou d'une autreil faut introduire des conventions sur lamaniére dont I’ étiquetage des branches de |’ arbre
de Huffman doit étre fait, afin de mettre encodeur et décodeur sur la méme longueur d’ onde.

Un autre probleme est celui de la mise a jour de I'arbre de code. En effet, comme a chague symbole les
comptages changent, cet arbre est susceptible de changer également. Si nous voulons que I’ algorithme de com-
pression/décompression soit efficace du point de vue computationnel, il faut trouver une solution pour mettre a
jour efficacement cet arbre.

Dans cette introduction nous allons un peu nous faciliter la tache du point de vue explicatif, en utilisant une
méthode de mise ajour peu subtile. Nousindiquons cependant qu'’il existe un algorithme efficace, appel @ méthode
de “Knuth-Gallager”, qui est celui qui est utilisé normalement en pratique. Nous en donnerons une description
intuitive a la fin de cette section. Dans ce qui suit, hous allons traiter successivement les trois problémes men-
tionnés : initialisation, ambiguité et mise ajour del’ arbre.

Commengons par I'initialisation : tous les compteurs de symboles sont misa 1.

Ensuite, construisons de fagon non-ambigué un arbre initial :

1. les symboles sont numérotés par ordre lexicographique (graphiquement de haut en bas, voir figure [13.4);

2. cessymboles sont ensuite associés aux noeuds terminaux de I’ arbre de Huffman, et ces noeuds sont étiquetés
au moyen des compteursinitialisés a 1 et nous leur associons également un numéro d’ ordre correspondant a
I ordre lexicographique des symbol es de départ;

3. Iarbre de Huffman est ensuite construit de maniére non-ambigué en fusionnant les deux noeuds ayant les
compteurs les plus faibles, et en cas de possibilités multiples en choisissant les noeuds d ordre (a ne pas
confondre avec le niveau) le plus élevé : le noeud péere hérite du numéro d’ ordre le plus faible de ses fils,
et son compteur est initialise a la somme des compteurs des fils. Enfin, les branches sont étiquetées en
associant un O au fils de numéro d’ ordrele plus faible.

Lafigure@3Zlexplicitel’ arbreainsi obtenu alapremiéreétape du codaged unesource S = {s 1, $2, 3, S4, S5, S6 -

Enfin, indiquons comment mettre a jour I’ arbre en prenant en compte des symboles successifs du texte. Soit
s; le symbole suivant; on procede comme suit :

1. il est d'abord encodé al’aide de I’ arbre courant;

2. son compteur est incrémenté, ensuite lafeuille qui lui correspond est déplacée verticalement (sans changer
I’ ordrerelatif des autres noeuds), jusgqu’ a ce que les feuilles soient de nouveau classées par ordre décroissant
de leurs compteurs: s'il se déplace, il se déplaceraversle haut, et le moinsloin possible;
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Aprés lecture de s3

Figure 13.5.  Arbre de Huffman (codage adaptatif) : deux étapes

3. I'arbre est reconstruit selon la méthode décrite pour I’ arbre initial : en cas de possibilités multiples, priorité
alafusion des noeuds d ordrele plus éeveé.

Lafigure[I3.5 indique les arbres obtenus aprés comptabilisation d’ un premier symbole (s 3) et d un second sym-
bole (s3, également).

Discussion. Danslaméthode qui précede, on comptabilise toutes les lettres du texte source. Le systéme tend
donc progressivement vers le code qui serait obtenu si on avait desle départ comptabilisé les fréquencesrel atives
des symboles dans |e texte source. On n’adonc pas vraiment affaire a une méthode adaptative.

Quel est alors son avantage, compte tenu des difficultés que nous venons de voir concernant lamise ajour (et
tout n’a pas encore été dit a ce sujet) des comptages et arbres de code ? Un premier avantage assez évident est
gue cette méthode ne nécessite pas le stockage du texte source : €lle fonctionne de maniére purement on-line,
ce qui permet de suivre (pour autant que les mises & jour se fassent de maniére suffisamment rapide) exactement
le rythme de la source. Or il existe de nombreuses applications (notamment dans le domaine du multimedia, ou
dans |e contexte de la téléphonie numérique) ol on souhaite pouvoir transmettre les symboles au méme rythme
gue le mécanisme qui les produit.

Ensuite, il existe un “truc” qui permet a la méthode de devenir potentiellement plus efficace, et de fait
réellement adaptative : il suffit de lui permettre d’ oublier une partie des symboles lus précédemment de fagon
alui permettre de s adapter de fagon plus souple aux changements de comportement des messages de source.
L'idée est tres simple et consiste a diviser périodiquement les comptages par un nombre entier (disons division
entiére par une puissance entiere de 2, ce qui facilite I'implémentation) : cela permet aux comptages de suivre
de plus prées le comportement non-stationnaire de la source. Si la source est stationnaire, cette opération n’ aura
pas un effet tres marqué. Si, par contre, elle est effectivement non stationnaire |’ effet peut &tre trés spectaculaire.
Bien slir, le décodeur doit étre en phase avec la politique adoptée par |' encodeur et il faut s arranger pour éviter
des comptes nuls. Maisil s agit |a de questions de détails que nous ne discuterons pas plusici.

Enfin, s nécessaire, indiquons que les idées qui viennent d’ &tre discutées sont également applicables dans e
cadre du codage de Huffman d' ordre .

Méthode de Knuth et Gallager. Nous venons de voir qu'il faut maintenir |’arbre du code a chagque
symbole, ce qui peut parfois conduire & une modification compléte de celui-ci. En I’ absence d’ autres possibilités
il faut alors reconstruire complétement |’ arbre a chaque étape, ce qui peut étre lourd si I’ aphabet de source est
grand (voir également chapitre[8).

L’idée de Gallager est basée sur le résultat suivant.

Théoréme. Soit 7T unarbrebinaird] avec m > 2 feuilles, & chaque noeud v duquel est associ & un poids w(u)
positif. Supposons de plus que chaque noeud pére regoit comme poids la somme des poids de ses fils. Alors cet
arbre est un arbre de Huffman (¢’ est-a-direil peut étre obtenu par application de |’ algorithme de Huffman), si, et
seulement si les 2m -2 noeuds (en excluant la racine) de I’arbre T' peuvent étre ordonnés selon un ordre, disons
U, - - ., Uzm—2, QUi VErifie les deux propriétés suivantes :

7Un arbre binaire comportant m feuilles possede exactement 2m — 1 noeuds, au total.
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1 w(u) <w(u2) <--- <w(ugm-2) &
2. pourk=1,...,m—1, us_1 € usy sont dessiblingsdans!’arbre.

Suggestion : revoir a ce stade la partie du chapitre[ concernant I algorithme de Huffman et |a pseudo-méthode
d’ optimisation que nous'y avons discut ée.

L' algorithme de Knuth-Gallager consiste alors aadapter I’ arbre a chague étape (correspondant al’ incrémentation
d’un compteur de symbole) pour satisfaire cette propriété, ce qui est faisable en un nombre d’ opérations au plus
proportionnel a m, alors que la reconstruction compléte de I’ arbre prend de I’ ordre de m 2 opérations. De plus,
la méthode de Knuth-Gallager peut exploiter les situations oul I arbre avec compteurs mis a jour satisfait dgala
propriété (c'est fréquent, pourquoi ?) en ne faisant rien. Nous ne décrirons pas cet agorithme ici, mais nous
demandons au lecteur de se convaincre que la propriété de Gallager est bien une condition nécessaire et suffisante
d arbre de Huffman.

13.4.2 Sur le codage arithmétique adaptatif

Ce qui vient d'étre dit concernant la construction incrémentale des f;, au fur et a mesure de la consommation
d'un texte source n’ est évidemment pas spécifique a la méthode de Huffman.

En réalité, il suffit de supposer que de part et d’ autre de la chaine de communication nous disposons d’ une
copie exacte du méme programme qui fournit & chaque pas de I’ agorithme le modéle de source a utiliser pour
le traitement du symbole suivant. La mécanique du codage arithmétique est tout a fait indépendante de ce qui se
trouve dans cette boite que nous appelons “modéle probabiliste”. C'est donc un plus trés significatif par rapport
al’agorithme de Huffman, qui souffre de la nécessité de mettre & jour son arbre de code.

Il S'en suit que nous pouvons coupler le codage arithmétique avec n’importe quel modéle de source, qu'il
soit purement adaptatif, complétement fixé a priori, ou un mélange de connaissances a priori et mises a jour
adaptatives, comme le permettent par exemple les approches Bayesiennes de |’ apprenti ssage automatique.

On voit que le codage arithmétique apparait comme un dispositif extrémement souple pour I’ exploitation
de modéles de source “intelligents’. Cela montre également la proximité des problemes de compression de
données avec certains problemes de I'intelligence artificielle, notamment de |’ apprentissage automatique et du
raisonnement a |’ aide de modéles probabilistes. | n’est donc pas étonnant de constater que nombre des concepts
vus dans ce cours son utilisés par les méthodes de I intelligence artificielle.

13.5 METHODES DE DICTIONNAIRE

Dans les sections qui précédent, les schémas de compression réversibles ont &té congus sur base d’'un modéle
statistique (ou probabiliste) postulé pour lasource, et dont les paramétres sont en général estimés a partir du texte
sourcequ’il s'agit d encoder (il est évidemment possibled' utiliser ces schémasen utilisant un modeél e probabiliste
dont les paramétres sont connus a l’avance). Les méthodes de dictionnaire fonctionnent sur base d’' une logique
difféerente: elles utilisent une liste de mots source (le dictionnaire) qui, on I’ espéere, est assez riche pour contenir
un grand nombre de mots longs du texte source. Le texte est aors encodé sous laforme d' une suite de pointeurs
vers les mots du dictionnaire (comparer cette idée a I’ analyse grammaticale utilisée pour construire la suite de
symboles source au chapitre précédent). |l est évident qu'il est nécessaire que le décodeur soit au courant du
contenu du dictionnaire.

On peut imaginer plusieurs fagons de faire. Au niveau le plus simple, on peut utiliser une collection de
dictionnaires fixes (p.ex. un dictionnaire pour les textes en frangais, un dictionnaire pour les programmes écrits
en langage C, un dictionnaire pour les fichiers postscript ...). Un inconvénient de cette approche réside dans le
fait qu'il faut maintenir ajour les dictionnaires : |es changements doivent donc étre propagés a tous les sites qui
utilisent ce schéma. Ensuite, I’ utilisation de dictionnaires fixes ne permet pas de compresser des textes de nature
inconnue.

Afin de permettrelacompression detextes quel conques, il est clair qu'il faut adapter e contenu du dictionnaire
au texte compressé. Nous allons donc nous intéresser ici uniquement aux méthodes de dictionnaire adaptatives.
L a conception de ces méthodes remonte aux articles de 1977 et de 1978 de Ziv et Lempel. Les schémas généraux
sont connus sous le nom LZ77 et LZ78. Des applications qui utilisent des variantes du schéma LZ77 sont par
exemple GNUzip et PKZIP. Les schémas de type LZ78 sont utilisés par les modems (V.42bis), I utilitaire Unix
compress, et le format graphique GIF.
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mots source | A 1 0 11 01 010 00 10
c(n) 0 1 2 3 4 5 6 7
(M) achesse binare | 000 001 010 011 100 101 110 111

(adresse, bit) [~ (000,1) (000,0) (00L,1) (010,1) (100,0) (010,0) (00L0)

Figure 13.6.  Exemple : Lempel-Ziv de base

L’idée de base de ces méthodes consiste a construire le dictionnaire au fur et & mesure du parcours du texte.
L' approche est donc naturellement adaptative (le dictionnaire est seulement une fonction du texte compresse) et
on-line (le dictionnaire ne contient que des mots précédemment [us).

Ladifférence principal e entre ces méthodes est liée ala gestion du dictionnaire. DansLZ77, le dictionnaire est
assez petit, car composé de fragments du texte appartenant a une “fenétre de texte réecemment lue”’. LZ78 utilise
une approche différente, en gérant un dictionnaire de taille (Ientement) croissante organisé de maniére structurée
de fagon a minimiser |I’encombrement et |es temps d’ acces.

Ci-dessous hous nous contentons de décrire les principes généraux sur lesquels ces deux méthodes, et toutes
leurs variantes, sont basées, et nous allonsindiquer comment les propriétés théoriques de ces méthodes leur per-
mettent de porter [le nom de méthode“ universelle”. Nous suggérons au lecteur intéressé par |es aspects théoriques
de consulter laréférence[ [CT91], et acelui désireux d’ en savoir plus sur les questions pratiques d'implémentation
de consulter laré&férence [ [HHJ97).

13.5.1 Algorithme de Lempel et Ziv de base

La méthode consiste a remplacer des trongons du texte, par des pointeurs vers des trongons de texte déja en-
codés/décodés. Cela veut dire que nous analysons les textes avec une grammaire qui croit incrémentalement de
lamaniére suivante ;

m  0on commenceinitialement avec une grammaire (ou un dictionnaire) vide;

m ensuite, achague pas del’ algorithme on parcout le texte a partir du symbole courant, jusgu’ a obtenir un mot
qui ne figure pas encore dans le dictionnaire, et on inclut ce mot dansle dictionnaire.

Par exemple, s letexte T' est 1011010100010. . ., celadonne 1,0, 11,01, 010, 00, 10, . . .. Aprées chaque virgule
nous avangons le long du texte T' tant que le mot parcouru figure dans le dictionnaire. Un moment de réfexion
nous dit que ce processus S arrétera sur un mot ne figurant pas dans le dictionnaire, disons de longueur n ; + 1,
tel que le préfixe m; de longueur n; de ce mot figure déja dans le dictionnaire. Ce préfixe est donc de longueur
maximale. Ce mot peut donc &tre encodé en utilisant d’ une part un pointeur vers I’ addresse dans le dictionnaire
ou figure le mot m; et un seul symbole source (dans notre exemple un bit supplémentaire) pour préciser le dernier
symbole de ce mot.

Nous supposons que | es adresses sont numérotées a partir de 0, et que le dictionnaire contient initialement une
chainevideal’ adresse 0. Plagons nous au moment de |’ introduction d’ un nouveau mot source dansledictionnaire
et supposons que le dernier symbole de de ce mot soit le n-eme symbole de source. Désignons par ¢(n) |’ adresse
du dictionnaire ou ce mot seraintroduit. Donc, lors du passage du n-eme symboledu texte T' (avant I’ introduction
éventuelle du mot courant), le dictionnaire contient dgjac(n) motset I’ adresse maximale de cesmotsest ¢(n) — 1.
Au fur et amesure du parcours du texte, cette adresse croit (constante par morceaux) et vaudrac(N) — 1 lorsdu
codage du dernier paquet de symboles d' un texte de longueur N. On peut représenter les pointeurs a |’ aide de
[log, c(N) — 1] hits. Par exemple, en supposant dans le cas ci-dessus que le texte s arréte apres les symboles
1011010100010, on aboutit au moment du codage du dernier mot a un dictionnaire detaille 7 (adresse maximale
6), et on peut utiliser 3 bits pour les adresses de pointeurs.

Lafigure[I3.6décrit ce qui se passe pour notre exemple: le texte codé est 0001000000110101100001000010.

Evidemment, le travail de “compression” effectué dans le cas de notre exemple n'est pas trés spectaculaire,
puisque le texte codé est plus de deux fois plus long que le texte source. D’ autre part, le codage nécessite deux
passes : une premiére ol on constitue le dictionnaire et ot on calcule le nombre de bits nécessaires pour les
adresses, et une seconde passe ou on encode |e texte de sortie. Nous verrons ci-dessous comment améliorer le
systeme de fagon araccourcir le texte codé, et arendre le codage on-line.
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mots source | A 1 0 11 01 010 00 10
c(n) 0 1 2 3 4 5 6 7
¢(M)ahessebinare | 000 001 010 011 100 101 110 111
[log, c(n)] |- 0 1 2 2 3 3 3
(adresse, hit) | - 1) (0,00 (011) (10,1) (100,0) (010,00 (001,0)

Figure 13.7.  Exemple : Lempel-Ziv on-line

Cependant, la méthode treés simple que nous venons de décrire possede des propriétés importantes que nous
allons énoncer sans demonstration.

La méthode que nous venons de décrire encode ¢(N) mots source, pour un texte de longueur N, en utilisant
pour chague mot [log ¢(N) — 17 + 1 bits, ¢’ est-a-dire par symbole source un peu moins de
e(N)(loge(N) +1)
N

bits. (13.30)

Taille maximale du dictionnaire. On montre que lataille maximale du dictionnaire vérifielarelation

n

e(n) < (13.31)

(1 —e€y)logn’

ou lim,, o €, = 0.

Optimalité asymptotique. On montre que pour une source stationnaire ergodique, on a, avec une proba-
bilité de 1,

lim
n— 00

ce qui veut dire que |’ algorithme de Lempel et Ziv est asymptotiquement optimal.

c(n)(log;(n) +1) _ H(S), (13.32)

13.5.2 Caracteére on-line

Nous avons vu que la méthode de base décrite ci-dessus ne préservait pas le caractére on-line de I’ algorithme,
suite ala nécessité de connaitre la taille du dictionnaire avant |e codage des adresses.

Il existe un moyen tres simple qui permet de restaurer le caractére on-line, et qui, du méme coup permet de
raccourcir la taille du texte encodé. En effet, au moment du codage (et donc du décodage) du n-eme mot, on
connait |’ adresse maximale du dictionnaire partiel dans lequel il faut aler chercher le préfixe (c(n)), et on peut
donc se contenter d'indiquer I’ adresse en utilisant [log ., c(n)] bits. Dansle cas de notre exemple, celadonne (voir
figure[13.7) le texte codé 100011101100001000010 (ce texte est malgré tout plus long que | e texte de départ).

On voit que le schémaraccourcit lalongueur moyenne des pointeurs, maisintuitivement on sent bien quesi la
taille du texte croit indéfiniment la taille moyenne continuera a croitre de fagon logarithmique. Rien ne change
donc du point de vue des propriétés asymptotiques. Néanmoins, I’ algorithme est meilleur sur les textes de taille
finie rencontrés en pratique. En fait, pour une source de mémoire finie, disons m, les propriétés asympotiques
ne seront approchées que lorsgue la méthode aura stocké tous les messages typiques de longueur m, ce qui peut
représenter un nombre astronomique en terme de longueur du texte source.

13.5.3 Adaptabilité

L’ algorithme présenté conduit & un dictionnaire qui cumule I’'information depuis le début du texte. Si la nature
du texte change en cours de route (¢’ est-a-dire si le comportement est non-stationnaire) on paye dés lors un
surcolt important en terme de tailles de pointeurs et temps de calcul associé au codage/décodage. Les versions
pratiques de cette méthode, que nous avons mentionnées en début de cette section utilisent pour ces raisons des
dictionnaires avec faculté d’'oubli. En d’ autres mots, on ne retient que les mots rencontrés dans une fenétre de
taille limitée autour de la position courante dans le texte source. D’ autre part, il est possible de comptabiliser la
“popularité” de certains mots du dictionnaire, de facon a organiser celui-ci de maniére optimisée en utilisant les
techniques de codage statistique vues antérieurement (p.ex. codage de Huffman sur les adresses).
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13.5.4 Optimalité relative

L es méthodes dérivées de I’ algorithme Lempel-Ziv décrit de fagon simplifiée dans ce qui précéde sont populaires
car treés efficaces du point de vue computationnnel et en méme temps capables de donner de bons résultats sur
de nombreux types de textes source. Néanmoins, le fait que ces méthodes ne soient pas capables d exploiter une
connaissancea priori sur lanature du texte source (i.e. un modéle probabiliste) lesrend forcément sous optimal es,
fait qu’ elles atteignent leurs performances asymptotiques seulement pour des textes source tres longs.

13.6 PARSING CONSTRUCTIF

Ici : laméthodede Ziv pour les arbres de parsing; I’ utilisation de laméthode de construction d’ arbres de décision
pour |”identification de multigrammes.

13.7 RESUME

Dans ce chapitre nous avons dével oppé les concepts qui sont ala base de la compression de données : analyse
(segmentation de textes), modeles probabilistes, principal es méthodes de compression, adaptabilité et caractére
on-line.

Notre objectif &tait de mettre en évidencel’ ensemble des élémentsqui déterminent quel type de code est appro-
prié pour une application pratique donnée. Sans aller jusque dans les détails d’' implémentation, nous avons donné
les indications nécessaires pour la mise en oeuvre des méthodes ainsi que les principales propriétés théoriques
qui permettent d’ en délimiter le champs d’ application.

Avec la matiére théorique du chapitre [8 et celle du chapitre[14, cela constitue une bonne vue d’ ensemble de
ce domaine. Jusgu’ici nous avons rencontré trois types de codes pour la compression de données:

Lescodesde longueur fixe: c'était |’ outil exploité dans le cadre du théoréme AEP, qui dit essentiellement que
seulement une tres faible partie des messages possibles doivent étre codés de maniére efficace. Ces codes,
bien que simples du point de vue conceptuel, ne sont néanmoins pas d' une grande utilité pratique.

Lescodesde symboles: ilsassocient aux symboles source des mots de code dont lalongueur est déterminée par
leurs probabilités. L’ algorithme de Huffman construit un code optimal pour des probabilités données. Ces
codes sont sans préfixes et n'importe quel texte est encodé de fagcon déchifffrable. Si les symboles source
respectent |es probabilités utilisées | ors de la construction du code, lalongueur moyenne de celui-ci atteint la
limite de Shannon a 1 bit pres. Les codes de symboles sont I équivalent des systémes statiques de lathéorie
des systemes: unefoislaloi de probabilité fixée, la sortie a un moment donné (¢’ est-a-dire correspondant a
un symbole de source donné) ne dépend que du symbole courant. Nous avons cependant montré que cette
technique se prétait al’ adaptation et au codage on-line, par le biais d’ un modéle probabiliste adaptatif.

Lescodesde“flux” : lacaractéristiquequi lesdistinguedes précédentsest qu’ilsne sont pas contraintsd’ émettre
au moins un bit par symbole source. Un texte de longueur donnée n peut parfois étre encodé en un message
binaire de longueur m < n. Indépendamment du model e probabiliste lui-méme, ces codes se comportent en
fait comme un systeme dynamique, puisque la sortie du codeur a un moment donné dépend non seulement
du symbole source courant, mais également de ceux qui le précédent. Dans cette famille de codes, nous
avons décrit les deux “maitres achats” du moment :

m | escodes arithmétiques, qui combinent un modéle probabiliste avec un algorithme de codage qui asso-
cie un texte source a un sous-intervalle de [0, 1] dont lataille est approximativement proportionnelle a
la probabilité du texte, telle que calculée par le modéle. Ce type de code est virtuellement optimal, si la
source respecte |le modéle probabiliste utilisé. Les codes arithmétiques mettent bien en évidence le fait
gue de bonnes performances de compression requierent de I'intelligence, sous la forme d’un modéle
probabiliste &ventuellement adaptatif.

m | esagorithmes delafamille Lempel-Ziv sont également adaptatifs, dans la mesure ou ils mémorisent
les chaines qui ont dé&ja été rencontrées. 1ls sont fondés sur une philosophie “ déterministe” qui dit que
Nous ne savons rien a priori au sujet du modele probabiliste de la source, et que nous souhaitons un
algorithme de compression qui est raisonnablement performant quel que soit ce modele.
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Nous faisons remarquer que dans ces deux philosophies on retrouve deux tendances fortes de I'intelligence
artificielle : (i) une approche dirigée par la modélisation; (ii) une approche entierement dirigée par les données.
Les codes arithmétiques constituent essentiellement une approche dirigée par le modele probabiliste. Si des
informations a priori sont disponibles sur celui-ci, alors ces méthodes peuvent I’ exploiter. Par ailleurs, si aucune
information a priori n’est disponible, ces méthodes sont néanmoins opérationnelles, & condition de leur associer
un algorithme d’ apprenti ssage adaptatif, qui construit le modéle probabiliste au fur et a mesure que des données
sont observées (par exemple, au fur et a mesure que le texte source est consomme).

Nous verrons dans la suite de ce cours que les concepts que nous venons de discuter sont omniprésents
dans le domaine du traitement de I'information. En particulier, lorsque nous considérerons le probléme du
codage/décodage de canal nous verrons a nouveau toute I’ importance des modél es probabilistes.






14 CcoMPRESSION D'IMAGES

Denosjours, latransmission et |e stockage d'informations sur forme d'images est omniprésente, et la compres-
sion de données joue un rdle trés important dans ce contexte. En effet, le volume de données brutes associées
a des images sont trés importants ce qui en impose la compression a la fois lors du stockage et de la transmis-
sion. Par exemple, une image haute résolution affichée sur un écran d’ ordinateur (ou de télévision) représente
de I’ ordre de quelques MB en mémoire. Une séquence vidéo représente de |’ ordre de 20 images par seconde,
soit pour une minute de temps réel de I’ ordre d’un GB de données brutes. Il est clair que sans I’ utilisation des
techniques de compression d'images il serait impossible (ou extrémement colteux) de transmettre et de stocker
de fagcon digitale de tels volumes de données. Or comme nous I’ avons vu dans ce cours, les techniques digitales
permettent de manipuler efficacement les données grace al’ informatique, et surtout, de lutter efficacement contre
le bruit et |a dégradation de la qualité au cours du temps.

Nous verrons dans ce chapitre que les techniques actuelles permettent (au sacrifice de la réversibilité) de
réduire ces volumes de données par des facteurs de I’ ordre de 100. Cela veut dire que, grace a ces techniques,
il devient possible de transmettre des images 100 fois plus rapidement (quelques secondes au lieu de plusieurs
minutes, pour transmettre une image sur une ligne téléphonique) et d'en stocker 100 fois plus sur un méme
support (quel ques dizaines de minutes de film vidéo sur un disgue compact, au lieu d’ une demie seconde).

La compression d’'images est donc devenue un domaine extrémement important pour permettre la mise en
place des services multimédia, qui représentent une véritable industrie &1’ heure actuelle, et certainement encore
pour de nombreuses années. Remarquons que ce que hous venons de dire est également vrai pour latransmission
et le stockage de sons, maisici les volumes de données sont typiquement de I’ ordre de 100 fois plusfaibles qu’en
imagerie.

Il'y a d’autres domaines, moins bien connus du grand public, ou les techniques de compression d’'images
deviennent tres importantes. Citons par exemple le domaine médical, qui repose de plus en plus sur I'imagerie
(vision en temps réel, archivage et échanges d’'images médicales). Un autre domaine intéressant concerne la
géophysiqueet I’ astronomie. Ces sciences reposent en grande partie sur I’ acquisition et I’ analyse de volumestres
importants d'images. Par exemple, le systeme d’ observation de la terre (projet NASA) est composé d' un certain
nombre de satellites qui, lorsqu’ils seront opérationnels, enverront de I’ ordre de 50GB d'images par heure vers
les centres de recherche terrestres. Un autre exemple est fourni par les bases de données d’ empreintes digitales
(par exemple celle du FBI comporte plusieurs dizaines de millions d’ images : plusieurs dizaines de TeraBytes).
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Le traitement d'images comporte un grand nombre de volets : I'acquisition, le filtrage, la compression,
I’analyse, la reconnaissance, et la synthese. Ici nous allons nous focaliser sur les questions de représentation
et de compression d'images qui sont intimement liées.

Le lecteur sceptique pourrait se demander pourquoi nous dédions un chapitre complet a ces questions, et
surtout pourquoi hous donnonsainsi un statut particulier ala compression d'images par rapport aux méthodes de
compression de textes. Il y aplusieurs bonnesraisons a cela.

Tout d' abord, bien que les techniques dével oppées au chapitre précédent puissent s appliquer au domaine de
I'image, il est avantageux d’exploiter la structure physique (bi- ou tri-dimensionnelle) des images lors de leur
compression. La compression d'images dispose donc de techniques propres bien adaptées a ce probléme, et il est
préférable de les décrire dans un cadre moins abstrait.

D’autrepart, commeletraitement d'images devient de plus en plusimportant il nousasembléutile d’ introduire
quelques notions utiles dans ce contexte, afin de permettre aux étudiants qui n’auront pas |'occasion de se
spécialiser en traitement d'images, de disposer néanmoins d’une certaine culture générale dans ce domaine.
En lui consacrant un chapitre séparé, nous nous donnons un peu plus de liberté pour sortir du cadre strict de la
compression de données.

Ensuite, nous verrons que la compression d’'images conduit a généraliser les méthodes uni-dimensionnelles
(dimension = temps) vues auparavant pour traiter des problemes multi-dimensionnels. C'est donc un pas supplé-
mentaire vers une plus grande richesse des méthodes que nous nous proposons de faire dans ce chapitre.

Nous allons également parler ici pour la premiére fois de techniques de codage irréversibles. En réalité tout un
pan de lathéorie de I’ information étudie cette question. 1l s agit de lathéorie de ladistorsion qui évalue comment
on peut augmenter les débits sur des canaux en tolérant une certaine irréversibilité. Nous donnerons une tres
bréveintroduction a cette branche de lathéorie de I’ information dans la troisieme partie de ce cours. Maisil nous
semble que le domaine de la compression d'images est particulierement bien adapté pour parler de méthodes
irréversibles: la notion d’image est intuitivement facile a comprendre et donc I’ approximation d’images est plus
facile a discuter de fagon intuitive que I’ approximation de signaux plus abstraits.

En corollaire, nous pensons que la matiere que nous alons voir dans ce chapitre se préte particulierement
bien a une présentation intuitive, avec un minimum de formalismes mathématiques. Nous supposons que cela
permettraaux étudiants de “souffler” un peu aprés avoir digéré un certain nombre de concepts nouveaux.

Nous signalons au lecteur que nous nous sommes basés en partie sur les références [ [GW93, [HHJI97] pour la
rédaction de ce chapitre.

14.1 QU’EST-CE QU’UNE IMAGE ?

Dans cette section nous nous proposons de décrire le modéele mathématique utilisé pour lesimages et d’introduire
un des outils fondamentaux dans ce domaine, a savoir les transformées d’images.

14.1.1 Coordonnées spatiales

Mathématiquement, le terme image (monochrome) fait référence a une fonction d'intensité lumineuse bidimen-
sionnelle

f($7 y) : [07 mmaz] X [07 ymaz] —> [07 fmllI]? (14'1)

ou z désignelacoordonnée verticale (usuellement orientée de haut en bas), y la coordonnée horizontale (orientée
degaucheadroite), et f(z, y) représentel’ intensité lumineuse au point (z, y). On utilise le terme de coordonnées
spatiales pour désigner le couple (z, y), et on parle de représentation spatiale lorsque I'image est donnée sous la
forme d’' unefonction f(z, y).

Ce type de structure de données peut représenter par exemple une image photographique noir et blanc, une ra-
diographie, ou I’ une des composantes d'images multispectrales (p.ex. RGB, intensité d’ énergie dans une certaine
bande de longueurs d’onde). Elle peut aussi étre utilisée pour représenter une fonction plus abstraite de deux
variables, telle qu' un champ scalaire.

Dans le domaine vidéo on est également amené a représenter une suite temporelle d’'images (f(z, y,t)) ou
le temps est généralement discret. De méme, en physique on est amené a représenter des champs scalaires qui
évoluent au cours du temps.
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Par ailleurs, dansla plupart des applications modernes de |’ imagerie on considere des versions échantillonnées
delafonction f(z,y) selon une matrice de coordonnées spatiales N x M : z représente aors|’'indice de ligne
de cette matrice et y I’indice de colonne. On utilise alors le terme de pixel (de |’ anglais “picture element”) pour
désigner un point de cet espace discret, et par extension lavaleur prise par f(+,-) en ce point.

La convention d’ orientation de haut en bas et de gauche a droite que nous avons choisie est cohérente avec la
maniéere dont on parcourt un texte dans nos langues et la maniéere dont nous lisons habituellement une matrice.
Remarquons cependant que contrairement a la dimension temporelle des signaux dynamiques, dont I’ orientation
est justifiée par |e principe de causalité, dansle domaine du traitement d’ imagesil n'y pas dejustification physique
de cette orientation.

Dans ce qui suit, nous allons nousfocaliser entiérement sur desimages échantillonnées du point de vue spatial.
D’autre part, dans un certain nombre de cas nous supposerons également que les valeurs possibles prises par
f(z,y) sont discrétisées.

Modeles probabilistes. Dans ce chapitre nous ferons I'impasse sur la modélisation probabiliste d’ images.
Nous signalons au lecteur interessé que de nombreux travaux, notamment dans le domaine du filtrage d'images,
exploitent des modeles probabilistes similaires a ceux que nous avons dével oppés au chapitre [8 pour les sources.
En traitement d’images, les modéles de Markov deviennent des réseaux de Markov qui permettent de modéliser
des dépendances locales entre pixels voisins. Disons simplement qu’un réseau de Markov exprime le fait que
lorsque les valeurs des pixels qui appartiennent a un certain voisinage d’ un pixel donné sont connues, lavaleur de
ce pixel devient indépendante des autres pixels de I'image (plus &loignés). Cette propriété permet la constitution
de modeles probabilistes avec un nombre (tres relativement) limité de paramétres et qui modélisent néanmoins
une partie importante des redondances présentes dans la plupart des images.

Enfin, signalons que les méthodes de dictionnaire se généralisent également aux images.

14.1.2 Transformées d’'images

Tout comme en traitement du signal, les transformées (de Fourier, et autres) jouent un role tres important dans le
contexte du traitement d’ images. Par exemple, les transformées de Fourier permettent de projeter |’information
contenue dans uneimage dans e domaine fréquentiel, puis d’ effectuer des opérations de filtrage dans ce domaine,
en tirant profit des caractéristiques fréquentielles différentes du bruit et du signal utile.

En ce qui concerne notre sujet d'intérét dans le cadre de ce cours, nous verrons que les transformeées per-
mettent de représenter |’ information contenue dans une image sous une forme qui en facilite la compression. En
particulier, alors que dans le domaine spatial une grande partie de la redondance d’'images se situe au niveau
des corrélations entre pixels voisins, les transformées d’images visent essentiellement a décorréler, ¢'est-a-direa
concentrer la redondance dans les monogrammes. Nous verrons plus |oin comment ces transformées permettent
de construire des approximations compactes d'images sans en dégrader la qualité telle que nous la percevons.
C'est cette possibilité qui, lorsqu’ elle est exploitée correctement, permet d’ obtenir les taux de compression les
plus spectaculaires, au prix d'un certaine irréversibilité “mathématique’.

Nous ne nous attarderons pas ici sur les aspects relatifs a I'implémentation des opérations de transforma-
tion. Nous allons nous contenter d’ en énoncer le principe général et de citer quelques transformées couramment
utilisées. Nous reviendrons, dans les sections suivantes, sur |’ utilisation de ces méthodes a des fins de compres-
sion. Pour nous simplifier lavie, nous allons considérer des matrices d’'images carrées dans le domaine spatial.

Notons que toutes les transformeées que nous considéronsici sont linéaires: latransformée d’ une combinaison
linéaire d’images est la combinaison linéaire correspondante des transformées de ces images.

14.1.2.1 Formulation. Latransforméeg d uneimage f(z,y) (dedimensions N x N') au moyen d' un noyau
g(++,-,-) estlanouvelleimage N x N

N—-1N—

G(f) =T(u,v) =Y > flz,v)9(@y,u,0). (14.2)

z=0 y=0

-
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Latransformée est inversible, et admet latransformée inverse # ayant comme noyau h(:, -, -, ), S V.f (z,y)
N—-1N-1
fl@y) =HG()) =H(T) =D > T(w,v)h(z,y,u,0). (14.3)
u=0 v=0

Lesfonctionsg(i, 5, -, -) €t h(-,-, 4, ) peuvent &res vues comme N 2 “fonctions’ de base d' un développement en
série.

Lenoyaug(-,-,-,-) (resp. h(:,-,-,-)) est dit separables’il peut s écriresouslaformeg(z, y, u,v) = g1(z, u)g2(y, v)
(resp. h(z,y,u,v) = hi(z,u)ha(y,v)). Il est dit symétrique S'il est séparable et si on peut prendre g4 (-, ) =
92('7 )

Il est clair alors qu’une transformée séparable et symétrique est spécifiée par la fonction g4 (-, -) c'est-a-dire
une matrice N x N. On peut se convaincre que la transformée d’'image est a ors équivalente au double produit
matriciel suivant

T =GTFG (14.4)

ouT représentelamatriced’ imagetransformée, F' lamatriced’ imagedansledomainespatia, et ou G = [¢(%, j)]
est lamatrice qui représente le noyau. En effet, on a en effectuant d’ abord la transformée ligne par ligne

N—-1N-1
T(u,v) = Y, Y f(zy)9(z,y,u,0) (14.5)
=0 y=0
N-1 I?if—l
= Z Z .f(xa y)gl (ZE, u)91 (y7 U) (146)
=0 y=0
N-1 ’ N-1
= > gz [Z f(x,y)gl(y,v)] (14.7)
=0 y=0
ce qui peut aussi s écrire sous laforme
T = GT[FG] = G'FG, (14.8)

ou leproduit T'. = F'G représentele calcul destransforméesunidimensionnellesdes N lignesdel’image F'. Le
produit GTT'., représente le calcul des transformées unidimensionnelles des colonnesde T ...

Latransforméeinverse, si elle existe, est de toute évidence définie par lamatrice H = G ~*. Celaveut donc
dire que nous aurons affaire aune transforméeinversible s et seulement si lamatrice G est non-singuliere. Dans
les exemples que nous allons mentionner ci-dessous nous utiliserons des noyaux dont lamatrice G est symétrique
et unitaire (orthogonale dans le cas rédl).

On vait, a partir de la formule ([I4.4) que, lorsgue le noyau est symétrique, la transformée commute avec
I’ opération de transposition : la transformée d’ une image transposée est alors la transposée de la transformée de
I'image de départ.

Partant des transformées unidimensionnelles on peut donc construire les transformées bi-dimensionnelles (et
plus généralement multi-dimensionnelles) separables et symétriques correspondantes.

14.1.2.2 Transformée de Fourier bi-dimensionelle. Latransformée de Fourier utilise le noyau suivant

1 —72
gF(:c,y,u,U) =N exp <w> . (14.9)

Ce noyau est évidemment séparable, car
gF(ar:,y,u,v) = gf(xvu)gf(yav)a (1410)

avec )
g1 (z,u) = \/% exp (%W) , (14.11)
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Table 14.1.  Transformée de Walsh (noyau pourN = 8)

0|+ + + + + + o+
1]+ + + - - - -
21+ + -+ + - -
3|+ + - - - - 4+ +
41+ - + - + - + -
5|+ - + - - + - +
6|+ - - + - -

70+ - - -+ + -

et comme zu = uz onade plus gf' (i,5) = gF (j,i). Celaveut dire que la matrice complexe G est symétrique
(GT = G) Cette matrice est de plus unitaire : son inverse est donc identique & son adjointe qui est identique &
sa conjugée en vertu delasymétriede G

Gl=G"=G. (14.12)

Le noyau de latransformée inverse de Fourier est donc

M) _ (14.13)

1
hF(x,y,u,v) = N €xp ( N

Nous avonsici affaire aun cas particulier de base orthogonal e & deux dimensions. Notons au passage que ce que
nous venons de faire pourrait aisément s éendre a un nombre de dimensions plus grand.

Comme la transformée de Fourier bi-dimensionelle est équivalente a 2N transformées de Fourier uni-dimen-
sionnelles, on peut donc exploiter I’ algorithme FFT (fast Fourier transform) qui ne nécessite pour chacun de ces
calculsquedel’ordrede N log N opérations.

Par ailleurs, le théoreme d' échantillonnage vu dans le cas de signaux temporels au chapitre s applique
également aux images pour choisir desintervallesd’ échantillonnage appropriésen fonction du contenu fréquentiel
(d'uneimage).

Tout comme en traitement du signal, la transformée de Fourier joue évidemment un rdle de tout premier plan
en traitement d'images. Cependant, nous alons voir qu'il y ad’ autres transformées tres utilisées en pratique.

14.1.2.3 Transformée de Walsh. Cette transformée est obtenue en utilisant des fonctions de base (ortho-
gonales) qui ne prennent que deux valeurs possibles + ﬁ Ellen’est définiequesi N = 2™ avec n entier, ce qui
est souvent le cas en pratique.

Par exemple, |a table [I4.1 donne les valeurs du noyau (unidimensionnel) g /¥ (z,u) pour N = 8. De toute
évidencelamatrice G est réelle, symétrique, et orthogonale. Elle est donc identiqueasoninverse. Mathématique-
ment, le noyau peut s écrire sous la forme compacte suivante :

n—1
1
w w _ _1\bi(2)bp—1—i(w)
91 (z,u) = h{" (z,u) = —= 1 (14.14)

ou b (2) désignele k-éme bit de la représentation binaire du nombre entier z.

Tout comme pour la transformée de Fourier il existe un algorithme rapide pour le calcul de la transformée de
Walsh.

11| faut faire attention a ne pas confondre la symétrie de la transformée avec la symétrie de la matrice de transformation.
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Table 14.2.  Transformée de Hadamart pourlN = 8)

0|+ + + + + + o+

1+ - -+ - -

21+ + -+ o+ - -

3|1+ - - + 4+ - - o+

41+ + + + - - - -

5|+ - + - - + - +

6|+ + - - - -

71+ - - + - + -
| | | | |
| | | | |
\ ? K ? K
I os. o1 oo . oeo R o1 oo o
I o o 1o o o | o o 1o o o 1o o o |
g Che g ° ° g, Che g Che |
| | | | |
1 1 1 1 1

0 N-1
Figure 14.1.  Extension périodique d'un signal : transformée de Fourier

14.1.2.4 Transformée de Hadamart. LatransforméedeHadamart est identiquealatransforméede Walsh,
aune permutation pres des lignes et colonnes de lamatrice G.

Par exemple, latable[I4.2lindique les valeurs du noyau (unidimensionnel) g # (z, u) pour N = 8. A nouveau
lamatrice G est identique & son inverse. On montre que lamatrice G = ﬁHN ou lamatrice H y est obtenue
récursivement par laformule suivante

H2n—1 Hzn—l

H20 = [1],H2n = H2n—1 _H2n71

(14.15)

On peut voir les transformées de Wal sh-Hadamart comme des versions simplifiées dela transformée de Fourier
qui ont I’ avantage de conduire a des calcul s plus simples (additions/soustractions) et uneimage transformée dans
le domaineréel.

Cependant, alors que la transformée de Fourier se généralise aisément au cas continu (remplacement des
sommes par desintégrales), cen’est pasle cas pour lestransformées de Wal sh-Hadamart, qui sont essentiellement
discrétes.

14.1.2.5 Transformée en cosinus. Latransformée de Fourier discréte que nous avons discutée ci-dessus
n'est rien d autre que le développement en série de Fourier d’ une fonction périodique (période N), obtenue par
extension périodique de la fonction de départ (voir I4.1). Un des inconvénients majeurs de la transformée de
Fourier est d'introduire des composantes hautes fréquences liges aux effets de bords : s lavaleur de f(z,y) est
differenteenz = 0 et z = N — 1, |'extension périodique de |’ image présente des discontinuités en ces points,
ce qui setraduit par des composantes artificielles de haute fréquence. Par ailleurs, si I’ extension périodique n’ est
ni paire, ni impaire, alors la série de Fourier comporteraa la fois des termes en sinus et en cosinus (en d’ autres
termes, I'image transformée est complexe).

Latransformée en cosinus est une version manipul ée de la transformée de Fourier dans e but de faire en sorte
gue I'image transformée reste réelle lorsque I'image originale est a valeurs réelles. Elle consiste simplement a
construire a partir du signal de départ un signal dont I’ extension périodique sera continue et paire (voir figure
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o
N
IZV
=

Figure 14.2.  Extension périodique paire : transformée en cosinus

[14.9). Lerésultat est que latransformée de Fourier de ce nouveau signa sera purement réelle et ne présentera pas
de termes haute fréquence liés aux effets de bords.

Il s'agit également d’ une transformée symétrique et orthogonale. On montre (avec quelques manipulations
algébriques) que cette transformée est définie par le noyau suivantl3

g% (z,u) = hY (z,u) = \/Lﬁa(u) cos (W) , (14.16)
avec
a(0) =1,a(i) =v2,Vi=1,...,N — 1. (14.17)

Cette transformée est devenue populaire dans |es années récentes, suite au fait qu’ elle est beaucoup utilisée dans
le domaine de la compression d'images.

14.1.2.6 Opérations faciles sur les images transformées. L'intérét pratique des transformées d’'images
est qu’ elles permettent d’ effectuer des opérationssur lesimages de maniére efficace. En particulier, desopérations
telles que filtrage des hautes fréquences se traduisent dans le domaine de Fourier par une simple multiplication
par zéro des composantes fréquentiellesfiltrées. Par exemple, si on sait que I’image est composée de deux parties
“signal” (basse fréguence) et “bruit” (haute fréquence) on peut améiorer la qualité de I'image en filtrant les
hautes fréguences.

On sait également que les opérations de convolution (filtres convol utionnels) peuvent étre réalisées par simple
multiplication dans le domaine fréquentiel, ¢’ est-a-dire avec un nombre d’ opérations de I’ordre de N 2log N au
lieude N4,

De méme, dans le domaine de la compression de données, I’ entropie de I'image originale (distribuée sur un
grand nombre de pixels) peut &tre concentrée sur un hombre beaucoup plus réduit de pixels de I'image trans-
formée. En effet, pour la plupart des images on constate que les valeurs de la plupart des pixels de I'image
transformée (p.ex. les composantes haute fréquence) sont trés proches de zéro. |l S'en suit une réduction trés
marquée de I’ entropie de I” histogramme de I'image transformée par rapport a I'image dans le domaine spatial.
Cela permet aussi d'associer un code différent pour les pixels associés a des parties entieres de I'image trans-
formée. Nous reviendrons ultérieurement sur cette question.

On voit que les transformées de Walsh-Hadamart effectuent des opérations de moyennage de pixels voisins.
Si on met a zéro les composantes haute fréquence cela aura donc pour effet de lisser I'image en effectuant des
moyennes de pixels voisins (ce qui est équivalent & un changement de résolution).

Suggestion. La transformée de Walsh est définie pour desimages 2™ x 2™. Montrer que si nous reconstruisons
une image avec les 2"~1 x 2"~ premiers termes de la transformée de Walsh, cela revient en fait a remplacer
des blocs de pixels 2 x 2 par leur valeur moyenne. Plus généralement, si nous ne prenons que les 27— x 27—
permiers termes, cela revient a remplacer des blocs de pixels 2¢ x 2! par leur valeur moyenne. En déduire la
signification des 27 x 2/ premiers termes de |a transformée de Walsh.

14.2 SOURCES DE REDONDANCE

Avant de discuter des techniques de compression d’'image, voyons quelles sont |es principal es sources de redon-
dance présentes dans une image. Nous utiliserons la terminologie de [ IGW93], qui distingue trois principales
sources de redondance.

2Remarquer qu'il n'y aque n termes, alors que nous partons d' un transformée de Fourier de 2NV valeurs.
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14.2.1 Redondance de codage

Lorsgu’ onconsiderel’ histogramme des niveaux de gris d’ uneimage monochrome, on serend compte que certains
niveaux de gris sont nettement plus fréquents que d autres. En supposant que les valeurs de f(z,y) soient
discretes (par exemple des nombres entiers représentés avec un certain nombre de bits), cela veut dire qu'il
est possible de compresser I'image de fagon réversible en utilisant les techniques du chapitre précédent, soit
en associant aux différents niveaux de gris des codes de longueur variable, soit en associant un nombre réel a
I’ ensemble de I’ image (codage arithmétique).

Lestaux de compression qu’ on peut obtenir a ce niveau sont typiquement de |’ ordre de 2 a3 au maximum.

14.2.2 Redondance inter-pixel

Il est clair qu’ une bonne partie delaredondanced images est plutdt liée au fait queles pixelsvoisins sont corrélés,
' est-a-direqueleursniveaux degris sont en général proches. 1l est doncintéressant d’ utiliser desmodélesd’ ordre
Supérieur.

Aumoinstrois stratégies sont possiblesaceniveau : (i) utilisation destechniques d’ ordre supérieur adaptatives
décrites au chapitre précédent, en parcourant I'image ligne par ligne ou colonne par colonne; (ii) utilisation de
transformées d’images qui ont pour effet de modifier la structure de dépendance des pixels, et en particulier qui
conduisent a une concentration de I’ information dans un nombre réduit des pixels de I’'image transformée; (iii)
approches physiques et algorithmes de codage différentiels (voir ci-dessous).

Il est aremarquer que compte tenu de lagrandetaille desimages (typiquement de |’ ordre IMB), les techniques
dérivéesdelaméthode L empel-Ziv peuvent &ére rel ativement performantes. Comme elles ne font pas d’ hypothése
forte sur le modele de source, elles permettent de compresser relativement bien la plupart desimages. Par exem-
ple, le format GIF utilise ce type de technique.

Lorsgu’ on tient compte des redondances inter-pixel, les taux de compression en mode réversible peuvent
typiquement monter a 8-10, ce qui représente une amélioration non-négligeable par rapport aux méthodesd’ ordre
zéro.

14.2.3 Redondance psychovisuelle

Enfin, un troisiéme niveau de redondance est lié non pas a |’ information contenue dans I’ image mais aux limita-
tions du systeme qui vainterpréter I'image (notre systeme psychovisuel en I’ occurrence). En effet, notre systeme
visuel est parfaitement capable de percevoir le message contenu dans une image mémesi celle-ci est |égerement
bruitée. Inversement, ce systeme n’'est pas capable de détecter certaines différences fines, et il n'est donc pas
nécessaire non plus de les représenter.

Il est trés intéressant de tenir compte des caractéristiques de ce systeme pour décider quelles “erreurs’ de
décodage peuvent étre tolérées, et en déduire des techniques irréversibles qui permettent d’ obtenir des taux de
compression de |’ ordre de 100 ou plus.

Celaest particulierement vrai dans le contexte d’ images vidéo, ol la contrainte de temps est telle que nous ne
pouvons percevoir en réalité qu’ une trés faible fraction de I’ information contenue dans une image. Cette rédlité
est exploitée par exemple dansle domaine de latélévision, ol certains formats de codage tiennent compte du fait
gue la résolution aux bords de I'image peut étre réduite sensiblement par rapport a celle utilisée au centre, sans
impact sur laqualité de I'image percue.

14.3 SYSTEME DE COMPRESSION D’IMAGES

Apreés cette description intuitive des sources de redondance et des transformées d’image, essayons de mettre de
I’ordre dans nos idées. La figure [I4.3 représente les différents modules qui composent la plupart des systemes
pratiques de compression d'images.

L’ encodeur est composé des trois blocs successifs :

m |epremier bloc effectue un changement de représentation au moyen d’ un transformée d’'image (ou de toute
autre technique), qui vise aréduire les redondances inter-pixel;
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(a) Encodeur d'images

T T
f(z,y) —| Transformation —>| Quantification ——>| Codage (symb)—= Canal

~

Cand —> Décodage Transf. inverse —=  f(z,y)

(b) Décodeur d’images

Figure 14.3.  Systéme de compression d'image

m |e second bloc n’est pas présent dans le cas de méthodes réversibles; il effectue une opération irréversible
qui consiste généralement a réduire la précision de la sortie du premier bloc (par exemple en groupant
certaines valeurs proches); ce bloc a pour effet de réduire considérablement I’ entropie des pixels de I’ image
transformée;

m |e troisiéme bloc code les groupes de pixels en sortie du quantificateur en exploitant le fait que certains
groupes sont nettement plus fréquents que d autres; a ce stade on fait généralement appel a I'une des
méthodes général es décrites au chapitre précédent.

Le décodeur, quant a lui, ne dispose que de deux blocs (I’ opération de quantification é&tant irréversible, il
n'y pas de bloc de “déquantification”) : le premier bloc restitue I’ image transformée (ou une approximation de
celle-ci) et le second I'image originale (ou une approximation de celle-ci).

Notons que dans un schéma de communication réel (cf paradigme de Shannon), la sortie de I’ encodeur est
encodée une deuxieme fois pour lutter contre les bruits du cana (techniques similaires a celles discutées au
chapitre[I5), et il y a également un bloc “décodeur de canal” ala sortie de celui-ci.

Dans les applications (elles sont nombreuses) ou on ne peut pas tolérer d'irréversibilité le bloc central de
I"encodeur est supprimé. Il y a également des techniques de compression ol |la séparation entre transformation
et codage est moins explicite. Nous allons expliquer ci-dessous intuitivement quelques techniques utilisées en
pratique, afin de montrer latres grande diversité des solutions apportées au probléme de compression d’ images.

14.3.1 Dans le domaine réversible

14.3.1.1 Méthode d’ordre zéro. Ici oncodel’image f(z,y) directement, en utilisant un des algorithmes
du chapitre précédent. En pratique, I'image est parcourrueligne par ligne, et on code généralement les différences
entre valeurs successives de f(z, y), technique désignée sous le nom de codage diff érentiel.

Il existe des versions particuliéres de ces méthodes, applicables aux images binaires (deux niveaux de gris) :
danscecasil est souvent plus efficace de segmenter I'image en groupes de symbol es successifs identiques (suites
de 0 ou de 1) dont on transmet la longueur.

Ces techniques de segmentation peuvent aussi se présenter sous-forme bi-dimensionelle. Elle consistent alors
areprésenter des plages de niveau constant al’ aide de diverses techniques de codage [ IGW93].

14.3.1.2 Plans de bits. Lorsque l'image est composée de plusieurs niveaux de gris on peut se ramener a
plusieurs images binaires qui peuvent étre codées comme ci-dessus. Par exemple, si les niveaux de gris sont
donnés sur 8 bits, on peut décomposer I'image en 8 plans binaires dont chacun représente en chaque point (z, y)
lavaleur de!’un de ces 8 bits.

Il est possible de s arranger (en utilisant un code spécial pour les nombres entiers, décrit ci-dessous) pour que
les plans de bits ainsi obtenus soient composés de grandes plages constantes, sous |” hypothése ou les niveaux
de gris varient lentement d’'un point al’autre de I'image. Par exemple, le code de Gray est un code binaire qui
est tel que les mots associés a deux nombres entiers qui different de 1 ne different que d’ un seul bit. En codant
d'abord les niveaux de gris a I’ aide du code de Gray, puis en utilisant la technique des plans de bits on obtient
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alors une décomposition de I'image originale en plans qui peuvent se coder efficacement al’ aide des techniques
de segmentati on mentionnées ci-dessus.

Code de Gray. Soitunnombreentier k& < 2™ représenté sous forme binaire classiquea.,,, 1---aop :

m—1
k= Z ai2’.
=0

Lecode de Gray associealorsaumot a,,—1 - - - ag lecode g,,,—1 - - - go défini récursivement par

gi=a;®a41,vi=0,...,m—2
Im—-1 = Gm—1-

On peut se convaincre que dans ce code, deux nombresentiers k | et ko telsque k; — ko = +1 recoivent des mots
de code qui ne different que d’ un seul bit.

14.3.1.3 Codage prédictif. Cette technique est utile de maniére générale pour le codage de signaux numé-
riques. Il s'agit d' une version adaptée aux signaux numériques des techniques d ordre supérieur décrites au
chapitre suivant.

Supposons que nous disposions d’ un modele qui nous permette de deviner avec une bonne précision la valeur
d'un pixel, a partir des pixels déja encodés (décodés). Appelons f, la valeur ainsi prédite et soit e,, |"erreur
de prédiction, c'est-&-dire la différence entre la valeur f,,, effectivement présente dans notre image, et cette
prédiction :

fn = fn + en- (1418)

Si notre modéle de prédiction était parfait, on auraite,, = 0, Vn. S'il est seulement bon, e,, sera petit comparéala
valeur de f,,. Pour une précision donnée de représentation de f,,, on pourra donc tabler sur le fait que le nombre
de bits nécessaires pour encoder de fagon compacte e ,, est plus faible que celui nécessaire pour encoder f,.

L es techniques de codage prédictif exploitent cette idée. On peut en imaginer autant de variantesqu’il est pos-
sible d’imaginer de variantes des model es de prédiction. Une technique simple repose sur la prédiction linéaire :
f,, est fourni par une combinaison linéaire des valeurs des pixels voisins dé&a encodés (par exemple ceux qui sont
a gauche ou au dessus du pixel courant, si I'image est parcourue dans le sens habituel). Notons que le codage
différentiel est un exemple de codage prédictif simpliste, ol laprédiction est obtenue simplement par lavaleur du
pixel précédent.

Signalons que le codage prédictif est particulierement intéressant dans le cas d’'images vidéo. Dans ce cas, le
modele prédictif peut se baser sur les valeurs des pixels correspondants dans les images qui précedent I'image
courante dans la séquence vidéo.

Notons également que le modéle prédictif joueici le rdle du premier bloc de notre systeme d’ encodage. Le
troisieme bloc consistant & coder les erreurs d’ approximation.

Enfin, notons que dans le présent contexte les techniques usuelles consistent & apprendre le modéle prédictif
a partir de I'image ellee-méme. |l faut aors transmettre ce modéle au décodeur et se pose aors le probléme
du compromis entre la complexité du modele prédictif (dont la transmission est nécessaire) et I’ entropie des
erreurs de prédiction. Sans entrer dans les détails, signalons que ce compromis joue un role tres important
en apprentissage automatique, et qu’il existe un principe en apprentissage automatique qui vise a minimiser la
longueur totale de représentation, ¢’ est-&-direle nombretota de bits qu’il faut transmettre au décodeur (modéle
prédictif + erreursrésiduelles).

14.3.2 Dans le domaine irréversible

14.3.2.1 Codage prédictif irréversible. On gjoute au systéme discuté ci-dessus un bloc de quantification
deserreurse,,. |l existe alors tout un pan du traitement de signal qui vise a construire des systemes prédicteurs +
quantificateurs optimaux. Nous n’en dirons pas plusici.
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14.3.2.2 Utilisation des transformées d’'images. Typiquement, |es transformées ne sont pas appliquées
sur latotalitédel’image (voir également ladiscussion ci-dessous concernant |es ondel ettes). En effet, I application
de transformées au niveau local permet de décorréler plus efficacement les pixels voisins.

La quantification opére alors sur les morceaux d'images transformées en se permettant une approximation
plus grossiere des composantes (genéralement haute fréquence) dont on sait qu’elles sont en général de faible
amplitude et ne sont pas percues finement par le systeme psychovisuel.

Enfin, le résultat est compressé al’ aide des techniques réversibles du chapitre précédent.

14.3.3 Standards de compression d’image

14.3.3.1 Images binaires. La plupart de ces standards furent intialement congus pour la transmission de
FAX. Ony trouve essentiellement des techniques uni-dimensionnelles basées sur les idées décrites ci-dessus et
bi-dimensionnelles (voir [ IGW93]).

14.3.3.2 Images a niveaux continus. On retrouveici les standards JPEG (établis conjointement par I'1SO
et le CCITT). Ce standard comprend un schémairréversible basé sur |’ utilisation de latransformée en cosinus, ou
laprécision est limitée a8 hits. L’image est décomposée en blocs 8 x 8 qui sont transformés en cosinus dont les
coefficients sont encodés a |’ aide de la méthode Huffman. Nous renvoyons également le lecteur aux références |
GW93, [HHJ97] pour les détails.

Lestandard JPEG comprend également deux autres spécifications qui correspondent a des exigences de qualité
plus strictes (laderniere est réversible).

14.3.3.3 Images séquentielles et couleur. Nous mentionnons|es standards MPEG (Motion pictures ex-
pert group) mis au point par laCCITT et I'l SO. Ces standards étendent la technique basée sur la transformée en
cosinus pour permettre I’ exploitation de redondances inter-images, en utilisant des modeles prédictifs tels ceux
gue nous avons déja discutés ci-dessus.

14.4 UNE BREVE INTRODUCTION AUX ONDELETTES

Ce dont nous allons parler dans cette derniere section est réellement le probléme de représentation du signal.
Nous voudrions trouver un moyen de le représenter de fagon compacte et précise alafois, sous laforme d'une
combinaison linéaire de fonctions de base en nombre aussi réduit que possible.

Dans cette optique, ¢'est un peu comme si hous jouions au Légo avec comme briques & ementaires nos fonc-
tions de base. Evidemment, tout qui a déja joué au Légo sait que I’ ensemble idéal de briques est trés dépendant
de ce qu’' on veut construire. 1l nous faut donc un ensembl e de briques suffisamment riche pour pouvoir construire
toutes sortes d’ images avec un nombre minimal de briques. Comme nous|’ avons déjaillustré alasection §[14.1.2,
I"invention du Légo dans le domaine du traitement d'images n' est pas récente. Mais, les transformées discutées
précédemment ont &té essentiellement congues dans I’ optique de faciliter certaines opérations sur les images, et
beaucoup moins dans le but explicite de faciliter la représentation.

Or lareprésentation d’' une image est tres liée al’ interprétation que nous en faisons lorsgque nous la regardons.
Nous*“voyons’ mieux certaines caractéristiquesque d’ autres, et leLégo idéal de ce point de vue devrait comporter
des briquestoutes faites pour représenter les morcealx d’ uneimage que nousvoyons. Or une des caractéristiques
importantes de nombreuses images (et signaLix temporels) est I existence de phénomenes transitoires a courte
portée spatiale : par exemple les discontinuités (bords) ou les changementslocaux de texture sont assez fréquents
mais se représentent difficilement al’ aide d’ un nombre réduit de briques “ périodiques’ telles que celles utilistes
dans | es transformées discutées ci-dessus.

Afin deremédier a cette situation, différentes approches ont &té proposées dans le passé, telles quel’ utilisation
de transformées périodiquesde fagon locale (cf. JPEG discuté ci-dessus) ou la combinaison des fonctions de base
de Fourier avec des fenétres spatiales.

Plus récemment, de nombreux développements en traitement du signal se sont fondés sur une famille de
fonctions de base appelées ondelettes. Nous alons ici en donner une introduction trés bréve et intuitive, en
recommandant les références [ [Mey93| [Dau92] au lecteur intéressé par ce domaine.
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Figure 14.4.  Briques élementaires pour la construction des ondelettes de Haar

Dans e cas de signaux temporels, on appelle ondelette un signal oscillant de durée limitée. De méme, dansle
cas des images, on appelle ondel ette une image de portée spatiale limitée. Une base d’ ondel ettes est obtenue par
trandation et mise al’ échelle d' une seule fonction de base. Pour |e besoin de notre explication, hous allons nous
focaliser ici sur I'exemple trés simple des ondelettes de Haar. La figure [I4.4] représente les deux composantes
qui permettent de construire cette famille d’ ondel ettes, a savoir une fonction de mise al’ échelle

1, s0<z<1,
¢(z) —{ 0. sinon (14.19)

et une“ ondelette” mére
Ylr) =< -1, si<z<l, (14.20)

Notons qu’en discrétisant I’ intervalle [0, 1] en deux parties de méme longueur, ces deux fonctions peuvent étre
vues comme deux vecteurs de R? :
1 1
HIEE a2

Elles définissent donc un noyau pour une transformée d’'images 2 x 2. De toute évidence ces vecteurs sont
orthogonaux (non-normés). Pour obtenir une base d'images 4 x 4 on peut compléter ces fonctions par deux
fonctions obtenues par mise al’échelle et translation de ¢

Ub(@) = ¥(22) et ¥l (z) = (20 — 1). (14.22)

En divisant par deux I'intervalle de “discrétisation” de z, on obtient alorsles quatre vecteurs suivants:

1 1 1 0
1 1 -1 0
1 ) _1 b 0 ) 1 (14'23)
1 -1 0 -1

Ces vecteurs peuvent évidemment &tre normalisés pour produire une base orthonorméede R 4. Par ailleurs, rien
ne nous empéche de continuer notre processus de discrétisation en divisant encore nos intervalles par deux. Au
total, si nous répétons k fois cette opération, nous aboutissons a2 #+1 fonctions de base orthogonales qui peuvent
étre orthonormées pour former une base de R2"*" . Cesfonctions peuvent &tre désignées en utilisant deux indices
ietj
Pi=1(2'z —j), avecj =0,1,...,2° - 1, (14.24)
laquelle notation implique que ¥ (z) = %3 (z).
Ayant construit les fonctions (vecteurs) de base, nous pouvons en déduire latransformée bi-dimensionnelle de

Haar. Nous attirons |’ attention du lecteur sur le fait que lamatrice G o N' €St pas symétrique, contrairement ax
autres transformées mentionnées plus haut.

Essayons de mettre en évidence comment cette base opére a la fois dans le domaine spatia et fréquentiel.
On voit que les fonctions de base dont la fréquence est éevée, sont nulles en dehors d'une plage limitée dans
le domaine spatial. Les coefficients correspondants dans I'image transformée ne seront donc fonction que des
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Figure 14.5.  Images compressées par ondelettes (facteurs de compression)

valeurs des pixels dans cette région limitée. En d’ autres termes, ces ondelettes extrayent de I’ information sur les
changementslocaux. D’ autre part, pour une fréquence donnée, on dispose exactement du nombre de fonctionsde
base nécessaire pour couvrir complétement I'image : seulesles partiesdel’image ou setrouvent les* discontuités”
donneront lieu a des termes haute fréquence. On peut donc s attendre & ce que ces briques soient bien adaptées
pour représenter desinformations de haute fréguence localisées dans une partie spatiale limitée de I'image, telles
gue des bords ou des changements de texture.

Un schéma de compression irréversible peut étre obtenu de la maniére suivante:
1. soitI'image f(z,y) et unetolérancee < 0.

2. calculer latransformée Thaa = GaaarFGHmr del'image et arrondir & zéro tous les coefficientsinférieurs a
€.

3. encoder I'image transformée au moyen d’' une des techniques réversibles discutées plus haut.

Du point de vue des calculs, il faut remarquer que la grande majorité des &éments de I'image transformée ne
fait intervenir qu’'un nombretres limité de pixels de I'image de départ. Les calculs, tenant compte de ce caractere
creux peuvent donc se faire en principe efficacement sans trop de difficultés. Cela étant, le caractéere récursif
des vecteurs de base permet en fait |’ utilisation d’ algorithmes récursifs rapides du type de ceux utilisés pour la
transformée de Fourier rapide. La figure [I4.59 montre trois images obtenues par cette technique.
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14.5 RESUME

Dans ce chapitre nous avons voulu soulever le voile sur le domaine passionnant du traitement d’images. Notre
approche a été plus physique que mathematique, ceci étant justifié par le fait que I'image est un domaine ou
I"intuition physique est a la fois facile (parce que nous sommes tous habitués a regarder des images) et d'une
grande utilité.

Cependant, nous avons pu nous rendre compte que les techniques introduites dans les chapitres précédents
sont également utilisées en compression d'images. De nouveau nous avons vu apparditre la dualité construc-
tion/exploitation de modeles, qui est omniprésente dans |e contexte des méthodes stochastiques, et plus générale-
ment dans le domaine de I’ingénieur.

Notre objectif dans ce chapitre était d'indiquer aux étudiants les concepts et méthodes fondamental es qui sont
alabase du traitement d’images tout en leur montrant les techniques utilisées &1’ heure actuelle.

Une différence importante entre la structure des images et celle des messages de sources discrétes est que
I’ alphabet est ici composé de val eurs numériques continues. C' est également le casdansun grand nombred’ autres
domaines (son, instrumentation physique. . . ). Nousen avons profité pour introduire quel ques-unesdes techniques
de traitement de signal utilisées pour manipuler des signaux de cette nature : transformées, model es prédictifs,
techniques de quantification. Nous en avons également profité pour discuter de techniquesirréversibles, car ¢’ est
dansle domaine du signal continu que ces techniques peuvent sans doute avoir le plusd’ intérét. Ceci est lie aufait
qu’unsignal continu ne peut de toutes facons ni &tre représenté ni &tre transmis avec une précisioninfinie, amoins
de disposer des resources physiquesillimitées. Par ailleurs, et heureusement, dans bon nombre d’ applications les
exigences de précision sont suffisasmment |aches pour que les techniques de compression irréversible puissent
étre exploitées avec un gain économique considérable.
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Note. Malgré de nombreux efforts, ce chapitre reste a I’ heure actuelle dans une version provisoire. Nous avons
cherché a motiver de maniére pratique les différentes approches au codage de canal, sans pour autant sacrifier la
pureté du raisonnement. L e domaine étant vaste et souvent ardu du point de vue théorique, le résultat peut paraitre
indigeste, dans I’ état actuel des notes.

Ces notes seront remises a jour pour I'année académique suivante (2000-2001) et nous invitons les étudiants
intéressés a se procurer une nouvelle version en temps voulu (p.ex. une version éectronique a partir du site WEB
du service de Méthodes Stochastiques).

Louis WEHENKEL

Décembre 1999.

15.1 INTRODUCTION

L e second théoréme de Shannon, publié en 1948, montre comment en principe le codage aléatoire permettrait
d atteindrelacapacitéd un canal bruité, avec untaux d’ erreursarbitrairement faible. Cependant, bien que presque
tous les codes al éatoires générés de cette fagon sont en principe bons, il est nécessaire d' utiliser des longueurs de
blocs assez importantes, ce qui conduit ades tables de code detaille gigantesque (lataille croit exponentiellement
avec lalongueur des blocs, et cela d autant plus que le débit souhaité est grand). En conséguence, le décodage
devient pratiquement irréalisable.

C'est laraison pour laguelle, depuis cette publication, de nombreux travaux ont porté sur la mise au point de
codes de canal structurés de maniére a en rendre le décodage faisable. Mais, contrairement au domaine de la
compression de données ol les limites promises par Shannon sont prati quement atteintes dans de nombreux cas,
le codage de canal n'a pas encore atteint ce niveau de maturité a I’ heure actuelle. Par exemple, il n' existe pas a
I” heure actuelle de méthode universelle de codage de canal, qui pourrait approcher asymptotiquement les limites
de Shannon.

Cependant, les recherches ont donné lieu a de nombreux codes qui permettent de réduire significativement les
taux d’ erreurstout en ne sacrifiant pas compléetement les débits.

Dans ce cours, nous ne pourrons donner qu’ un apercu tres limité des approches actuellement utilisées pour le
codage de canal. Plutdt que de discuter en détails|’ état del’ art dans ce domaine, nous allons essayer d'introduire
les concepts principaux qui interviennent dans ce contexte. Aprés avoir poséle probleme, nous commencerons par
unediscussion plusdétaillée delaraison pour laguelleil est si difficile detrouver de bons codes de canal qui soient
efficacement décodables. Ensuite, nous décrirons dansles grandeslignesles méthodes de codage a gébriques, qui
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reposent essentiellement sur I’ exploitation des structures mathématiques de corpsfini et d’ espace linéaire défini
sur un corps. Nous discuterons ensuite des différents modes d' utilisation possibles du canal Gaussien en fonction
du rapport signal bruit. Cela nous permettra de motiver d' une part I’ utilisation d’ alphabets de grandetaille en cas
derapport signal bruit éevé (p.ex. modems pour lignes téléphoniques), d’ autre part I’ utilisation de codes binaires
et du décodage par décisions souplessi lerapport signal bruit est faible (communications spatiales, canaux alarge
bande). Nous introduisons ensuite les codes convol utionnels et |eurs techniques de représentation et de décodage
graphiques.

Nous terminerons ce chapitre en donnant un apercu de deux techniques de codage plus récentes, les codes
dans I’ espace Euclidien et les turbo-codes. Toutes deux ont d&a donné lieu a de nombreuses applications et
s adressent aux deux conditions extrémes a savoir les systémes a haut rapport signal bruit (les codes sur les
espaces Euclidiens) et aux canaux afaible rapport signal bruit (ou a large bande passante par rapport au rapport
P/Ny), asavoir les turbo-codes.

Afind' alléger letexte, nousavons collationné dans|’ appendice E | es quel ques notions de structures al gébriques
(groupes, corps, espaces vectoriels) nécessaires pour la bonne compréhension de ce qui suit. Nous fournissons
également a lafin de ce chapitre un supplément relatif aux polyndmes définis sur un corps fini et aux corps de
Gadlois.

15.2 TERMINOLOGIE ET NOTATIONS

Dans les chapitres[@ et [10 nous avons démontré le second théorémes de Shannon en faisant appel a la notion
de débit de code R. Le débit d’un code construit sur un aphabet de canal de taille quel conque (éventuellement
infini) relie le nombre de mots du code et la longueur de ceux-ci par laformule

M = |2"E].

Dans la suite de ce chapitre nous supposerons la plupart du temps que les mots de code correspondent & des
messages source codés de fagon binaire sur & bits (' est sous cette forme que la plupart des sources émettent leurs
messages). On adonc M = 2*. Par conséquent le débit du code sera donné par laformule

Re =", (15.1)
n
ou n désigne toujours le nombre de symboles de canal utilisés pour construire les mots de code. En pratique
I'aphabet du cana n’est pas nécessairement binaire (cf par exemple le canal Gaussien qui utilise un alphabet
de taille non-dénombrable). Si I’ alphabet du canal est binaire alors la capacité est au maximum égalea 1. En
général, si I’ aphabet de canal est detaille g, ona

C <logg. (15.2)

Le second théoreme de Shannon dit aors qu'il est possible de communiquer sur un canal de maniéere aussi
fiable que |’ on veut, a condition que
Rc < Ccanala

ol Ccana désigne la capacité en information du canal par symbole transmis sur celui-ci. On peut interpréter cette

limite en disant qu’il faut transmettre au moins % symboles de canal par bit source pour communiquer de
e - cond , o

maniére fiable. On supposeici que la source est deja compressée de maniére idéale, et que donc les symboles

source sont a priori équiprobables et indépendants.

En pratique, |es canaux sont caractérisés, d’ une part, par leur capacité eninformation C' cana (€n Shannon/symbole),
d autre part, par leur débit D cang (0U vitesse, en symboles/seconde). Le produit des deux donne alors le nombre
de bits source par seconde qu’ on peut transmettre de maniére arbitrairement fiable sur ce canal.

Dans la mesure ou aucun code réel n'est parfait, et qu’en pratiqueil n’est pas non plus nécessaire d’ atteindre
la perfection, il est certainement intéressant de chercher a quantifier les limites du possible pour des niveaux de
probabilité non nuls. D’un point de vue théorique, ¢’ est la théorie de la distorsion (voir chapitre [II) qui permet
de formaliser le compromisentre le débit de code atteignable et la probabilité d’ erreur de décodage.

Plus précisément, cette théorie nous apprend (entre autres) le compromis qui existe entre le nombre de bits
nécessaires au codage irréversible d' une source binaire et la probabilité d’ erreur moyenne par bit source. Le
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rapport entre le nombre de bits » d’un code irréversible nécessaire pour coder un message binaire de longueur
k, sous la contrainte que la probabilité d’ erreur par symbole source ne dépasse pas une valeur spécifiée P, est
appelé débit de distorsion et noté R gigx(P.).

L etroisieme théoréme de Shannon (chapitre[II) dit que pour des messageslongs (n — oo) laborne supérieure

de ce débit tend vers
Rys(Pe) = H(S) — Ha(Pe), (15.3)

ou P, désignelaprobabilitéd’ erreur moyennepar bit source (nous utiliseronsaussi leterme de“bit d’ information”
danslasuite).

Dans le contexte du codage de canal, nous nous permettons de particulariser cette équation en supposant que
la source émet des symboles binaires indépendants et équiprobables (il s agit d’ une source binaire “blanche”).
On obtient

Rdist(Pe) = 1_H2(Pe)- (15.4)

Lamise en commun du second et du troisieme théoréme de Shannon permet alors de calculer le débit de canal
maximum pour une probabilité d’ erreur par bit source spécifiée. On a, par utilisation du canal

DY*(P,) = Rj:a(n;e) =1 —C;[T?Pg) bits source/utilisation du canal. (15.5)

En tenant compte du débit du canal D cang ON oObtient aussi

Ccanal _ Dcanal Ccanal
Rgs(P.) 1— Hy(P.)

D?aX(Pe) = Dcanal bits source/seconde. (15.6)
On voit que si on tolére une probabilité d’ erreur nulle le débit maximum devient égal au produit D canag X Ceanals
et que si on tolére une probabilité d’ erreur égale a % le débit source maximal devient infini.

En pratique on est souvent amené a caractériser des codes de canal dont on connait e débit R (par exemple
parce qu’'on donne k et n) et dont on peut évaluer (ou calculer) la probabilité d’ erreur par bit. On peut alors
comparer ces codes avec lalimite de Shannon en utilisant laformule

R?ax _ Ocanal

S TATL (15.7)

pour déterminer le débit maximum possible pour le niveau de fiabilité du code, et voir dans quelle mesure le code
est sous-optimal en terme de débit. De méme on peut calculer la probabilité d’ erreur minimale atteignable au
débit spécifié par le code en résolvant I’ équation

Hy(P™") = max {0, 1— C};ag"’“ } (15.8)

par rapport & PM" dans I'intervalle [0;0.5], et voir dans quelle mesure le code est sous-optimal en terme de
probabilité d erreur.

Exemple. LafigureI5J montre graphiquement lalimite de Shannon pour un canal binaire symétrique avec
une probabilité d’ erreur de transmission p = 0.1. On voit que la région atteignable est délimitée pour les hauts
niveaux de fiabilité par une asymptote verticale passant par la capacité du canal (C = 1 — H »(p) = 0.53). Pour
les faibles niveaux de fiabilité elle est délimitée par une asymptote horizontale passant par la probabilité d erreur
P, = 0.5 : en supposant que les hits source sont équiprobables | e récepteur peut deviner le message émis par la
source avec une probabilité d’ erreur qui vaut 0.5, sans recevoir aucune information en sortie du canal.

On aégalement représenté sur cette figureles points correspondant atroisfagons différentesde coder I’ information
avant de la transmettre sur le cana

1. Sanscode: on obtient &videmment un débit R = 1 et une probabilité d’ erreur P, = p = 0.1.

2. Un code de répétition triple : cela consiste a envoyer chaque symbole source recopié trois fois et a décoder
les symboles selon larégle de mgjorité; le débit est R = 1/3 et la probabilité d’ erreur (voir coursoral) vaut
P, = 0.028.
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Figure 15.1.  Compromis débit vs probabilité d’erreur pour le canal symétrique binaire (avec p = 0.1)

3. Lecode de Hamming (7, 4) (expliqué dans la suite) : son débit est R = 4/7 et sa probabilité d’ erreur par
bit sourceest P, = 0.07.

Nous verrons a la fin de ce chapitre un graphique similaire qui montrera comment les différentes techniques
de codage de canal que nous allons discuter dans la suite se placent par rapport alalimite de Shannon.

15.3 DE LA DIFFICULTE DU DECODAGE OPTIMAL

Nous avons vu aux chapitres[@ et[10 que pour approcher lalimite de Shannon (i.e. R¢ &~ Ceang) il €St nécessaire
de faire appel ades espaces de signaux de grande dimension (pour que laloi des grands nombres agi sse efficace-
ment).

Comme nous venons de le souligner, cela veut dire que n doit &tre grand et donc a fortiori M (qui croit
exponentiellement avec n pour les bons codes).

L e code étant donng, |e décodage optimal nécessite donc larecherched’ un mot parmi ~ 2 ¢ candidats, que ce
soit par laregle MAP (maximum de probabilité a posteriori) ML (maximum de vraisemblance) ou, | e cas échéant
MHD (distance de Hamming minimale, décrit dansla suite).

En toute généralité, ¢’ est-a-dire sans faire aucune hypothéese sur la structure de I’ ensemble de mots de code,
seule la méthode de décodage enumérative permet de résoudre ce probléme de fagon exacte[]. Par consequent,
comme la complexité de calcul de cette méthode est exponentielle, nous avons seulement trois choix possibles
pour rendre le décodage faisable :

1. Utilisation de codes courts: en pratique choix den < 30.
2. Décodage heuristique : utilisation d’ un algorithme efficace, mais sous-optimal.

3. Utilisation de codes structurés : pour lesquels des al gorithmes efficaces existent.

En pratique, cestrois voies ont donné lieu a des nombreuses recherches et d’ aussi nombreuses publications. I
semble aujourd’ hui quec’ est lacombinai son de cestrois approches qui offreles perspectivesles plusintéressantes
[ Bai97] |BPJ"98|.

Dans la suite nous alons discuter principalement trois voies qui ont &té explorées intensivement dans la
recherche sur le codage de canal.

1Si n n'est pastrop grand, il est cependant possible de remplacer 1a recherche énumérative du plus proche voisin par un adressage direct dans
une table de taille g™ qui contient pour chague mot Y™ possible le mot de code le plus proche.
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m | ’approche algébrique : cette approche vise a construire des codes fortement structurés du point de vue
mathématique, ce qui en facilite d' une part le décodage, d’ autre part la démonstration d’ un certain nombre
de garanties en termes de capacité de détection et de correction d' erreurs. Cette approche repose fortement
sur I'utilisation de notions de mathématiques (structures algébriques discretes) assez complexes, et sans
doute nouvelles pour les éudiants. Nous ne pourrons par conséquent qu’ entrevoir une partie relativement
faible del’iceberg dans e cadre limité de ce cours. Notons que |’ approche al gébrique est intimement liée au
modéele de canal discret.

L' approche algébrique a donné lieu aux codes de Reed-Solomon, qui constituaient encore récemment le
couronnement du codage pour canauix bruités. A titre d’ exemple on peut citer |es systemes d’ enregistrement
numériques sur disques compact qui utilisent des codes de Reed-Solomon concaténés qui permettent de
corriger des rafales de 4000 erreurs de lecture successives.

m | ’approcheprobabiliste: danssadémarche, cette approcheest plusintimement lige alathéoriedel’ informa-
tion. L'idée est ici de construire des codes ayant des propriétés similaires au codage aléatoire utilisé par
Shannon pour démontrer e second théoreme. Sachant que ce genre de code risque a priori d' étre difficile
a décoder, une partie de la recherche dans ce domaine a eu pour objectif de construire des algorithmes de
décodage sous-optimaux (mais pas trop) et efficaces. L’ approche probabiliste est bien adaptée au modéle de
cana continu et donc susceptible de mieux exploiter la plupart des canaux réels que |’ approche algébrique.

Cette approche a été réinvestiguée a plusieurs reprises dans le passé, mais on peut dire que I'invention
des turbo-codes au début des années 1990 en constitue actuellement le couronnement, atel point que ces
derniers se retrouvent a | heure actuelle dans un bon nombre de spécifications de nos futures normes de
télécommunications.

m | ’approche géométrique: elle est en rapport avec les interprétations géométriques utilisées dans le cadre du
cana Gaussien. Il s'agitici de développer des codes qui exploitent bien le canal Gaussien afaible niveau de
bruit, qui requiérent I’ utilisation d' un a phabet de code de grande taille, comme nous le verrons.

Ici les progrés sont également assez récents et reposent sur |’ utilisation de codes constitués par des vecteurs
dans un espace Euclidien de grande dimension, organisés selon une structure de réseau cristallin. On peut
retrouver ce genre de code dans e cadre de |’ utilisation de modems & hautes performances.

Notre discussion commence par le codage/décodage algébrique, ensuite nous discuterons les implications
des données relatives au canal Gaussien sur le type de systeme de codage. Cela nous permettra de trouver
une bonne motivation pour aler au-dela du codage algébrique. Nous discuterons ensuite les deux approches
adaptées aux canalx continus, a savoir les codes convolutionnels et le codage en espace Euclidien. Nous ferons
ensuite quelques remarques sur différentes manieres de combiner des codes, et terminerons le chapitre par une
introduction aux turbo-codes qui mettent en oeuvre la plupart des outils introduits dans ce chapitre.

Lelecteur attentif remarqueraquel’ ensemble des codes étudiés dans ce chapitre sont linéaires, et se demandera
ajustetitre pourquoi il enest ainsi. A cesujet il faut faire deux remarques: (i) tous les codes ne sont pas linéaires
(mais ceux que nous étudionsici le sont tous); (ii) il existe une version du second théoréme de Shannon qui dit
gu'il est possible d' atteindre le débit maximal a erreur arbitrairement faible, méme si on se restreint aux codes
linéaires.

15.4 CANAL DISCRET - CORRECTION ET DETECTION D’ERREURS

Lafigure[I5.2 décrit le schéma de communication dans e cas ol le cana est modélisé de fagon discrete.

M M
Source Encodeur Décodeur Destinataire

(M yn

Cana

Figure 15.2.  Codage de canal
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Une source produit un message constitué d’ une suite de symbol es de source qui doit &tre transmis au récepteur
au moyen d' un canal bruité. Sans perte de généralité, nous allons supposer que les alphabets d’ entrée et de sortie
du canal sont identiques (nous désignons cet alphabet par I’ ensemble de symboles X', supposé de taille ¢). Un
code C sur X est aors un ensemble de mots formés a I’ aide des symboles de X'. Comme usuellement, nous
désignerons par X™ I’ ensemble de tous les mots de longueur . qui peuvent étre construits a |’ aide de I’ a phabet
de canal (nous désignerons aussi cet ensemble par le terme espace de sighaux) et nous supposerons que tous les
mots de notre code ont méme longueur (n). L' utilisation de tels codes (appel és codes en blocs) rend le décodage
nettement plusfacile. Le codeC est alors constitué par un ensemblede M mots C'™ delongueur n, et le probléme
serade choisir I'ensembleC de fagon aminimiser la probabilité d’ erreur de décodage et d’ autre part permettre un
décodage efficace.

Pour ce qui concerne notre discussion ci-dessous, nous allons considérer quele bruit de canal agit en restituant
avec une probabilité assez grandeles symboles d’ entrée asa sortie. Nous supposerons également que ce processus
de choix d'un symbole de sortie en fonction du symbole d’ entrée est stationnaire et sans mémoire. 1l est donc
caractérisé par une matrice de probabilités conditionnelles P(Y;| X;), (X;,Y; € X), ou X; désigne un symbole
écrit al’ entrée du canal et Y; le symbole correspondant lu en sortie.

Notons que dans la réalité un canal est souvent de nature continue et on obtient un canal discret en 'y gjoutant
des dispositifs de modulation et de démodulation numériques. Dans ce cas, il est possible de placer le décodeur
soit en sortie du canal continu ou bien en sortie du démodul ateur. Comme |e démodulateur consiste a prendre une
décision symbole par symbole sur base du nombre réel correspondant regu, il conduit normalement a une perte
d’information, qui serad autant plus grande que le rapport signal bruit est faible. Donc, en principe le décodage
sur base des nombres réels recus peut donner lieu a une probabilité d’ erreur de décodage plus faible (voir aussi
chapitre[d0).

Dans ce qui suit, nous allons cependant d’ abord nous focaliser sur le modéle de canal discret de lafigure [15.2
Nous analyserons le décodage a partir de sorties continues a la fin de ce chapitre.

15.4.1 Décodage a distance de Hamming minimale

On définit la distance de Hamming d (X ™, Y™) entre deux mots X ™ et Y™ de longueur n par le nombre total
d'indices: < ntelsque X; #Y;.

L e décodage a distance de Hamming minimale consiste aors a choisir pour un vecteur recu Y ™ un mot de
code C™ € C tel quedy (C™,Y™) est minimale.

Sous certaines conditions, le décodage a distance de Hamming minimale conduit a une probabilité d erreur
de décodage minimale (voir ci-dessous). Cependant, nous allons ici nous intéresser a la capacité de correction
d un nombre limité d’ erreurs, I’ idée &tant que si le bruit est suffisamment faible, la probabilité d’ avoir un grand
nombre de symboles corrompus serafaible.

Ladistance minimale du code est par définition |adistance minimal e entre paires de mots différents appartenant
ac:
dx(C) = min{dg(C™,C'") : C™,C"" € C,C™ # C""}. (15.9)

Théoréme 1. SilecodeC a une distance minimale di (C) = d, alors le décodage a distance de Hamming
minimale est capable de corriger | 1 (d — 1)] erreurs.

Si un code comporte M mots de longueur n et a une distance minimale de d on parle de code (n, M, d). 1l est
clair que pour une valeur donnée de n, les parametres M et d varient en sens oppose.

Désignons par A,4(n,d) la valeur maximale de M telle qu'il existe un code (n, M, d). Evidemment, on a
A, (n,1) = g™ (en choisissant C = X™). Mais, on ne dispose pas d’ une méthode directe de calcul de A 4(n, d),
et méme pour des valeurs relativement faiblesde g, n et d, lavaleur de A ,(n, d) est inconnue. Par exemple, dans
le cashinaire, lavaleur de A5(10, 3) est inconnue. Seules les bornes suivantes sont connues al’ heure actuelle

72 < A5(10,3) < 79.
Définition : t-sphére. Lat-sphéered unmotdecodeC™ est I’ ensemble de mots delongueur n noté S (C™)
défini par
S¢(C™) ={X"™ :dg(C™, X") <t}
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Nous verronsque la caractérisation des t-sphéres d’ un code permet d’ en caractériser les capacités de correction
d erreursains que sarelative efficacité.

15.4.2 Codes équivalents

Il est clair qu’ un code peut étre représenté au moyen d’ un tableau M x n, dont les lignes correspondent aux M
mots du code de longueur n. Nous appellerons ce tableau la matrice du code.

Il est assez évident également que les propriétés d’' un code doivent rester inchangées si nous permutons les
lignes ou bien les colonnes de sa matrice, ou bien encore si nous permutons les symboles de |’ al phabet de canal.
Nous dirons donc que deux codes C et C' sont équivalentssi I’ on peut passer de |'un a |’ autre au moyen d'une
combinaison de permutations des lignes ou de colonnes de leur matrice, et/ou de permutations de I’ a phabet de
canal.

On en déduit que si deux codes sont équivalents, alors leurs ensembles de distances intermots (I’ ensemble
d entiers positifs ou nuls composé des distances entre paires de mots d’ un code) sont nécessairement identiques.

D’autre part, si X™ est un mot quelconque et C un code de longueur n aorsil existe un code équivalent aC
qui contient le mot X ™ (on peut transformer par exemple le premier mot du code en X ™ au moyen d au plusn
permutations de symboles).

15.4.3 Codes parfaits

La situation idéale du point de vue économie se produit lorsqu’il existe une valeur de ¢ telle que d'une part les
t-sphéres qui entourent les mots de code soient toutes digjointes, et que d’ autre part leur union contienne tous les
mots de X”*. Un code qui vérifie cette propriété est dit parfait, parce qu'il exploite au mieux I’idée d’ empilement
de spheéres.

Voici deux propriétés des codes parfaits.

Correction d’erreurs. Un code parfait permet de corriger ¢ erreurs mais ne permet pas de corriger ¢ + 1
erreurs. (Pourquoi ?)

Restriction sur d. Siuncode (n, M, d) est parfait, alors d est impair. (Pourquoi ?)
Suggestion.
1. Montrer que tout code trivial (¢’ est-a-dire qui ne contient qu’ un seul mot de code) est parfait.

2. Montrer qu’un code binaire de longueur n, avec n. impair, et qui ne contient que les deux mots 0000 - - - 00 et
1111---11 est parfait. Ce type de code porte le nom de code de répétition.

15.4.4 Décodage au maximum de vraisemblance

Nous savons, depuis e chapitre[d, que |a stratégie de décodage optimale (qui minimise la probabilité d’ erreur)
consiste adécoder laségquencerecue Y ™ en choisissant le mot de code C'™ qui maximise laprobabilité a posteriori

P(C™Y™).

Puisque
pP(Y"|c™)P(C")

PCY") = = prm

lorsque les mots de codes sont distribués de fagon équiprobale cette régle revient & choisir C' ™ qui maximise
P(Y™|C™), ¢ est-a-direlarégle de décodage au maximum de vraisemblance.

Dans |’ hypothése d’un canal sans mémoireon a

P(Y"|C") = [] P(Yi[C)).

=1
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En désignant par ¢ lataille de I’ aphabet du code, si nous supposons que P(Y;|C;) vautp = 1 — (¢ — 1)e
lorsque Y; = C; (symbole de sortie non corrompu) et vaut e lorsque Y; # C;, on en déduit que

log P(Y"|C™) = (n —dg(C™,Y"))logp+ dg(C",Y™)) loge.

Par conséquent

€

dlog P(Y™|C™)
1—(qg—1)

=lo € - lo
adg(Cm,Yym) 8y 8
et, pour autant que e < 1/¢, laregle du maximum de vraisemblance est équivalente a choisir le mot de code C' "
le plus proche de Y™ au sens de la distance de Hamming.

Il est clair que les conditions introduites ci-dessus pour montrer I’ équivalence du décodage a distance de
Hamming minimale et celui qui minimise la probabilité d erreur sont assez restrictives. En particulier, il est
facile d’ imaginer des circonstances (i.e. des matrices de confusion de canal) telles que la probabilité d’ erreur de
décodage ne soit plus nécessairement croissante lorsque la distance de Hamming croit.

Cette remarque suggere une limitation intrinseque des méthodes purement algébriques qui ont longtemps
dominé dans le domaine du codage de canal. Le décodage a distance de Hamming minimale est évidemment
justifié dans le cas d’un canal binaire symétrique. Mais ce type de cana constitue souvent une abstraction de
laréalité qui serait mieux modélisée al’aide d’'un canal continu en sortie. Nous avons en effet vu au début du
chapitre[IQ que I’ utilisation d’ un canal binaire symétrique comme modéle conduit a une perte d’information en
sortie (quantification) qui se traduit par une réduction sensible de la capacité si le rapport/signal bruit est élevé.
Nous verrons plus loin dans ce chapitre que |’ a gorithme de Viterbi permet d’ effectuer le décodage au maximum
de vraisemblance sans faire appel nécessairement a un alphabet de sortie discret.

Nous suggérons au lecteur intéressé de consulter la référence [ [Bat97] pour une critique approfondie des
méthodes de codage purement al gébriques.

15.4.5 Discussion du codage aléatoire

La démonstration du second théoréme de Shannon a fait appel au codage aléatoire comme technique magique
permettant de générer avec une grande probabilité de bons codes. S'il est tellement facile de construire de bons
codes, on peut aors se demander comment cela se fait qu’ en pratique cette méthode ne fonctionne pas.

La difficulté du codage aléatoire est liée au probléme de non faisabilité computationnelle. En effet, la bonne
qualité des codes est “ garantie” seulement pour les grandesvaleursde n. Or, on sait quele nombre M de mots de
codes nécessaires pour approcher lalimite de Shannon croit exponentiellement avec n (le taux étant donné par la
capacité du canal).

Des lors, comme la recherche d'un bon code nécessite le calcul de la probabilité d’ erreur de décodage d'un
certain nombre de codes candidats (au moins un), I’ effort de calcul lié ala sélection d’ un bon code aléatoire croit
également de fagon exponentielle.

On pourrait objecter que pour un cana donné ce travail ne doit étre fait qu’ une seule fois, et qu’ une méthode
“off-ling” permettrait de trouver un bon code, quitte a consacrer suffisamment de puissance de calcul. Cependant,
quelle que soit la puissance de calcul disponible, la croissance exponentielle limitera tres fortement la longueur
du code pouvant étre ainsi produit.

Par ailleurs, méme si par chance nous pouvions produire un bon code aléatoire en un temps raisonnable, le
décodage de celui-ci resterait a priori difficile, car de complexité exponentielle (cf. section suivante).

15.5 CODAGE ALGEBRIQUE - DETECTION ET CORRECTION D’ERREURS

Dans cette section nous allons décrire les deux principaes approches algébriques a la construction de codes
“facilement” décodables. Les codes sont construits a partir d’ une structure d’ espace vectoriel linéaire induite a
partir d’un corps fini. Les codes construits a I’ aide de blocs de symboles de longueur n sont des sous-espaces
linéaires de dimension £ d'un espace de dimension n. Ces codes peuvent étre générés soit al’ aide d’ une matrice
génératrice de dimension k x n, soit al’aide d' un polyndme générateur de degré (n — k).
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Ci-dessous nous raisonnons exclusivement sur les canaux discrets, en particulier le canal symétrique binaire.
Nous supposons que le modéle du canal est donné, par exemple en déduisant ses caractéristiques a partir du canal
physique et du systéme de modulation (et de mise en forme) utilisé.

15.5.1 Espaces vectoriels finis

Nous considérons|le cas d' un aphabet de canal fini X detaille ¢, et nous supposerons que nous voulons coder un
ensemble de ¢* messages de source a1’ aide de mots de code de longueur n. 11 y a donc lieu de choisir ¢ * mots
de code parmi les ¢™ possibles.

Notre objectif ici est de munir I’ ensemble des séguences possibles X' ™ (d’ entrée et de sortie du canal) d'une
structure d' espace vectoriel linéaire. Rappelons que nous nous focalisonsici sur des ensembles X finis.

Pour munir I'ensemble X™ d' une structure d’ espace vectoriel linéaire, on commence par munir X d'une
structure de corpsfini (deux opérations : addition et multiplication qui satisfont a certains axiomes). La structure
d’ espace vectoriel linéaire est ensuite induite sur X' a partir de cette structure de corps, tout comme la structure
d espace vectoriel euclidien est induite sur R™ apartir delastructure de corpsde R. Cependant, lefait que X' soit
fini conduit &un certain nombre de particularités qui peuvent nous compliquer lavie. Nous renvoyonsle lecteur &
I’ appendice E, qui fournit |es & éments mathématiques de base rel atifs aux corpsfinis et discute un certain nombre
de leurs particularités.

Retenonsici que pour pouvoir parler de corpsfini, il faut que le nombre g d’ ééments de X’ soit une puissance
entiere d'un nombre premier. C'est notamment le cas si g est premier, et en particulier si ¢ = 2. Dans ce cas
particulier, le corpsfini est défini par les opérations d’ addition et de multiplication modulo 2 (il n’y apas d' autre
choix possible). Dans les exemples utilisés au cours oral nous nous sommes limités a ce cas particulier afin de
faciliter la compréhension; ci-dessous nous adopterons un point de vue un peu plus général.

15.5.2 Codes linéaires en blocs (n, k)

En supposant que n soit fixé, que X' (I"aphabet utilisé par le canal discret) soit muni d’une structure de corps,
et que X'™ soit muni de la structure d’ espace vectoriel linéaire correspondante, un code linéaire (n, k) est par
définition un sous-espace vectoriel linéaire de X' ™ de dimension k. Le nombre de vecteurs différents d'un tel
sous-espace vaut ¢*, et donc le nombre M de mots de code vaut également ¢ .

Remarquons tout d’ abord que tout code linéaire contient nécessairement le mot de code nul (dont les com-
posantes sont toutes égales al’ € ément neutre de I’ addition sur le corps X).

Dans un espace linéaire, le poids de Hamming d’ un vecteur est par définition égal ala distance de ce vecteur
au vecteur nul, ¢’ est-a-dire au nombre de composantes non nulles du vecteur. Donc, la distance de Hamming
entre deux vecteurs est aussi égale au poids de Hamming du vecteur formé par leur différence.

Nous allons mettre en évidence | es principaux avantages liés a ce choix de structure.

15.5.2.1 Avantage de représentation. Note. Nous représentons ici les mots de code par des vecteurs
ligne.

Alorsqu’ un code quelconquedetaille M = ¢* nécessite unetable detaille M x n pour &tre représenté, un code
linéaire est entierement déterminé au moyen d' une base du sous-espace linéaire qui lui correspond, ¢’ est-a-dire
un tableau G detaille & x n (qu’ on désigne sous le nom de matrice génératrice).

Tout élément du code peut a ors s écrire comme une combinaison linéaire des lignes de lamatrice G, C est-&
dire souslaformed un produit

x = sG,

ol s est un vecteur quelcongue de longueur k. Les ¢* mots de codes sont ainsi générés a partir des ¢* vecteurs
(ligne) s (signaux) de longueur & : s représente un des messages d’ entrée possibles de I’ encodeur, et ce dernier
construit le mot de code al’ aide d’ une opération purement al gébrique de multiplication par la matrice génératrice
selon I arithmétique du corps construit sur |’ alphabet du code (I’ appendice a ce chapitre montre comment on peut
construire ces arithmétiques pour des valeurs de ¢ qui sont une puissance entiere d’ un nombre premier).
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15.5.2.2 Standardisation : mise sous forme systématique. En réalité, il est possible d' encore simpli-
fier considérablement les opérations a gébriques en remarquant qu’ on peut se limiter a des familles de matrices
génératrices encore plus simples.

En effet, il est assez immeédiat que s G' est la matrice génératrice d’ un code, alors toute matrice G’ obtenue a
partir de G au moyen de combinai sons des opérations suivantes donne un code équival ent

1. permutation de lignes ou de colonnes
2. multiplication d’ une ligne ou d’ une colonne par un scalaire non nul

3. substitution d'une ligne par la somme de celle-ci et d' uneligne parallele

Par conséquent, commeil est possible de standardiser au moyen des opérations précédentes lamatrice G sous
laforme
G = [I, P],

(ou I, représente la matrice identité k x k dans notre algebre) nous pouvons aussi bien limiter notre attention a
I étude des codes linéaires engendrés par de telles matrices. Ladonnée delamatrice P dedimension k x (n — k)
suffit donc pour caractériser entiérement ce genre de code.

Pour une matrice génératice mise sous laforme standard [I 1., P], la construction du mot de code associé a un
message s consiste alui concaténer le mot de longueur n — k obtenu par

p(s) = sP

On dit que p(s) sont les hits (symboles) de contrdle de parité et que P est lamatrice de parité.

Parce que les k premiers symboles transmettent |es symbole source on dit que le code est syst ématique. On a
donc
x(s) = sG = [sI},sP] = [s, sP].

15.5.2.3 Distance minimale (d). Ladistance minimale (d) d’'un codelinéaire est égale au poids de Ham-
ming minimal des vecteurs non nuls de ce code.

En effet, le poids minimal est certainement une borne supérieure de la distance minimale, puisque le vecteur
nul fait partie detout code linéaire. D’ autre part, si la distance minimale était strictement inférieure, celavoudrait
direqu'il existerait deux mots de code tels que leur différence serait de poids égal ad, ce qui est en contradiction
avec le fait que ce mot doit faire partie du code, celui-ci &tant linéaire par hypothese.

15.5.2.4 Encodage. En supposant queles M = ¢* messages de source sont codés a I’ aide de k£ symboles
g-aires (changement d' alphabet d§a effectué si nécessaire), il suffit de calculer le mot de code a I'aide de la
formule

x = sG.

Puisque lamatrice G est normalisée, celarevient enfait aprendrex; = s;,Vi =1,...,k et
[Zgq1 - zn] = sP.

On voit que le codage d’ un bloc de & symboles source s effectue en leur associant un suffixe den — k£ symboles
calculés au moyen d’ une opération linéaire (O(n(n — k)) opérations élémentaires), ce qui justifie le nom de code
linéaire en blocs.
Des équations précédentes on déduit également que tout mot de codedoit satisfaire’ équation (dite de contr 6le)
suivante
[-PT, I_y]z" =0,

qui consiste simplement a recalculer les symboles de parité a partir des & premiers symboles et a les retrancher
desn — k symboles de parité du mot x.
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Lamatrice H = [—PT, I,,_}] est appelée matrice de controle du code. 1l est & noter que dans le cas d’un
alphabet binaire (arithmétique modulo 2) on a

_pT _ pT

Lamatrice H est évidemment derang n — k et ses (n — k) lignes définissent donc un sous-espace linéaire
de dimension n — k. De ce point de vue, |e code apparalt comme le “complément orthogonal” du sous-espace
linéaire engendré par H. Tout comme G, ladonnée de H caractérise bien siir entiérement le code.

by

15.5.2.5 Décodage a distance minimale. Le probléme est de trouver pour un vecteur regu le (ou un)
vecteur du code le plus proche au sens de la distance de Hamming. Plagons nous dans | e cas binaire pour décrire
I’ algorithme utilisé en pratique, basé sur I’ idée suivante:

Remarquons tout d'abord que C &tant un sous-espace linéairede X' ™, il en est aussi un sous-groupe. On peut
donc factoriser X™ par latechnique des cosets (voir appendice E).

Soit alors y le vecteur regu et considérons le code C. Pourtout € C on peut toujours écrirequey = x + e.
Nous disons que e est un vecteur d erreur possible, S'il existe x € C tel gque cette équation soit vérifiee. Le
décodage a distance minimale revient donc atrouver un vecteur d' erreur possible de poids de Hamming minimal.

Notons par y + C I’ensemble des vecteurs qui peuvent s écrire sous la forme y + x ou « est un vecteur
quelconquedeC. Il S agit du coset de y modulo C (voir appendice E). Notons que cet ensembl e est identique (en
toute généralité, a cause de lalinéarité du code C) al’ ensemble des vecteurs qui s écrivent y — x, C'est-a-dire a
I’ ensemble des vecteurs d’ erreurs e possibles pour un y regu.

Il suffit donc, pour le décodage, de produire le (ou un) vecteur de poids de Hamming minimal appartenant
au coset y + C. Parmi les vecteurs de poids minimal de y + C nous pouvons en choisir un arbitrairement et lui
donner le statut de téte du coset (voir également appendice E).

Or, nous savons par ailleurs que le nombre de cosets modulo C différents est exactement ¢ »~*. Celaveut dire
qu’ en faisant varier y il y aexactement ¢™~* vecteurs d erreurs minimaux possibles. De plus, deux vecteursy ,
et y,, donneront lieu au méme résultat (méme vecteur d’ erreur) si et seulement si ces deux vecteurs appartiennent
au méme coset, C'est-a-diresi et seulement si il existe un vecteur z € C tel quey,; = y, + z, C'est-adires et
seulement si

Hy{ = H(y; + ") = Hy;,

carzecC< HzT =0.

En d autres termes, si nous définissonspar a = Hy T le syndréme du vecteur g, tous les vecteurs d’ un méme
coset ont auss méme syndrome (on peut donc parler du syndrdme du coset). Réciproquement, des vecteurs ayant
des syndromes identi ques appartiennent forcément a des cosets identiques.

I'y adonc d une part une correspondance bijective entre vecteur d erreur possible minimal et coset, d’ autre
part entre coset et syndréome. On conclut qu'il y aune correspondance bijective entre syndrdme et vecteur d’ erreur
possible minimal.

La propriété générale précédente donne lieu a I’ algorithme de décodage semi-efficace suivant (basé sur une
table de correspondance entre syndrémes et vecteurs d’ erreurs minimaux, construite préalablement) :

1. alaréceptiondey calculer le syndrome Hy T,
2. enfonction du résultat aler chercher latéte de coset danslatable, soit e y;
3. décoder y par y — ey.

Nous qualifions cet agorithme de semi-efficace car il fait appel & une table de taille ¢ (%), || peut donc
conduire a une utilisation mémoire importante en pratique, mais a un temps d’ acces relativement rapide, dans
la mesure ou le syndrdme peut encore étre utilise comme adresse directe. En tout &tat de cause, la recherche
énumérative est évidemment plus efficace dans une table de taille ¢(*—*) que dans une table de taille ¢* (en
pratiqueon asouvent n — k < k), et les calculs sont plus simples dans le cas présent (test d’ égalité de syndromes
de longueur n — k) que lors de la recherche du plus proche voisin (calcul de distances de Hamming de vecteurs
de longueur n).
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Construction de codes linéaires en bloc. Historiquement, une bonne partie (sinon la majeure) des
travaux sur le codage algébrique ont consisté a définir des familles de codes lin&aires vérifiant des propriétés de
plus en plus structurantes. Nous allons en illustrer les plus é émentaires dans ce qui suit, mais nous suggérons au
lecteur qui souhaite en savoir plus de consulter des ouvrages spécialisés (p.ex. [ IAda9l] et lesréférences qui sont
données dans cet ouvrage).

15.56.3 Codes de Hamming binaires

Nous allons illustrer les notions qui viennent d’ &tre introduites au moyen d’ une famille de codes utilisés pour la
correction et la détection des erreurs dans le cas ou les canaux sont relativement fiables (p.ex. réseaux locaux).
Nous alons nous placer dans le cas d’un canal binaire symétrique et supposer que la probabilité de corruption
d'un bit (p) est suffisamment faible pour qu’ on puisse considérer que la probabilité d’ avoir plus d une erreur de
transmission sur un bloc den bits est pratiqguement négligeable. On s'intéresse alors alapossibilité de correction
d’une seule erreur et éventuellement a la possibilité de détection de deux erreurs. On cherche donc des codes
dont ladistance minimale d vaut au moins 3, et qui idéalement soient parfaits.

Nous avons vu que le code de répétition (3, 1) est un code parfait avec d = 3. Nous allons maintenant &udier
un moyen systématique permettant de construire une plus large famille de tels codes : ceux-ci portent le nom de
codes de Hamming.

15.5.3.1 Définition. Ontravailleici avec des alphabets binaires, et donc les opérations algébriques sont les
opérationsdites“modulo2”. Soitr un nombreentier (en pratique supérieur al) et soit Z 5 |’ espacelinéairebinaire
de dimension r (I’ensemble des mots binaires de longueur r) et soit H une matrice de dimensionr x (27 — 1)
dont les colonnes sont les (2" — 1) vecteursnon-nulsde Z3 (pris dans un ordre quelconque).

Alors H est une matrice de contréle d’ un code binaire (n, k) ol

n=2"-1 et k=n-—r. (15.10)

En effet, la matrice contient forcément exactement » colonnes linéairement indépendantes parmi les n et le
complément orthogonal de I’ espace engendré par cette matrice est donc bien un espace linéaire de dimension
k = n — r. Lescodes ainsi obtenus peuvent évidemment étre standardisés ce qui permet d’en déterminer la
matrice de parité P et donc G.

Les valeurs possibles de (n, k) sont déterminées a partir de (15.10) en utilisant r = 1,2,3,4,...10,... On
obtient

(1,0);(3,1); (7,4); (15,11);...; (1023, 1013), (15.11)

dont le premier est quelque peu trivial, et le second constitue le code de répétition dont nous avons déja parlé.
Nous alonsvoir que les r bits de parité permettent de retrouver le bit corrompu en cas d’ erreur simple.

15.5.3.2 Correction et détection d’erreurs. Lapropriété principale des codesde Hamming est qu'il s agit
de codes parfaits de capacité de correction d’ une seule erreur et de détection de deux erreurs.

Montrons d’ abord que la distance minimal e des codes de Hamming pour » > 3 vaut exactement 3.

Elle ne peut pasvaloir 1, car sinonil existerait un mot de code de poids 1 (disons « ; qui aurait un 1 en position
1 et des O ailleurs) tel que Hx; = 0, ce qui voudrait dire que lai-éme colonne de H est nulle. Or nous savons
gue toutes les colonnes de H sont non-nulles par construction.

De méme, si la distance minimale valait 2, on en déduirait que H posséderait deux colonnes dont la somme
serait nulle, ce qui est impossible puisque toutes | es colonnes de cette matrice sont différentes.

Par contre, il est facile detrouver trois colonnes de H dont lasomme est nulle, et on en déduit qu'il existe des
mots de code de poids 3 et donc la distance minimale vaut 3.

On en déduit que le décodage a distance de Hamming minimale d’'un tel code de Hamming est capable de
détecter toutes les erreurs doubles, mais pas les erreurs triples, et qu'il est capable de corriger toutes les erreurs
simples.

Pour montrer qu'il s'agit d’ un code parfait, il suffit de se convaincre queles t-sphéresdetaillet = 1 autour des
mots du code couvrent exactement |’ espace de tous les mots binaires de longueur n. Or, chacune de ces spheres



contient exactement 1 + n vecteurs. Commeil y a2* mots de codes on obtient au total
2F 4 n2k =2k(1 42" —

mots, soit ce qu'il faut.C]
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1) _ 2k+7" — 271,

15.5.3.3 Exemple illustratif : le code de Hamming (7,4).

Matrices et tables du code.

H =

263

Ce code correspond ar = 3. Partons donc d’ une matrice de controle 3 x 7
mi se sous forme systématique de la maniére suivante

dont on déduit la matrice génératrice suivante

G =

[L 1 1ofLo
01 1 1|0 1
101 1]00
100010
010 0[1 1
001 0[1 1
000 1|0 1

_ o O

|- 1ree)

:[I4P]’

= o

’

dont on peut déduire a son tour latable du code qui est obtenue en multipliant lamatrice par tousles mots binaires

s delongueur k& = 4, soit

| ] xr

€Tr

z |

xTr

0000 0000000
C=| 0001 0001011
0010 0010111
0011 0011100

0100
0101
0110
0111

0100110
0101101
0110001
0111010

1000 1000101
1001 1001110
1010 1010010
1011 1011001

1100
1101
1110
1111

1100011

1101000 |

1110100
1111111

Décodage. En supposant que le cana binaire est symétrique de probabilité de corruption d’un symbole p <
0.5, nous savons que le décodage a distance de Hamming minimale est optimal (équivalent au décodage au

maximum de vraisemblance).

Voyons comment fonctionnent I’ encodage et le décodage (n = 7,k = 4,7 = 3)

1. Lasourceémet un mot surles M = 2% = 16 possibles, ce qui revient achoisir un signa binaire de longueur

k, disons s.

2. L'encodeur émet le mot « : les k premiers bits correspondent au mot s. Ensuiteil calcule et transmet les r
(=3) bits de parite z, = sP (le premier bit de parité vaut s; + s2 + s3, le second vaut s, + s3 + s4, €t le

troisiémevaut s; + s3 + s4).

3. Lemot x est transmis sur le canal et lemot y = x + b est regu, ou b désigne le vecteur de bruit.

4. Le récepteur calcule le syndrome a, ¢ est-a-dire le mot de trois bits défini par a = Hy T, et déterminele

vecteur de bruit b’ de poids 0 ou 1 tel que Hy” = Hb'" .
5. Lemot y est décodé par laréglez’ = y + b’ et s’ est obtenu apartir des 4 premiersbitsde .

Latable de décodage qui relie les syndrdmes aux vecteurs de bruit de poids 1 est la suivante :

| a”

o |

aT

o |

000
001
010
011

0000000
0000001
0000010
0001000

100
101
110
111

0000100
1000000 |
0100000
0010000

(15.12)
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Analyse des erreurs. En utilisant le décodage par syndrdme (ou de maniére équivalente, le décodage au
maximum de vraisemblance) une erreur se produirasur le mot 2’ dés lors que deux bits en sont corrompus lors
delatransmission. Mais, est-ce que ces erreurs se répercutent nécessairement sur le préfixe s’ ?

On pourrait en effet imaginer qu’on aurait deux ou trois erreurs de transmission concentrées sur les hits de
parité, et que le décodage retrouve correctement les bits de signal. |l n’en est rien, car comme nous venonsde le
voir, si plusieurs des trois derniers bits du mot de code ont &é corrompus, cela se traduira nécessairement par un
syndrdme de poids supérieur ou égal a1, ce qui, comme le montrelatable donneralieu lors du décodage a
I" hypothese “1 des bits de signal est corrompu”.

La regle de décodage au maximum de vraisemblance entraine en réalité qu'il y aura erreur de décodage des
lors que deux ou plus de bits ont &té corrompus. La probabilité de décodage correct est donc égale ala probabilité
d’avoir aucun ou un seul bit corrompu lors de latransmission d’ un mot de 7 bits, ou plus généralement de . bits.

On adonc laformule suivante (ou p désigne la probabilité de corruption d'un bit transmis sur le canal)
PMOt =1 — (1—p)" —np(1—p)" " (15.13)

ou PemOt désigne la probabilité d’ erreur de décodage par mot source de k bits codés sur n bits.
Dans le cas du code Hamming (7,4) avec p = 0.1 on obtient PMOt — 0.149694.
Sans code correcteur d’ erreur on aurait une probabilité d erreur de transmission de mots de k bits égale a

PMOt — 1 _ (1 - p)* (15.14)

soitquand k = 4 et p = 0.1, PO — 0.3439.

D’autre part, on est slir que deux erreurs seront détectées. Si nous supposons que dans ce cas on peut retrans-
mettre le message (avec une probabilitée d erreur PMOY on aura

PMOL = 1 (1—p)" —np(1 —p)"" = CfpP(1 - p)" (1 — PMOY) (15.15)

1—(1=p)" =np(l—p)" '+ Cyp*(1—p)" 2 (15.16)

15.5.4 Codes cycliques

Un codeC(n, k) est dit cycliques'il est linéaire et S'il contient toutes les permutations circulaires de ses mots de
code. |1 suffit donc qu'il soit linaireet ques « = (z1,...,z,) € Caorsz’ = (zp,Z1,...,Tp-1) € C.
Note. Ici nous ferons la discussion pour une valeur de ¢ quelconque (compatible avec la structure de corps

fini, i.e. ¢ = p™, avec p premier et m entier positif). Nous désignerons ci-dessous par K la structure de corps
fini définie sur |’ alphabet du code.

L es codes cycliques disposent de propriétés encore plus attractives du point de vue algébrique et du point de
vue simplicité de représentation. Nous verrons que pour un code cyclique (n, k) ladonnée d’ un seul mot de code
delongueur n — k + 1 suffit a décrire complétement le code. Nous verrons également qu’il existe un algorithme
de décodage efficace qui tire profit de la structure cyclique du code.

15.5.4.1 Représentation des mots de code par des polynomes. Nous alons introduire un nouveau
type de modele, a savoir les polyndmes a coefficients dans K, dont nous nous servirons également dans la suite.
Nous renvoyons e lecteur &I’ appendice [I5.Al pour une discussion plus détaillée de ces objets.

Identifions un mot de code (z1,...,z,) (0Uz; € K) delongueur n avec le polyndmededegrén — 1 enla
variable D
z1 + 20D + 23D? 4+ -+ - + "D L, (15.17)
Définissons ensuite sur I’ ensemble des polyndmes de degrén — 1 les opérations d’ addition et de multiplication
comme suit :

= Addition: I’ addition de deux polyndmesde degrén — 1 est obtenue en additionnant leurs coefficients selon
laregle d addition définie sur K.

= Multiplication : lamultiplication de deux polyndmesde degrén — 1 est obtenue modulo D ™ — 1, ¢’ est-a-dire
de lamaniére suivante :
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1. On multiplie les deux polyndmes de la maniéere usuelle, en utilisant I’ arithmétique définie sur K pour
le calcul des coefficients du polyndme résultant : cela donne un polyndme au plus de degré 2n — 2;

2. on calcule ensuite le reste de la division de ce polyndéme par le polyndme D™ — 1, ce qui donne un
polyndme au plus de degrén — 1, a coefficients dans K .

Par exemple (en supposant que n = 3 et que K est le corps Z2), si on multiplie les polyndmes a(D) =
1+ D + D? et b(D) = 1 + D? on obtient successivement

1. 1+D+D?*(1+D?*=1+D+D>+D*+D3*+D*=1+D + D?+ D*
(OnaD? + D? = 0 en arithmétique modulo 2.)

2. endivisant par D3 — 1 on obtient commereste le polynomenul (onal+ D+ D3+ D* = (D3 +1)(D +1))

L’ observation fondamentale ici consiste a remarquer que le décalage cyclique vers la droite de & bits d’un
mot de code revient alors a effectuer la multiplication du polyndme correspondant par le polyndome D * (selon les
regles établies ci-dessus). Si

a(D)=a,D" ' 4+a, D" 24 -4 a
on aen effet
Da(D) = a,D" + ap_1D" ' +---+ a1 D
et aussi
Da(D) = an (D" = 1)+ ap_1D" ' + -+ a1 D + a,,

et donc lereste deladivision de Da(D) par (D™ — 1) est bien le polyndme
an1 D"+ +a1D+ ay,,

' est-a-dire le polyndme correspondant au mot décalé de maniére cyclique versladroite de 1 pas.

15.5.4.2 Propriétés des codes cycliques.

1. Commelecodecycliqueest linéaire on en déduit lapropriété suivante: si z(D) repr ésente un mot de code et
a(D) un polyndmededegrén — 1 au plus, alorsle polyndme z(D)a (D) (modulo D™ — 1) représente encore
un mot de code. (Celarésulte directement de la propriété précédente et du fait que le code est lin&aire).

2. Soit un code cyclique de type (n, k), et soit g(D) un mot de ce code non-nul et de degr & minimal. Alors:
(i) ledegré de g(D) vaut n — k; (ii) tous les mots du code peuvent étre générés en multipliant g(D) par
un polyndme de degré inférieur & k; (iii) tous les mots de code de degrén — k sont égaux a g(D) a une
constante multiplicative prés; (iv) g1 # 0.

Démonstration.
Soit g(D) un mot de code de degré minimal et s ce degré.

Alorsles propriétés (iii) et (iv) doivent &revraies car si ce n'était pasle cas, il serait facile de construire des
mots de code de degré strictement inférieur a s.

En effet, pour démontrer (iii) supposonsqu’il existe un autre mot de code g ' (D) dedegré s différent de g(D)
et soit g,41 €t g, ; les coefficients de degré s : on en déduit quele mot g" (D) = gs419' (D) — g4,.19(D)
est de degré inférieur a s et fait partie du code (par linéarité). Par conséquent on doit avaoir g /(D) = 0.

Pour démontrer (iv), il suffit de constater quesi g; = 0 aorsil serait possible de construire un mot de code
apartir de g(D) par décalage cyclique et dont le degré serait strictement inférieur a s.

En ce qui concerne la propriété (ii), on peut raisonner come suit. En effet, soit s le degré minimal des mots
de code non-nuls du code cyclique (n, k) et soit g(D) un mot de code ayant ce degré. Bien sir tous les
multiplesde g(D) par des polyndmes de degré inférieur an — s sont des mots du code. Réciproquement, si
z(D) est un mot du code, on peut toujours écrire
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ou ¢(D) désigne le polyndme quotient et »(D) lereste. Puisque ¢(D)g(D) et z(D) sont des mots du code,
leur différencer (D) I'est aussi. Or celui-ci est de degré strictement inférieur a s, ce qui n’est possible que
sir(D) =0.

Enfin, montrons (i), ¢’ est-a-direque s = n — k.

Vu ce qui précede, lesn — s mots g(D), Dg(D), D2g(D), ..., D™ *"1g(D) forment une base du code (ils
sont linéairement indépendants et engendrent tous les mots du code par combinaison linéaire). Donc on doit
avoir n — s = k puisque le code est (n, k), et réciproguement.

3. S C est un code cyclique de (n, k) de polyndme générateur
g(D)=gi+g2D + -+ gnpp1 D"7F
alors une matrice génératrice du code est donnée par la matrice & x n suivante

g1 92 93 -t Gn—k+1 0 0 ce 0
0 g1 92 -+  Gn-k  Gn—k+1 0 0

G = 0 0 g1 e In—k—1 In—k In—k+1 s 0
0 0 -« --- R |

4. Lepolyndmegénérateur g(D) est nécessairement un facteur de D™ —1, ¢’ est-a-direqu’il existe un polyndme
h(D) dedegrék tel que
D" +1 =g(D)h(D)
ou encore
0= g(D)h(D) (modulo D™ —1).
Ce polyndme porte aussi le nom de polyndme de contrdle car la condition nécessaire et suffisante pour
gu'un mot z(D) fasse partie du code est

0 =z(D)h(D) (modulo D™ —1).
Réciproquement, si g(D) est un facteur de D™ — 1 dorsil engendre un code cyclique.

Ce qui précede confirme qu’ un code cyclique (n, k) est entierement défini par lesn — k + 1 coefficients de son
polyndme générateur. De plus, pour une valeur fixée de n, seulslesfacteursdu polyndme D ™ — 1 peuvent donner
lieu ades codes cycliques, et chacun de ces facteurs donne effectivement lieu a un code cyclique.

15.5.4.3 Encodage. On peut imaginer deux facons d’encoder. La premiére résulte directement de la struc-
ture de la matrice génératrice

z(s) = sG & z(D) = s(D)g(D),
ou s(D) est un polyndme de degré k£ — 1 qui représente un message source a encoder. Cette premiére facon de
faire n’est pas systématique.

On peut aussi S arranger pour produire un mot de code de maniére systématique en faisant uniquement appel
al’algebre polynomiale. En effet, on peut associer a s(D) un mot de code au moyen de la régle d’ encodage
suivante :

s(D) — z(D)
ou
z(D) = D" *s(D) —r(D)
our(D) est lerestedeladivisonde D™ *s(D) par g(D), ¢ est-a-direqu’ on a
D"*s(D) = ¢(D)g(D) + r(D),

ce qui implique que z(D) = ¢(D)g(D) et donc que z(D) est bien un mot du code. D’autre part, le degré de
r(D) est forcément inférieur an — k. Donc, le mot de code contient e message source aux & positions de poids
le pluséevé.

Notons qu'il est possible d’ implémenter le calcul du reste de la division polynomiale au moyen de systemes
de registres & décalage.
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15.5.4.4 Décodage. Onparleici depolyndmesyndrome. Il s agit du polyndme obtenu en calculant lereste
de ladivision du mot de code par e polyndme générateur. |l s agit d’ un polyndme de degréinférieur an — k.

Evidemment, si e mot regu est un mot de code, le syndréme est |e polyndme nul. D’ autre part, si le mot regu
y(D) est lefruit delacorruption d’un mot de code z (D) par un patternd’ erreurse(D), adorsy (D) et e(D) auront
le méme polyndme syndrome. En effet,

et s
y(D) = z(D) + e(D)
et que
y(D) = g(D)¢'(D) + (D),
alors

e(D) = g(D)(¢'(D) — q(D)) + (D).

Plus généralement, les syndromes d’ erreurs d’ un polyndme regu sont invariants si on gjoute (ou retranche) a
ce polyndme un polyndme qui représente un mot du code.

On pourrait aors associer a chague polyndme syndrome possible (¢’ est-a-dire a chague polyndme de degré
inférieur ou égal an — k — 1) un pattern d’ erreur de poids minimal, selon le méme schéma que celui que nous
avons discuté plus haut.

Mais, grace ala structure cyclique du code, nous pouvons en fait faire ce décodage de maniére nettement plus
efficace. En effet les codes cycliques présentent la propriété suivante : si s(D) est le syndr dme d’un mot y(D),
alorsle mot ¢’ (D) obtenu a partir dey (D) par un décalage circulaire (multiplication par D, modulo D™ — 1) a
comme syndrome le reste de la division de Ds(D) par le polyndme générateur g(D).

Cette propriété permet de corriger les bits du mot y(D) de maniéere sequentielle en partant du bit de poids e
plusfort. Celadonnel’ algorithme de décodage suivant (MEGGIT) dansle cas binaire :

Etape 1. Onconstruitunelistequi contient touslessyndrdmesqui correspondent aux patternsd’ erreur (polyndme
de correction) dedegrén — 1 (telsquee,, = 1, dansle cas binaire).

Etape2. Le mot recu y(D) est utilisé pour aimenter un circuit capable de calculer le syndrome (reste de la
division par g(D)).

Etape 3. Silesyndromefait partie de laliste construite al’étape 1, le bit de poids le plus fort de y (D) doit étre
modifié (inversé) pour obtenir le bit de poids e plus fort du mot décodé z ' (D).

Etape4. On effectue un décalage circulaire vers la droite de y(D) et on recommence a I’ étape 2. Aprés n
itérations le décodage est terminé.

Legain essentiel de cet agorithmeest dediminuer considérablement lataille delatable qui associelesvecteurs
d erreur au syndrdmes, puisgue non seulement on ne stocke que les syndrémes dont le vecteur d’ erreur contient
un 1 alaposition n, maisen plusil n'est pas nécessaire de stocker les vecteurs d’ erreurs (on ne se sert que dela
présence du vecteur dans latable).

Par exemple, dans le cas des codes de Hamming (voir ci-dessous), il n’est nécessaire de stocker qu’un seul
syndrdme au lieu de 7 (puisque ce code ne corrige que les erreurs simples). Dans cas du code BCH (15,7) qui
corrige des erreurs doubles on ne doit stocker que 15 syndrémes (vecteursde dimensionn — k = 8) au lieu d’ une
table comportant 121 (1 + 15 + C'Z) lignes de longueur 23 (chaque ligne associe un syndrdme de longueur 8 et
un vecteur de O, 1 et 2 erreurs de longueur 15).

15.5.4.5 Exemple 1 : codes de Hamming binaires. Fixonsn = 7, et voyons comment en déduire
les codes cycliques de longueur 7. Pour cela il suffit de factoriser D7 — 1 en facteurs irréductibles : on a (en
arithmétique modulo 2)

D" —1=(1+D+D*(1+ D>+ D3(1+ D).

Nous en déduisons qu'il existe deux codes cycliques (7,4) et un code cyclique (7, 6).
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Voyons e code correspondant au polyndme
g(D) = (1+ D + D?).

La matrice génératrice de ce code vaut

110 1(]0 0 O
01 1 0|1 0O
G_0011010
0 00 1|1 01

Nous pouvons la mettre sous forme systématique en effectuant quelques opérations sur les lignes de G. Par
exemple en gjoutant alapremiéreligne leslignes 2 et 3 on obtient

10 001 1 0
, 10 1 1 0|1 00
G = 0 01 1|0 1 0"
0 00 1|1 01
ensuite en gjoutant ala seconde ligne les lignes 3 et 4 on obtient
100 01 1 0
» |0 1 0 0j0 1 1
G = 0 01 1|0 1 0"
0 00 1|1 01
et en gjoutant alatroisieme ligne laligne 4 on a finalement
100 01 1 0
n_ |0 1 0 0{0 1 1
G = 0 01 0|1 1 1
0 00 1|1 01

Cette derniére matrice est essentiellement celle du code de Hamming, a une permutation pres des trois dernieres
colonnes correspondant aux bits de parité.

15.5.4.6 Exemple 2 : un code BCH binaire (15,7). Soitg(D) = 1+ D*+ D®+ D"+ D?. Cepolyndme
est un facteur de D'® — 1, carona
DY -1=(1+D*+D®+ D"+ D% (1+D*+ D"+ D").

Il définit donc bien un code cyclique de type (15, 7).
On peut montrer que ce code & une distance minimale de 5, et peut donc corriger des erreurs doubl es.

15.5.4.7 Exemple 3 : code de Golay. Il S'agit d'un code cyclique binaire (23, 12) parfait et capable de
corriger trois erreurs. Le polyndme générateur de ce code est

g(D) =1+ D? + D* + D® + D® + D' 4+ D'".

On montre que la distance minimale du code vaut 7.

Montrons que le code est parfait. Pour s en convaincreil suffit de faire la somme des tailles des ¢ —sphéres de
rayon 3 qui entourent chacun des 2* mots du code. Or, pour un mot du code (D) cette sphére contient 1 vecteur
adistance nulle (z(D)), C3, mots a distance 1, C2, mots a distance 2, et C'3; mots a distance 3. Au total on
obtient que chaque 3—sphére contient

1+ Cs5 + C35 + O35 = 2048 = 21

mots de code.
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Ces 3—sphéres ne se recouvrent pas et | union des 212 sphéres correspondant aux 22 mots de code contient
donc
212211 — 223
vecteurs différents, c'est-a-dire qu’elle couvre tous les mots binaires de longueur 23. Le code est donc bien
parfait.

15.5.4.8 Existence de codes parfaits. Un résultat important de la théorie des codes algébriques concerne
I’ existence des codes binaires parfaits. Ce résultat dit que les seuls codes parfaits binaires sont les suivants (ou
des codes équivalents) :

1. Lescodes de répétition (n, 1) de longueur n impaire.
2. Lescodes de Hamming.

3. Lecodede Golay (23,12).

Tous ces codes sont cycliques.

15.5.4.9 Détection des erreurs en rafale. Pour un code (n, k), un pattern d erreur de type rafale est
un mot de longueur n ayant exactement [ bits consécutifs non-nuls, modulo décalage cyclique. On retrouve
souvent ce type d'erreurs en pratique (p.ex. poussieres sur un CD-ROM, bruit ponctuel dans un cana de
télécommuni cations).

Un code linéaire détecte alors des erreurs en rafales de longueur [, si aucun pattern d’ erreur de type rafale de
longueur [ ne fait partie du code. En pratique on s’ intéresse plutdt a des codes qui sont capables de détecter des
erreurs en rafale de longueur quelconque ! < I max.

On alerésultat fondamental suivant : tousles codescycliques (n, k) détectent les erreurs en rafale delongueur
[, pour autant quel < n — k.

La démonstration est quasi immédiate. En effet, s un mot de type rafale de longueur | < n — k faisait partie
du code, alors on en déduirait (par décalage cyclique) I’ existence d’un polyndme de degré ! — 1 faisant partie
du code, ce qui est impossible puisgue le polyndme générateur est de degré n — & et que ce polyndme est le
polyndme non-nul de degré minimal.

Donc, le code de Hamming (7, 4) détecte les erreurs en rafale de longueur 3, le code BCH (15, 7) détecte les
rafales de longueur au plus 8, et le code de Golay (23, 12) détecte les rafales de longueur 11.

Notons qu’ on peut également étudier 1a capacité de correction des erreurs en rafale. Nous renvoyonsl|e lecteur
intéressé a la littérature plus spéciaisée (p.ex. [ /Ada91]) pour une discussion de divers types de codes qui
corrigent les erreurs multiples en rafale. Nous nous contentonsici de discuter une technique dite d’ entrelacement
qui permet de construire un code qui corrige ji erreursen rafale a partir d'un code qui en corrigel.

15.5.4.10 Entrelacement de codes cycliques. Soit C un code cyclique (n, k). Alors I’ entrelacement
d ordre j de ce code consiste en un code (jn, jk) dont les mots de code sont obtenus en choisissant j mots du
codeC et en alternant leurs symboles. Cela revient donc a décomposer un bloc de j& symboles source en j blocs
de longueur k, a encoder chacun de ces blocs al’aide du code C et au lieu de concatener les j blocs de longueur
n ains obtenus on les entrelace pour la transmission et on les désentrelace avant décodage, bloc par bloc.

L' entrelacement permet de construire des codes qui ont de bonnes propriétés de détection et/ou de correction
d erreurs en rafale, sans augmenter le débit de code. En effet, si C corrige (resp. détecte) les rafales de longueur
[, C' obtenu par entrelacement d'ordre j de C corrigera (resp. détectera) des rafales de longueur ji, alors que les
deux codes auront le méme débit.

Il est intéressant de considérer le cas particulier des codes cycliques. Notons que I’ entrelacement d’ ordre
guel conque d’ un méme code cyclique produit encore un code cyclique. De plus, si

g(D)=g1+g2D +gsD?>+ -+ + g 11 D"°F
est le polyndme générateur de C alors le polyndme générateur de C ' est donné par

§'(D) = g1 + go D7 + g3D¥ 4+ 4 gp_ppq DITEFD
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end autrestermeson a _
g'(D) = g(D?).

Notons que ce type de technique est utilisée dans le contexte des systemes d’ enregistrement sur disgue com-
pact. A titre d'information, nous signalons que les techniques utilisees en pratique font appel aux codes de
Reed-Solomon et a I entrelacement, et permettent de corriger des rafales jusqu’a une longueur de 4000, ce qui
est nécessaire pour offrir une robustesse suffisante étant donné lataille des grains de poussiére et des rayures par
rapport ala densité d’ écriture sur les disgues compacts.

15.5.5 Codes BCH et Reed-Solomon

Au-deladel’intérét intellectuel et pedagogique des codes cycliques liés aux propriétésintéressantes de I’ algebre
des polyndmesmodulo D™ — 1, un desintéréts pratiques de cette famille de codes est qu’ elle permet de construire
des codes qui répondent a une spécification en terme de distance minimale d. |l s agit des codes BCH (Bose,
Chaudhury et Hocquenghem), dont les codes de Hamming constituent le cas particulier pour d = 3, et dont nous
avons par ailleurs vu un exemple ci-dessus.

L e codes algébriques que nous venons de décrire dans e cas binaire, pour lafacilité de I’ exposé, peuvent étre
construits sur un corps fini de taille quelconque. D’ ailleurs, les codes algébriques les plus puissants font appel a
des corps finis non binaires, et la plupart du temps a des corps d’ extension construits a partir du corps binaire,
comprenant 29 symboles différents, en pratique représentés par des vecteurs binaires de longueur q.

L' appendice a ce chapitre fournit les ééments de base nécessaires a la compréhension de ce procédé de
construction des corps finis (corps de Gallois). La difficulté tient essentiellement dans la construction d'une
opération de multiplication qui possede |es propriétés requises par un corps. (Lorsque k est un hombre non pre-
mier, I’ opération de multiplcation “modulo k£” ne convient pas. Nous suggérons au lecteur intéressé de consulter
I’ appendice au chapitre pour avoir une idée de la maniére de procéder dans ce cas.)

15.6 UTILISATION DU CANAL GAUSSIEN

Avant de procéder avec une famille trés importante de codes, nous allons discuter de la maniére dont on peut
utiliser un canal Gaussien, avec ou sans schéma de modulation numérique. Cette discussion est importante, car
le modéle canal Gaussien est un modél e de référence, sinon universel, tout de méme souvent réaliste en pratique.
D’ autre part, comme nous alons le voir, le scheéma de modulation peut limiter la capacité du canal, s'il est mal
adapté aux propriétés de celui-ci.

Nous avons vu au chapitre [0 que la capacité (en bits par seconde) du canal Gaussien avec limitation de
puissance vaut

P
C = folog (1 + N0f0> )

ou Ny est la densité spectrale de puissance du bruit (ceci est une donnée pour I’ingénieur) et ou P et f cons
tituent des données du systeme de modulation utilise. L’'ingénieur peut souvent jouer sur ces deux parametres
afin d' atteindre la capacité souhaitée. En particulier, I’ augmentation de la puissance du signal ala réception P
permet évidemment d’ augmenter la capacité avec comme seule contrainte |a fai sabilité physique et économique.
D’autre part, a puissance fixée, |’ augmentation de la bande passante f, du systeme de modulation permet aussi
d augmenter la capacité, mais cette fois avec une limite supérieure qui vaut

£10
No ge.

Unefois que les deux parametres constructifs f et P sont fixés, se pose alors la question de savoir comment
utiliser les ressources de maniere a maximiser le débit sur le canal tout en rencontrant les spécifications de
fiabilité. Le premier choix est celui d’'un schéma de communication ol on identifie e réle joué par I’ encodeur,
le modulateur, le décodeur et éventuellement le démodulateur. Par modulation, nous entendonsici passage d’un
alphabet discret (p.ex. suite de bits) a un alphabet de signaux réels (série temporelle), et par démodulation nous
entendons|’ opération inverse.

On peut essentiellement distinguer trois schémas
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Figure 15.3.  Capacités relatives en mode “full analogique” et “semi-analogique” (¢ = 2)

1. Full analogique: I’ encodeur associe directement & un message source parmi M = 2 *, une suite de nombres
réels de longueur n, et le décodeur choisit sur base de la suite de nombres réels recue un des M messages.

2. Semi analogique : I’encodeur associe au message source un mot de code de longueur n construit sur un
alphabet discret (disons de taille ¢), le modulateur convertit chacun des symboles du code en un nombre
réel, le décodeur choisit sur base de la sequence de nombres réels recus un mot de code.

3. Full numérique : I'encodeur associe au message source un mot de code de longueur n construit sur un
alphabet discret (disons de taille ¢), le modulateur convertit chacun des symboles du code en un nombre
réel, le démodulateur convertit chaque nombre réel regu en un symbole du code, et enfin |e décodeur choisit
un mot de code sur base de la séquence de symboles de longueur n que lui présente le démodulateur. On
appelle ce type de décodage | e décodage a décisions fermes (nous reviendrons |a-dessus un peu plus [oin).

La démonstration du second théoreme de Shannon fait appel au modéle “full analogique”, et montre qu’ avec
cetypede procédéil est possible d' atteindrela capacité. Lethéoreme de non-création d' information nous dit que
le modele semi anal ogique risque de conduire a une capacité plus faible, et que le modéale full numérique risque
de conduire a une réduction de capacité supplémentaire.

Dans le modele full anal ogique on a une capacité (en bits par utilisation du canal)

1 P
Cra= ilog (1+ Nof[)) .

Dans le modéle semi analogique la quantité d’information qui peut étre transmise par utilisation du canal est
nécessairement limitée par lataille de I’ alphabet :
Csa <logg.
Par exemplelafigure[I5.3 montre graphiquement larel ation entrela capacité du canal en mode*“full anal ogique”
et en mode “ semi-analogique” (ici aalphabet d entréebinaire) en fonction du rapport signal bruit P/N ¢ fo. (Nous
ne reproduisons pas les calculs qui conduisent a ces courbes.) On constate une croissance asymptotique de la

courbe “full analogique” aors que la courbe “semi-analogique” a une asymptote horizontale a la valeur maxi-
male C2% = log ¢ = 1, conséquence de larestriction &l a phabet binaire.

Donc, pour que la contrainte introduite par un alphabet de canal discret ne soit pas trop limitative, il faut que

ou bien
NOfO NOfO

qg>4/1+ <q¢—1.
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Letableau suivant reprend pour les valeurs de ¢ égales aux puissances entieres de 2 (celles qui donnent lieu ades
corps d’ extension binaires) larelation entre lataille de I’ a phabet minimal et le rapport signal bruit du canal :

¢ L idem(dB) |
2 3 4,77
4 15 11,76
8 63 17,99
16 255 24,07
32 1023 30,10
64 4095 36,12
128 16383 42,14

En particulier, on voit que pour I’ exemple de la ligne téléphonique du chapitre [I0, on doit prendre une taille
d aphabet d' entrée au moins égal a 16, afin de bien exploiter le (relativement) faible niveau de bruit dans ce type
de canal. Effectivement les modems travaillent avec des tailles d’ alphabet de canal relativement éevées.

Le troisieme mode d' utilisation du canal conduit en principe a une réduction supplémentaire de la capacité.
Si lerapport signal bruit est trés élevé, on peut se convaincre que |’ effet sera négligeable par rapport al’ effet de
quantification du signal al’ entrée. La capacité resteralimitée alogq. Par contre, lorsque le rapport signal bruit
est faible, la limitation de taille de I’ aphabet d’ entrée ne joue plus (cf figure [15.3), mais dans ce cas on peut
montrer (dans le cas binaire) que la capacité est réduite (a cause des décisions fermes) par un facteur % ~ 0.64,
ce qui est non-négligeable.

On peut synthétiser ce qui vient d’&re dit de la maniére suivante : le fait d'utiliser un alphabet discret &
I’entrée du canal conduit & une perte irréversible de capacité, d’ autant plus grande que le rapport signal bruit
est élevé. Donc, s le rapport signa bruit est élévé il faut utiliser un codage de cana a alphabet de taille assez
élevée pour qu’ on puisse négliger I’ effet de quantification. Si le rapport signal bruit est faible (de I’ ordre de zéro
dB) alors on peut se contenter d’ utiliser une modulation binaire, maisil faut éviter d’ utiliser les décisions fermes
(décisions symbole par symbole) alasortie du canal, et au contraireil faut utiliser lors du décodage de canal toute
I"information disponible ala sortie du canal sous forme de nombres réels.

Nous alons maintenant discuter de techniques de codage et de décodage qui permettent de s adapter a ces
conditions.

15.7 CODES CONVOLUTIONNELS - APPROCHE PROBABILISTE

Une autre fagon de coder des messages de source fait appel alanotion de convolution. Elle repose également sur
une structure de corpsfini et est donc sujette aux mémes restrictions que les codes al gébriques.

Par ailleurs, I’ opération de convolution étant linéaire, pour une longueur donnée des messages d’ entrée, les
séquences de sortie d’'un codeur convolutionnel forment également un espace linéaire. Cependant, la maniére
dont ces séquences de sortie sont produites ne nécessite pas le choix préalable d’ une longueur de blocs.

La grande popularité des codes convol utionnels provient sans doute essentiellement de I’ existence d’ un algo-
rithme de décodage efficace (algorithme de Viterbi) au sens du maximum de vraisemblance. Comme expliqué au
cours oral, cet algorithme peut étre “ dégradé” pour effectuer e décodage a distance de Hamming minimale, mais
peut également exploiter directement la matrice de transition du canal dans le cas général.

De plus, cet algorithme permet d' exploiter les décisions souples en sortie d' un canal continu. On entend par
laqu'il est capable d exploiter directement les signaux continus recus ala sortie du canal : les signaux de sortie
du canal sont vus comme le résultat de la superposition des signaux transmis (choisis en fonction de la sortie du
codeur convolutionnel par le systeme de modulation) et d'un bruit additif dont les effets aux différents instants
d’ échantillonnage sont indépendants. La discussion de la section précédente nous a appris que cette approche
permet en principe d’ éviter une réduction de capacité (facteur 0.64).

Nous allons tout d' abord montrer comment on peut générer un code convolutionnel al’aide d’' un ensemble de
de registres a décalage et des opérateurs simples de type addition modulo ¢q. A nouveau nous allons restreindre
notre attention au cas d’ un a phabet binaire.
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Figure 15.4.  Réprésentation graphique d'un encodeur convolutionnel de débit %

15.7.1 Encodeurs convolutionnels

Les encodeurs convolutionnels utilisent des alphabets d' entrée et de sortie identiques tout comme les codes
algébriques. |Is peuvent fonctionner sur un alphabet de taille quelconque pour autant qu’'on puisse y définir
une structure de corps (donc lataille doit &tre une puissance entiere d’ un nombre premier).

La figure[15.4l montre de fagon générique le fonctionnement d’ un code convolutionnel (ici de débit 0.5). Le
message d’ entrée est utilisé pour alimenter séquentiellement un certain nombre de modules (ici 2) qui calculent
chacun un symbole de sortie a chague pas de temps a partir des symboles d’ entrée obtenus a cet instant et aux
instants précédents. Les différentes sorties sont ensuite multiplexées et envoyées séquentiellement sur le canal.
Le déhit du code est égal al’inverse du nombre de modules : pour chaque symbole source lu al’ entrée on envoie
+ symboles sur le canal.

Pour que le code puisse réellement mériter le terme de convolutionnel, il faut que les relations entre les
séquences d'entrée et de sortie de chague module soient linéaires et invariantes dans le temps. La linéarité
signifie que les mots de code associés a des combinaisons linéaires de séquences d’ entrée correspondront a la
combinaison linéaire des mots de code de chacune de ces séquences; en particulier une sequence d’ entrée com-
portant NV zéros produira une séquence de sortie comportant % (2N dansle cas delafigure[I5.4) symbolesnuls.
L' invariance dans le temps signifie que si on envoie un message source décalé dans le temps (préfixé par j sym-
boles nuls), on doit retrouver & la sortie de chacun des modules le mot de code correspondant décalé de laméme
maniere dans le temps (C' est-a-dire préfixé par j symboles nuls). Si |’encodeur comprend ¢ modules, le mot de
code envoyé sur le canal seraaors préfixé deij symboles nuls.

Un encodeur convolutionnel peut &tre représenté par un circuit comportant des registres a décalage et des
opérateurs d addition et de multiplication par une constante. Dans le cas binaire, la multiplication par une con-
stante est triviale et il n'est pas nécessaire de la représenter explicitement, et de plus les opérations d’ addition
sont équivalentes a une opération logique de “ ou exclusif”.

La figure[15.5 représente un exemple simple d’ encodeur convolutionnel construit sur un alphabet binaire. 11
s agit d'un encodeur de mémoire 2 (car il dispose de deux régistres internes qui mémorisent les deux symboles
d entrée précédents) : lamémoire est donc ici caractérisée par deux symboles binaires (e ;, %) qui représentent
le contenu des registres a décalage al’instant k. On doit supposer qu’ avant de recevoir le premier bit source, les
deux registres sont dans I’ &at nul (sinon le code ne pourrait pas étre linéaire). Le fonctionnement du systeme
est le suivant : & chague pas de temps & on combine d' abord les valeurs de I’ entrée s . et delamémoire e pour
calculer les sorties, ensuite chague registre a décalage est mis ajour par la valeur qui figure a son entrée.

Notons que I’ encodeur ne définit pas explicitement les longueurs k des messages de source et des mots code
(n) qui seront envoyés sur le canal, mais seulement larelation n = 2k.

15.7.2 Transformée en D

Note. Pour étre cohérent avec les notations usuellement utilisées en théorie des systemes, nous allons dans cette
section numéroter les symboles source en commmengant par 0.

Le fonctionnement de I’ encodeur de la figure I5.5 est analogue a celui d’ un systeme en temps discret, ot la
séquence d’ entrée représente |’ entrée, lamémoire |’ &tat, et la séquence de sortie lasortie. Puisquel’ état initial est
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Figure 15.5.  Encodeur convolutionnel non-récursif et non systématique

relaxé, on peut représenter larelation entre I’ entrée et les sorties au moyen de latransformée en D (I’ équivaent
delatranformée en z pour les systémes en temps discret).

Dans ce formalisme, une séquence de symboles (d' entrée, de sortie, ou d’ &tats d' un registre) est représentée
par un série formelle en la variable D (cette variable représente I’ opérateur de retard unitaire, ¢’ est-a-dire de
décalage dans |e temps vers ladroite) :

s(D) = so+s1D+ -+ s DF - (15.18)
:Bz(D) — ZE6+£EZiD+"‘+fU2Dk+"‘, (15.19)

Alors, si on définit par k(D) la réponse impulsionnelle du i-iéme module (la séquence de sortie produite
lorsque le message d’ entrée est une suite qui commence par le symbole 1, puis se termine par une suite de zéros
de longueur indéfinie) on a

z'(D) = h'(D)s(D). (15.20)

Par exemple, pour I’ encodeur de la figure[I5.5]on pourra vérifier que

h'(D) = 1+D? (15.21)
h*(D) = 1+ D+ D% (15.22)
On aen effet
e'(D) = Ds(D) (15.23)
e’(D) = De'(D)= D?*s(D) (15.24)
z'(D) = s(D)+é€*(D) = (1+ D?*)s(D) (15.25)
z’(D) = s(D)+e'(D)+€e*(D)=(1+ D+ D?)s(D). (15.26)

Les deux seules différences sont que nous travaillons ici avec des alphabets discrets aors qu’en théorie des
systemes on considere des signaux avaleursréelles, et que nous considérons des duréesfinies alors qu’ en théorie
des systémes |’ axe du temps est ouvert a droite. Le nombre d’ états possibles de |’ encodeur est également fini et
vaut au maximum g™ oul g est lataille de |’ aphabet et m lataille delamémaire.

Nous allons voir que les agorithmes de décodage font appel & une modélisation explicite des états possibles
a chague instant, et on peut donc se douter déja a ce stade (et cela sera confirmé dans la suite) que les per-
formances de décodage souffrent si la mémoire est trop grande, ce qui constitue une limitation pour les codes
convolutionnels.

15.7.3 Utilisation de diagrammes en treillis

On peut réprésenter |’ encodeur par une machine d' état (similaire aun diagrammed'’ état d' une chaine de Markov),
ou les transitions sont choisies par les symboles (aléatoires) émis par la source. De plus, avant chague transition
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Figure 15.6.  Treillis des trajectoires correspondant a I'encodeur de la figure I5.5]

d’ état I’ encodeur @met un certain nombre de symbol es. L es symbolesregus par le décodeur forment alorscequ’ on
appelle habituellement une chaine de Markov cachée, parce que les états ne sont pas directement observables.

Si nous représentonsles trajectoires d’ états possibles de I encodeur au fil du temps, nous aurons une représen-
tation des mots de code possibles générés par celui-ci. La figure [I5.6 résume sous la forme d'un treillis les
parcours possibles de I’ encodeur de la figure [15.5]

Sur cette figure les 4 états possibles dans lesquels I’ encodeur peut se trouver a tout moment sont représentés
sur I'axe vertical. Les arcs qui lient des &tats al’instant k£ al’état al'instant £ — 1 représentent les transitions
possibles: on voit que pour chague état de départ il n'y a que deux transitions possibles, correspondant aux deux
valeurs possibles du symbole d’ entrée. Ces transitions sont représentées sur la partie droite de la figure avec les
valeurs des symbol es de sorties correspondants.

La figure représente également le trajet dans le treillis suivi par I'encodeur lorsqu’ on lui présente a I’ entrée
la sequence 11100000. La suite d' états parcourus est (Ies symboles de sortie émis avant chagque transition sont
indiqués au dessus des fleches)

00510 =% 11 25 11 2% 01 = 00 2% 00 2% 00 = 00.
Le mot de code correspondant est donc
11,10, 01,10, 11, 00, 00, 00.

Le treillis comporte 2V chemins de longueur N qui représentent les 2™V mots de code de longueur 2N qui
peuvent étre produits par I’encodeur. On peut se convaincre que tous les mots de code sont bien différents par
le raisonnement suivant : s(D) # 0 = x*(D) = h'(D)s(D) # 0 (pour autant que h’(D) # 0 modulo D);
or comme le code est linéaire on a h*(D)(s(D) — s'(D)) = hi(D)s(D) — ht(D)s'(D); donc ht(D)s(D) =
hi(D)s'(D) = s(D) = s'(D) ol les polyndmes d’ entrée et de sortie sont de degré N — 1 au plus et donc les
comparaisons s entendent “modulo D V”. Sous ces conditions, il est donc impossible que deux mots de codes
identiques soient produits par deux messages de source différents, et il y a donc exactement autant de messages
source différents que de mots de code différents.

On voit également qu’ a partir d’ un certain nombre de transitions le diagramme devient périodique.

Notons que la propriété de déchiffrabilité n’est pas nécessairement vérifiée par tous les encodeurs convolu-
tionnels. Pour qu’un tel code soit déchiffrable, il faut et il suffit que la réponse impulsionnelle d’au moins une
des sorties soit non-nulleal’instant initia (il ne faut donc pas que laréponse impulsionnelle soit multiple de D).

15.7.4 Décodage : recherche du plus court chemin dans le treillis

L e décodage peut se faire de la maniére suivante (nous supposons que nous utilisons un canal sans mémoire, et
dont I’ alphabet est binaire).

1. Il est clair qu'achague suite d’ entrée correspond un chemin dans le treillis. Nous savons aussi que le code
est déchiffrable : deux messages d’ entrée différents donnent lieu a des chemins différents, et il suffit de
trouver le chemin dans letreillis pour identifier le message envoyé al’ entrée.
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2. Soit (D) le message envoyé (dans notre exemple de longueur 2N, résultant du codage d’un message
source s(D) delongueur N). On peut aussi voir le message envoyé comme une séquence de longueur N
construite sur un alphabet detaille g’ = ¢™ (oum désigne lataille de lamémoire del’ encodeur; ici m = 2
et ¢’ = 4). Désignonspar X VV cette stquence delongueur N et par YV |a sequence correspondante obtenue
en sortie (suite aux erreurs de transmission ayant lieu dansle canal). Tout se passe comme si nous utilisions
maintenant un cana avec un alphabet d ordre ¢2. Ce canal reste un canal sans mémoire et sa matrice de
transition est obtenue a partir de la matrice de transition du canal binaire que nous utilisons en réalité.

3. Le décodage optimal (qui minimise la probabilité de se tromper sur le message s(D)) consistera donc
atrouver XV tel que P(XVN # XN) soit minimale. Il faut donc choisir X tel que P(XN|YN) >
P(XN|YN), VXN, cequi est encore équivalent atrouver laséquence XV qui maximise

PYN|IXN)P(XN).

4. 11 faut tenir compte des contraintes du code : seules les suites X N qui correspondent & un chemin dans le
treillis sont possibles. Pour le calcul des P(X ) possiblesil faut aussi tenir compte de laloi de probabilités
relative aux symboles source et du fait que I’ état initial est connu.

5. Mais, en supposant que la source émet des symboles indépendants et équiprobables, tous les messages
source de longueur N sont équiprobables et donc aussi tous les cheminsdu graphe: P(X V) = 2=, Pour
le décodage optimal il suffit donc de maximiser P(Y V| X ).

6. Comme le canal est sansmémoireona P(Y N |X V) = [T, P(¥;|X;) . Le probléme du décodage revient
donc & minimiser N
—log P(YN|XN) = 3~ —log P(Y;|X,).

i=1

7. End autrestermes le probléme du décodage revient a trouver le chemin le moins cher dansletreillis ol les
—log P(Y;|X;) mesurent les “colits” des arcs.

15.7.5 Décisions souples

Nous venons de poser le probléme du décodage de cana lorsque la sortie du canal est discréte. Nous avons
cependant vu a la section gue pour le canal Gaussien (le modéle habituel en télécommunications) il est
souhaitable de I’ utiliser en mode semi-anal ogique (dans les conditions de bruit élevé on évite ainsi une perte
irrévocable de capacité) et donc d' utiliser pour le décodage en sortie un alphabet continu sur lesY V. Lorsgu’ on
fait celaon parle de décodage a décisions souples.

L e décodage que nous venons de décrire peut tres bien s'accomoder de ce type de modéle. |1 suffit en effet de
considérer dansle calcul de
P(Y;|X;)

gue les deux composantes de Y; sont distribuées de maniére indépendante (conditionnellement & X ;) selon une
loi Gaussienne dont la variance découle directement du rapport signal bruit. 1l s'en suit que I utilisation d’un
alphabet continu en sortie a pour seul effet de modifier lavaleur desarcsdu treillis et neremet pas en question les
algorithmes que nous discuterons ci-dessous. Tout se passe alors comme si nous avions affaire a un canal discret
dont lamatrice de transition est dépendante de I’ instant & (et peut étre déduite des val eurs continues observées en
sortie pour les symboles correspondants).

Nous donnerons, dans|le cadre des Turbo-codesune description plus détaill ée du décodage & décisions soupl es.
Ci-dessous nous montrerons sur un exemple simple la différence entre le décodage a décisions souples et a
décisions dures.

15.7.6 Algorithme de Viterbi

Nous venons de voir que e décodage des codes convolutionnelsrevient atrouver e chemin le moins cher dansun
graphe. Lasolution par énumération n’ est pas possible, car pour des longueurs utilisées en pratique (par exemple
N = 1000) le nombre de messages source est tellement grand qu'il n’est méme pas possible de les énumeérer.
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Pour ceux qui n’en sont pas convaincus faisons donc le calcul explicite: si N = 1000, le code comprend
21000 ~ 103%! mots. Si chaque électron de I’ univers (il y en a a peu pres 108°) était un processeur 1000 GHz
capable d’ évaluer la probabilité d’ un mot de code en une seule instruction, on pourrait traiter ainsi 10 12 x 103 ~
10°2 mots de code par seconde, et si on les laisse travailler pendant une durée égale al’ age de |’ univers (3 x 10 17
secondes), ces ordinateurstraiteraient 3 x 109 mots de code au total. 11 faudrait encore attendre environ 10 19°
fois|’age de I’ univers pour avoir la réponse. Il est donc hors de question de stocker explicitement les mots du
code et aussi de les parcourir en les construisant temporairement.

L’ algorithme de Viterbi permet cependant de résoudre le probléme du décodage optimal de maniéere efficace
en tirant profit de la structure en treillis du code. On voit que pour stocker le treillis du codeil suffit d’un volume
de mémoire qui est proportionnel a ¢™ (le nombre d’ états possibles) multiplié par N. L’agorithme de Viterbi
exploite cette structure et construit le chemin optimal de fagcon séquentielle avec un nombre d’ opérationslinéaire
enfonction delataille du treillis.

Il est basé sur la propriété générale suivante (nous désignons par e X +1 une suited' éats ey, . . ., ex correspon-
dant & un chemin autorisé (chague transition e ; — e; 1 correspond effectivement aun arc) :

Si ¥+ est un chemin optimal menant vers|'&at ex 41, e’ est un auss un chemin optimal vers|'éat ex .

Cette propriété dit que les préfixes d' un chemin optimal sont aussi des chemins optimaux. Elle est évidente
(que se passerait-il S'il elle n'était pas vraie ?) mais a des conséquences foudroyantes du point de vue algorith-
mique.

En effet, s nous connaissons les ¢™ chemins optimaux de longueur K menant vers chacun des ¢™ états
(noeuds en position K) et les colts des transitions, on peut en déduire directement les chemins optimaux de
longueur K + 1 menant vers chacun des ¢™ états (noeuds en position K + 1).

Il suffit maintenant de parcourir le graphe de gauche a droite en partant de I’ &at initial, et en construisant
les chemins les plus courts de longueur K = 1,2,..., N passant par chacun des états du treillis en position
K=1,2...N.

En fin de parcours nous connaissons les chemins les plus courts qui menent a chacun des ¢ ™ états en position
N, et lemot de code correspond acelui-qui est de colt optimal. |1 suffit alors deretourner en arriere et de collecter
les symboles source qui correspondent a ce chemin.

15.7.6.1 Discussion. L'agorithmede Viterbi est applicable pour le décodage de codes convolutionnelsainsi
que pour le décodage des codes linéaires al gébriques que nous avons vus dans la section précédente. Son efficacité
dépend essentiellement de la structure du treillis, dont la hauteur croit rapidement avec la mémoire de |’ encodeur
et lataille de I' alphabet dans le cas des codes convolutionnels. C'est pourquoi en pratique on utilise I" alphabet
binaire et des encodeurs de mémoire relativement faible. Cet algorithme est également utilisé pour I’ inférence
des suites d' états les plus probables dans |es chaines de Markov cachées.

Le probleme général du décodage au maximum de la probabilité a posteriori des codes linéaires est NP-
complet, ce qui veut dire que si quelqu’ un trouve un algorithme efficace pour le résoudreil provoquerapar laune
révolution dans le domaine de I’ informatique théorique et pratique. C’est donc la structure convolutionnelle du
code qui rend le décodage efficace possible.

Du point de vue du décodage, I’ algorithme que nous avons décrit dans| es sections précédentesfait I hypothese
de cand et de source sans mémoire. Si I'un ou I'autre avaient de la mémoire, il ne serait pas possible de
décomposer la probabilité a posteriori d’'un mot de code en un produit de termes qui correspondent aux arcs
du treillis, et I' algorithme ne serait plus aoplicableﬁ. Cen'’est pas trop grave en pratique puisque la spécialisation
d’ un décodeur pour les canalix et/ou sources avec mémoire ne se justifie que rarement en pratique.

L' algorithme de Viterbi est un cas particulier d’ une classe plus générale de méthodes d’ inférence probabiliste
apartir de modéles graphiques, qui constitue un domaine de recherche extrémement actif depuis quel ques années.
On voit ici apparaitre la connexion entre théorie de I'information et du codage et intelligence artificielle qui est
en train de se construire dans le monde de la recherche [ [Fre99, [Mac99].

2|| est cependant possible d’ étendre la notion de treillis dans un certain nombre de cas particuliers que nous ne discuterons pasici.
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Figure 15.7.  Treillis pour le code de Hamming (7,4)

15.7.7 Décodage a décisions souples de codes linéaires algébriques

Lorsde notre discussion des codes a gébrigques nous avons mis au point des techniques de décodage qui se basent
sur le canal discret (essentiellement le canal binaire symétrique). Nous venons de voir quel’ algorithme de Viterbi
permet quant alui d exploiter les décisions souples en sortie du canal et de cefait de mieux exploiter I'information
disponible. Il serait donc intéressant de pouvoir appliquer cette technique aussi dans |e cas des codes al gébriques,
et il suffit pour cela d’ étre capable de représenter ces codes sous laforme d un treillis.
En fait, il est possible de représenter n’importe quel code lin&aire en blocs sous laforme d'un treillis de code.

Mais ces treillis ont des structures différentes des treillis de codes convolutionnels. Par exemple la figure [I5.4
représente le code de Hamming (7, 4).

Letreillis est obtenu selon la procédure suivante :

1. On définit les états a partir de la matrice de contrdle.
Pex. pour le code (7,4) ona

1 110 1 0 0
H=[0 1110 1 0]|=[PTL]
1 01 1 0 01
2. Onsait que
F 0
Hz" = | 0
_0_
En d' autres mots ; _
7 hl,i 0-|
ZI; h27i = 0
=1 |_h37z_ _OJ

3. L'état représente aorsle vecteur de contrdle de parité partiel :

k [ ha
ex =Y i | hay
i=1 L hg,i
et i
0
€p = €7 = 0
| 0

On voit que ce treillis a une structure trés différente du treillis d’ un code convolutionnel : dans la premiére
partie du treillis chague noeud a exactement un seul arc entrant, alors que dans la seconde partie du treillis chague
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noeud a exactement un seul arc sortant. D’ autre part, les parties du treillis correspondant a des blocs successifs
de longueur n (ici n = 7) sont découplés, puisque tous les chemins passant d’ un bloc au suivant doivent passer
par le méme état (00) en position in. Celaimplique que le chemin le moins cher dans un treillis correspondant
au codage de ! blocs successifs est obtenu en calculant les chemins les moins chers pour chacun des blocs. Cette
propriété traduit le décodage par blocs de longueur fixée a priori des codes algébriques.

On constate que le nombre d états (la hauteur du treillis) est donné par 2™~*. Ce nombre peut devenir trés
important pour des codes de débit faible. 1l serait donc intéressant de savoir s'il n’existe pas plusieurs treillis
possibles pour un code donné et de disposer d’ une méthode permettant de minimiser le nombre d' états de facon
a augmenter la vitesse de décodage. L'investigation de ces questions ainsi que la mise au point d’ algorithmes
efficaces basés sur les treillis pour les codes linéaires est également un domaine de recherche tres actif al’ heure
actuelle [ [CKFFY8].

15.8 MINIMISER L’ERREUR PAR BIT VS MINIMISER L’ERREUR PAR
MESSAGE

Dans les développements qui précédent nous avons défini |e décodage optimal comme le décodage qui mini-
mise en moyenne la probabilité de se tromper sur le mot de code émis, ¢’ est-&-dire sur le message source émis.
Lorsque e décodeur se trompe, on peut cependant se demander de combien il se trompe en moyenne, ¢’ est-a-dire
s'intéresser au nombremoyen de bits erronés dans|e message source aprés décodage. D' ailleurs pour le décodage
optimal on peut utiliser comme critére la minimisation du nombre moyen de bits source erronés. Cela pourrait
par exemple étre intéressant si le message source est encodé al’ aide d' un code permettant la détection d’ erreurs
multiples, de fagcon & pouvoir demander le renvoi d'un bloc de symboles en cas de nécessité.

Il est possible de définir des agorithmes de décodage sur base de ce critere et il faut savoir qu’en général le
décodage a probabilité d' erreur minimale par mot de code donne des résultats différents du décodage a proba
bilité d erreur minimale par bit source. Nous allons voir, a la section sur les turbo-codes |’ algorithme BCJR qui
mimimise la probabilité d' erreur par bit en se basant sur letreillis du code.

Ici nousalonsillustrer trois fagons différentes de poser |e probléme du décodage, en nous servant d’ un exem-
ple simple (relatif au code de Hamming (7, 4)), et nous verrons gque selon la maniére dont on pose le probléeme
on peut obtenir des résultats différents. Avant cela, nous allons rediscuter |e probleme du décodage de canal dans
un cadre concret, en supposant que le canal est Gaussien et a modulation antipodale.

15.8.1 Position du probleme

Lasource choisit un message s (que nous supposerons binaire) de longueur & qui est ensuite encodé pour donner
un mot de code x binaire de longueur n. Celui-ci est transformé en une série d' impulsions d’ amplitude +z, ou
z est fonction de la puissance d’ émission utilisée. Dans la suite, nous supposerons que les sorties du canal sont
normaliséesdetelle maniére qu’ on puisse considérer quez = 1. A lasortie du canal, un systéme de démodul ation
récupére donc un nombreréel y; €] — oo; +oo[ pour chacun des symboles z; du mot de code.

La solution compléte du probleme de décodage consisterait a calculer laloi de probabilité conditionnelle sur
I’ ensemble des mots de code possibles a partir desinformationsreguesen sortiey = y1,. .., yn :

P(z|y),Vz € C. (15.27)

A partir de cette information compléte, un utilisateur pourrait al ors prendre des décisions optimal es en fonction
de ses propres objectifs : choisir le mot de code le plus probable (s'il veut minimiser la probabilité d' erreur de
décodage), choisir pour chaque bit source lavaleur la plus probable (s'il veut minimiser le nombre moyen de bits
source érronés), ou encore calculer pour chaque bit source la loi de probabilité marginae (par exemple si nous
avons affaire a des codes concaténés et que nous voulons fournir une information sur la vraisemblance des bits
au décodeur de niveau supérieur).

Cependant, en pratique, la table de code est en général tellement grande qu’il n’ est pas possible de représenter
avec les ressources disponibleslaloi P(xz|y), ni afortiori de la calculer. Par conséquent, il faut composer en
réduisant nos ambitions, et on peut alors se poser les deux problémes plus simples suivants:

1. Trouver le mot source le plus probable, i.e. s* qui maximise P(s|y).
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2. Trouver pour chague symbole s ;, laloi de probabilité P(s;|y), et lavaleur s} qui la maximise.

Avant d'illustrer ces deux fagons de “ décoder”, voyons quelle information est nécessaire a cette fin. Evidemment,
puisque les mots de code sont en bijection avec les mots source, la recherche du meilleur mot source revient ala
recherche du meilleur mot de code. D’autre part, si le code est systématique (ce que nous supposerons dans la
suite), onaz; = s;,Vi = 1,...,k. etdonclecalcul des P(s;|y) (i=1, ... k) revient aussi au calcul des P(z;|y).

15.8.2 Rapports de vraisemblance

Ona
p(y|z)P(z)
p(y)
ol p(y|x) et p(y) sont des densités de probabilités puisque les variables y ; en sortie du canal sont continues.
Souvent on supposeraque les différents mots de code sont équiprobablesapriori. Mais, éant donnéuneloi de
probabilité sur les mots de source (pas nécessai rement uniforme) on peut toujoursen déduire apriori laloi P(x).

Dans la suite nous verrons que généralement le type d'information dont on dispose sur les symboles source fait
cependant |” hypothéese que ceux-ci sont indépendants :

P(zly) = : (15.28)

ou x(s) désignele mot de code associé au message source s.

Le terme p(y) est un terme de normalisation qui assure que les lois de probabilités calculées somment & 1.
Pour le probléme 1, nous n’ aurons pas besoin de calculer ce terme explicitement, car comme nous I’ avons dégja
dit la solution du probleme 1 est indépendante de cette normalisation.

Pour le probléme 2, on pourra toujours renormaliser les P(z ;|y) a posteriori, pour chaque valeur de .
D’ailleurs, comme nous travaillons avec des alphabets binaires, il est en fait suffisant de connaitre les rapports de
vraisemblance

Pz =1]y)
lLi(y) = Plz: = 0ly) (15.29)
ou encore
Li(y) = logli(y) (15.30)

dont on pourra déduire les probabilités par les formules

P(z; =1ly) = (15.31)

P(z; = 0|y) (15.32)

Nous verrons plus loin que cette représentation facilite I’ écriture d’ un certain nombre de formules dans e cas ou
les alphabets sont binaires.

On définit aussi le rapport de vraisemblance a priori sur un symbole source par

P(z; =1
Lf:logP(x )
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Si les symboles sont équiprobablesa priori on aévidemment L ¢ = 0. On voit que le décodage symbole par sym-
bole revient en fait a utiliser I’ information apportée par le vecteur y pour mettre a jour les rapports de vraisem-
blance L;. Nous verrons que cette vision est exploitée systématiquement dans le contexte des Turbo-codes.

Avant de passer & notre exempleillustratif, il nous reste a discuter le terme p(y|x) relatif au modéle du canal.
Si le canal est sans mémoire, nous savons que ce terme peut étre factorisé de la maniére suivante

n

p(ylz) = [] pyile:).- (15.34)

i=1

D’autre part, notre canal est Gaussien, ce qui implique que

1 (yi —1)°
p(yilzs =1) = G exp <_T> (15.35)
1 (yi +1)°

et on constate a nouveau que toute I’information apportée par un y; peut ére compactée sous la forme d'un
rapport de vraisemblance
plyilzi =1) _ 2y
p(yslzi =0) o’
car ce rapport de vraisemblance permet de trouver p(y;|z; = 0) et p(y;|z; = 1) & une constante multiplicative
pres (&1’ aide d’ équations similaires aux équations (15.31H15.32)), et I’ équation (15.28) peut &tre multipliée par
une constante arbitraire de normalisation + pour autant que celle-ci soit indépendante de .

Par exemple, nous pouvons renormaliser en multipliant pour chaque valeur dei lesp(y ;|z; = 1) et p(y;|z; =
0) par un facteur ; de telle maniére que leur somme vaille 1. Ces grandeurs ressemblent alors étrangement a
uneloi de probabilité discrete sur z; : en fait il s'agit delaloi qui netient compte que de I’ information apportée
par la sortie y; et qui suppose que les x; sont équiprobables. C'est cette loi qui serait utilisée pour trancher de
maniéere dure sur lavaleur du i-iéme symbol e sans tenir compte des contraintes du code : le symbole z ; choisi est
celui qui est le plus probable selon cette loi, et la probabilité locale de se tromper vaut 1 — p(y ;|z;). C est cette
derniere probabilité qui caractérise la probabilité d’ erreur du canal discretisé al'instant 4, a laguelle nous avons
dé&jafait référence plus haut.

Pour obtenir cette normalisation il suffit de prendre

L(y;) = log (15.37)

vi = L (15.38)

 pyilzs = 1) + p(yi|zi = 0)°
et en définissant P(y;|z; = 1) £ yip(yilz: = 1) et P(yilz: = 0) £ 4ip(yi|z; = 0) on obtient en substituant

dans (15.28)
P(z) H?:1 P(yi|z;)

Plzly) = vp(y)

, (15.39)

ouy = H?:l Yi-
En pratique, il suffit de calculer le terme P(x) T[]}, P(y;|z;) puis de normaliser pour en déduire une loi de
probabilités conditionnelle sur .

Si on est intéressé par une loi de probabilités conditionnelles sur I'un des z ;, il suffit en principe de calculer
lestermes

ai =Y P(@) [[ Py;lz)d(x: = 1) (15.40)
xec j=1
a n
bi =Y P(z) [ Plyjlz;)6(z; =0) (15.42)
xrec j=1

puis de normaliser en divisant par a; + b; pour obtenir P(z; = 1|y) et P(z; = 0|y). Nousverrons, dansle cadre
des turbo-codes que ce type de calcul peut étre obtenu de maniére récursive et tres efficace en faisant appel aux
rapports de vraisemblance.
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Table 15.1. Vraisemblances de mots du code de Hamming lorsque qu'on a recu en sortie un vecteur y dont les

composantes ont les rapports de vraisemblance (%, %, %, %, %, %, %)

Motdecodez  £(z|y) P(z|y)

0000000 0.0275562 0.2456 [
0001011 0.0001458  0.0013
0010111 0.0013122  0.0117
0011100 0.0030618 0.0273
0100110 0.0002268  0.0020
0101101 0.0000972  0.0009
0110001 0.0708588 0.6315
0111010 0.0020412  0.0182
1000101 0.0001458  0.0013
1001110 0.0000042  0.0000
1010010 0.0030618 0.0273
1011001 0.0013122  0.0117
1100011 0.0000972  0.0009
1101000 0.0002268  0.0020
1110100 0.0020412  0.0182
1111111 0.0000108  0.0001

Total 0.1122000  1.0000

!

15.8.3 Exemple illustratif

Considérons le code de Hamming (7, 4) (page 263). Nous supposons que les mots source et donc de code sont
équiprobables (on peut donc se passer de faire intervenir le facteur P(x) dans les calculs de vraisemblance), et
gue nous avons regu un vecteur de 7 nombres réels en sortie du canal dont |es vraisemblances normalisées sont
données par

a = (P(yilz1 = 1), (P(y2|z2 = 1),...,(P(yr|lzr = 1)) = (0.1,0.4,0.9,0.1,0.1,0.1,0.3), (15.42)
et donc

b= (P(y|z1 = 0),(P(ya|lza = 0), ..., (P(yz]zr =0)) = (0.9,0.6,0.1,0.9,0.9,0.9,0.7). (15.43)

Comme la table de code est de taille réduite, nous pouvonsici, pour le besoin de I'illustration, calculer ex-
plicitement la vraisemblance de chaque mot de code et donc sa probabilité (en normalisant). On obtient latable
[I5.1. Laseconde colonne de cette table est définie par

7
Uzly) = [ arol ", (15.44)

=1

latroisieme est obtenue en normalisant la seconde colonne et la quatriemeindique simplement de fagcon graphique
I"information de latroisiéme colonne. On voit quele mot de codele plus probableaposteriori est lemot 0110001.

Notonsici au passage que le décodage a décisions dures aurait donné en sortie du canal le mot 0010000 dont
le plus proche voisin dans la table de code au sens de la métrique de Hamming est évidemment le mot 0000000.
On voit donc sur cet exemple que le décodage a décisions souples choisit un mot différent du mot choisi par
I’ approche algébrique.

La table fournit les probabilités P(xz;|y) des 7 bits du mot de code. Elle est obtenue & partir de la
table[I5.1 en marginalisant. En d’ autres termes la probabilité P(z; = 1|y) est obtenue & partir de la somme
des lignes de la table[I5.7] correspondant aux mots de code tels que z; = 1. On montre également dans cette
table la valeur des rapports de vraisemblance des valeurs regues. On voit a partir de la table que les valeurs les
plus probables pour les 7 bits correspondent au mot 0110001, ¢’ est-a-dire au mot également obtenu en sortie du
décodage optimal par mot de code. Nous allons voir immédiatement a partir d’ un autre exemple que ceci n’est
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Table 15.2. Vraisemblances et probabilités a posteriori des bits du code de Hamming lorsque qu'on a recu en sortie

un vecteur Yy dont les composantes ont les rapports de vraisemblance (%, %, %, %, %, %, %)

i Vraisemblance normalisée Probabilités a posteriori

P(yilzi =1)  P(yi|lz: = 0) P(zi =1|y) P(zi = 0y)
1 0.1 0.9 0061 0O 0930 [ 1]
2 04 0.6 0674 [ 1] 0326 [1
3 0.9 0.1 0746 [ 1 0254 [
4 0.1 0.9 0061 O 0930 [ 1]
5 0.1 0.9 0.061 O 0930 1
6 0.1 0.9 0061 0O 0930 [ 1]
7 0.3 0.7 0659 [ 1 0341 [

Table 15.3. Vraisemblances de mots du code de Hamming lorsque qu’on a recu en sortie un vecteur y dont les

composantes ont les rapports de vraisemblance (%, %, %, %, %, %, %)

Mot de code = (z|y) P(z|y)

0000000 0.0262144  0.3006
0001011 0.0004096  0.0047
0010111 0.0036864  0.0423
0011100 0.0147456  0.1691
0100110 0.0004096  0.0047
0101101 0.0001024  0.0012
0110001 0.0147456  0.1691
0111010 0.0036864 0.0423
1000101 0.0004096  0.0047
1001110 0.0001024  0.0012
1010010 0.0147456  0.1691
1011001 0.0036864 0.0423
1100011 0.0001024  0.0012
1101000 0.0004096  0.0047
1110100 0.0036864 0.0423
1111111 0.0000576  0.0007

H DDDDDDDDDDDDDDDH

Total 0.0872000  1.0000

pas vrai en général. Maisici, nous voudrions insister sur le fait que le décodage par bit donne une information
sur lafiabilité des bits source obtenus aprés décodage. Par exemple, a partir delatable onvoit quelesbits 1
et 4 sont plus fiables que les bits 2 et 3. Ce type d'information pourrait &tre exploitée a un niveau supérieur par
exemple, si s est lui-méme un message codé.

Voyons ce que nous obtenons pour une autre réception. Lestables et[I5.4 montrent par exemple ce qui se
passe si hous recevons un vecteur ¢y correspondant aux vrai semblances normalisées

a =(0.2,0.2,0.9,0.2,0.2,0.2,0.2).

Dans ce deuxieme exemple on voit que le décodage par mots donne le mot 0000000. Cette fois-ci il S agit du
méme mot que celui que nous aurions obtenu par |e décodage a décisions dures et la métrique de Hamming. Par
contre, le décodage par bit donnerait ici le mot 0010000 qui ne figure méme pas dans la table de code.

Cependant, on voit, en considérant les probabilités P(z; = 1|y) delatable[I5.4lquele cacul (C' est-a-direla
prise en compte des contraintes du code) a conduit & une modification des valeurs de P(z ;|y) par rapport aux
rapports de vraisemblance a priori. En particulier, on voit que laloi de probabilité se rapproche légerement de la
loi uniforme.
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Table 15.4. Vraisemblances et probabilités a posteriori des bits du code de Hamming lorsque qu'on a recu en sortie

un vecteur Yy dont les composantes ont les rapports de vraisemblance (%, %, %, %, %, %, %)

i Vraisemblance normalisée Probabilités a posteriori
P(yilzi =1)  P(yilz: =0) P(z; = 1ly) P(z; = 0ly)

1 0.2 0.8 0266 [1 0734 [ 7]
2 0.2 0.8 0266 [ 0734 [ 1
3 0.9 0.1 0677 1 0328 [

4 0.2 0.8 0266 [1 0734 [ 7]
5 0.2 0.8 0266 [ 0734 1
6 0.2 0.8 0266 [1 0734 [ 7]
7 0.2 0.8 0266 [ 0734 [ 1

15.8.3.1 Intérét du décodage par symboles source. Vu cequi précede, on peut |égitimement s'intéresser
del’intérét du décodage par bit source.

L edécodage par bits (ou par symboles) que nousvenonsd'illustrer est aussi appel &€ décodage a sortie pondérée,
parce que ce type de décodage permet de calculer une probabilité (c'est a dire un niveau de confiance) associé
a chacun des symboles regus, et dans |e cas de codes systématiques, cela permet directement de caractériser les
symboles source.

Bien qu'ala sortie d’'un décodeur (¢’ est-a-dire conditionnellement au message y regu) les symboles source
ne sont en général pas indépendants, on peut néanmoins considérer que la distribution de probabilités conjointe
induite & partir des marginales en faisant I" hypothéese d' indépendance entre symboles

n

P(sly) = [] P(silv), (15.45)

i=1

est une approximation “calculable et utile” en sortie d’ un décodeur.

15.8.4 Illlustration de I'algorithme de Viterbi

La figure [15.8 représente le treillis du code de Hamming dont les arcs on été décorés par les vraisemblances
normalisées relatives aux deux suites regues, que nous venons de discuter. On suppose que ces deux suites sont
transmises |’ une aprés |’ autre. Pour des raisons de lisibilité tous les arcs 0’ ont pas été étiquetés.

L e décodage au maximum de vraisemblance (par mots) revient atrouver dans cetreillisle chemin dont le codit
est minimal, ou encore tel que le produit des valeurs associées aux arcs soit maximal. Nous avons représenté
sur la partie inférieure de la figure pour le treillis de gauche, les chemins optimaux déterminés par I’ algorithme.
L es nombres associés a chague état représentent le produit des vrai semblances normalisées associées aux arcs le
long du plus court chemin qui méne vers cet état. L' état intitial est &tiqueté avec lavaleur 1. Nous n’ avons établi
que les trois premiéeres étapes de I’ agorithme, calculant les chemins les plus vraisemblables vers chaque état en
position 3 (il est a noter que pour le code de Hamming, il n'y aqu’ un seul chemin possible pour arriver a chacun
des noeuds a cette étape). A titre d’exercice le lecteur pourra poursuivre I’ algorithme de Viterbi et déterminer
ainsi le meilleur chemin de longueur 7 et en déduire le mot de code le plus probable. On voit que I’ algorithme
détermine en fait un sous-graphe (un arbre) qui représente de fagcon compacte tous les chemins optimaux. Cela
est possible a cause de la propriété de préfixe de ces chemins optimaux, exploitée par I agorithme de Viterbi.

15.9 CODAGE DANS UN ESPACE EUCLIDIEN

Nous avons vu que lorsque les canaux sont de bonne qualité (rapport signal bruit élevé) leur capacité peut étre
largement supérieure aun bit par utilisation du canal. |l est alors nécessaire, si on souhaite atteindre des débits de
codes proches de lalimite de Shannon d utiliser un alphabet de code de taille suffisamment &levée.

Avec les outils que nous venons d' introduire nous savons en principe construire des codes al gébriques et con-
volutionnels utilisant des alphabets discrets de taille arbitrairement grande (pour autant qu’ on prenne une puis-
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Figure 15.8.  Treillis pour le code de Hamming (7,4)

sance entiere d'un nombre premier). Cependant, utiliser ce genre d' a phabet nécessite également I’ utilisation de
systemes de modul ation avec un grand nombre d’ &tats et un des problémes théoriques principaux de ces systémes
est qu’ilsdonnent lieu a des model es de canal non-symétriques. C’ est génant pour |e décodage al gébrique qui fait
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une hypothése forte sur la nature des erreurs de transmission (cf. sens de la métrique de Hamming). On pourrait
alorsse dire qu'il serait possible de faire appel a des codes convolutionnels plutdt que des codes algébriques, ou
du moins d utiliser le décodage par treillis sur décisions souples pour les codes algébriques. Le décodage par
décisions souples n’ utilise pas la métrique de Hamming et est donc en principe capable de traiter correctement
les canaux du type que nous venons de décrire. Cependant, nous butonsici sur le probléeme de la complexité du
décodage, lié ala croissance rapide du nhombre d’ états en fonction de lataille de |’ alphabet.

Une autre sol ution, que nous avions suggérée au chapitre [0, consisterait aencoder un mot de source binairede
longueur & al’aide d’ un vecteur de nombres réels (en pratique de longueur n < k) représentant les coordonnées
d'un signal dans un espace de signaux bien choisi (base orthonormée de taille n). Nous savons que le bruit
Gaussien se traduira dans cet espace par un vecteur de bruit additif de longueur n dont les composantes sont
des variables a éatoires Gaussiennes indépendantes, de moyenne nulle et de variance % . Le décodage peut alors
s opérer dans |’ espace Euclidien de dimension n, en cherchant le vecteur de code le plus proche (selon ladistance
euclidienne) du vecteur bruité recu.

Evidemment, le probléme du décodage de codes aléatoires reste un obstacle. D’ autre part, nous ne pouvons
plus ici considérer des tables de codes qui seraient des sous-espaces linéaires de |’ espace Euclidien, car cela
donnerait lieu & un nombre de mots de codes infini. Il nous faut donc trouver un moyen différent de structurer
I’ ensemble de mots de code de maniereace qu'’il remplisse bien I’ espace de signaux tout en facilitant |e décodage.

I1'y a principalement deux approches qui ont &té investiguées dans ce domaine.

15.9.1 Codage par permutations

Cette approche consiste a générer un ensemble de mots de code a partir de toutes |es permutations possiblesd' un
mot unique relativement long. Ces codes sont extrémement faciles a décoder dans le cadre d’un cana a bruit
additif Gaussien. En effet, supposons que le code soit obtenu par permutation du vecteur
( Q1y--.5,81 5, Q2y...,Q2 ..oy Qkye..,Qp )
N———

S——— ———
ni UP) ng

)

ol les a; sont ordonnés par ordre croissant. Pour le décodage, il suffit alors de trier les coordonnées regues par

ordre croissant des valeurs y; et de décider que les n; premiéeres correspondent alavaleur aq, les ny suivantes
alavaleur as ..., puis de restaurer I’ ordre dans lequel les symboles ont &té regus pour trouver le mot de code

correspondant. La théorie permet d’éudier la distance Euclidienne minimale entre ce type de mots de code et

d’en caractériser la puissance requise en fonction du choix des a ; et desn;. Laprincipae difficulté est dorsliée
al’association entre les messages source et les vecteurs du code.

15.9.2 Codage par réseaux de points

Ici on s'inspire des structures de réseaux cristallins étudiées par les physiciens et aussi |es mathématiciens.

L’ idée consiste a organiser les mots de code (vecteurs de R™) sous la forme d’ un réseau de points. On peut
construire un tel réseau de points en choisissant un certain nombre de vecteurs de base en nombre inférieur ala
dimension n de I’ espace dans lequel on travaille. Soit (x4, ...,z;) unetelle base (k < n) aors le réseau est
défini par I’ ensemble des combinaisons linéaires a coefficients entiers positifs ou négatifs. Par exemple lafigure
illustre un réseau de points dans R?. On a également représenté la base utilisée composée des deux vecteurs
(1,0) et (1/2,+/3/2) ainsi que les régions du plan correspondant au décodage a distance Euclidienne minimale
équivalente (pour un canal Gaussien a bruit additif) au décodage au maximum de vrai semblance.

La région hexagonale qui entoure un mot du code a la propriété du plus proche voisin : si un vecteur tombe
dans cette région aors le mot de code associé ala région est e plus proche voisin du vecteur regu. Cette région
contient une sphére de bruit dite de taille maximale qui définit un niveau de bruit en dessous duquel on peut
garantir le décodage sans erreur. L’ ensemble de ces sphéres de bruit ne couvre pas compléetement |’ espace de
code disponible. Il y a aussi, pour une dimension finie de |’ espace de codage, un risque de confusion entre
symboles.

Nous ne ferons pas d’incursion dans la théorie de ces réseaux. Nous renvoyons le lecteur intéressé a la
littérature plus spécialisée (voir par exemple[ [Baf97] et lesréférences qui y sont fournies). Signalons simplement
ici que la construction d'un bon réseau, qui parait simple a deux dimensions, devient un probléme extrémement
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Figure 15.9.  Exemple de de réseau de points dans R?

difficile lorsque le nombre de dimensions devient grand. D’autre part, le décodage de ce type de code reste
difficile.

15.10 COMBINAISON DE CODES - POURQUOI ET COMMENT ?

I1'y aprincipal ement deux raisons de combiner des codes :

On dispose d' un systéme de communication complet (canal physique + codage de canal) qui ne répond pas
aux spécifications de I application pratique considérée : on peut alors souhaiter utiliser un deuxiéme code
pour modifier le compromis fiabilite-débit. Le premier systéme se présente alors comme un nouveau canal
“virtuel”, dont on peut en principe déduire les propriétés a partir de celle du canal physique et de son code.
Une fois déterminées les caractéristiques, on peut aors appliquer les techniques de ce chapitre a ce canal
virtuel.

Il faut remarquer que si le code utilisé intialement est sous-optimal (selon la figure [15.1] de la page[254 cela
veut dire qu'il est placé loin de la frontiere de la région inadmissible), ce qui est fort probable, il conduira
a une perte de capacité irrévocable par rapport au canal physique sous-jacent. Ceci est a rapprocher du

théoreme de non création d’information et aussi du second principe de la thermodynamique.

On espere, en combinant plusieurs codes faciles a encoder/décoder, construire de nouveaux codes ayant
certaines propriétés souhaitées, et qui restent faciles & décoder. Nous avons vu un premier exemple de ce
type de combinaison dans le cadre de I’ entrelacement de codes convolutionnels dans le but d’ augmenter
la robustesse vis-a-vis d' erreurs en rafales. Nous en verrons, a la section suivante, un autre type dans le
contexte des turbo-codes qui ont pour but de s approcher de lalimite Shannon.

Parmi | es différentes maniéres de combiner deux (ou plusieurs) codes on peut citer e produit, la concaténation,

et lamise en parallele. Nous les décrivons brievement ci-dessous.

15.10.1 Codes produits de codes linéaires

Un code produit de deux codes C1(n1, k1) €t Ca(na, k2) est un code noté Ca ® Ci(nina, k1k2) obtenu de la
maniére suivante :

on considere un bloc de k1 k> symboles source qu’on code selon le code C; donnant lieu a k> vecteurs de
code de longueur n 1 ;

on range ces vecteurs dans un tableau k» x n1, uneligne par vecteur;

on code ensuite les colonnes de ce tableau au moyen du second code, ce qui donne lieu an ; blocs de
longueur n.

Le débit du code produit est donc égal au produit des débits des deux codes. On montre également que si d ; et
do sont les distances minimales des deux codes, la distance minimale du code produit vaut d ; ds.
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L e décodage des codes produits se fait au moyen d' une suite de deux décodeurs qui fonctionnent de maniére
symétrique a I’encodeur. Cela veut dire qu’on doit d’ abord décoder C » puisC;. On peutici se dire qu'il serait
intéressant d’ utiliser le décodage a décision pondérée en sortie du premier décodeur de maniére a préserver un
maximum d’information pour le second décodeur.

L’ opération d’ entrelacement que nous avons vue auparavant est un cas particulier du produit de deux codes,
lorsquele premier code est trivial. Par exemple, si le premier code est le codetrivial (I,1) (dedébit R = 1) et que
le second code est de type (n, k) aorsle produit des deux codes revient exactement a effectuer | entrelacements
du second code. Notons que la matrice génératrice du premier code est alorslamatriceidentite I ;, et s

giin gi2 -+ Gin

g21 g22 -+ Qgon
G = .

gkl gk2  **° Gkn

est la matrice génératrice du second, la matrice génératrice du code produit serala“ mega-matrice”

guli g2t -+ gindy

gl good; -+ gopI
GRI, = .

gl gy -+ grndy

Celareste vrai en général, et si on suppose que G'* est la matrice génératrice du premier code, et G2 celle du
second on auralamatrice

QilGi gngi e QinGi

e — 91G 9G93, G
- . )

GG GG G

comme matrice génératrice du code produit.

15.10.2 Concatenation de codes

L’ opération de concaténation est une version plus générale de la précédente. Elle consiste simplement a recoder
au moyen du second code le flux de symboles engendré ala sortie du premier.

15.10.3 Mise en paralléle de deux ou plusieurs codes

Cette opération consiste a coder plusieursfois le message source au moyen de plusieurs codes et a transmettre en
parallele sur le cana (en utilisant le multiplexage) les mots de code résultants. Le décodage du flux de symbole
résultant a la sortie du canal devrait aors idéalement se faire en tenant compte du fait que le mot source trouvé
doit &tre le méme ala sortie de tous les décodeurs. Un maniére “ heuristique” de faire cela consiste a utiliser des
algorithmes itératifs qui partagent a chaque itération de I'information de maniere a satisfaire simultanément les
contraintes des différents mots de code mis en paralée.

Contrairement aux deux techniques précédentes, il est possible d’ obtenir de bons codes en mettant en paralléle
plusieurs codes relativement mauvais. En effet, comme nous allons le voir dans la section suivante, les turbo-
codes peuvent &re vus comme résultant de la mise en paraléle de deux codes dont le premier est un code
convolutionnel, et le second résulte de la concaténation d’ un code de permutation (de débit R = 1) et du méme
code convolutionnel.

15.11 APERCU SUR LES TURBO-CODES

Dans cette section nous allons décrire e principe général des turbo-codes. Ces codes exploitent lestrois principes
suivants

1. Codage convolutionnel (récursif systématique)
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Figure 15.10.  Schéma de principe d’'un encodeur de turbo-code
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Figure 15.11.  Schéma de principe d’un entrelaceur et d'un encodeur récursif

2. Combinaison de codes
3. Décodage itératif en mode bit par bit

Nous commencons par décrire le principe général des encodeurs pour turbo-codes, ensuite nous discuterons de
I"agorithme BCJR qui permet d effectuer le décodage MAP bit par bit de codes convolutionnels systématiques,
enfin nous montrerons comment le décodeur des turbo-codes expl oite cet algorithme.

15.11.1 Encodeur

Lafigure[15.10 décrit le principe général d’'un encodeur de turbo-code.

L’ encodeur consomme un message source composé de N bits (en pratiqueona N =~ 1000) et génere un mot
de code comportant 3V bits. Le code est donc de débit R = 1/3 puisque pour chaque bit source trois bits sont
envoyeés sur le canal (nous verrons plus loin comment on peut augmenter le débit d’un turbo-code). Le code est
systématique puisque les bits source se retrouvent tels quels dans le mot de code. Les deux autres ensembles
de bits sont des hits de parité construits au moyen d'un encodeur convolutionnel récursif (les deux encodeurs
récursifs sont identiques). La seule différence (mais elle est de taille) entre les deux messages de parité « P! et
xP? et que I’on a permuté I’ ordre des bits source pour le second au moyen d’un dispositif appelé permuteur
ou entrelaceur. Lafigure montre de fagon schématique comment fonctionnent I’ entrel aceur et I’ encodeur
récursif (celui-ci est initialement au repos).

15.11.1.1 Encodeur convolutionnel récursif. Lapartiedroite delafigure[I5.11 montre un exemplesimple
d’encodeur récursif. Cet encodeur est dit récursif car il dispose de bouclesderetour qui reinjectent le contenudela
mémoireal’ entrée del’ encodeur. Ce type de dispositif alaparticul arité de disposer d’ uneréponseimpulsionnelle
h(D) deduréeinfinie. En effet, supposons que lasuite al’ entrée s(D) soit uneimpulsionent = 0, i.e. s(D) =
140D +0D? +...4+0D* +...; onauraen sortie lasuite h(D) qu’ on peut déterminer de la maniére suivante :

» Onay(D) = s(D) + Dy(D) + D2y(D) et donc s(D) = (1 + D + D?)y(D).

m Paralleurs, onaz?(D) = y(D) + D2y(D) = (1 + D)y(D).
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= Enéiminant y(D) ontrouve

h(D)é$p(D)_ (1+D?*  (1+D)?
~ s(D)  (1+D+D?)  1+D3°
m Ona
3 2 3
h(D):(1+D) _1+D+D°+D =(1+D+D*+D*(1+D*+D°+D°+...+D* +..)

1+D3 1+ D3

ou nous avons mis en évidence le caractére périodique de h(D) (le second facteur est le dével oppement en
sériede (1+ D?)~1). Notonslasimilitude de ce type de machine avec un générateur de nombres al éatoires.

On peut déduire de laforme de k(D) que seulesles entrées qui sont des multiplesde (1 + D + D 2) donneront
lieu auneréponsede duréefinie. Celaest génant, danslamesure ou celasignifie qu’ un nombre non négligeablede
messages source auront un vecteur de parité a poids faible et risquent de cefait d’ &re confondus avec |e message
nul. (Nous savons que le poids minimal des mots de code non-nuls d’ un code est égal a la distance minimale
de ce code). La seule maniere d éviter ce probléme serait d’augmenter le degré du polyndme au dénominateur,
mais cela ne peut se faire qu’en augmentant la taille de la mémoire de I’ encodeur et nous savons que le prix a
payer en termes de complexité de décodage est prohibitif. Cela explique la raison pour laquelle les encodeurs
récursifs n’ont pas intéressé beaucoup les chercheurs dans le domaine, jusgu’ ala découverte par les auteurs des
turbo-codes d’'un moyen subtil de restaurer une distance minimale importante et d’un algorithme de décodage
efficace correspondant.

15.11.1.2 Entrelaceur. L’ entrelaceur effectue une permutation de I’ ordre des bits d’entrée. En pratique,
cette permutation est choisie de maniére aéatoire, afin de bien perturber |’ ordre des symboles avant d' alimenter
le second encodeur récursif. Le but de I'ensemble est de produire des mots de code qui soient éloignés dans
I’ espace des signaux, et qui ressemblent a ce que pourrait donner un codage al éatoire.

Dans cette optique, le fait d utiliser deux fois le méme encodeur mais avec des entrées permutées augmente
les chances d’ avoir des mots de code qui sont éloignés dans I’ espace des signaux. En fait on assure une distance
importante de tous | es mots de code non-nuls par rapport au vecteur nul, parce que si une entrée donne une sortie
de poids faible sur un des encodeurs (elle serait aors probablement multiple de (1 + D + D 2)), il y atrés peu
de chances que cette entrée une fois permutée soit encore multiple de (1 + D + D 2) et donc que le deuxiéme
encodeur donne lieu & une sortie de poids faible.

Ceci “judtifie” de maniéreintuitive le choix de I’ encodeur des turbo-codes.

15.11.2 Décodage des turbo-codes

L es turbo-codes sont évidemment des codes linéaires. Par conséquent, on pourrait pour leur décodage se servir
de la technique des treillis de codes et de I’ algorithme de Viterbi. Cependant, une des conségquences néfastes
de I’ opération d’ entrelacement est qu’elle conduit de fait a un treillis de code dont la profondeur peut &tre trés
grande, et donc rend caduc le décodage par I’ agorithme de Viterbi. Par contre, le décodage partiel qui ne fait
appel qu'ala partie systématique et al’ une seule des suites de contréle de parité (p.ex. s ;, :vfl) peut se faire de
maniere efficace (en supposant que le décodeur connait la régle de permutation) pour autant que la mémoire de
I’ encodeur récursif ne soit pas trop grande. Toute I’ astuce du décodage itératif des turbo-codes consiste alors
a décoder le message regu au moyen d’' une succession de décodages simples, qui échangent de I’information a
chague itération.

La figure[I5.12]indique le schéma de principe de ce décodeur itératif. On voit que le systéme est composé
de deux décodeurs qui fonctionnent de maniére itérative en échangeant les informations L {;. Chacun de ces
décodeurscal cule une distribution de probabilité a posteriori pour chaque bit source apartir destroisinformations
suivantes

1. Laversion bruitéey® correspondant ala partie systématique de |’ encodeur.

2. Laversion bruitée yP? correspondant & une des deux parties de contrdle de parité de |’ encodeur.
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Figure 15.12.  Schéma de principe d'un décodeur itératif pour turbo-codes

3. Uneinformationapriori sur les probabilités des bits source (symbolisée par L {; sur lafigure). A lapremiere
itération, cette information correspondra pour le décodeur 1, a I'information a priori sur les bits source
P(s;); ensuite cette information est rafraichie en fonction du résultat du décodage de I’ autre décodeur.

Nous allons détailler ci-dessous la maniére dont les deux décodeurs échangent de I’information a chague cycle,
mais avant cela nous devons décrire |” algorithme BCJR qui permet de calculer efficacement les P (s ;|y) pour un
encodeur systématique.

15.11.2.1 Décodage d'une suite (s;, xfl)i:L___,N : algorithme BCJR. L’algorithme BCJR (Bahl,
Cocke, Jelinek, Raviv) calcule de maniére (relativement) efficace et exacte les probabilités a posteriori des sym-
boles de source (supposés indépendants a priori) étant donné |’ observation des sorties du cana Gaussien (sans
mémoire) provenant du bruitage d' une suite de symboles d’ un code linéaire.

Nous en présentons ici la version spécialisée correspondant au cas ou le code est un code convolutionnel
systématique de débit R = 1/2, ¢'est-&-dire qui pour chaque symbole source construit deux symboles de code
dont le premier est simplement la recopie du symbole source, et le second est obtenu a I’aide d' un dispositif
linéaire (récursif ou non). Comme dans le reste de cette section, nous supposons ici que I’ alphabet du code
est binaire, mais cela ne constitue pas en soi une restriction. (D’ailleurs des variantes de cet agorithme sont
également utilisées dans le cadre de la prédiction de séries temporelles générées par des modéles de Markov
cachés ayant un nombre quelconque d’ états.)

Nous travaillons avec des blocs de symboles source binaires de longueur N et nous disposons donc en sortie
du canal de 2N nombres réels résultant du processus “ modulation-transmission avec bruit-démodulation”. Nous
supposons, que chague symbole binaire se traduit par une variable a éatoire Gaussienne en sortie du canal dont
lavariance est o2 et la moyenne &1 (en fonction du symbole envoyé 1 ou 0). On peut toujours se ramener a ce
type de situation, quitte a renormaliser les sorties du canal si nécessaire. Nous supposerons que la mémoire de
I"encodeur vaut m et que donc le nombre d’ états de celui-ci vaut 2 ™.

Note. Nous attirons I’ attention du lecteur sur le fait que nous retournonsici a notre convention habituelle en
ce qui concerne la numérotation des symboles, ¢’ est-a-dire en commencant avec I'indice 1.

Désignons par y levecteur (y5,y%, ..., y5,yhs -+, Yk Yn) F€GU en sortie du canal, et soit

How) £ s i

le rapport de vraisemblance relatif au k-iéme symbole source & la sortie du canal. Bien entendu, la connaissance
de ce rapport est équivalente & la connaissance de P(s;, = 1|y) et P(s; = Oly) et permet donc notamment de
décoder par symbole. Maisici, nous nous intéressons explicement au calcul de ce rapport de vraisemblance.

Pour rendre |’ écriture de certaines formules symétriques nous allons utiliser parfoislavariable u , équivalente
a s mais dont les deux valeurs sont symétriques par rapport al’origine. Onaw ; = (—1)****. On adonc
P(uy = 1ly)
P(uy = —1|y)

(15.46)

L(ug) 2 log = L(sy) (15.47)
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et aussi ( )
_ _ P U = 1
Le(sk) - Le (uk) - log P(’U,k — _1) . (1548)
On déduit de ces relations que
1
P(s1) = P(ug) = Aj exp [UkiLe(Uk)] , (15.49)
ou A, est une constante de normalisation.
On a évidemment aussi
L(sy) = log L03x = L¥)p(¥) (15.50)

P(sp = 0ly)p(y)

Par exemple, P(si, = 1|y)p(y) = P(s; = 1,y) pourrait &re calculé en effectuant |a somme sur tous les mots de
code possiblessouslacontraintes;, = 1. Mais, entermesdetreillis de code, celarevient aussi acalculer lasomme
des probabilités des transitions ¢, = (ex—1,ex) possiblesal’éape k — 1, sous la contrainte que cette transition
corresponde a un bit d'information s, = 1. Désignons par S; I'ensemble des transitions de notre encodeur
qui correspondent & un symbole d’information valant 1 et .S I’ensemble des transitions qui correspondent & un
symbole d'information valant 0. Si on suppose que I’ encodeur commence dans un état quelconque (p.ex. choisi
de maniére aléatoire), ces ensembles ne dépendent pas de I’ instant k. Evidemment, on peut toujours a posteriori
tenir comptedu fait qu’ on connait apriori I’ éat initial (et éventuellement final, voir remarque sur laterminaison).

On peut donc écrire L(sy,) souslaforme

P(t, =t, - Plex—1 =e, e =&,
L(sy) = log Zees, Pt =69) ) _ log Zeqjes Pler G vy (15.51)
t y) Z(e,E)eSO P(ek—l =6€ér = eay)

Montrons comment un calcul récursif permet de calculer les termes du type P(e—1 = e,er = €,y) relatifsa
toutes les transitions du treillis du code.

On commence par séparer P(ey_1,ex,y) (en simplifiant la notation) en trois facteurs de la maniere suivante
(les coordonnées de y sont comptées par paires pour alléger la notation)

P(ekflvekay) - P(ekflvekaylf_layﬁaykN-ﬁ-l) (1552)
= P(ek—layllc_l)P(ekayllz|ek—1aylf_l)P(y]Ig;\T+1|ek—17ekayllc_layk) (1553)
= Pler—1,y; ") P(er,yfler—1)P(yri1ler), (15.54)

ou les simplifications sont justifiées par le fait que le canal et la source sont ici supposées sans mémoire (y{
désigne les sorties du canal correspondant aux instants 2 — 1,21, ...,25 — 1, 27).

On peut donc écrire aussi

P(ey—1,er,y) = ar—1(ex—1)vr(er—1,er)Br(er). (15.55)

ou on ne fait intervenir dans les trois facteurs que les parties qui sont effectivement variables (la sortie du canal
est connue au moment du décodage). On peut interpéter les trois termes de la maniére suivante

B yp(ep_1,ex) = P(ek,y§|ek,1) est une donnée purement localerelative aunetransition : ellefait intervenir
le choix du symbole source s; (équivalent au choix de la transition lorsque I’ origine de celle-ci e _; est
donnée) et le modéle du canal. On peut en effet écrire cette probabilité sous laforme

Vi(ex—1,ex) = P(sk, 7, U, Yplex—1) = P(sk, zyler—1)P(yilsk) P(yplz}) = P(sk)P(yilse) P(yplzy)-

Dans le cas du modéle de canal Gaussien, et en fonction du rapport de vraisemblance a priori sur les sym-
boles source on obtient finalement

upLe(u URY?: VLYY
Yi(ex—1,exr) = Ap By exp [ b ;( k)] exp [ (’jﬁ”“] exp [(’;—Z’“] ) (15.56)




LUTTE CONTRE LE BRUIT DE CANAL 293

ol uy, et de vy désignent lesversions“antipodales’ des symboles de source et de parité, et ou A ;, et By, sont
des constantes de normalisation indépendantes des valeurs de u ;, €t de vy, €' est-a-dire de la transition pour
laquelle on calcule .

Lesvaleursde v caractérisent I’ ensemble des transitions du treillis du code et peuvent étre déterminées au
fur et a mesure de la réception des sorties. Ce sont ces valeurs qui déterminent la qualité des arcs du treillis
de code, et qui seraient utilisées par I’ algorithme de Viterbi pour trouver le chemin le plus probable (ici ce
chemin correspondrait ala qualité maximale, vue la définition des vy ).

Notons qu'il N’ est pas nécessaire en pratique de déterminer les constantes de normalisation car celles-ci ne
sont pas dépendantes des transitions (elles sont cependant dépendantes de la valeur de k£ mais ce n’est pas
grave).

ar(er) = P(ex,y¥) qui est relative aux chemins & gauche. 11 s agit de la probabilité conjointe d’ aboutir &
I’ état ey, et d’ observer les sorties y* .

Cette grandeur caractérise donc | es états du réseau en fonction des observati ons passées et présentes. L’ astuce
consisteici ala calculer de maniéere récursive, en partant de la donnée relative aux états initiaux P(e o) (en
pratique on suppose que ap(eg) = P(eg = 0) = 1 et P(ep # 0) = 0 maiscelan’est pas fondamenta pour
notre récursion).

En effet, ona (Ve € S,k > 1)

ar(er) = Pler,yt) = Y Pler1,er,9}) (15.57)
er—1€S
= Y Pler—renyl,yi ™) (15.58)
er—1E€S
= Y Plex—1,yV ) Pler, yfler—1,y5 ") (15.59)
er—1E€S
= > Ples-1,y5 ") Pler, ykler—1) (15.60)
er—1E€S
= Y ar-a(er-1)vkler—1,ex). (15.61)
er—1€S

Evidemment, dans cette formule seuls | es états parents de e, interviennent dans la sommation. Le calcul de
tous les ay, (pour tous les états e, ) se fait de gauche adroite en propageant les valeurs d&ja calculéesle long
des transitions, en multipliant par la probabilité de ces transitions, et en cumulant les valeurs aux extrémités
decelle-ci. Autotal, le nombre de calculs est exactement égal au nombre de transitions possibles al’ instant
k—1, qui vaut exactement 2 x |\S| (puisqu’il y aexactement deux arcs sortants par noeud du treillis de code).

On constate que le nombre d’ opérations est proportionnel au produit du nombre d’ états (S) de I’ encodeur et
alalongueur N de la séquence qui est décodée.

Br(er) = P(yy, |ex) st untermerelatif aux états qui fait intervenir les observations futures.

Un raisonnement analogue au précédent permet de calculer les 55, en partant de la droite. On obtient la
relation de “rétro-propagation” suivante

Br-1(ex—1) = Z Ve(er—1,€x)Be(er)- (15.62)

eLES

Cette relation est initialisee avec By (en) = 1 pour chacun des états terminaux possibles du code, et
Bn(en) = 0 pour les autres états. Si on S arrange pour que tous les mots de code se terminent dans
I état nul, seul reste leterme relatif acet état, ce qui est préférable pour des raisons que nous n’ expliciterons
pasici. On peut s arranger pour que cela soit le cas en terminant correctement les mots de code, ¢’ est-a-dire
en les finissant avec un suffixe qui assure le retour de I’encodeur dans I’ état 0. Ce processus est appelé
terminaison du code.
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Remarque. Les formules de récurrence que nous venons de pr ésenter peuvent étre sensibles aux erreursd’ arrondi
(grand nombre de mutiplications/additions par des nombres petits), et en pratique on utilise des versions nor-
malisées de ces formules. Nous renvoyons e lecteur intéressé a la littérature spécialisée pour plus de détails sur
les aspects d'implémentation.

15.11.2.2 Décodage itératif pour turbo-codes. Anaysonslaformule de décodageitératif pour un code
systématique que nous venons de voir :

Ztesl P(tk - tay)

1 15.63

8 (zteso Pl = t,y>> (1569
(E(ek_hek)esl ag—1(er—1)ve(€k—1, ek)ﬁk(ek)>

= log .

E(ek_l,ek)gso ag—1(ex—1)ve(er—1,er)Br(er)

L(sy) = L*

(15.64)

L'idée est de décomposer le terme relatif a~x (er—1,ex) en sestrois contributions selon laformule (I5.56). En
utilisant la notation v§ (ex—1, ex) = exp { ’“yk] et en simplifiant les facteurs A, By, , on obtient pour chacun des
décodeurs (i = 1, 2) et en désignant par j (= 2, 1) I’ autre décodeur

k S en ewress - a(ek 1)7E(en1,ex)Bi(er) exp [ L) | exp [ 1424 ]
I 1og = ] ases)
Z(ek 1,€k) 650 1(ek_1)’yg(€k_1,€k)5k(ek) exp |:uk g(uk ]eXp{ Z;Zk:|
Sencsones, -1 (en-1) 7 (en-1, er)Bu(en) exp [ 252 exp | 45 |
~ log T — (15.66)
D (en1,en)eSe @h—1(er—1)7 (ex—1, k) Bk (ex) exp 5 ] xp [ ogk]
g E(Ek sen)es: Q-1 (en— 1)712(61»71,61»)51»(619) +L'g+2i2’§ (15.67)
E(Ek 1,ex)ESo Qk— 1(e’v 1)7k(ekfl’ek)ﬁk(ek) g

ol nous avons décompose la vraisemblance en trois termes

= log (=) 2 L} ; qui désigne I’information apportée par les bits de parité relatifs au decodeur i; cette infor-
mation serafournie al’ autre décodeur comme information apriori.

m Lk = L% ; constituel’informationapriori sur le symbole sourcew ;; alapremiereitération elle est constituée
par le modéle de la source; aux itérations suivantes elle est obtenue de la part de I’ autre décodeur (d'ou la
notation).

L] zy’e L’“ ;(y2) constitue I"information apportée par |es sorties du canal relatifs aux bits systématiques; elle
est lameme pour les deux décodeurs et ne change pas d’ une itération ala suivante.

Le principe du décodeur itératif est alorsle suivant (voir figure [15.12) :

1. Lesdeux décodeurs opérent de fagon itérative.

2. A chaque étape, un des décodeurs (disons ) recoit en entrée |’ information a priori sur les symboles source
sous la forme de rapports de vraisemblance partiels L fz calculés par le décodeur précédent (ou a partir
du modéle de source, S'il N’y a pas encore d'information disponible de ce type). Ensuite il procede de la
maniére suivante :

(& Il décore les arcs du treillis au moyen des v, en utilisant les trois termes relatifs a (i) I'information a
priori, (i) les sorties du canal relatives aux bits systématiques, (iii) les sorties relatives aux aux bits de
controle de parité. (Comme ces deux derniers ne changent pas, il suffit en fait de tenir compte de la
modification des informations a priori).

(b) Il calculeles oy, et les By, apartir des+y;, et ensuite lestermes L¢ (uk) pour chaque bit source. 1 fournit
ce terme en entrée du décodeur suivant.
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Figure 15.13.  Performances relatives de différents codes de canal

3. Le processus s arréte apreés un nombre (par exemple fixé a priori) d'itérations et ¢’ est le dernier décodeur
qui calcule les valeurs de L;(uy,) et décide pour chaque symbole source s'il s'agit d'un 1 ou d'un zéro en
fonction du signe de cette grandeur (positif ou négatif).

15.11.3 Discussion

L es turbo-codes combinent de maniére astucieuse un certain nombre de techniques connues avant leur invention.
Les choix ont été faits de maniére pragmatique et comme cette découverte est récente on n’ en cerne pas encore a
I” heure actuelle tous | es tenants et aboutissants. Mais les performances des turbo-codes sont nettement meilleures
que celles de la plupart des méthodes de codage connues al’ heure actuelle, en particulier les méthodes de codage
algébriques.

Dans ce qui précéde nous avons surtout cherché a mettre en évidence les grands principes : pourquoi un

turbo-code est a priori susceptible d avoir de bonnes performances; comment leur agorithme de décodage peut
fonctionner de maniére efficace sans gaspiller de I’ information.

Nous n’avons décrit que des turbo-codes de débit R = 1/3. On peut augmenter le débit des turbo-codes en
ne transmettant qu’ une partie des symboles de parité (p.ex. pour obtenir un débit R = 1/2, un symbole de parité
sur deux, pour chaque encodeur); le décodeur est alors amené a deviner les valeurs correspondantes ala sortie du
canal, ce qui consisterait dans |e cas du canal Gaussien utilisé en modulation antipodale a utiliser lavaleur y = 0.

15.12 SYNTHESE

Lafigure illustre graphiquement les performances de différents codes entrevus dans ce chapitre, tous ayant
un débit R = 1/2, dans le cas du canal Gaussien utilisé avec un alphabet binaire en entrée. L’ axe horizontal
représente le rapport signal/bruit dans le canal, et I’ axe vertical les performance en termes de taux d’ erreurs par
bit source. La courbe la plus a gauche représente la limite de Shannon, qui indique qu’avec un code de débit
1/2 il est possible de fonctionner ataux d’ erreurs arbitrairement faible pour autant que le rapport signal bruit soit
supérieur 0.2 dB. On voit que les turbo-codes approchent cette limite avec une sous-optimalité qui en terme de
rapport signal bruit vaut 0.5dB. On y voit clairement la supériorité des turbo-codes.

Il a été estimé alafin des années 1960 que chague dB gagné dans |e contexte de communications spatiales,
réduisait le budget de lancement d’un montant d’ un million de dollars (réduction du poids des engins spatiavix).
Aujourd’ hui, pour les missions lointaines |’ économie représenterait de I’ ordre de 80 millions de dollars par dB.
Certaines missions spatiales ont échoué parce que la liaison avec la terre ont &té perturbées par des niveaux de
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bruit tres élevés. Par exemple, I’ échec de la mission Gallileo a couté de I’ ordre d’ un milliard de dollars au total.
Peut-&tre que I’ utilisation de codes plus puissants (turbo-codes ou autres) aurait permis de I’ éviter. On peut donc
dire queles gains potentiels apportés par | es techniques de codage de canal efficaces sont loin d’ étre négligeables.

15.13 RESUME

Nous n’avons mal heureusement pu qu’ effleurer tres superficiellement le domaine passionnant que constitue le
codage de canal et ses ramifications diverses.

Cependant nous espérons avoir pu mettre en évidence certaines des raisons qui font que ce domaine reste a
I" heure actuelle un domaine de recherche tres actif.

En effet, |es progrés possibles dans|e domaine du codage de canal offrent la possibilité de réduire sensiblement
les colits de transmission et/ou de stockage de I'information, ou bien d’ en augmenter |a vitesse et/ou la densité.
Nous savons que les progres récents et futurs de I'informatique et des télécommunications reposent notamment
sur les progres dans ces domaines. Une part peut étre achevée par une approche physique consistant a utiliser de
nouveaux matériaux par exemple, une autre - non moins importante - par une approche systéme reposant sur la
théorie de I'information, visant a utiliser le plus intelligemment possible les dispositifs physiques existants et a
venir.

Méme si notre présentation du codage de canal a &té trés limitée, et sans doute un peu opague, nous espérons
avoir mis en évidence gque la solution de ce probléme passe par une approche pluridisciplinaire faisant appel a
la modélisation physique des canau, la théorie de I’ information pour I’ exploitation théorique de ces modéles, a
I’ algorithmique pour la mise en oeuvre des solutions efficaces, et au bon sens de |’ ingénieur pour la combinaison
fructueuse de ces divers outils.
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Appendice 15.A: Compléments sur les polynomes

Cet appendice fournit quel ques précisions sur les polyndmes définis sur un corpsfini.
Désignonspar K le corpsfini danslequel noustravaillons.

Définition des polynémes sur K
Un polyndme sur K est une expression (formelle) du type
p(D) =po+p1D+--- 4+ pn D™,

ol on peut omettre les termes dont le coefficient est nul. Le degré du polyndme est par définition la puissance
associée au coefficient non-nul de degré le plus élevé (ici m s p,,, # 0). Deux polyndmes sont identiques si
leurs coefficients de méme degré sont tous égaux deux a deux. Le polyndme nul est le polynéme dont tous les
coefficients sont nuls. On le note 0. Par extension, on dit que le degré de ce polyndme vaut —1.

Un polyndme définit aussi une fonction sur K, puisgu’on peut faire varier D € K et calculer lavaleur p(D)
selon |’ arithmétique de K. Cependant, nous ne pouvons pas identifier les polyndmes avec des fonctions car
deux polyndmes peuvent étre différents et néanmoins définir une méme fonction. Par exemples K = Z o, les
polyndmes

D+1
et
D*+D*+D+1
sont différents mais définissent cependant la méme fonction. En fait, il n’y a que 4 fonctions différentes qu’ on
peut définir sur Z» alors qu’on peut y définir une infinité de polyndmes différents.
Un polyndéme est dit monique, si son coefficient de degré le plus élevé vaut 1.

Opérations sur les polynémes

On définit I’ addition et la multiplication de polyndmes de la maniére usuelle (en utilisant I’ arithmétique de K
pour les calculs). L'ensemble des polyndmes muni de ces deux opérations forme un anneau (inexistence des
inverses).

Par exemple, I’ addition de deux polyndmes p(D) et ¢(D) consiste en un polyndme (D) dont les coefficient
sont obtenus en sommant |es coefficients de méme degré dans K. Par exemple, dans Z; ona

(D+1)+(D*+D?*+ D +1) = (D*+ D?).
Si on se donne deux polyndmes quel conques non nuls p(D) et p' (D) aors on peut toujours écrire
p(D) =p'(D)a(D) + r(D)
ou ¢(D) désigne le quotient de p par p’ et r(D) le reste (I’opération est analogue a la division entiére dite
“longue’).
Sm <m'aorsq(D) =0etr(D) = p(D). Sinon, ledegréde ¢(D) est m — m' et ledegréder(D) est au

plusm' — 1. S r(D) est nul on dit que p’(D) est un facteur de p(D), ou que p' (D) factorise p(D), ou encore
que p(D) est divisible par p' (D).

Zéros d’un polynome. Un @ément a € K est un zéro du polyndme p(D) s p(a) = 0, C'est-&dire s la
fonction associée au polyndme s annule en ce point.

On montre que a € K est un zéro du polyndme p(D) si et seulement si (D — a) factorise p(D).Plus
générdement, si ay,as, ..., a, sont deszérosdistincts de p(D) alorsonap(D) = (D — a1)(D —az2)--- (D —
a,)q(D). End autremots p(D) est divisible par le polynome (D — a1)(D — a3) - -+ (D — ay).

Par exemple, dans Z, lepolyndme D3+1 sannuleen D = 1 et est donc divisiblepar D—1 (ici D—1 = D+1).
Ona

D3+1=(D+1)(D*+ D +1).
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Par contre, toujours dans Z», le polyndme
D?*+D+1

n'apas de zéro.

Le polyndme D? + 1 sefactorise dans Z3 en (D + 1)3. Donc, la factorisation de polyndmes dépend du corps
K avec lequel ontravaille.

Polynomes irréductibles et factorisation

Un polyndme p(D) défini sur K est dit irréductible S'il ne peut pas &tre factorisé sous la forme d’ un produit de
deux polyndmes de degr & strictement inférieur a celui de p(D).

Par exemple, dans Z,, D2 + D + 1 est irréductible. Tous les polyndmes de degré 0 ou 1 sont irréductibles. Un
polyndme de degré 2 ou 3 est irréductible si et seulement si il n’'a pas de zéros. Un polyndme de degré supérieur
a 3 peut ne pas avoir de zéros tout en étant réductible (p.ex. on peut prendre le produit de deux polyndmes
irréductibles de degré 2 comme contre-exemple).

La propriété d’irréductibilité est similaire ala notion de nombre premier : un nombre premier est un nombre
entier qui ne peut pas étre factorisé sous laforme de deux nombres entiers strictement plus petits.

Pour les nombres premiers on ale théoreme de factorisation qui dit quetout nombreentier peut étre factoriséde
maniéere unique en un produit de nombres premiers. Pour les polyndmeson a: tout polyn dme peut étre factorise
de fagon unique sous la forme

p(D) = ap1(D)p2(D) -+ - ps(D)
ou les p; (D) sont des polyndmes irréductibles moniques.

L'analogie va en fait beaucoup plus loin. Nous avons vu que I’ ensemble des nombre entiers positifs qui ne
constitue pas un corps (il s agit cependant d’ un anneau), pouvait étre transformé en corps, a condition d'y définir
I’ égalité comme une égalité “modulo” un nombre premier p (factorisation de Z par le sous-groupe des multiples
dep.)

Nous verrons a | appendice [15.Bl qu’ on peut réduire I’ ensemble des polyndmes définis sur K en définissant
I’ égalité (et donc aussi les opérations d’ addition et de multiplication) modulo p(D), pour autant que p(D) soit un
polynémeirréductible.

Appendice 15.B: Corps de Gallois

Dans cette appendice nous allons & ucider la procédure de construction de corps par extension d’ un corps de base.
Cette opération permet de construire tous les corps finis qui existent a partir des seuls corps de type “modul o p”
ou p est un nombreentier premier. Nous verrons qu’ on obtient ainsi unefamille de corpsdits d’ extension detaille
p™ oum est un nombre entier quelconque.

Extension algébrique d’un corps

L' opération d’extension permet de construire de nouveaux corps plus grands a partir d'un corps pré-existant.
Nous alons d'abord illustrer la procédure en montrant comment on peut ainsi construire le corps des nombres
complexes a partir du corps des nombres réels. Ensuite nous énoncerons quel ques résultats généraux relatifs aux
corpsde Gallais, utiles dansle domaine de la théorie des codes. Nousrenvoyonsle lecteur alaréférence[ [Ada9l]
pour un traitement plus complet et plus approfondi de ces questions.

Soit p(D) un polyndme de degré m > 1 défini sur K. Alors, on entend par extension agébrique de K
I’ensemble des polyndmes sur K de degré inférieur am en une variable o munis des opérations d’ addition et de
multiplication définies comme suit :

Addition. Ona
f(a) + g(a) = h(a) & f(D) + g(D) = h(D),
autrement dit |’ addition correspond al’ addition classique de polyndmes sur K.

Multiplication. Ona
fla)g(a) = h(a) & f(D)g(D) = p(D)q(D) + h(D),



LUTTE CONTRE LE BRUIT DE CANAL 299

autrement dit ~(D) est enfait lereste deladivision de f(D)g(D) par p(D) dans K.

On pourra se convaincre que |’ extension produit une structure d'anneau. Cette structure est finiesi K |'est et
comporte alors exactement | K|™ ééments distincts.

D’autre part si p(D) n'est pas irréductible aors cette structure n’est pas un corps. En effet, dans ce cas il
existera au moins deux polyndmes non-nuls de degré inférieur am, f(D) et g(D) telsque p(D) = f(D)g(D).
Celaimplique aorsque f(a)g(a) = 0, ce qui est impossible dans un corps.

Réciproquement, si p(D) est un polyndmeirréductible alors|’ extension de K par p(D) est un corps.

Le corps d’extension des nombres réels. DansR, le polyndme z2 + 1 est irréductible. On en déduit que
I’extensionde R par z2 + 1 est un corps.

L es ééments de ce corps sont donc les polyndmesde degré 1, du typea + ab, ol a, b € R. L' addition de deux
pareils polyndmes donne
(a+ab) + (a' +ab') = (a+a')+alb+1),

et leur multiplication
(a+ ab)(a' + ab’) = [aa’ + (ab’ + a'b)a + bb'a*|mod(a® + 1) = (aa’ — bb') + (ab’ + a'b)a.

Ces regles correspondent exactement aux regles d addition et de multiplication des nombres complexes.
D’ autre part, en prenant le cas particulier a = o’ = 0, b = b’ = 1 larégle de multiplication donne

a? =—1.

Tout se passe comme si on avait créé un nouveau nombre imaginaire o qui est solutionde 22 +1 = 0, et
qu’on avait étendu |es opérations d’ addition et de multiplication classiques en tenant compte de la contrainte que
2
a®+1=0.

Corps finis et corps de Gallois. L’ extension algébrique d’ un corpsdetype Z, (p étant un nombre premier)
par un polyndmeirréductible de degré m est appelé corps de Gallais, et désignépar CG(p ™).

On montre que tous ces corps existent, et on montre aussi qu’il N’ existe essentiellement pas d autres corps
finis que les corps de Gallais.

Exemple CG(4). |l s agitdel extensionde Z, par le polyndmeirréductible D2 + D + 1.
Les quatre éléments de ce corps sont les polyndmesO0, 1, o, 1 + « (on vaappeler cet Elément 3).
OnaafB = [a? + ajmoda? + a + 1 = 1. Onaégalement a? = §...
Lafigure[I5.B.1 reprend les régles d’ addition et de multiplication dans CG (4).

+]0 1 a B x|0 1 a B
0|0 1 a g 0(0 0O O O
11 0 B8 « 110 1 a p
ala g 0 1 al0 a g 1
B|B a 1 0 610 B 1 «

Figure 15.B.1.  Reégles d'addition et de multiplication dans CG(4)

Comme o2 = (3, on peut auss dire que le corps est composé de I’éément nul O et des trois puissances
successives de o une racine imaginaire du polynéme D2 + D + 1 dans Z,.

D’autre part, on aégalement que D3 + 1 = (D + 1)(D? + D + 1). Donc 1 et a sont des racines cubiques de
I’unité. De plus, on voit que o est également uneracinedep(D) = (D? + D + 1). Eneffet, ona

(p(D))?* = (D* + D +1)> = (D* + D? + 1) = p(D?)

et donc p(a?) = p(a)? = 0.
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La moralité de notre discussion est que le corps de Gallois CG(4) est composé de I’ @ément neutre O et des
troisracinesimaginairesdel’équation D* + 1 : a°, a!, o%. Lamultiplication d’ éements non-nuls dans ce corps
de Gallois est alors équivalente a |’ addition des exposants modulo 3.

Eléments primitifs. Un &ément d' un corps de Galloistel que a dans notre exemple précédent qui permet
de générer tousles & éments non-nuls par € évation ala puissance est dit “&éément primitif”. Nous allons montrer
gu’un tel élément existe danstout corpsfini. La caractéristique de ce type d’ &lément « est que |’ éguation

a"+1=0

N’ est pas vérifiée pour des “petites’ valeursden.
Unéémenta € K estditd’'ordren = 1,2,3,...8 a" = 1 dorsquea® # 1,Vk =1,2,...,n — 1.
Par exempledans Zs, I’&élément 2 al’ordre 4, car dans Z5 ona2? = 4,23 = 3,2 = 1.
DansRR, 1 est d'ordre 1 et —1 est d' ordre 2. L’ ordre des autres nombres réels est indéfini.
Un éément a d' un corpsfini est primitif si tout @ément non nul du corps est égal a une certaine puissance de

Par exemple le nombre entier 2 est un &ément primitif de Z 5.
On ales propriétés suivantes en ce qui concerne les corpsfinis.

1. Contrairement au cas de R ou certains ééments (presque tous en fait) n’ont pas d' ordre, dans un corps fini
tout &lément possede un ordre. Deplus, si e € K est d’ ordre n, alors les @éments a, a2, a3, ...,a™ sont
tous distinctset onaa® = 1 si et seulement s & est un multiple de n. (Démonstration : voir [ [Adagd1])

2. S lecorpsest fini et comporte r &léments, alors un &ément est primitif s son ordre vaut r — 1.
Celaest évident.

3. Tout corpsfini contient un &ément primitif. (Celui-ci n’ est pas nécessairement unique).

En effet, soit a I'élément du corps K (detaille r) d’ ordre maximal, disonsn. On aforcémentn < r — 1, car
la premiére propriété appliquée a a impligue que K possede au moins n élements non-nuls.

Montrons alorsquen > r — 1 ce qui suffira pour prouver la thése. On peut montrer que chaque &ément
non-nul b de K doit avoir un ordre k& qui divise n. Onauraaorsb™ = 1 en vertu de la premiére propriété
ci-dessus. Donc, nousaurons prouvéque D™ —1 aaumoinsr — 1 zérosdistincts (lesr — 1 Eélementsnon-nuls
de K), il doit donc étre au moinsde degrér — 1.

Soit dors s I’ordre de b et soit la factorisation en nombre premiersde s :
8 = pij ces

Nous allons montrer que p? doit diviser n, et donc aussi (par symétrie) ¢7. . . et finalement aussi s.

On peut toujours écrire n sous laformen = pin' olin' n'est pas divisible par p et ol éventuellement ¢ = 0
(s n n'était pasdivisible par p). Il suffit alors de montrer que: < ¢. Nousrenvoyonsle lecteur alaréférence
[|Ada9]] plusles détails un peu fastidieux de cette démonstration.

Nous venons de montrer que dans un corps fini de taille r, il existe un élement « primitif d’ordrer — 1, tel
que tous les &léments non-nulsdu corps s’ écrivent sous laforme desr — 1 puissances successives de «. Tous ces
ééments sont des racines du polyndme D™~ — 1.

Construction du corps de Gallois CG(16). Nousallonsillustrer comment on construit ce corps selon une
approche analogue alafagon dont on introduit | e corps de nombres complexes par extension du corps des nombre
réels aux zéros du polynomez2 + 1.

Considérons le cas particulier ol p = 2 et montrons comment on peut construire par exemple le corps
d’ extension de taille finie ¢ = p™ (ici hous prenonsm = 4,p = 2, et onaq = 16). Pour cela on considere le
polyndme D"~ + 1 et on procéde de la maniére suivante :
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1. Onfactorise D2*~! 4+ 1 = D5 + 1 enfacteursirréductibles. Cela donne

(1+ D+ D*(1+ D?*+ D*)(1+ D+ D? + D* + D*)(1 + D + D*)(1 + D)

2. On considére un des facteurs qui est de degrém (4 ici), par exemplep(D) = (1+ D + D *).

3. On définit ensuite formellement les racines de ce polynome (il n’en a pas dans le corps binaire, mais ¢’ est
comme pour z2 + 1 qui n’apas non plus de racine dans R). Soit « cette racine : on adonc

l1+a+a*=0.

4. Comme « est uneracine d un facteur de D1 + 1 elle est aussi une racine 15-iéme de 1. De méme, toutes
les puissances successives de o sont aussi de racines 15-iemesde 1.

5. Commeonaa'® = 1, celaentraine que a®a’ = o +b(modl5) cequi veut dire que les puissances de o sont
calculées modulo 15.

6. On congtitue ensuite I’ensemble 0, 1, «, a?, . .., ' et on le munit de deux opérations (qui sont des exten-
sions de ces opérations sur le corps binaire)

(8 Multiplication : addition des exposants modulo 15;
(b) Addition : on associe a chague éément ! un polyndme & coefficients binaires, de degré au plus 3
obtenu en calculant ’

D*(modulo p(D)),
et I' addition est obtenue par I’ addition de ces polyndmes.
On obtient la représentation suivante.

0 est représenté par le polyndme nul.

1 (= ) est représenté par le polyndme 1.

o est représenté par par le polynéme D.

o est représenté par le polyndme D 2.

o est représenté par le polyndme D3.

a* est représenté par le polyndme 1 + D.

a® est représenté par le polyndéme D + D?2.

af est représenté par le polyndme D? + D3.

o' est représenté par le polyndme 1+ D + D3,
of est représenté par le polyndme 1 + D2,

o est représenté par le polyndome D + D3.

o' est représenté par le polynéme 1 + D + D2,
o'l est représenté par le polyndme D + D? + D3.
a'? est représenté par le polyndme 1 + D + D? + D3.
a'?® est représenté par le polyndme 1 + D2 + D3.
a'* est représenté par le polyndme 1 + D3.

On peut vérifier queles propriétésd’ un corps sont bien assurées par les régles que nous venonsde définir : nous
savons queles polyndmesforment un groupe commutatif et que |’ addition modul o 15 définit également un groupe
commutatif. Donc les deux opérations jouissent bien des propriétés souhaitées. 0 est un &ément absorbant pour
la multiplication par définition et on pourra vérifier explicitement la propriété de distributivité. Nous noterons
également qu’ au lieu de représenter les éléments par des polyndmes de degré 4, nous pourrions leur associer les
vecteurs de coefficients de ces polyndmes et utiliser I” addition vectorielle commme outil de travail.

Nous arrétonsici notre excursion qui visait aillustrer le type d outils mathématiques mis en oeuvre durant les
50 derniéres années dans|a cadre de la poursuite de la limite de Shannon. Nous suggérons au lecteur intéressé de
consulter les références sur le codage al gébrique pour en savoir plus sur ces codes.
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Cesnotesainsi quele coursoral ont eu pour but d’introduireles notions fondamental esde lathéoriede I’ informa-
tion. Lestrois parties du cours couvrent respectivement (i) lamodélisation et le raisonnement probabiliste; (ii) les
trois grands théorémes de Shannon relatifs au codage fiable et efficace de I’ information; (iii) une introduction aux
techniques de compression de données et au codage de canal. Du point de vue de I'ingénieur informaticien ou
électronicien, cette derniere partiejustifie aelle seulel’ intérét delathéoriedel’ information et, plus généralement,
des méthodes probabilistes. En particulier de nombreux dével oppements récents dans ce domaine ainsi que des
recherches en cours, visent a améliorer les performances des techniques de codage en essayant de se rapprocher
toujours plus des limites ultimes, énoncées par Shannon voici plus d’ un demi siecle.

Dans ce qui suit nous allons briévement évoquer quel ques questions qui touchent au domaine de la théorie de
I'information et du codage et qui n’ ont pas pu &tre couvertes dans ce cours.

16.1 THEORIE DE L'INFORMATION ALGORITHMIQUE

Lathéorie del’information algorithmique vise, comme son nom I’ indique, a donner une définition algorithmique
alanotion d'information.

Cette théorie est basée sur la notion de procédure de calcul formalisée par les machines de Turing. En gros,
elle dit que le contenu en information apporté par une séquence de bits (et plus généralement par une donnée
informatique, qu’on peut toujours supposée représentée sous la forme d'une chaine de bits) est d’autant plus
faible qu'il est facile de produire cette chaine al’ aide d’ un programme.

Plus précisément, on définit la mesure de complexité de Kolmogorov d’une chaine de bits comme suit. On
se donne une machine de Turing universelle (programme et sorties sur un alphabet binaire), et on recherche
le programme le plus court dont I’ exécution sur cette machine produit en sortie la chaine de bits. Un résultat
fondamental montre que pour des chalnes complexes cette notion est essentiellement indépendante de la machine
de Turing particuliére par rapport & laguelle on la définit. Plus précisément, si nous désignons par U ; et U, deux
machines de Turing universelles quelconques, et par Ky, () et Ky, (z) les complexités respectives d’ une chaine
quelconque z sur ces deux machines, alorsil existe une constante ¢ indépendante de z (mais a priori dépendante
des deux machines considérées) telle que

|KU1 (m) — Ky, (£E)| <c (16.1)

La constante “disparait” lorsqu’on s'intéresse a des chaines complexes. Autrement dit la complexité de Kol-
mogorov est aors indépendante de la machine de Turing universelle considérée.

305



306

Notons que cette mesure de complexité ne fait aucunement référence a une modélisation probabiliste d’ une
source d'information. Cependant, si on considere la complexité de Kolmogorov de messages longs produits par
une source, on montre que |’ espérance mathématique de la complexité de Kolmorogov par symbole source de
ces messages converge vers le débit d’ entropie de la source. Autrement dit, les enseignements de la théorie de
I"information a gorithmique rejoignent ceux de la théorie de I’ information de Shannon.

Lathéorie de I'information algorithmique étudie également différentes questions de type “calculabilité”. En
particulier, on démontre qu'il n’existe pas d' a gorithme capable de calculer la complexité de Kolmorogov d' une
chaine quelcongue. Par voie de conséquence, il n’existe pas non plus d' algorithme universellement optimal de
compression de données(]

Enfin, lathéorie de I'information algorithmique fournit une approche systématique au probléme générique de
modélisation de systemes a partir d’ observations. Dans ce domaine, on applique souvent I’ idée quela“ meilleure”
explication d’ une série d’ observations est aussi celle qui est laplussimple. En effet, le principe d’ Occamf dit que
lorsqu’ on doit expliquer a1’ aide d’ un modéle mathématique une série d’ observations empiriques, il faut choisir
un modéle qui n'introduit que les détails strictement nécessaires au vu des observations. Traduit en langage
informatique, cela donne le principe de “mininimisation de la longueur de description” qui dit que parmi un
ensemble de modéles candidats il faut choisir celui dont la représentation, conjointement avec la représentation
des erreurs de prédiction sur les données observées conduit a une complexité de Kolmogorov minimale. De
nombreuses méthodes d’ apprenti ssage automatique (et de compression de données) sont fondées sur ce principe
en faisant appel a diverses approximations cal culables de la complexité de Kolmogorov.

16.2 PRINCIPES ENTROPIQUES

Nous avons vu dans le cadre de ce cours différentes distributions de probabilités qui avaient pour propriété de
maximiser |’ entropie (ou I’ entropie différentielle, dans le cas continu). Par exemple, laloi uniforme maximise
I’ entropie lorsque seule I’ ensembl e de variation d’ une variable aléatoire est donné. Si, par contre, nous imposons
la donnée d’ une valeur moyenne et d’ une variance, laloi qui maximise |’ entropie différentielle est laloi Gaussi-
enne.

Lagénéralisation de cette idée donne lieu au théoréme suivant

Distributions d’entropie maximale
Soit F I’ ensemble des densités de probabilité f(-) qui satisfont aux contraintes

/ f@)ri(z)de =ay, Vi=1,...,m, (16.2)
s

et telles que
/ f(z)dz = 1. (16.3)
s

Et soit f*(z) = e(MotXiZ: Ximi(#) ol les \; sont choisis pour satisfaire (I6.2) et (I6.3). Alors, f*(z) est
celle (dans F) qui maximise aussi I’ entropie différentielle

Ha(z) = — / F(z)log f(z)dz. (16.4)

D’un point de vue pratique, lorsgu’on est dans une situation de modélisation probabiliste, on peut appliquer
ce résultat pour choisir une distribution de probabilités compatible avec les hypothéses ou données disponibles.
Les équations (16.2) représentent ces hypotheses, et laloi qui maximise (16.4) est celle qui en quelque sorte fait
le moins d’ hypothéses gratuites supplémentaires, puisqu’ elle maximise I" incertitude sur z tout en satisfaisant les
contraintes données.

Par exemple, en utilisant r1(z) = z et ro(z) = 2 les équations (I6.2) reviennent a fixer deux premiers
moments de la distribution de z. Le théoreme nous dit dans ce cas que la densité de probabilité qui maximise
I’ entropie prend I'allure f(z) = e o+ e+X2e’) | ¢’ egt-3-dire une densité Gaussienne.

1Ce qui ne contredit pas le premier theoréme de Shannon qui affirme qu'il existe des algorithmes qui en termes de performances moyennes
sont arbitrairement proches de ce type d' agorithme.
2Guilleaume d’ Occam, philosophe théologien anglais du 14éme siécle.
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Le principe de maximisation de |’ entropie est a mettre en paralléle avec le principe de minimisation de la
longueur de représentation totale de la section précédente. 11 est notamment utilisé en traitement du signal pour
modéliser des processus aléatoires a partir de la connaissance d' une partie de leur fonction d' autocorrél ation.

16.3 THEORIE DES PORTEFEUILLES

La théorie des portefeuilles vise notamment & définir et & étudier des stratégies d’investissement en bourse, en
tenant compte d’ une part qu’ on dispose de ressources limitées et d' autre part que les cours de la bourse ne sont
pas parfaitement prévisibles.

Si on représent le cours boursier par un processus al éatoire stationnaire, on démontre que |la stratégie optimale
est d’ autant meilleure que le débit d’ entropie est faible. Quantitativement, la somme du taux de doublement pour
une stratégie optimale et du débit d'entropie est une constante. L’ utilisation d’informations supplémentaires se
traduit par un débit d’ entropie diminué et donc un taux de doublement qui croit proportionnellement.

16.4 THEORIE DE L'INFORMATION DES RESEAUX

Dans ce cours nous avons étudié le codage de source et de canal dans le cadre d’ un protocole de communica-
tion simple (appelé paradigme de Shannon) ou un émetteur et un récepteur disposent d’un canal dont les car-
actéristiques sont fixées a priori et qui leur est réservé. Dans ce contexte, nous avons vu que le codage de source
et de canal peuvent &re découplés, chacun donnant lieu a son propre theoreme de Shannon. ce paradigme a
conduit au dével oppement séparé des techniques de compression de données d’ une part et de codage de canal par
ailleurs. Nous avons également montré que I’ utilisation d' un canal de feedback entre le destinataire et la source
N’ augmentait pas la capacité de communication sur un canal sans mémoire.

Que se passe-t-il lorsgue plusieurs sources et plusieurs récepteurs communiquent au travers d' un systeme de
communication en se partageant les ressources ? Par exemple, lorsque plusieurs couples de personnes discutent
au cours d’un cocktail, ils se partagent un seul canal sonore; ce qui est signal pour les uns devient bruit pour les
autres. Comment gérer de maniére optimale ce genre de situation multi-utilisateurs, par exemple en maximisant
le débit moyen d' utilisation d’ un réseau de transmission de données, ou d' un réseau d’ antennes GSM ?

En réalitélorsqu’ on considére un systeme multi-utilisateursil faut considérer de nouveaux &émentstelsqu’in-
terférence, coopération et feedback. L e probléme est nettement plus complexe que dans e cadre du paradigme de
Shannon, et pour communiquer efficacement dans un environnement de réseau il faut en théorie faire appel aun
codage simultané source-canal et permettre |a coopérations des sources au travers du systeme de communication.
Dans certaines configurations simplifiées (p.ex. les situations de type “ broadcast” ou une seule source envoie de
I"information vers plusieurs récepteurs) des résultats théoriques et pratiques existent. Mais une théorie générale
reste encore un objectif lointain al” heure actuelle.
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