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Informations pratiques

Contact et notes de cours :
@ Notes : www.montefiore.ulg.ac.be/~lwh/ProcStoch/
@ Reépétitions : www.montefiore.ulg.ac.be/~schnitzl/Students.html
@ Reépétitions : fschnitzler@ulg.ac.be

Organisation du cours :
@ Cours théorique plus séances de répétitions
@ Travail pratique Mathlab, Examen écrit

@ Aujourd’hui : rappel de probabilités (voir “Appendices communs
aux cours de méthodes stochastiques”)
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Les probabilités permettent de modéliser des
incertitudes

@ La théorie des probabilités permet de modéliser les phénomenes
faisant intervenir le hasard et de formaliser le raisonnement en
présence d’incertitudes

@ La statistique consiste a recueillir et analyser des observations de
systémes physiques pour construire ou valider des modeles
probabilistes

@ Aujourd’hui : rappel de probabilité
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Expérience aléatoire

@ Expérience dont on ne peut pas prévoir avec certitude le résultat
< produit des résultats différents dans des conditions
apparemment identiques

@ Exemple : lancer d’'un dé
@ Q = ensemble des résultats possibles

Francois Schnitzler, Louis Wehenkel (I71b) Rappel de probabilités Février 2010 5/21



Evénement

@ Sous-ensemble “observable” de Q2

@ Correspond a une assertion logique vérifiable relative au résultat
d’une expérience

@ Exemple : le nombre obtenu est supérieur a 2
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Probabilité

@ Mesure de l'importance de I'événement

@ Associe a un événement un nombre qui représente le degré de
certitude de sa réalisation
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Espace probabilisé

Un triplet (2, ¢, P(.)),
@ ¢ est une o-algébre
@ laloi P(.) vérifie les axiomes de Kolmogorov

Notations :
@ Q : Ensemble des résultats possibles d’'une expérience aléatoire
@ w,wj... : Eléments de Q
@ ¢ : Ensemble de sous-ensembles de Q (les événements)
@ A B,C...:Eléments de ¢

@ P(.) : loi (ou mesure) de probabilité, associant a chaque A € ¢ un
nombre € [0, 1]
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o-algebre

Un o-algébre ¢ d’événements défini sur Q vérifie les propriétés
suivantes :

@ Qce

@ Ace=-Ace

@ VAq, Az, ... € € (en nombre fini ou dénombrable) : | J; A; € ¢

Dans ce cas, (9, ¢) est appelé “espace mesurable”.
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Systeme complet d’événements

NB : Deux événements A et B incompatibles sont deux événements
telsque ANB=0o.

Ai, ..., A, forment un systeme complet d’événements si :

@ Vi, j # i, A; estincompatible avec A;
4 U/n A,‘ =Q

Q Q
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Axiomes de Kolmogorov

@ P(A)e[0,1],VA€e«e
° P(Q2)=1
@ VA, Ap, ... € e incompatibles : P(J; Ai) = > P(A)
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Axiomes de Kolmogorov

@ P(A)€[0,1],VAee
° P(Q2)=1
@ VA, Ap, ... € e incompatibles : P(J; Ai) = > P(A)

Conséquences :
@ P(0)=0
@ P(-A)=1-P(A)
@ ACc B= P(A) < P(B)
@ P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANnB)
° P(U;A) < X P(A)
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Définitions
Probabilité conditionnelle
P(AN B)

P(AIB) = =55

(si P(B) > 0)

@ Notation : P(A|B) = probabilité que w € A étant donné que w € B
@ Incertitude sur la réalisation de A, en supposant que B est vrai

@ Revient a restreindre l'univers a B

@ P(.|B) définit une loi de probabilité (conditionnelle) sur (€2, €)
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Définitions
Evénements indépendants
ALB < P(ANB) = P(A)P(B) J

@ Notation: ALB

e AlB& B1A

@ SiP(B)>0,ALB < P(AB) = P(A)
@ (NB:Si P(B) =0, alors VAon a ALB)
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Résultats fondamentaux

Théoreme de Bayes
P(AIB)P(B)

PBIA) = "5

Théoréme des probabilités totales :

Soit By,Bo,...,B, un systeme complet d’événements, alors
P(A) = >_; P(AIB)P(B;)
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Variable aléatoire

Soit un espace probabilisé (2,z,P(.)) et (',¢’) un espace mesurable,
f: Q — Q' est une variable aléatoire si
VA e {weQ: fw) e A} ee.

= On dit que f(.) est (¢,’)-mesurable
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Espace fini

Dans le cas d'un espace fini :
@ Nombre fini d’événements élémentaires
@ Utilisation du o-algébre ¢ = 29

De plus,

@ toutes les fonctions ont un espace image ' fini, et donc sont
toutes (22,22')-mesurables

@ soit X’ une variable aléatoire sur 2 fini. On dit que X" est une
variable aléatoire discrete et on dénote par {Xj, ..., X} ses valeurs
possibles

e {X,..., X} représente également les sous-ensembles de , et
définit un systeme complet d’événements
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Loi de probabilité sur les variables aléatoires

La variable aléatoire est une fonction mesurable

= elle induit donc une mesure de probabilité P~ sur (X,&’) :
Py(A)=P({weQ: X(w) e A})
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Opérations sur les variables aléatoires

Composition : Si X'(.) est une variable aléatoire sur Q2 et Y(.) sur X
également, alors Y(X(.)) est également une variable aléatoire sur Q

Concaténation : Soit X = {Xj,... Xy} et Y = {Y;,...Y,} défini sur Q, la
concaténation Z = X') définie sur Q2 par
Z(w) = (X¥(w), Y(w)) = P(2) = P(X, D)

Indépendance : (X LY)ssiVi<n,j<m:X.LlY;
& P(X;,Y)) = P(X))P(Y)) = P(Xj) = P(XilY;) (avec P(Y}) > 0)
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Loi conjointe

Une variable aléatoire est souvent définie par une loi conjointe de
variables aléatoires.

Y, - Y, o Yn
X :
)(I- pu Pi,.
Xn :
P.j

° pi.) = P(Xi) = P(X = Xi)
° pj) = P(Y)) =P = X))
® puj = PN Y)) = P(Xi, ¥) = PX = X] A [V = Y]])
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Loi conjointe

Yy, - Y o Y
Xi

Xn

Marginalisation

P(J/)ZZ)QP(JJ,)G)
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Ensembles de variables aléatoires

@ En pratique, une variable aléatoire représente un aspect
mesurable (observable) élémentaire relatif & une expérience
aléatoire

@ Les aspects mesurables d’'une expérience sont alors représentés
par un ensemble de variables aléatoires

@ Le raisonnement probabiliste permet d’exploiter les observations
des valeurs de certaines variables aléatoires pour inférer les lois
conditionnelles d’autres variables aléatoires

@ Le but principal de ce cours est d’enseigner des méthodes
systématiques permettant de réaliser ces inférences de maniéere
efficace dans des problémes complexes
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