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A  MOTIVATION

Le but de ces appendices est de collationner un certain recdiréddements du calcul des probabilités, de statistique
et d’'algebre linéaire dont la bonne maitrise est n&espour la compréhension des méthodes stochastiques,
couvertes dans les cours suivants

Théorie de I'information et du codage

Introduction aux processus stochastiques

Apprentissage inductif appliqué

Applications des méthodes stochastiques

L'expérience montre que ces matieres, enseignées dampsémieres années a l'université, sont souvent mal
assimilées et/ou oubliées, sans doute faute d’aveinses en pratique suffisamment rapidement apres agoir ét
apprises.

Alors que, traditionnellement, peu de place était laasmséx méthodes stochastiques dans I'enseignement des
ingénieurs, ces méthodes sont aujourd’hui utiliséasda tres grande majorité des activites humaines. Plus
particulierement, les méthodes stochastiques somssaaes pour la modélisation, I'analyse et la conceplémn
systemes complexes tels que les réseaux informatiqueatiques. Elles jouent également un grand rdle en
économie et en finance, ainsi que dans les sciences naturell

Organisation des appendices

Nous avons organisé ces appendices de rappels de facamaimedd’une part afin de mettre clairement en
évidence les differentes disciplines, d’autre part, dérfaciliter la mise a jour progressive de certaines p&rtie
susceptibles de devoir s’adapter dans le futur.

Les deux premieres appendices traitent respectivemeradul des probabilités et de notions élémentaires de
statistique. Nous avons intentionnellement séparéalegals de calcul de probabilités des rappels de statistiqu
de facon a mettre en évidence deux approches tregetfitiés. En effet, le calcul des probabilités est une disci-
pline purement déductive, telle que d’autres volets deh@maatiques dont il fait partie. Méme si l'interprétati
de la notion de probabilité est sujette a débat, la tleédrstraite en est assez simple du point de vue conceptuel.
Il en est tout autrement en ce qui concerne la statistiqus:aglit d’'une discipline extrémement vaste, d’'une

Al



A2

part, tres vivante en ce qui concerne la recherche, d'qatre De plus, et c’est sans doute ce qui importe le
plus, elle ne peut se dissocier des problemes réels alsxglle s’applique. La statistique consiste en effet a
recueillir des données sur des systemes réels et adgpiiater, ce qui nécessite, certes, une bonne dose die sav
faire. Il s’en suit que I'apprentissage de la statistiquespacertainement par la maitrise du calcul des proba-
bilités, mais surtout par les applications aux problengéess. 1l faut également noter le role tres importanigo
par I'informatique, dont les développements récentsremblutionné la pratique de la statistique en permettant
le traitement d’ensembles de données de trés grande ¢&ila mise en oeuvre d’algorithmes de plus en plus
sophistiqués.

Les deux derniéres appendices fournissent respectiatasmrappels de calcul vectoriel et matriciel, et une
breve introduction aux espaces de Hilbert. Nous nous otuorie de rappeler les notions et résultats frequemment
utilisés dans le cadre des méthodes stochastiques.

Il va de soi, que les notions traitées dans ces appendicestdee)introduites au fur et a mesure des be-
soins dans le cadre des cours susmentionnés. Cependantisila semblé utile de les présenter ici de fagon
indépendante et consistante.

Enfin, nous nous devons d’avertir le lecteur que nous avolmtairement restreint au stricte nécessaire les
sujets abordés dans ces appendices. Nous n’avons nutléanprétention de nous substituer a la tres vaste
et souvent tres bonne littérature qui couvre de manikre pompléte et plus systématique les sujets abordés
ici. Nous indiquerons en lieu voulu quelques réféerenasngttant au lecteur intéressé d’en savoir plus sur ce
domaine passionnant.

Le stochastique en général

On fait appel aux méthodes stochastiques lorsqu’on esté@sepce de phénomeénes qu'il n’est pas possible ou
peu pratique d’étudier de fagon détaillee et détersten C’est notamment le cas lorsque les systemes &tudié
présentent une trés grande complexité, ou lorsqu’orisgode que d’une connaissance partielle de leurs carac-
téristiques. Les méthodes stochastiques permettastdiftudier les comportements en moyenne, en modélisant
de facon probabiliste les parties d’'un systeme qu’on néhaibe pas ou qu’on ne peut pas décrire en détails.
Les méthodes stochastiques fournissent les outils séites pour déduire les distributions de probabilités de
grandeurs de sortie importantes, en fonction de cellesrteses et du modele (déterministe ou non) du systeme.
Elles permettent ensuite d’utiliser au mieux ces infororaipour prendre des décisions appropriées.

Pourquoi enseigner les méthodes stochastiques aux ingénieurs ?

Le besoin de méthodes stochastiques est reconnu depead@sgtemps (enseignement du calcul des probabilités
et des statistiques en candidature ingénieur, depuisjgegldécennies). Cependant, cet enseignement a trés peu
évolué au cours du temps, et surtout le volume associéggtconstant. Il apparait que la partie théoriqueivela

au calcul des probabilités est mieux assimilée par legi@&nts, alors que la statistique est assez vite oublé&e, ¢
qui tient au fait qu’on ne I'utilise pas assez par apres.

Si on fait un inventaire des travaux de fin d’études desni#és électriciens (électronique, informatique,
génie électrique) on se rend compte qu’une proportioroit@mte fait appel de fagon directe ou indirecte aux
méthodes stochastiques.

Enfin, si on s'interroge sur le role des futurs ingéniears,se rend compte qu’on leur demande un esprit
critique et une capacité d’'innovation de plus en plus geardr, il est reconnu que I'enseignement actuel des
ingénieurs, qui est surtout basé sur le raisonnementai@dappliquer des “lois” générales aux cas partiase
tend a étouffer 'imagination et la créativité. L'emngeement du stochastique a pour premier objectif d’engamdr
une plus grande ouverture d’esprit et de renforcer la ct#pdei raisonnement inductif (c’est-a-dire a tirer des
conclusions intéressantes a partir de cas particulibeg)parait donc comme souhaitable, sinon nécessaite, p
renforcer la capacité d’innovation des ingénieurs.

Domaines de l'ingénieur électricien faisant appel au stochastique

Les télecommunications reposent sur les méthodesastighes en ce qui concerne I'optimisation des perfor-
mances, le codage, et le filtrage du bruit. En particulist@&communications font largement appel au traitement
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du signal, aux techniques d’optimisation des performadeesystemes informatiques distribués, a la compres-
sion et au codage de données. Par exemple, dans un résbaah&fiue connexion se présente sous la forme
d’une suite virtuellement unique de cellules transmisaspgut &tre représentée comme la réalisation d’un pro-
cessus stochastique. Les méthodes stochastiques partadors d'étudier les performances du systeme lorsqu'’i
est soumis a différents types de trafic (communicatietéptioniques, transferts de données numeériques, trafic
multimedia. . .). Elles permettent aussi I'optimisationabdage des données dans le but de minimiser les pertes
d’informations suite au bruitage en cours de transmission.

Le traitement du signal (filtrage, traitement de la paroldeesignaux physiologiques, traitement d'images)
repose en grande partie sur des méthodes stochastiquesagerie spatiale, par exemple, ces techniques sont
utilisees pour éliminer le bruit des informations bruteptées par les télescopes et ainsi identifier autonetiqu
ment les corps stellaires. En médecine, elles permetistarprétation automatique de signaux physiologiques
(électrocardiogrammes, électroencéphalogramméagiitent ainsi la surveillance des malades.

La théorie des systemes est une discipline généralesjuitilisée pour I'étude et la conception d’'une trés
grande diversité de systemes, que ce soit en mécaniq@éeericité, ou encore en informatique. Une partie de
la théorie des systeme s'intéresse aux systemes stignes qui sont notamment utilisés en estimation ditat
pour la conception de systemes auto-adaptatifs. L'esitmal’état, permet de tirer le meilleur profit des infor-
mations fournies par divers capteurs, notamment en filtemnérreurs de mesures et en permettant la détection
de fonctionnements anormaux de certains capteurs. Lesnsgstauto-adaptatifs sont capables d’adapter leur
stratégie de commande en fonction de changements desératigques de I'environnement, du systeme piloté,
et/ou de ses objectifs de réglage.

En informatique de nombreuses questions font directenml @aux méthodes stochastiques : I'optimisation
des performances des systemes, la compression de dohiiméeligence artificielle, I'analyse de données, les
réseaux de neurones... Par exemple, I'analyse de doasgeslisée par certains constructeurs automobiles afin
de détecter les raisons pour lesquelles certaines paépéstives sont observées; les méthodes stochastique
permettent dans ce contexte d’identifier les facteurs quwvguent effectivement des pannes des nombreuses
autres informations disponibles dans les bases de donbh&@esmpression des données est basée sur le codage
de suites de symboles en fonction de leur probabilité diaiipn, les suites les plus fréquentes recevant les codes
les plus courts; elle permet de réduire colts de stockadfdas de transmission dans de nombreuses applications
(stockage de masse, réseaux informatiques, disques ctsnprultimedia, télévision digitale...).

La gestion des risques industriels et technologiques feiebaux méthodes stochastiques pour I'analyse et
la maitrise de la fiabilité et de la sécurité des systenmas méthodes stochastiques sont notamment utilisées
pour la conception des centrales nucléaires, la planiicates réseaux d’énergie électrique, I'évaluation de
risques des moyens de transport en commun (aéronautigins, & grande vitesse), la maitrise de la fiabilité des
lanceurs spatiaux... Ces techniques permettent notandhiéentifier les sources de pannes les plus probables
et de déterminer des parades a la fois efficaces et aumsoiques que possibles. Notons que I'étude des
performances des logiciels informatiques fait partie ddammaine.

Disciplines de base

m Théorie de I'information : étude quantitative de la notion d’incertitude et d’infaition; optimisation des
performances des systemes de codage et de transmissiorfalenlation.

m Processus stochastiquesméthodes statistiques de description des signaux tefisgrechniques de traite-
ment du signal.

m Apprentissage automatique :théorie de I'estimation statistique étendue a I'estiorade fonctions générales
de plusieurs variables.

m Sécurité et fiabilité des systmes : évaluation et amélioration de la capacité des syst&nfesctionner de
facon satisfaisante, malgré la possibilité de dé&faitles de certaines de leurs parties, et malgré les ibésta
perturbations en provenance de leur environnement.
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Entrées cachées
(perturbations)

Entrées Systeme : Sorties
Observables Observables
Relation entre Entrées et

Sorties

Figure A.1.  Représentation graphique d'un systeme

Entrées cachées
(perturbations)

P(2)

Entrées Systeme : Sorties
Observables Observables
Relation entre Entrées et

Sorties : P(y|x,z)

Figure A.2.  Représentation probabiliste d'un systeme

Notion de systeme

La figure A.1 représente de facon graphique un systeme. Une tellésepration est en fait une abstraction
(graphique) de la réalité physique; pour en faire I'etwh peut lui associer des objets mathématiques : es-
pace d’entrée; espace de sortie; modele entrée/sédieafions differentielles, algébriques...). Si a eesées
fixées le modele associe de maniere unique les sortiediramue le modele (et par extension le systeme) est
déterministe. Un modele non-déterministe est donc udateoqui associe a une entrée donnée un ensemble de
sorties possibles, c’est-a-dire compatibles avec lealegodNotons d’emblée qu@rientation du modele, c’est-
a-dire le choix de ce qu’on convient d’appeller les ergrétles sorties est effectué en fonction des objectifs
poursuivis. En particulier, un modeéle déterministe pdesenir non-déterministe si on inverse le rdle joué par
les entrées et les sorties. D’autre part, méme dans le’'oagnbdele déterministe, il est souvent difficile ou
impossible de déterminer toutes les entrées de maniéoisp (par exemple, certaines entrées sont qualifiges d
perturbationsnconnues); dans ce cas, on cherchera a déterminer lembtes de sorties possibles, lorsque les
entrées appartiennent a un sous-ensemble de 'espatesde

On concoit que partant d’'un systéme réel, on peut coimstune hiérarchie de modeles comprenant des
modeles tres précis mais extrémement complexes, woipessibles a manipuler, ainsi que diverses approxi-
mations, plus simples a manipuler mais moins précisesex@anple, en présence d’un simple circuit électrique
(disons une “résistance” en série avec un “condensatéLe’ notes sont regroupées a la fin de chaque chapitre)),
l'ingénieur qui s'intéresse a la relation entre le caui@ans ce circuit et la tension a ses bornes dispose destoute
une série de modeles : équations de Maxwell, équatit@rdntielle des circuits en éléments condensésdlire
ou non-linéaire), équation algébrique, relations daties. . . Méme le plus sophistiqué de ces modeles et
abstraction de la réalité, et possede un domaine deitéatistreint, sinon bien cerné. C’est tout I'art du raéti
d’ingénieur que de choisir le modele approprié, a Ia fiffisamment précis et adapté aux besoins pratiques, et
ce choix dépend évidemment du contexte. Par exemple ld@as de notre mini-circuit il dépendra de I'espace
d’entrées (contenu fréequentiel des signaux a I'entégplitude), ainsi que de la nature de I'environnement(per
turbations thermiques ou électromagnétiques) danseldgucircuit est censé fonctionner. Mais le choix de
modélisation dépend également de I'information displen: par exemple la mise en oeuvre des équations de
Maxwell nécessite des informations détaillées surdargétrie des conducteurs et diélectriques des composant
utilisés, informations qui ne sont pas nécessairemapodiibles.
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La figure A.2 schématise le point de vue adopté par les méthodes stamples pour I'étude des systemes,
anticipant sur la suite de ces appendices. Par rapport@ulefh.1, ce modele est complété par des hypothéses
sur les distributions de probabilités des entrBés), P(z), la relation entrée/sortie est représentée par une dis-
tribution conditionnelleP(y|x, z), et les sorties sont caractérisées par une distribuggorobabilitesP(y). Ces
distributions de probabilités représentent un certaneau de connaissance du systeme physique modélisé, et
englobent comme cas particuliers les systémes détestadhi L’avantage principal des cette vision des choses
est de mettre en évidence explicitement le degré de mtertiinisme des différentes parties du modele.

L'évolution de latechnique engendre des systemes desplpiis complexes (systemes de telecommunications,
systemes informatiques, réseaux d’énergie éleariq); I'amélioration des connaissances physiques fourn
également des modeles de plus en plus sophistiqués.n@apie la maitrise de systemes complexes réels passe
le plus souvent par la mise en oeuvre de modeles “ad hochli@s pour en permettre la manipulation. Les
méthodes stochastiques visent a quantifier les inceestuésiduelles de ces modeles en mettant en oeuvre le
calcul des probabilités et les outils statistiques. Efilesmettent de construire des modeles probabilistes des
systemes a partir de données mesurées, et ensuite deubeaces modeles (analyse mathématique, simulations
numeériques) pour prendre des décisions.

Notes

1. Nous utilisons ici ces termes pour désigner les compsgdnysiques et non les abstractions correspondantesttolagt des circuits.

2. Notons que dans la représentation probabiliste de legfigi2 nous avons fait implicitement I'hypothése que les ersti@eservables
et non-observables étaient indépendantes.






B RAPPELS DE PROBABILITES

“La théorie des probabilités n’est rien d’autre que le
bon sens réduit sous forme de calcul.”
- Pierre Simon Laplace, 1819

B.1 PROBABILITES VERSUS STATISTIQUE

La théorie des probabilités est une branche des matidgumeatqui etudie les propriétés des structures (mathém
tiques) permettant de représenter les phénomenes‘badard” intervient.

Cette théorie permet donc de modéliser efficacementinserfihénomenes aléatoires et d’en faire I'etude
théorique. Elle fournit également une approche pouriméisation du “raisonnement” en présence d’informa-
tions partielles et/ou contradictoires. Comme toute tigemathématique, la théorie des probabilités est une
science déductive, qui se base sur un certain nombre d'eeset utilise les techniques usuelles en mathématiques
pour la démonstration de theorémes. Ony déduit donpagsiétés spécifiques, a partir d’hypotheses cflpé.

Ses domaines d’application sont nombreux : la physiquetelligence artificielle, la théorie des systemes, le
traitement du signal, la statistique . .. pour n’en citer quelques uns.

La statistique, au sens le plus général, est une diseiglinconsiste dans le recueil, le traitement et I'intetgoré
tion de données d’observations sur des systemes phgsigees ou simulés). En particulier, elle permet de
construire des modeles (probabilistes ou non) qui remtest correctement la réalité mesurable du monde
physique. Il s’agit d’'une discipline faisant souvent apperaisonnement inductif : a partir d'un certain nombre
d’observations élémentaires on cherche a construsdaig générales qui “expliquent” ces observations. Etan
donné ce caractere inductif, les résultats obtenusspstatistique peuvent étre remis en question par de nasvell
observations, comme c’est le cas dans le domaine des ssipattgelles en général. Pour cette raison, une utili-
sation correcte de la statistique dans un domaine donm&oessairement de pair avec une bonne compréhension
physique de ce domaine. Aussi, les résultats obtenus ssiifigs dans la mesure ou ils sont opérationnels, et
non pas parce qu'ils représenteraient la vérité absdueon ne s’y trompe pas cependant, car l'utilisation des
outils statistiques fait autant appel a la rigueur scfiEnte que les autres sciences expérimentales. Néanmoins,
ces outils ne permettent de vérifier que la “plausibil{&’non la “réalité”) de la plupart des modeles utilipas
les ingénieurs et scientifiques de nombreuses discipliB&nt donné la diversité des problemes rencontrés en
pratique, la statistique est un domaine extrémement dastel’appréhension d’ensemble nécessite du temps et
de I'expérience pratique. Elle est surtout basée surlteitdes probabilités, qui lui sert comme outil de raison-
nement; elle fait cependant aussi appel a de nombreuges patrties des mathématiques (analyse, algebre,...).

Il'y a donc une interdépendance forte entre les deux diseiml mais également une difféerence fondamentale
dans leur approche : déductive pour le calcul des prol@hiiinductive pour la statistique.

Cet appendice s'intéresse d’abord au calcul des probzbpour en rappeler les bases et les résultats les plus
fondamentaux qui doivent étre maitrisés. Les rappelstdestique élémentaire font I'objet d’'une appendice
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séparée. Pour une tres bonne introduction aux prob&biit a la statistique nous recommandons vivement [
Sap9(. Pour en savoir plus sur les fondements mathématiquesaltulaes probabilites nous suggérons la
lecture de la réferencedil79].

Pour conclure cette introduction, insistons sur le fait lgueeparation probabilités/statistique que nous fason
volontairement n’est pas justifiee d’'un point de vue fondatal, mais bien pour des raisons pédagogiques. Nous
commencons en quelque sorte par analyser quelques aabsesaus préoccuper de la forét. Parmi les differentes
possibilités qui s’offrent pour aborder un domaine commleieci, le choix que nous avons fait est celui d’'une
rupture minimale (mais nécessaire) avec la fagon hakgtde présenter probabilités et statistique dans uneném
cours, et sans séparation claire.

Nous souhaitons ainsi limiter la confusion entre les aspeéétiuctifs et inductifs complémentaires du calcul
des probabilités et de la statistique. Au fur et a mesursadfamiliarisation avec les méthodes stochastiques,
I'étudiant prendra conscience comment ces deux diseipldouvrent les deux pans dhisonnement en @sence
d’'informations incompites Enfin, pour terminer ces commentaires introductifs, netqne le domaine des
méthodes stochastiques est étroitement apparentégidae et a la philosophie des sciences, méme si I'ajygroc
probabiliste ne constitue pas la seule réponse possiklprablemes abordés dans ces domaines.

B.2 NOTION DE PROBABILITE - INTERPRETATIONS

Dans cette section nous allons introduire, tout d’abomdgitivement puis plus formellent la notion de probabilité.
Ensuite nous discuterons trés brievement de ses diti&seénterprétations logiques et physiques.

B.2.1 Intuitivement

Comme mentionné plus haut, le calcul des probabilitésiesiutil mathématique qui permet de représenter et
de manipuler des situations/expériences dont I'issualéatoire et/ou au sujet desquelles on dispose de connais-
sances incompletes/incertaines.

Une connaissance (c’est-a-dire une affirmation logigeedigeincertainedans un contexte donné, si dans ce
contexte il est impossible aussi bien de réfuter sa vi&agie de la prouver. La notion de probabilité permet
d’ordonner de telles connaissances par ordrgldesibilité croissante, et de remettre a jour cet ordonnancement
lorsque de nouvelles informations deviennent disponibles

Expériences aléatoires. Uneexperienceest qualifiee d’'aléatoire si on ne peut pas prévoir pane@aon
résultat, et donc si, répétée dans des conditions eppaent identiques, elle pourrait donner lieu a desultats
differents. Le calcul des probabilites permet de madilet de simuler de telles expériences.

Pour étudier une telle expérience on s’intéresse taliatd a I'univers de tous les résultats (ou objets) possi-
bles : on note usuellemefitcet ensemble fondamentaleun élément particulier dg, c’est-a-dire un résultat
particulier parmi ceux possibles.

Exemple 1. Par exemple, si on s’intéresse au diagnostic médicap&amentateur pourrait &tre un médecin
particulier, et I'expérience le premier diagnostic denli@e (disons, le 2 janvier au matin, en I'an 2000). Nous
pourrions alors définir 'ensembie pour ce probleme comme I'ensemble de tous les patientseyog&decin est
susceptible de diagnostiquer (le médecin ne peut évidampas prévoir quel sera le patient particulier qui va se
présenter devant lui).

Exemple 2. Un autre exemple intéressant concerne les réseaux iafmues. Placons nous en un noeud
particulier du réseau Internet, et observons les mesgagesourrier électronique qui y transitent pendant une
journée donnée. Un résultat particulier est alors laesparticuliere de messages qui ont transité pendant la
période d'observation. Avant d’avoir effectué I'exj@rce on ne peut évidemment pas prévoir quelle suite sera
observée, et I'ensemble est alors 'ensemble de toutes les suites de messages|psgsilivant transiter sur
une journée, un ensemble certes tres compliqué a éaisat mais néanmoins de taille finie.

[l faut noter que I'univers est défini en fonction de I'oljéparticulier poursuivi. Ainsi, dans le premier exem-
ple ci-dessus on aurait pu définir I'univers comme étaarisemble des maladies diagnostiquées par le médecin,
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ou encore I'ensemble des médicaments préscrits. Darstad exemple, on aurait pu s’intéresser uniquement
a I'expéditeur des messages et définir le résultat d@&aence comme étant I'ensemble des adresses email des
expéditeurs ayant envoyé au moins un message email peladanrnée : I'univers serait alors 'ensemble de
tous les sous-ensembles d’expéditeurs possibles de gesssiactroniques susceptibles de transiter par le noeud.

Evénements. Dans la terminologie usuelle, @venementdésigne une assertion logique vérifiable relative
au résultat d’'une expérience. Ainsi, I'assertion logiguivante

le premier patient qui se présentera le 2 janvier 2000 au matin est ugtudiant qui devrait passer un examen le 3
janvier

définit un événement. Cette assertion logique est saiesoit fausse, et définit en fait un sous-ensemble des
joyeux lurons parmi la “clientéle” encore en vie le 2 jam2€00; nous allons noter cet ensemHle .

Un autre événement correspondrait a I'assertion laggpivante
le premier patient ... atrop festoyé le jour du réveillon et souhaite un certificat nedical

auquel on peut également associer un sous-ensdsnblé?, a priori different deA.

A tout événement on peut donc faire correspondre un sossreble de2. En particulier, a tou €  on
peut associer uavenementélementairecorrespondant au singletdw}.

Probabilités. La notion de probabilité qui sera formalisée ci-dessatigee fonction qui mesure I'importance
des événements : elle associe a un événement un nowdti @@ntre 0 et 1) qui représente le degré de certitude
gu’on peut associer a celui-ci a priori. Il traduit I'ét@ connaissance dans lequel on se trouve avant de réaliser
une expérience.

Notons que si I'univers comprend un nombre fini d’élémelets événements sont forcément des ensembles
finis. Dans ce cas, un événement auquel on associe unehit@bagale a un est un événement dit certain
(on est certain qu'il se réalisera); symétriguementeu@nement auquel on associe une probabilité nulle est un
événementimpossible : on est certain qu'il ne se réaligas. Ces deux cas extrémes sont les limites ou le raison-
nement probabiliste rejoint la logique classique : la partéressante concerne cependant tous les événements
auquels on associe des probabilités intermédiaires. ésune de probabilité permet de trier 'ensembles des
événements par ordre croissant de leur probabilitéaiptie calcul des probabilités permet de s’assurer que les
raisonnements effectués a l'aide de ces nombres resteatents, d’'une part, d’autre part, il permet de mettre a
jour les probabilités en fonction des informations obtsu

Remarque sur la notion d’expérience répétable. Les expériences que nous avons illustrées ci-dessus
ne peuvent pas en principe étre répétées : le 2 janvied 20 matin il n'y aura qu’un seul patient qui sera le
premier. De méme, au cours d’'une journée donnée un seahdrle de messages transitera en un noeud donné
d’Internet.

Il est cependant souvent possible de supposer que les @é&mpde certaines expériences ne changent pas au
cours du temps : on peut alors répéter (éventuellemel&fimment) cette expérience. Par exemple, on peut
supposer qu’'un dé ne s’use pas au cours du temps et quellarédune expérience de lancer de dé ne dépend
pas du temps, ou du nombre de fois qu’il a déja été laBaailairement, lorsqu’on répéte un certain nombre de
fois une opération de mesure, on peut supposer que I'edselebrésultats possibles ne change pas d’une fois a
la suivante et que les probabilités des événementsitesiastantes.

Il est clair, néanmoins, que ce type de situation est ungadii®n qui ne se réalise jamais parfaitement en
pratique : il n’est pas possible d’observer un systemeipghgssans le perturber. Nous verrons plus loin que cette
abstraction est souvent vérifiee approximativement ehda base d'une grande partie des statistiques. Nous
allons pour le moment au moins admettre qu’un expériengegiee répétée. Nous discuterons a la sed#idh3
plus finement pourquoi il n’en est pas toujours ainsi, et goaril est intéressant de se servir du calcul des
probabilités lorsque ce n’est pas le cas.

B.2.2 Formellement

B.2.2.1 o-Algebre des événements.
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Notations. Cidessous nous utiliserons

m des lettres minuscules grecquesf, . . .) pour désigner les éléments fe

m des lettres majuscules latines (p.e.B, . ..) pour désigner des sous-ensemblefde
Par ailleurs, nous désignons par

= 29 'ensemble de tous les sous-ensembleQde

= des lettres rondes (p.e¥, B, .. .) des sous-ensembles 28, c’est-a-dire des ensembles de sous-ensembles
de(.

Enfin, nous utiliserons également les notations
= f(-),9(-),... pour désigner une fonction définie sur (une partiefdie)
m [(-),G(-),...pourdésigner des fonctions définies sur (une partiede)

Enfin, nous désignerons par le complémentaire dari® de A.

Définitions. Un o-algébref d’événementsdéfini sur un univers) est une partie d2* (i.e. un ensemble de
sous-sensembles €8 qui vérifie les propriétés suivantes :

m Qcé;
m Acé=-Acg
m VA, Ay, ... € € (en nombre fini ou dénombraBle U; Ai € €.

Les élements d€ sont désignés par le terme d’événements. |l s’agit dégsade(? auxquelles nous avons
conféré un statut particulier, comme nous le verronssisdus. Deux événement®t B sont ditsincompatibles
siANB ={.

Systéme complet d’événements,, . . . A,, forment unsyseme complet &&nementsiVi # j : A,NA; =0
(ils sont incompatibles deux a deux) et{s]' 4; = Q (ils couvrent(2). On dit aussi que lesl; forment une
partition def?, et on supposera la plupart du temps que toustlesont non-vides.

Remarques.

1. Les deux premiéres propriétés ci-dessus impliqueatignsemble vide (désigné pdy fait neécessairement
partie de tout-algebre d’événements.

La seconde et la troisieme propriété impliquent égaint qug ), A; € £.
{0,Q} est uno-algebre d’événements : c’est le plus petit de tous.
29 est uns-algébre d’événements : c'est le plus grand de tous.

SiQ est un ensembile fini, alo&sl'est également.

o oA w N

. Par contre, $2 est infini (dénombable ou norfj,peut &tre non-dénombrable, dénombrable, et méme fini.
B.2.2.2 Probabilités.

Le statut particulier des é@vénements est qu'il est pésslbe leur attribuer une probabilité, c’est-a-dire un
nombre positif compris entre 0 et 1, qui doit répondre aurm@es suivants.

Axiomes de Kolmogorov. On appelle probabilité suf, &) (ou loi de probabilité) une fonctiod®(-)
définie suf€ telle que :

m P(A)e0,1],VA€E;
s P(Q)=1;
m VA, Ay, ... € Eincompatibles P(|J; A;) = >, P(4).
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Discussion.

Onvoit que l'utilisation du calcul des probabilités papaetrois étapes successives de modélisation : définitio
de l'univers(?, choix d’unc-algebre d’événemend et enfin quantification par le choix de la mesure de proba-
bilité. Les propriétés de base qui sont requises pout’gusemble soit cohérent sont le fait gfiesoit effective-
ment unc-algebre et qué®(-) satisfasse les axiomes de Kolmogorov.

On constate également que le calcul des probabilittoegpatible avec la logique classique (en tout cas, si
) est fini). Il suffit de considérer le cas particulier By-) est définie suf0, 1}, et associer a la valeur 1 la valeur
de vérité “vrai” et & la valeur “faux”.
B.2.2.3 Propriétés remarquables.

Des axiomes de Kolmogorov on peut déduire immédiatenenpiopriétés suivantes (qu'on demontrera a
titre d’exercice, en se restreignant au ca$Xxest fini).

1. P(0)=0.
2. P(mA)=1-P(A).
3. AC B= P(A) < P(B).
4. P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(ANnB).
5. P(U, A;) < 3, P(A))
6. A; | 0= lim; P(4;) =03
On a également :
1. P(A)=1= P(AUB) =1,VB €.
2. P(A)=1=P(ANB)=P(B),VBe¢.
3. P(A)=0=P(ANB)=0,VB €.
4. P(A)=0= P(AUB)=P(B),VBe&.
B.2.2.4 Théoreme des probabilités totales.

Soit B; un systeme complet d’événements, alarse £ : P(A) =Y, P(AN B;).

Remarque. Certains auteurs définissent une systeme complet déwénts de fagon légerement difféerente
de celle que nous avons adpotée ci-dessus. Au lieu d’egiggr)! A; = Q ils imposent la condition plus faible
P(U! A;) = 1. Ce type de systeme, obéit également au théoreme dbalglités totales.

Dailleurs, on peut évidemment compléter un tel systewecA,, 1 = - J!" A;, avecP(A,11) = 0.

B.2.3 Différentes interprétations de la notion de probabilité

[l faut faire la distinction entre la formulation mathénegate d’'une théorie et I'utilisation que nous en faisonsipou
étudier des problemes du monde réel qui nous entourst;a*dire son interprétation. Ceci est particulierame
vrai pour une théorie telle que le calcul des probabilif@svise entre autres a modéliser une certaine forme du
raisonnement humain, et qui s’adresse a des problemé&sagrtitude joue un rble fondamental, c’est-a-diresde
problémes ou il pourrait étre difficile de valider la tr&e. En particulier, la théorie ne nous aide pas lorsqu'il
s'agit de définir en pratique la loi de probabilité a agsoaux événements choisis.

En réalité, depuis son origine, le calcul des probasla’donné lieu a des débats intenses entre scientifiques,
logiciens, physiciens, philosophes, en ce qui concernel le® interprétations physiques a donner a la notion
méme de probabilité. Ces débats sont encore d’acty&litle resteront certainement encore longtemps; c’est
la raison pour laguelle nous voulons mettre en évidendescilifféerents points de vues qui s’opposent dans ce
débat d'idées.

B.2.3.1 Le point de vue objectiviste.
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La vision classique. La vision classique est héritée des jeux de hasard. Datesuision) est en général
fini, et on considére alors commealgébre d’événement$§’, fini lui aussi. Nous décrivons en détail la demarche
adoptée pour alors définir la mesure de probabilité, eaeadémarche est également utilisée dans la conception
subjectiviste.

Dans ce cas, il suffit d’attribuer des probabilités augrearhents élementairé¥w); Vw € ; les probabilités
des autres événements s’en déduisent par applicatiwoidiéme axiome de Kolmogorov. En particulier, on aura
P(Q) =3 P(w) ce quien vertu du second axiome de Kolmogorov impose évigemique) ©  P(w) = 1.

Sous cette contrainte, la vision classique impose des agisnde symeétrie, posant que les événements
élémentaires sont équiprobables. Par conséeqiréat, = || ! (ou 2| désigne la taille finie de I'univers).
C’est cette démarche qui conduit & associer aux 6 facesdBuparfait”, une probabilité dé.

La principale faiblesse de cette approche est qu’elle eposun postulat de symétrie idéal (donc irréalisable
en pratique) et ne permet pas la remise en question des jir@saén fonction d’'informations supplémentaires
(obtenues par exemple en effectuant des expériencesal @ dé). Une autre faiblesse est que cette approche
ne s’étend pas au cas fuest non-dénombrable (voir a ce sujet la discussiogBa.4).

La vision fréquentiste. Elle repose sur la loi des grands nombres et sur une autaéisdéon, a savoir

la notion d’expérience indéfiniment répétable dansésnes conditions. La loi des grand nombres assure en
effet que dans une telle expérience la frequence relabigervée d’'un événement converge vers la probabdéité d
celui-ci.

Notons que cette vision est aussi appelée la vision “odRed: toute comme dans la vision classique, la
notion de probabilité est supposée définie de fagonueig'est-a-dire indépendamment de I'observateur), et
tous les observateurs doivent se soumettre a une expés@nilaire pour en déterminer la valeur.

Il est clair que la procédure expérimentale n'est pasquament réalisable. D’autre part, elle n'autorise pas
l'utilisation du calcul des probabilités pour raisonnar des événements incertains mais non répétables (et en
pratique, aucun événement n’'est parfaitement réftabnfin, elle est basée sur un cercle vicieux logiquetecet
définition repose sur la loi des grands nombres qui elleamguppose déja défini le concept de probabilité.

B.2.3.2 Le point de vue subjectiviste.

Les faiblesses des deux approches précédentes et leigait'agn point de vue logique il soit souhaitable de
permettre la remise en question de la probabilité d’uenewient suite a I'obtention de nouvelles informations
(par exemple, si nous apprenons que le dé est imparfaitjuisent a nier I'existence de la notion de probabilité
“objective”.

Ainsi, dans la conception subjectiviste on modéliseak@e connaissance d'un observateur. On peut alors
argumenter que pour &tre cohérent avec lui-méme, umeditserr doit assigner des probabilités aux événements
qui respectent les axiomes de Kolmogorov, mais, diffearebservateurs, ayant éventuellement des connaissances
differentes, peuvent aboutir a des assignations eiffias. De plus, un méme observateur peut remettre a jeur ce
probabilités lorsque de nouvelles informations se préesd.

Mesure d’incertitude. La probabilité objective n’existe pas et n'est donc pas gmaadeur mesurable; la
probabilité subjective est simplement une mesure d’titcele, qui peut varier avec les circonstances et avec
I'observateur.

Puisque la notion d’expérience répétable n’est pluessaire, on peut étendre le domaine d’application du
calcul des probabilités aux événements non répé&tablest-a-dire au raisonnement en présence d'incdestu
(par exemple en intelligence atrtificielle, pour modélisermisonnement humain).

La vision bayesienne. Nous reviendrons plus loin sur cette approche, apres dévieloppé le calcul des
probabilités. Pour le moment, contentons nous d’indiquercette approche consiste a attribuer des probaliilités
tout ce qui est incertain. En particulier, cette approchesiste a attribuer des lois de probabilités aux prob@lsili
des événements, si les informations disponibles ne smnspffisantes pour déterminer leurs valeurs exactes.

Ainsi, en présence d’'un probleme de jeu de “pile ou faca’payesien va commencer par admettre qu'il ne
connait pas suffisamment bien la pieéce pour fixer a prioritdoabilité de “pile”. En d’autre mots, il admet avoir
une incertitude sur la valeur de cette probabilité, queilmodéliser par une (meta)loi de probabilités. Ensuite, i
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va utiliser cette loi de probabilités pour faire des peidins, et si des expériences sont effectuées (par egempl
des lancers de piece) il va utiliser le calcul des prob@sil{la formule de Bayes) pour remettre a jour la valeur
des méta-probabilités en fonction de I'issue de I'eigrége.

Il faut remarquer que cette approche n’est pas non plugrentiént satisfaisante (au grand damne de ses
défenseurs) puisqu’il reste une phase arbitraire quiistaa choisir les méta-probabilités. Signalons simrmaet
plus haut que certains arguments de symétrie et d“agti&tsont utilisés par les bayesiens pour fixer de facon
“objective” les méta-probabilités...

Cependant, sans prendre parti disons qu'’il nous semble’gpgrdoche bayesiennne présente une certaine
souplesse qui va de pair avec la démarche scientifique.

B.2.4 Ensembles infinis, voire non-dénombrables

Pour terminer ces commentaires philosophiques, et avanode attaquer au coeur du calcul des probabilités,
nous voulons faire ici quelques remarques générales sidessité de pouvoir manipuler des lois de probabilité
définies sur des univers de taille infinie ou dénombrables.

Lorsque I'ensemblé) est fini, 'algébre des événements I'est €galement.cBatre, lorsqué est infini, il
est possible d'y définir des algebres d’événements filiaombrables ou non-dénombrables. Par exemplg, si
est infini mais reste dénombrable (c’est-a-dire pew &tis en bijection avec I'ensemiiedes entiers naturels),
I'algebre complet est non-dénombrable (il peut &tre enidbijection avec 'ensemblR).

Dans la pratique, I'application du calcul des probalslitaix ensembles infinis peut conduire a un certain
nombre de difficultés conceptuelles, dues aux passagebmite. En particulier, un événement de probabilité
nulle n’est pas nécessairement impossible, et corrofent un événement de probabilité égale a un n’est pas
nécessairement certain. Par exemple, si nous prenonseamivers I'intervallg0, 1] de la droite réelle, muni
de I'algebre induit par les semi-intervalles b] (a < b € [0,1]) 4, et muni de la loi de probabilité uniforme
qui associe a un intervalle, b] la probabilitéb — a, les événements élementaireg@le | sont des singletons de
probabilité nulle et non moins possibles. Dans de teltesgons il faut utiliser quelques précautions oratoees
parler d’événements presque impossibles ou presquertert

D’un point de vue conceptuel, il est cependant importantedsasivenir que ces ensembles infinis sont des
constructions mathématiques obtenues par passaganitiadur des ensembles finis. Le langage mathématique
associé a ces ensembles permet d’'écrire de faconetjonile’des propriétés qui sont vraies pour les ensembles
finis et qui le restent lors du passage a la limite. Mais, oguage ne doit pas changer la signification de
propriétés, ni nous induire en erreur.

D’un point de vue pratique, on peut donc adopter le point de que le monde tel qu'il est accessible a
I'expérimentation physique est essentiellement fini c'@ailleurs évident en ce qui concerne le monde de
l'informatique digitale). On pourrait donc parfaitemeansiifier une approche qui consisterait a développer les
théories sur base de modélisations par ensembles fimjgj expliciterait les passages a la limite sur les résulta
plutdt que sur les concepts de départ. On pourrait alodébarasser des difficultés engendrées par 'analyse
moderne (calcul infinitésimal, théorie de la mesure, dgsibdutions. . .) au prix d’une lourdeur d’écriture aceru
(et souvent excessive) d’'un certain nombre de propréitéds raisonnements.

Nous pensons que l'utilisation de I'analyse classiquemstutil mathématique qui est non seulement intéressant
du point de vue conceptuel, mais également justifié pacacectere opérationnel. Cependant, la compréhension
des principes de base importants dans le domaine du calpubbtabilités peut par contre trés bien se faire sans
y faire appel a tours de bras. En clair, nous suggérongtuiants d’effectuer leurs raisonnements dans le cadre
d’univers finis, afin de bien assimiler la signification netfgtique et physique des principales notions. Une fois
bien maitrisé le cas fini, ils pourront ensuite se poseukstion de savoir ce qui se passe lors du passage a la
limite.
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B.3 ELEMENTS DE BASE DU CALCUL DE PROBABILITES

B.3.1 Loi de probabilité conditionnelle

Partons d’un espace probabilig@, £, P(-)), et supposons que I'on sache qu’un événenteast réalisé. Cher-
chons a savoir ce que devient alors la probabilité quitBnément4d quelconque soit réalisé, que nous allons
noterP(A|B).

Si A et B sont incompatibles il est clair qué ne se réalisera pas {A|B) = 0. Par contre, sk N B # ),
alors la réalisation dé est possible, mais seule la partieAlgui est dand3 nous intéresse. SIN B = B alors
nous sommes certains quese réalisera P(A|B) = 1 dans ce cas. Tout se passe donc comme si nous avions
restreint notre univers a I'evénemdBtet que nous nous intéressions uniqguement aux probahiétatives des
parties des événements situées dans

Définition. Nous supposerons que est de probabilité non-nulle (dans le cas fini il est ridicdlenvisager
gu’un événement de probabilité nulle se soit réajisEhousdéfinisson$a probabilité conditionnelle dg sachant
queB est réalisé par

P(A|B) 2 %. (B.1)

Notons qued D B = P(A|B) = 1, mais (attention) la réciproque est fausse!
Il s’agit bien d’une loi de probabilité. En effet, elle vérifie les axiomes de Kolmogorov puisque :
m A, Be& = ANB e £etdoncP(A|B) est bien définie suf.

= P(A|B) > 0.

ANBC B= P(ANB) < P(B) = P(AB) < 1.

P(Q|B) = 1 (trivial).

P((U,4:)nB) _ P(U, AinB) P(A;NB)
P(U; Ai|B) = P(B) = P(B) =2 P(B)
bles lesA; N B le sont également.

= >, P(A;|B), car si les4; sont incompati-

Evénements indépendants. On dit queA estindépendant dB si P(A|B) = P(A), c’est-a-dire si le fait
de savoir queB est réalisé ne change en rien la probabilitéddén utilise souvent la notation

Al B (B.2)

pour indiquer qued est indépendant dB.

Si P(B) €]0, 1], on aA indépendant d& si, et seulement sP(A|B) = P(A|-B).
Suggestion : calculer alor®(A) par le theoreme des probabilis totales.

Indépendance conditionnelle. SoientA, B, C trois événements, €2(C) # 0. Alors, on dit queA est
indépendant dé3 conditionnellemera C, que I'on note par

ALB|C (B.3)

siP(A|BNC) = P(A|C).
Notons que
A P(ANn(BNC)) P(AnB)nC) P(C)  PANB|C)

P(AIBNC) = PEBAC) P(O) P(BNC)  P(B|O)
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Discussion. |l estimportantde remarquer que la loi de probabilité ¢omanelle est bien définie sur I'algébre
de départ, et ceci bien que ses valeurs ne dépendent en fait que dalplitds de sous-ensembles Be

Pour deux évéenement donnéset B non indépendants on peut avoir séitA|B) < P(A) ou P(A|B) >
P(A). Un événement peut donc devenir plus ou moins certaigl@ren dispose d’'informations nouvelfes.

Dans le cas d’'un univers fini tous les événements possiblesie probabilité strictement positive, et définissent
par conséquent une loi de probabilité conditionnelleusavons déja illustré un cas d’univers infini, ou le fait
gu’un événement se réalise n'implique pas nécessaimeque sa probabilité a priori était non-nulle; il estralo
nécessaire de recourir a un artifice pour définir la nadi@probabilité conditionnelle vis-a-vis de tels évémats
(passage a la limite).

B.3.2 Sur la notion d’indépendance

La notion d’'indépendance est une notion centrale en ib&ms probabiliteés. Aussi allons nous détailler les
diverses propriétés immédiates qui découlent de §aitién. Nous supposerons ci-dessous dqel) €]0, 1]
(resp.P(B) €]0,1]), et dans le cas contraire nous dirons gug@esp.B) est un évenement trivial. Nous laissons
au lecteur le soin de vérifier dans quels cas (et commentaraditions peuvent étre relaxées a des événements
triviaux.

Propriétés positives. Nous demandons au lecteur de démontrer, a titre d’exengimédiat, celles parmi
les propriétés suivantes dont nous ne donnons pas lagreuv

= () estindépendant de tout autre événement.

m Un événement de probabilité nulle est indépendant deatotre événement :
P(A)=0= P(ANB)=0= P(A|B) =0.

m Tout événement est indépendantie

m Tout événement est indépendant de tout eévénemeaircert
P(A)=1= P(ANB) = P(B) etdoncP(B|A) = P(B).

m “Aindépendantd®” < P(ANB) = P(A)P(B)
(congquence directe de l&finition).

m “Aindépendantd®” = “B indépendant del”.
m “Aindépendantd®” = “—A indépendant d&".
m “Aindépendantd®” = “ A indépendantdeB”.

m “Aindépendantd®” = “—A indépendant de:B”.
On peut donc utiliser en lieu et place de la définition dedépendance la définition suivante.

Définition alternative de I'indépendance. Deux événementd et B sont indépendants $i(ANB) =
P(A)P(B).

Il est & noter que cette définition peut &étre étendue awdd(A) et/ou P(B) sont nulles, la propriété étant
trivialement vérifiée dans ce cas (dafA N B) < min{P(A), P(B)}).

Propriétés négatives. L'assimilation de celles-ci sont aussi importantes polrdane compréhension de
la notion d'indépendance.

Remarquons tout d’abord que des événements indépenplamt une loi de probabilité donnée peuvent tres
bien étre non indépendants pour une autre loi de prolb@bikEn d’autres mots, la propriété d’'indépendance
dépend bien du choix de la loi de probabilité et pas seuttahes propriétés ensemblistes.

Nous suggérons au lecteur de chercher des contre-exepgpledémontrer les propriétés négatives suivantes.
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= Un événement quelconque non trivial n’est jamais indejpat de lui-méme!

m Aindépendant d® et B indépendant d€' A A indépendant dé’
(suggestion : prendrd et B non-triviaux incependants et = A).

m A dépendant dé et B dépendant d€’ A A dépendant dé€’
(suggestion : prendrd et C indépendants, eB = A N C non trivial.)

m Aindépendantd® # A indépendant dé& conditionnellement &
(suggestion : prendre comme exemple le double “pile ou fasedt une giceéquilibree, commévenements
A “face au premier lancer”,B “face au second lancer’C’ “méme issue aux deux lancers”).

Indépendance mutuelle. On peut étendre la deuxieme définition de I'indépendanccas de événements.
Ondiraque les événements, A, ..., A, sont mutuellementindépendants si pour toute parntie I'ensembles

des indices allant dean ona:
P <ﬂ Ai> =[[P). (B.4)
I I

Il est important de noter que l'indépendance mutuelle estaondition plus forte que I'indépendance deux a
deux.

Pour s’en convaincre il suffit de reconsidérer notre doldneer de pile ou face ci-dessus. Dans cet exemple
on a en effetd indépendant d®, B indépendantdé€’, etC indépendantdd, alors que_' n’est pas indépendant
ANB.

Autres formules utiles.

P(ANBNC) = P(A|BNC)P(B|C)P(C) (B.5)

P(AN B|C) = P(A|C)P(B|C N A) (B.6)

Notations. Dans la suite nous utiliserons de fagon interchangeabledgations suivantes pour désigner
I'occurence simultanée de plusieurs événements :

m A NAsN...NA, : lanotation ensembliste (on insiste sur le fait quedgsont vus comme des ensembles).

m A AAs A... A A, lanotation logique (on insiste sur le fait que lds sont vus comme des formules
logiques).

m Ay, Ao, ... A, : notation indifferente (plus legére).

B.3.3 Formules de Bayes

Le formules de Bayes permettent d’exprini&rA|B) en fonction deP(B|A).

Premiere formule de Bayes.
P(A|B)P(B)

(B.7)

Théoréme des probabilités totales. Si B, Bs,..., B, estun systeme complet d’événements non triv-
iaux alors le théoréme des probabilités totales padrse sous la forme suivante

P(A) = Z P(A|B;)P(B;) (B.8)
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Deuxieéme formule de Bayes. Deés lors la formule de Bayes peut s’écrire

_ P(A|B)P(B;)
P = S PalBo P(By) (B:9)

qui s’appelle aussi theoreme sur la “probabilité deseal) car il permet de calculer les probabilités des causes

possibles d’un événement sachant qu’une conséquesstaalisée, connaissant la probabilité de cette derni
sous I'hypothése de chaque cause et connaissant la plitthdes causes a priori.

Il ne faut pas confondre la (ou legrmules Bayes avec la notion deéglede Bayes utilise en tiorie de la
décision. La Bgle de Bayes est unégle de écision qui minimise une probabgitd’erreurs. Nous en verrons
des exemples en &brie de I'information et en Apprentissage inductif.

Discussion. Le théoreme de Bayes (on donne souvent le nom de théaterBayes aux deux formules de
Bayes) joue un rdle treés important dans le cadre du caksipdobabilités. 1l sert de fondement au raisonnement
incertain probabiliste et est a la base de toute une bradelestatistique appel&tatistique bayesienne

Il permet de remettre a jour les probabilités d’un certeambre d’alternative®; en fonction d'informations
nouvelles (le fait quel soit réalisé). On utilise souvent le termeptebabilités a prioripour désigner le®(B;)
et le terme derobabilites a posteriorpour désigner le®(B;|A).

Par exemple, dans le cadre du diagnostic médical cetteuferpermet a un médecin de remettre a jour la
plausibilité de certaines maladies (désignées paBJea partir des symptdmes observés (désignés conjoirtie
par A), partant d’une connaissance de la probabilité a priavbgérver les difféerentes maladies (obtenues par
exemple en effectuant des statistiques) et une connaesskascprobabilités d’observer les symptomiepour
chacune de ces maladies (obtenues également par agplidatméthodes statistiques). Il s'agit d’'une extension
de la logique classique au raisonnement plausible.

B.4 ESPACE PRODUIT

Nous introduisons ci-dessous quelques notions et terogies qui seront utilisées et illustrées plus loin, netam
ment dans le cadre des variables aléatoires.

B.4.1 Définition

Etant donnés un nombre fini d’espaces probabili$gsé&;, P;(-)) (¢ = 1,...,n) on peut définir un espace
probabilisé produit©2, £, P(-)) obtenu de la maniére suivante :

B Q=0 x...xQ,, (produit cartésien).

m &= {A: Uj Aj C Q|V],VZ = 1,2,...,n,3Ai7j eé&; ZAj = Al,j X ... X An,j},
(extension des événements par produit cartesien et w@oombrable, ou on peut exiger sans perte de
généralité que led ; soient disjoints)

= P(A) =3, P(4;) etP(A;) = [, Pi(A; ;) (factorisation de la loi de probabilites).

On peut se convaincre que cette définition conduit bien @space probabilisé. On dira que {essont les axes
“orthogonaux” de I'espace produit et on parlera de la ptajacd’'un événemendtl sur les axes pour désigner les
A;, etd’événements paralleles a un axe A; = ;. On peut alors montrer que si deux événements de I'espace
produit sont paralleles a des ensembles d’axes compiléines, ils sont indépendants. En d’autres termes, si un
évenement ne spécifie rien selon un certain nombres d’ala@s le fait de savoir qu'un événement soit réalisé
qui ne spécifie que de I'information relative a ces axesonerfit aucune information sur cet événement.

B.4.2 Séries d’épreuves identiques et indépendantes

Un cas particulierement intéressant en pratique d’espaeduit est celui ou tous l€$;, E;, P;(+)) sont iden-
tiques. Un tel type d'espace produit permet de modéliseiséries d’'épreuves identiques et indépendantes,
rencontrées en théorie de I'echantillonnage et a la bas statistiques.
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B.4.3 Factorisation

Dans certains cas il est possible de factoriser un espadepdeten effectuant I'opération inverse, c’est-a-diee
I'écrire sous la forme du produit cartésien d’espaceé&pethdants (non nécessairement identiques).

(Suggestion : partir d'un espace fini dont on suppose quadhile est engenérpar deuxévenements
indépendantsi et B, et montrer qu'’il peut se factoriser en deux axes correspohé cesé\venements.)

B.4.4 Marginalisation

Partant d’'un espace produit, il est possible de reconstiéseespaces produits correspondant a certains de ces
axes par une opération de projection. En calcul de prab@abih dit qu’on “marginalise” les autres axes. Notons
que cette opération peut s’effectuer sur un espace prdduttla loi de probabilité n’est pas factorisable.

B.5 VARIABLES ALEATOIRES
B.5.1 Définition générale

Soient un espace probabilige, £, P(-)) de départ et un univef® de destination muni d’un algebre d’événements
&’. Une fonctionf(-) de) dansQ)’ est une variable aléatoire si elle posséde la propsi@t@nte :

VA €& A €€, (B.10)

ol f~1(A’) désigne{w € Q|f(w) € A’}. Ondit alors que la fonctiofi(-) est(€, £’)-mesurable, ou simplement
mesurable si aucune confusion surdealgebres n’est possible.

Si cette propriété est vérifiee alors la variable algatinduit une loi de probabilité suf)’, £’) définie de la
maniére suivante :

Pp(A) =P (f1(A)). (B.11)

Une variable aléatoire est donc une fonction définie suespace probabilisé qui est compatible avec les
algebres d’événements définis dans son espace d'eegite destination, et qui induit donc une loi de probagbilit”
sur I'espace de destination a partir de la loi de prob&iléfinie sur 'espace de dépafEuggestion : montrer
gue cette loi &rifie bien les axiomes de Kolmogorov.)

Notons d’emblée que si les deux univers sont finis et murgsafigebres maximaux (et méme si seulement
I'espace de départ vérifie cette propriété), alorsadanction de2 dans)’ est une variable aléatoire.

Par conséquent, si nous avons pris la précaution de ferfad restrictions ci-dessus, c’est que nous voulons
appliquer le concept de variable aléatoire dans des mitisabu I'espace de départ est infini (p.€x= RP).

Interprétation. Il est a noter que toute fonction de dansQ)’ induit a partir de€’ un nouvel algébre
d’événements sur I'espace de dépar{Nous suggrons au lecteur de s’en convaincre en montrant que I'ensemb
des parties d€ qui peuvent €crire sous la formg 1 (A’) avecA’ € £’ est uno-algébre si€’ est uns-algebre.)

Le sens profond de la conditioB (L0) est donc que I'algébre des événements induit par latifmmg () a
partir de&’ sur Q2 doit &tre inclus dans l'algebre sur lequel la loi de prali@P(-) est connue. Donc, une
variable aléatoire a pour effet de remplacer I'algebnear I'algebref —1(£’) qui contient en général moins de
sous-ensembles qée Elle opere donc sur un espace probabilisé en conderisdairhation dont on disposait
au départ en une information plus grossiere.

Il s’agit bien la du sens physique profond de la notion dealde aléatoire : I'observation d'une variable
aléatoire fournit une information généralement p#gtisur les événements de 'univers de départ.

En résumé, une variable aléatoire transpose une loi aleapilité d'un espace de départ vers un espace de
destination et elle transpose une structure d’algebriedpdce de destination vers I'espace de départ.
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B.5.2 Fonction d’une variable aléatoire

Soit une variable aléatoir& a valeurs dan§)’, et une certaine fonction(-) définie surQ)’ et a valeurs dans
Q". Alors, si¢(-) a le statut de variable aléatoire st (compatibilité def’ et £”), la fonction composée
¢o X () = ¢(X(-)) définit également une v.a. sk

Nous verrons ci-dessous le cas particulierement indaregsen pratique ou les deux fonctions sont des v.a.
réelles.

B.5.3 Variable aléatoire discréte

Une variable aléatoire est discrete si I'ensemble de al=uks possibles est fini. Une telle variable aléatoire
définit un systeme complet d’événements mutuellemeciusifs; en fait elle est équivalente a la donnée d’'un
systeme complet d’événements discrets. Aussi nousstieglierons plus dans la suite ces deux notions. Notons
que si I'espacé est fini, alors toute variable aléatoire est nécessamediscrete.

On utilisera communément la notatigh= {X;,..., Xx},Y = {Y1,...,Y;},... pour désigner 'ensemble
des valeurs possibles de telles variables aléatoiresrebqension la variable aléatoire elle-méme sera désig
par X'(-) ou simplementt’.

D’autre part, nous assimilerons dans nos notations lesirsgises par la variable aléatoire avec les événements
(sous-ensembles de) qui leurs correspondent. Par exemple la notatitd\;) désignera la probabilité de
{we : X(w) =X}

Remarque. Dans la liérature on @signe souvent par variable&dtoire discete une v.a. pouvant prendre un
nombre @nombrable&ventuellement infini) de valeurs. Comme nous ne no@esgerons queds marginale-
ment au cas particulier infini, nous sous-entendrons (sauiftian explicite du contraire) que la variable digte
est aussi finie.

B.5.4 Variables aléatoires réelles

Une v.a. est dite reelle ' = R. Elle peut étre discrete ou non. Evidemmentsiest fini, elle sera
nécessairement discréete.

B.5.4.1 Fonction de répartition. Par définition, la fonction de répartitiafiy d’'une v.a. réelleX est une
fonction deR dans|0, 1] définie par

Elle peut donc en principe avoir des discontinuités (ateypsi certaines des valeurs sont de probabilité nofenul
Elle est monotonément croissante Fét-oo) = 0 et F'(+o0) = 1.

Cette fonctiorcaracérisela variable aléatoire et permet de calculer la probahdé tout intervalle d& par
Pla< X <b)=F(b)— F(a). (B.13)

Remarque. On peut tout aussi bieéfidir la fonction de épartition de facora ce qu’elle soit continua
droite, on a alors
F'(x) = P(] — o0, 1]). (B.14)
C’est la convention qu’on trouveegéralement dans la liirature anglo-saxonne.

Lorsque la v.a. réelle est aussi discrete, il n’y a qu’umbee fini de points d& de probabilité non-nulle. La
fonction de répartition prend alors l'allure indiquéadigureB. 1.

B.5.4.2 Variable aléatoire (réelle) continue. Une variable aléatoire est dite continue si elle admet une
densité, c’est-a-dire s'il existe une fonctig(y) définie sumR telle queva < bon a

b
P(la,b]) = P([a,5]) = P(la, b)) = P(a, b]) = / f(x)dz. (B.15)
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Figure B.1.  Fonction de répartition d’un v.a. réelle discrete
1
x
Figure B.2.  Fonction de répartition d'un v.a. réelle continue

A

Figure B.3.  Fonction de réparition et distribution de probabilité

Dans ce casF'(-) est dérivable (et donc continue) et adnf¢t) comme dérivée. Par conséquefif;) est

positive et d'intégrale suR égale a 1. La figur®.2 représente graphiquement la fonction de répartitionede ¢
type de variable aléatoire.

Il est évident qu’une variable aléatoire peut étre ncdite, ni continue. Elle ne peut cependant qu’avoir au
plus un nombre dénombrable de points de discontinuité.

Dans la suite nous utiliserons la notatidn~ f(z) pour indiquer qu’une v.a. suit une certaine distribution.

B.5.4.3 Cas général. Dans le cas général on peut séparer la v.a. réelle emansod’'une composante
continue et d’une composante discfete



RAPPELS DE PROBABILITES B.15

Notons qu’on peut dans le cas général aussi faire appettiebrie des distributions pour définir cette fois la
densité comme undistributionqui s’écrit sous la forme d’'une combinaison linérairerdfanction et d’un série
d’'impulsions de Dirac. Cette situation est schématisaplyjquement a la figur@.3.

B.5.5 Indépendance de deux variables aléatoires

Deux variables aléatoire® et) définies sur un méme espace probabilisé sont indépéegisiret seulement si,
VAeEx,VB ey ona

PXH(A) NY~H(B) = P(X™'(A)P(Y~1(B)). (B.16)

En d’autres termes, la loi induite par la v (-) = (X(-), Y(-)) sur 'espace produi® y x Qy, est factoris-
able, eton a
Pxy = PxPy. (B.17)

Dans le cas ou les variables aléatoires sont réelles cettdition se traduit par

H(z,y) 2 P(X <z AY <y) = F(z)G(y), (B.18)

ou F(-) et G(-) sont les fonctions de répartition respectivementitlet ). Si de plusX etY admettent les
densitésf(-) etg(-), alors il en est de méme pour le couple, dont la densité&egsduit :

h(z,y) = f(x)g(y).

Notons que nous pouvons étendre ces notions et proppaténduction au cas d’'un nombre fini quelconque
de v.a. On parle alors de vecteurs aléatoires et le caspitiinteressant est celui ou celui-ci appartiefi’a

B.5.6 Espérance mathématique

Pour une variable réelle aléatoire discrete on défiesidérance mathématique (on dit aussi sa moyenne) par

k
E{X} =" XpP(X). (B.19)
i=1

Notons que dans le cas fini cette grandeur existe toujoursis Bacas infini (dénombrable) il est facile de
construire des exemples tels que cette série ne convesge pa
Pour une variable continue on a

E{X}:/R:Cf(x)dx. (B.20)

Dans le cas plus général on peut combiner les deux formikgiture générale est alors la suivante

Ep{X} = ) X (w)dP(w), (B.21)

ou le dP indique que l'intégrale est prise par rapport a la mesu@gEfinie sur I'espace de dépdtf ce qui est
équivalent a

E{X}:/R:CdPX(:C), (B.22)

ou led Py indique que I'intégrale est prise par rapport a la mesudeiie sur I'espace d’arrivée.

[l faut souligner, méme si c’est évident, que I'intégralest pas toujours définie. Il existe des distributions de
probabilités continues pour lesquelles I'espérancénémattique n’est pas définie.

Par exemple, la distribution deauchy

flz) = ——— (B.23)
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n'admet pas d’espérance.
Cependant, toute fonction continue et a support comgaat éntégrable, toute variable aléatoire réelle con-
tinue et bornée admet une espérance mathématique.

L'espérance mathématique d’une fonctien-{ : R — R) est définie par

Bplo(X)} = [ (X ()dP(), (B.24)
et dans le cas continu on a
B0} = [ (@) f(@)de (B.25)

Cas particuliers :

Fonction constante)(z) = a) : E{¢} = a.

Fonction linéaired(x) = ax +b) : E{¢} = aE{X} + .
Somme de deux v.ap(z,y) = = +y) : E{¢} = E{X} + E{)}.

A

Produit de deux v.ag(x, y) = zy) :
E{XY} = / zydPxy(z,y).
R2

Lorsquet et) sontindépendantes, la mesdieyy (z, y) se factorise et I'intégrale double peut se décomposer
en produit des deux intégrales simples :

By} - |

2Py (x) / ydPy(y) = E{X}E{Y}.
R R

La réciproque n’est pas vraie.

B.5.7 Variance et écart-type
Lorsque I'espérance existe \lariance est définie par

V{X} =0?=E{(X —m)?}, (B.26)
lorsque cette grandeur existe, o= E{X’}.

L'écart-type est la racine carreede la variance.

Propriétés de la variance. Ona
B{(X - a)’} = V{X} + (E{X} - a)*, (B.27)

et par conséquent, la variance est la valeur minimal& figt’ — a)?}, eta = E{X} minimise E{(X — a)?}.
Cette propriété est exploitée trés largement en §taiss, dans le domaine de I'estimation au sens des moindres
carrés.

On en déduit, en prenaat= 0 que

V{X} = B{X* — (B{X})°. (B.28)

L'espérance et I'écart-type sont reliés parégalitt de BienayiTchebyshev

[

g

P(X - E{x} > <Z (B.29)

€2’

dont on déduit que st = 0 la v.a. est presque sirement égale a sa moyenne, etBst-eonstante. La variance
mesure donc bien le caractére aléatoire d’'une v.a.
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Par ailleurs, on a
m V{X+a}=V{x}
n V{iaX} =a*V{x}.
n V{X + Y} =V{X} + V{Y}+2coqX, YV}, ou

cov{X, ¥} £ E{(X — B{X})(V - B{V})} = BE{XV} - B{X}E{Y}

désigne la covariance.
Siles v.a. sont indépendantes, on a{cby)} = 0 et donc

V{X + D} = V{x} + V{Y}.

La réciproque n’est pas vraie.

B.5.7.1 Inégalité de Jensen. Si¢(-) est une fonction convexe (voir appendizepour la cefinition de la
convexig), et six’ est une v.a.&elle, alors

Ep{¢(X)} = ¢(Ep{X}), (B.30)

et si la fonction est strictement convexe, alogghlite impliqueX = cnste, sauféventuellement sur un ensemble
de probabilie nulle.

Cette inégalité est tres pratique dans le contexte cdéataim nombre de démonstrations en théorie de I'informa-
tion et dans le domaine des processus aléatoires.

B.6 VARIABLES ALEATOIRES COMPLEXES

Tout ce qui vient d’étre dit concernant les variables @l#as réelles peut, a peu de choses pres, étre agpliqu”
aux variables aléatoires a valeurs complexes. D’adleon peut séparer toute fonction complexe en ses parties
réelle et immaginaire qui sont des fonctions réelles. \dar@able aléatoire complexe est donc de ce point de vue
équivalente a un couple de variables aléatoires elle

B.7 COUPLES DE V.A. ET CONDITIONNEMENT

B.7.1 Cas discret

Nous étudions ici les couples de v(&’, )) tels queX et) prennent leurs valeurs dans un ensemble fini désigné
respectivement pat’ = {Xy,..., X} ety = {Y3,...,Y;} munis de leur—algébre maximal. Dans ce cas, le
couple prend ses valeurs dakisx ) muni duo—algebre produit, qui est également maximal. On suppose qu
la fonction ainsi induite d€ — X x ) est bienf-mesurable.

B.7.1.1 Lois associées.
Loi (con)jointe. La loi de probabilité du coupl®y y est déterminée complétement par la conaissance des

kl nombres
P EPX =X NY=Y)Vi=1,... . kVj=1,...,L (B.31)

On abiensud_¥ | le:l pij = L.

Lois marginales. La loi marginale deY est évidemment

l
A
pi. = P(X = X;) = pij. (B.32)
j=1
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Xy
Xl ... ... Z)l.“7 ... .« .. pi7'
X

| p.j

Figure B.4.  Table de contingence
De méme, la loi marginale dg est

A
b=

k
PY=X;)=> pij (B.33)
i=1
On représente souvent un couple de v.a. a 'aide dtable de contingencetelle gu'illustrée a la Figur8.4

Lois conditionnelles. La loi conditionnelle det’ connaissany est définie par

A Dij
px.y; = P(X = Xi|Y =Y)) = =, (B.34)
]
et celle dey connaissank’ par
A i,
Py, 1x, = P(Y =YX = X;) = f;— (B.35)

B.7.1.2 Moments conditionnels.
Supposons qu@’ soit une v.a. réelle (ou éventuellement complexe).

Espérance conditionelle. Alors on définit I'espérance conditionnelle diepar

l
E{VIX}E Y Yipy,x. (B.36)

j=1

E{Y|X} est donc une fonction (réelle ou complexe)Xie Cette fonction s’appell®onction de régression
de)Y enX. CommeX’ est une v.a. cette fonction définit une v.a. reélle ou cemml Cette variable aléatoire
présente un certain nombre de propriétés remarquabéesaps allons énumerer.

En premier lieu elle est linéaire (il s’agit d’'une espé&m@an Donc,
E{D1 + I|X} = E{|X} + E{)2| X} (B.37)
Mais surtout, elle satisfait ainéoreme de I'es@rance totale:
E{E{Y|X}} = E{)}. (B.38)

En effet, on peut calculer son espérance mathématiqueickogne

k 1
E{E{Y|X}} = > pi. Y Yipyx, (B.39)
i=1 j=1
l k
= Zyjzpi,-pyj\xj (B.40)
=1 =1

l
- SV (B.41)
j=1
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Variance conditionnelle. On définit, similairement la variance conditionnelle coename v.a. qui prend la
valeur

A
V{VIX}EE {(y — B{Y|A})? |X} . (B.42)
On a lethéoreme de la variance totaleui s’écrit comme suit :

V{V} = E{V{Y|¥}} + V{E{Y|X}}. (B.43)

B.7.2 Variables continues

B.7.2.1 Une des deux variables est continue. On peut directement étendre ce qui précede au cas ou
est une variable continue en remplacant les probabpaés$es fonctions de répartition ou des densités. On note

Glylz) £ P(Y < y|X = z), (B.44)

puis si elle existe, la densité marginale est la dériv€'@). La fonction de répartition marginale s’écrit
A k
G(y) =) pi.GylXy) (B.45)
i=1
qui dérivée terme a terme donne la densité marginale
A k
9(W) = pi.gylXa). (B.46)
=1

Les théoremes de I'espérance et de la variance totademniteegalement d’application.
On peut également écrire

G P
PX =2y <y) = 7@&2) (z) (B.47)
mais nous ne pouvons pas pour le moment écrire
PX =]y =) = 9(ylz)P(x) (B.48)
9(y)

carY = y estun événement de probabilité nulle par rapport augjuak peut pas en principe conditionner. Nous
allons indiquer ci-dessous sous quelles conditions unitondement de ce type est permis.

Illustration. Un exemple pratique important ou on consideére les dégecebs entre variables continues et
discrete est fourni par la théorie de la décision, quenvient dans les problemes de classification en apprentis-
sage automatique, et également dans les problemes denission de données numériques a 'aide de signaux
analogiques.

Prenons par exemple, le probléme de I'allocation de th&ticaire qui se raméne a celui de I'étude des rela-
tions entre variables numériques (montant du crédit ati@hniveau de salaire, endettement, age . ..) etateser”
décrivant la situation financiéere et sociale d’'un demanmdke crédit (état civil, propriétaire, statut professi
nel...), et la décision optimale d’'une banque (Accord on do crédit).

Du pointde vue du banquier non altruiste, la décision oglinast en I'occurence celle qui maximise I'espérance
mathématique du bénéfice de la banque. Si le crédit estadé, ce bénéfice dépendra du fait que le demandeur
sera capable de rembourser les mensualités ou non. ®di oiést pas accordé, le bénéfice est nul. Le banquier
fera donc appel a un logiciel qui déterminera, sur baserfesmations fournies par le demandeur, la proba-
bilité de remboursement complet du crédit (disd$R = V|Z), ou R désigne une variable qui valt s'il
y a remboursement €t sinon, etZ symbolise les informations propres au demandeur), armgiatiaquelle on
pourra déterminer I'espérance mathématique du b&nefir la formule de I'espérance totale (conditionnée par
l'information fournie par le demandeur)

E{B|T} = E{B|R = V,T}P(R = V|I) + E{B|R = F,I}P(R = F|I). (B.49)
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T
125
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O
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Figure B.5. lllustration des densités conditionnelles

Dans cette formule, on a évidemment
PR=F|Z)=1-P(R=V|I),

et le chiffre E{B|R = V,Z} correspond au gain de la banque calculé au moyen de formdidesialisation
tenant compte des conditions du crédit (intérét, typesdgboursement, .. .), du colt de I'argent immobilisé que
la banque doit assumer, et est évidemment proportionnelaniant du crédit. D’autre part, le ternig B|R =
F,T} est quant a lui un “bénéfice” negatif.

Par conséquent, le crédit sera alloué si

—E{B|R = F,T}

E{BIR =V, T} — E{B[R = F, T}’ (B.50)

E{B|T} >0& P(R=V|I) >

et le probléme se raméne donc essentiellement au cald@(Be= V'|Z) et & la comparaison de celle-ci & un cer-
tain seuil,R étant une variable discreteEtine ensembles de variables généralement mixtes disfréhtinues.
Nous verrons au cours d’apprentissage automatique quedtésdes utilisées par les banquiers se fondent es-
sentiellement sur une approximationBéR = V'|Z) obtenue a partir de bases de données des clients angerieu
de la banque et grace aux méthodes d’apprentissage.

Notons que nous avons utilisé la notation explidRe= V ouR = F pour bien mettre en évidence le
conditionnement sur des valeurs prises par la v.a. ds@&8elon notre convention, la notatigiiZ| R ) désigne
en effet une fonction a deux arguments définie par

FZIR=V)siR=V
1) { fIIR = F)SiR=F (B.51)
et f(Z,R) est définie par
F(TIR)P(R) (8.52)

oU R peut désigner soit la valelif soit la valeurF'.

Cette remarque étant faite, illustrons ces idées gragignt pour un cas simple @use réduit a une seule
variable numeérique (disons un chiffre magique obtenu enhkioant les differentes informations selon une for-
mule pré-établie) et faisons I'hypothése que cettealdei est continue. La figui.5 représente graphiqguement
la situation, en terme des densités de probakfili®), f(Z|R = V), f(Z|R = F) et la probabilité conditionnelle
P(R=V|I).

Notons qu’a la figuré.5 les distributions conditionnelle§Z|R = V) et f(Z|R = F') sont gaussiennes, de
moyennes et de variances différentes. On suppose donegjberis et les mauvais clients présentent des valeurs
assez differentes de notre variable “magique”. On suppgakement qu’a priori dans la population qui s’adresse
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aux banques pour obtenir des crédit on a la méme propatéidons et de mauvais clients, ce qui se traduit par
I'égalité des probabilités a prioff(R = V) et P(R = F). On a,

f@O)=fZIR=V)P(R=V)+ f(ZIR=F)P(R=F), (B.53)
et la probabilité a posterio?(R = V|Z) représentée sur la partie inférieure de la figdreest obtenue par la

formule de Bayes
IIR=V)P(R=YV)

S
PR=V|I)= , B.54
(R =VIT) D (B.54)
et voit gu’elle vaut 0.5 au point de croisement des trois besidu haut, c’est-a-dire au point ou,
f@)=f@ZIR=V) = f(ZIR = F), (B.55)

parce que les classes sont a priori équiprobables.

Sur la partie inférieure de la figure on a illustré la redgedécision du banquier par un seuil supposé indépendant
deZ (ce quin’est pas nécessairement vrai en pratique comessiort des formules générales indiqués ci-dessus).
L'ensemble des valeurs depour lesquelles le crédit est alloué est 'intervalleiinet sur la figure.

(Suggestion : trouver I'expressioregerale en fonction d&(R = V), de la relation entref (Z|R = V) et
f(ZIR = F) au pointal P(R = V|Z) = seulil.)

B.7.2.2 Cas le plus général. Nous reférons le lecteur intéressé par les conditioagistence de mesures
de probabilités conditionnelles vis-a-vis d’événertsede probabilité nulle & Bil79] et a [ Sap9( pour une
discussion des implications en terme de conditionnemsraiis de v.a. quelconques.

On peut résumer la situation de la maniere suivante)? est une variable aléatoire réelle, etisiest une
variable aléatoire soit discréte, soit a valeurs d&hsalors il est permis de conditionn@ret donc) par rapport
a X localement. De plus, U{)} existe alors il existe une v.a. aléatoire “espérance itiondelle” qui satisfait
au théoreme de I'espérance totale. Enfirl/$])/} existe aussi alors cette v.a. satisfait aussi au théodenia
variance totale.

Enfin, les formules de conditionnement des densités €obént par analogie au cas discret.
En particulier on a

olole) = Y (8.56)
B} = [ ugtlo)dy (B.57)

et la formule de Bayes
9(ylz) = % (B.58)

B.8 LOIS DE PROBABILITE D’'USAGE COURANT

A toutes fins utiles, nous rapelons ici quelques lois de gribibes usuellement rencontrées et nous énongons,
sans les démontrer, leurs propriétés principales.

B.8.1 Lois discretes
B.8.1.1 Uniforme. Elle est définie sufl,2,...,n} et associe une probabilité d;Lea chacune de ces
valeurs possibles.
2_
Onab{x} =2t etv{x} =21

B.8.1.2 Bernouilli. C’est une loi d’'une v.aX ne pouvant prendre que deux valeurs possibles 1 ou 0, avec
les probabilitéep et1 — p. En d’autres termesy est la fonction indicatrice d’'un événemette probabilitép.

Onaf”r{X}=petV{X}=p(l—p).
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B.8.1.3 Binomiale. Supposons qu’on répeteexpériences de Bernouilli, et qu’on compte le nombre de foi
surn que I'evénemend est réalisé. Désignons parla variable aléatoire qui désigne le compteest la somme
den v.a. indépendantes et identiquement distribuées.fi.i.d

xX=> X
=1
La loi de cette v.a. est par définition la loi binomi#én, p). Les valeurs possibles dé sont{0,1,...,n}
OnakE{X} = np, etV{X} = np(1 — p). D’'autre part, on a
P(X =k) = ChpF(1—p)P.
On a la propriété importante (et évidente) suivanteersot’ ~ B(nq,p) ety ~ B(na,p), alors

Z=X+Y ~B(n+na,p).

La loi binomiale permet la modélisation des tirages sansse.

B.8.1.4 Poisson. Laloide PoissorP()) et la loi d’'une v.a. entiere positive ou nulle qui satistait
)\I
P(X =) = exp(=A)—.
xZ.
OnaE{X} =\ etV{X} = A\. On montre que sk,, ~ B(n, p) est une suite de v.a. binomiales telle que

lim np =\,

n—oo

alors X, converge en loi (voir ci-dessous) véPg.\).

B.8.2 Lois continues
B.8.2.1 Uniforme. La loi uniforme sur0, a], notéelf|, , est définie par la densité uniformg, ,j(z) = <
sur[0, a], et O ailleurs.

OnaB{X} =% etV{x} =2,

La somme de deux v.a. uniformes identiques et indépenslastaine loi triangulaire si, 2a].

B.8.2.2 Exponentielle. La densité de la loi exponentielle de paramétesst
f(x) = Aexp(~Az)
siz > 0, 0 ailleurs.
Onak{X} =1 etV{x}=%.

B.8.2.3 Gaussienne (ou normale). X suit une loi Gaussienne de moyenmest de variancer?, notée
G(u,0?%) ouN(p, 0?), si sa densité est

OnaE{X} = pu, etV{X} = o2. Siu = 0 on dit que la loi est centrée. 8i= 1 on dit qu’elle est réduite.

Additivité. SiX ~ N(u1,07) ety ~ N(u2,03) sont deux variables aléatoireslépendantesalors leur
somme suit encore une loi normale et on a

Z=X+Y~N(u + p2, 07 +03).

La loi Gaussienne joue un rdle treés important, notamnaenause du théoreme central-limite qui permet
d’affirmer que la loi est d’application dans de nombreugestbns pratiques. Nous allons en voir la généralisatio
aux vecteurs aléatoires de dimensjon
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B.9 VECTEURS ALEATOIRES

Nous nous intéressons ici aux v.a. a valeurs dans I'espackdienR?. Nous rappelons d’abord quelques
notations et propriétés générales de telles variabéegoires, puis nous nous focaliserons sur les lois Gausss
multi-dimensionnelles.

Ci-dessous nous indiquerons en gras les vecteurs (colpgimaatrices. Etant donné un vecteur ou une matrice
V nous noterons pdr” le vecteur ou la matrice transposée. Etant donné uneaeatfinous noterons pai |
son déterminant.

B.9.1 Généralités sur les v.a. vectorielles

Une v.a. vectorielle ou vecteur (colonne) aléataifeest une application mesurable de, £, P) dansR? muni
de sons-algebre borélien (produit cartésienge-algebres boréliens sii).

La fonction de répartition d’'un vecteur aléatoire est toretion deR? dansR définie par

F(z1,20,...,0p) 2 P(Xy < z1,..., X, < 1), (B.59)

ou X; désigne la-eme composante d¥.
Si la densité existe, elle est définie par

A OPF
= —. B.60
Jlanaz ) = g (B.60)
On note pay (ou iy, Si nécessaire; certains auteurs utlisent la notatjde vecteur colonne
E{x}
pEBXY=| |, (B.61)
E{,}
dont les composantes sont les espérances mathématggesaimposantes d&’.
On note pai (ouX y-, si nécessaire) la matrigex p de variance-covariance définie par
N
T EE{(X -p)(X -} = B{xxT} — pu”, (B.62)
dont I'elément, j est
Ei,j = COV(.)C'Z'7 Xj) (863)

En particulier, on &, ; = V{X;}. Notons quex est symétrique et semi-définie positive. Elle peut dane &
diagonalisée au moyen d’'une transformation orthogoraderésultat de cette transformation donne un vecteur
aléatoire dont les composantes sd&torrelees mais pas nécessairement indépendantes.

Transformations linéaires. Soit A une matrice: x p et X unv.a. deRP. Alorsy = AX est un vecteur
aléatoire derR",

On apy = Apy etEy = AzxAT.

Théoréme de Cramer-Wold. On montre que la loi d& est entierement déterminée par celles de toutes
les combinaisons linéaires de ses composante¥, Va € RP.

B.9.2 Vecteurs aléatoires Gaussiens

Définition. X est (par définition) un vecteur aléatoire Gaussigrdamensions (on not& ~ A, (u, X), ou
3 est la matrice de variance-covarianceXgeet . sa moyenne), si toute combinaison linéaire de ses comfassan
a” X, Va € RP, suit une loi de Gauss a une dimension.

La propriété d’étre Gaussien est donc invariante wésae toute transformation linéaire (rotation, dilaiat
translation,...) de I'espadg?. Cette propriété implique en particulier que toutes lesiposantes suivent des
lois Gaussiennes (mais la réciproque est fausse).
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Propriétés fondamentales. On ales propriétés fondamentales suivantes :

= En général, sid est une matrice x p etX ~ N,(u, X) un v.a. Gaussien de”, alorsy = AX estunv.a.
Gaussien d&”, eton ay ~ N (Au, AXAT).
(Suggestion : montrer qu¥’ est bien un v.a. Gaussien, en prouvant que toutes ses porjecont de v.a.
réelles Gaussiennes.)

m Donc, siy = a’ X alorsE{Y} = a’ p, etV{Y} = a’ Za, donc)y ~ N,.(a’ u,a”Za).

m  On déduit de la propriété précédente que les disiohstmarginales (des composantesXesont les suiv-
antes :X; ~ N (u, ;) conformément a l'intuition.
(Suggestion : appliquer la proggte precedente au vecteur de composantes; = J; ;.)

m Les composantes d& sont mutuellement indépendantes si, et seulemerX sst une matrice diagonale,
c’est-a-dire si les composantes sont décorrélées deleux.
(Suggestion : montrer que la condition est suffisante)

m LorsqueX est réguliere, et seulement dans ce cas, la densite etisaut
1

—exp

(2m)p/2 /I5]

Distributions conditionnelles. Si on partitionneX en deux sous-vecteu®; et Xs ak etp — k com-
posantes, respectivement de moyenmgest ., :

F(X) = (3 - W= X - ). (8.64)

_ | &
X = { X, } , (B.65)
la moyenne se partitionne selon
=| M B.66
=], (8.66)
et la matrice de variance-covariance se partitionne
Z:1.1 Z:1.2
Y= ' ' B.67
[ Sy, Sy ] (8.67)

La loi conditionnelle deX; lorsqueX'; est connu est alors une Gaussienedimensions

m d’espérance
B{X1|X5} = py + 1255 5(X2 — o). (B.68)

m de matrice de variance-covariance

Yiap=%11— 21,22i§22,1- (B.69)

On constate donc que la matrice de variance-covariancepend pas de la valeur ;.

Cas particulier : p = 2. Dans le cas particulier gii= 2 on a
s_| o pno (B.70)
pO102 cr% ’ '

ou
A cov{ Xy, Ao}

0102

p

est le coefficient de corrélation linéaire.
La distribution conditionnelle d&’;, étant donné&Y, est alors

X _
F(XL X)) ~ N (g + pm?T“Q, o1/1— p2). (B.71)

La densité n’exsiste que gi| < 1 dans ce cas particulier.
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Remarques et interprétations. On voit que la distribution Gaussienne est fortementéiéa notion de
linéarité. Une distribution Gaussienne est en effet usgidution qui garde sa structure Gaussienne lorsqu’on
effectue des transformations linéaires. D’autre partymies variables conjointement Gaussiennes, I'espérance
conditionnelle est une fonction linéaire, et la matricevdgance-covariance conditionnelle est indépendante de
la valeur de la variable qui conditionne. Enfin, il est pokesde diagonaliser la matrice de variance-covariance au
moyen d’une transformation linéaire (orthogonale). Uais fliagonalisée, les composantes sont indépendantes,
ce qui veut dire que dans le cas de distributions Gaussidanestion de dépendance probabiliste et celle de
dépendance linéaire coincident essentiellement.

Enfin, on voit que pour un couple de v.a. conjointement Gausss, le coefficient de corrélation linéaire
mesure la dépendance entre celles-ci. Il est nul si, eés®aiit si, les v.a. sont statistiguement indépendantes; il
vaut 1 si, et seulement si, I'une des variables est une famdétiéaire de I'autre. Enfin, il prend une valeur non
triviale si, et seulement si, les deux variables peuvenipsimer sous la forme de deux combinaisons linéaires
lineairement indépendantesde deux v.a. gaussiennes indépendantes.

Nous verrons dans I'annexe sur les statistiques que letbdisbns Gaussiennes jouent un rdle treés important
en estimation statistique, notamment a cause des fordgsiptés mathématiques qui les caractérisent. Pour te
miner, signalons que le theéoreme central-limite forenzitdessous s’applique également au cas des v.a. Gaussi-
ennes d&R?.

B.10 SUITES DE V.A. ET NOTIONS DE CONVERGENCE

Il existe differentes facons de définir la notion de cageaice de suites de v.a.. Nous les rappelons brievement
ci-dessous en indiquant les relations qui existent enseogons, s'il y a lieu.

B.10.1 Convergence en probabilité

Notation: -2

La suite(X,,) de v.a. réelles converge en probabilité vers la constarieve etn (arbitrairement petitshn
tel quen > ng entraine

P(|X, —a|l >¢€) <. (B.72)

On note alorgx,,) L,

On définit la convergence en probabilité d’'une suite de(\M& ) vers une v.aX’ comme la convergence vers
0 de la suitd X, — X).

B.10.2 Convergence presque siire ou convergence forte

Notation: 2%
La suite(X,,) de v.a. réelles converge presque sirement¥ersi :

P({w] lim X,(w) # X(@)}) = 0. (B.73)

On note alorg.x,,) 2% x.

La convergence presque sire implique la convergence &alpitité, c’est pourquoi on I'appelle aussi conver-
gence forte.

B.10.3 Convergence en moyenne d’ordre p

Si E{(X, — X)P} existeVn, alors on a
(X,) — X en moyenne d’ordrg si E{(X,, — X)?} — 0.
Le cas pratique usuel est la moyenne quadratigue ).
La convergence en moyenne d’orgranplique la convergence en probabilité.
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B.10.4 Convergence en en loi

Notation: —=-

La suite(X,,) de v.a. réelles converge en loi verde fonction de répartitiof’(-) si en tout point de continuité
x de F(-), la suite(F,(x)) converge ponctuellement veF§x). On note

(X,) =5 X, (B.74)

Il s’agit de la convergence la plus faible. En particuliargbnvergence en probabilité implique la convergence
en loi. Cette derniére est tres utilisée en pratique baipermet d’approximer la fonction de répartition @&, )
par celle deY, et réciproquement.

On montre que sF'(-) est continue alors la convergence est uniforme (plus quetpelfe). De plus, si les
F,(-) admettent des densités alors la convergence en loi imglajoonvergence ponctuelle des densités.

B.11 THEOREMES DE CONVERGENCE
B.11.1 Moivre-Laplace

Ce théoreme utile en statistiques, permet d’approximerlai binomiale par une loi Gaussienne. Il dit que, si
(X,,) forme une suite de v.a. binomialBsn, p), alors

X, —np

_n £ N0, 1). B.75
D) (0,1) (B.75)

B.11.2 Théoréme central-limite

Ce théoréme établit la convergence en loi vers la loi raderd’une somme de v.a. i.i.d. sous des hypotheses tres
peu contraignantes. Il dit que, 6k,,) forme une suite de v.a. i.i.d. de moyennet d'écart-typer (ces deux
moments sont donc supposés exister), alors

(Z&%%%ﬁﬁ)JLAKQU. (B.76)

On retrouve comme cas particulier le theoreme de Moiaplace, en prenant des variables de Bernouilli.
Contre-exemple : loi de Cauchy.

B.11.3 Lois des grands nombres

B.11.3.1 Loi faible des grands nombres. SoientX;,V: = 1,...n indépendantes d’espéranegfinies et
de variances; finies, alors

i - A
Si % dimy i = et# Yo 0? — 0, alorsX =

LS ", X esttelle que

x 2o (B.77)

innliar - P 1 n _ 1 n 2 _ o2
Cas particulier : les v.aY; sonti.i.d.p, 0. Onaalors: > ", ;= pet=5 3" o0f = <.

B.11.3.2 Loi forte des grands nombres. SiSii > " 4 — petd %‘2 — q, alorsX¥ 2 LS LX
est telle que
X 22 (B.78)

: [P i 1 n _ n ;2 . o2xn 1 :
Cas particulier : les v.ax; sonti.id. u, 0. Onaalors: > " p; = pet) ", % = o) " =, qui
converge.
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Notes

1. Le terme consacré est en réalitedlgébre de Boole” ou “tribu”. Le terme “algébre” est n@ement réservé au cas ou la troisieme
propriété est relaxée a I'union finie. Cependant, darssilte nous utiliserons la plupart du temps simplementtedéalgebre” étant entendu
que dans le cas infini il faut comprendrealgébre.

2. Dorénavant nous utiliserons la notatidn, As, . .. pour désigner une suite dénombrable (éventuellemeir) firensembles.

3. LanotationA; | A désigne une suite d'ensembles, telle que, C A; et(), A; = A.

4. C'est-a-dire les-algébre de tous les ensembles qui peuvent s’exprimer laofassme d’'une union ou d’une intersection finie ou
dénombrable de semi-intervalles. On appelle cet algehréu Borelienne.

5. Cependant, dans le cours de théorie de I'information ontrara qu’en moyenne l'incertitude concernant une egpée aléatoire
diminue, lorsqu’on utilise de I'information complémeinéa

6. En toute généralité, on peut montrer que toute fonatie répartition peut se décomposer en une somme de troisgef’'(z) =
Fe(z) + Fy(x) + Fs(x)) tels queF. soit absolument continue (continue et dérivablg),est discrete, ef’s (composante singuliere) est
continue mais ne possede pas de dérivee. Nous suppasens g 0.






C RAPPELS DE STATISTIQUE

“No amount of experiments can ever prove me right; a single
experiment may at any time prove me wrong.”
- Albert Einstein

C.1 INTRODUCTION

La statistique comporte deux volets principaux compléess.

Le premier volet est appelé statistique exploratoire aedptive et a pour but de synthétiser, résumer, struc-
turer I'information contenue dans des bases de données)elhut de permettre a un expert humain de I'analyser.
Elle utilise pour cela des représentations des donnaesdigerses formes numériques et graphiques adaptées
aux facultés d’analyse humaines et aux types d’informatau’on cherche a présenter. On utilise aussi le terme
plus neutre d’analyse de données. Loutil informatiqueej@videmment un role prépondérant en analyse de
données, et il existe a I'neure actuelle un nombre crois$a logiciels interactifs qui permettent de synthéteter
de visualiser I'information contenue dans des bases deébsufe grande taille.

Le deuxieme volet est la statistique inférentielle, gisieva inféerer a partir des échantillons observés des
caractéristiques relatives a une population. La siatistinférentielle fait partie d'un domaine plus gérgra
appelé apprentissage automatique et faisant appef@rtince inductive. L'inférence inductive consiste eied
formuler (ou a rejeter) des hypothéses généralesta gabservations particulieres. A l'intérieur de cerdaine,
les méthodes d'inférence statistique se caractéresesgntiellement par le fait qu’elles formulent des hypsés
de nature probabiliste. Une fois formulées, ces hypehesrmettent ensuite de faire des prédictions quant au
comportement de futures observations. Le calcul des pilitdajoue évidemment un rdle privilégié dans ce
contexte.

Il faut noter que les activiteés d’analyse de données effé’ence inductive constituent un pan important des
méthodes utilisées dans la plupart (sinon toutes) lesgdiises scientifiques. Par ailleurs, dans la vie de tous les
jours leur utilisation (informelle) nous permet d’appremd partir de nos expériences. Mais, comme le souligne
la citation d’Albert Einstein en téte de chapitre, dansdendine du raisonnement inductif on ne peut tirer des con-
clusions définitives, car on n’est jamais a I'abri de ndiegsobservations qui viennent contredire ce qui pardissai
presque certain au vu des observations antérieures. |&@’esison pour laquelle le calcul des probabilités joue
un role aussi fondamental dans ce domaine, car il fourninodele mathématique non seulement pour décrire
les phénomenes physiques, mais aussi (et sans doute derenglos fondamentale) pour quantifier le degré de
confiance que nous pouvons avoir en une telle description.

La démarche habituelle, lorsqu’on est en présence d'ase e données, consiste d'abord a utiliser des
méthodes d’analyse de données de facon a se familiakise ces données et a formuler des hypotheses géséral
(indépendance, linéarité, normalité...). Ensuite,uilise des méthodes inférentielles afin de construge d
modeles plus précis et de quantifier la confiance qu’on genit dans ces modeles.

C.1
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Dans cet appendice nous ne parlerons pas des méthodelyséati@ données (les méthodes élémentaires ont
été vues au cours de statistique, et d’autres seront wueswas d'apprentissage inductif appliqué). Nous nous
contenterons de rappeler un certain nombre de conceptgésudléats importants en statistique inférentielle, en
nous limitant pour I'essentiel aux problemes unidimensils.

C.2 NOTION D’ECHANTILLON STATISTIQUE

On dispose d’une suite a priori ordonnég -, .. ., x,, d'observations d’'une certaine grandeur physique. Les
x; peuvent représenter des données simples (par exempl@jlles d’individus successifs rencontrés par une
personne particuliere) ou complexes par exemple les messaectroniques successifs recus par une certaine
personne. Nous utiliserons généralement le terme “ob#en” pour faire référence a I'un des et le terme
“échantillon” pour faire référence a I'ensemble d’eb&tionsry, 2o, . . ., Ty,

La notion d’échantillorstatistiqueapparait lorsqu’on formule une ou plusieurs hypothesesature prob-
abiliste sur le mécanisme qui produit les échantillonar &emple, une bonne partie (mais certainement pas
toutes) des méthodes d'inférence statistique font ldtlgpse d’observations “indépendantes et identiquement
distribuées” (i.i.d.).

Il est important de remarquer a ce stade que I'hypothésegar I'analyste peut ne pas coller avec la réalité.
Par exemple, si les observations sont effectuées sur wensgdont les caractéristiques évoluent au cours du
temps ou qui présente une certaine mémoire, I’hypottigést ne sera pas valable.

Par ailleurs, dans de trées nombreux cas, les échantiions sélectionnés d’'une maniere ou d’une autre
par I'expérimentateur, ce qui peut introduire égalented biais involontaires. Dans d’autres cas (par exem-
ple dans les sondages) on introduit volontairement un lassde I'échantillonnage dans le but de maximiser
l'information utile dans I'echantillon.

Nous reviendrons sur ces aspects ultérieurement. Pouwsr@emt nous supposerons que nous avons effective-
ment a faire a des échantillons i.i.d. Notons qu’on pamitt,\du point de vue probabiliste, un tel échantillon de
deux fagons :

m leszq,o,...,xz, corespondent & réalisations d’'une variable aléatoifé(w) : =, = X(w;), avecw ~
(©,&,P(-)).
m (21,29,...,2,) = X" (w™) correspond a une unique réalisation d’une variable vtk définie sur I'espace

produitw™ ~ (Q™, ™, P"™()).

C.3 THEORIE DE L’ECHANTILLONNAGE

La théorie de I'echantillonnage étudie les propisétki n-tuple (x1,xo,...,x,) et principalement des car-
actéristiques le résumant, a partir de la distributioppsée connue de la variable On appelle de facon
génériquestatistiquetoute grandeur qui peut s’écrire comme une fonction (as saut a fait général du terme)

flay,xa, ... xy). (C.2)

Comme nous pouvons voir notre échantillon comme unesdtadin d'une v.a. vectorielle sur I'espace produit, il
s’en suit qu’une statistique définit une variable al&atoNotons qu’une statistique peut étre a valeurs dissre
réelles (le cas le plus fréquent), vectorielles ou méonetionnelles. Par exemple, en apprentissage automatique
on déduit d’'un échantillon des fonctions entrée/sqgiex. des regles de décision); ces fonctions sont dosic de
fonctions aléatoires, ce qui veut dire qu’elles définissen réalité une famille de variables aléatoires iadic”
par les variables d’entrée. D’allleurs, le premier exearge statistique que nous allons discuter ci-dessous est
également une fonction aléatoire.

Notons qu’un certain nombre de résultats en statistiqné d® nature asymptotique, ce qui veut dire qu'ils
sont valables lorsque — +o0.
C.3.1 Fonction de répartition empirique d’un échantillon

Nous supposons qug € R. Soit alors un échantillon, . .., z, i.i.d. et désignons par
Fyooen (@) (C.2)
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Figure C.1.  Fonctions de répartition empiriques

la proportion des: valeurs dex; inférieures ac. Il est clair que quel que soit I'échantillon cette fonctiest
croissante, et que

IEIPOO Fy .. (x)=0et zgrfoo Fyoo o (@) =1 (C.3)
On voit également que la fonction est constante par morcegprésente des discontinuités (sauts d’amplitude
%) aux pointsr = x; qui correspondent aux observations.

La figureC.1résume graphiqguement deux exemples de fonctidt(s) obtenus pour différents échantillons
d’'une méme variable aléatoire dont la fonction de répant F'(z) est également illustrée (en traits interrompus).
Ici nous avons supposé que les échantillons ont étéenoties par ordre croissant de leurs valeurs.

Si lesz; sont numérotés par ordre croissant de leurs valeurs on a

F::h...,mn('r) - ’ Sl r < T,
Fpooe (@)= sz <z<ua, (C.49)
Fm*la"'vmn(x =1 SI z Z T

OnvoitqueFy, . (z)prend l'allure d’une fonction de répartition d’'une vari@bliscrete. Nous allons voir
que lorsque la taille de I'echantillon tend vers l'infingtte fonction converge vers la fonction de répartitfo:)
de la variable aléatoird’, et que la fagcon dont cette convergence se manifeste égiendante de la forme de
F(z). LavaleurF;, . (z), pourn donné etvz € R constitue une variable aléatoire réelle comprise dans
l'intervalle [0, 1]; nous la noterong’: (z).

On a alors les trois théoremes suivants :
Théoréme 1.

Pour tout x et pour. — oo, on aF*(x) =3 F(x).
Théoreme 2 (Glivenko-Cantelli).

La convergence d&’*(-) versF'(-) est presquetsement uniforme, c’esi-dire que :

D,, = sup |F*(z) — F(x)| %3 0.
T€R

La grandeuD,, est aussi appelée distance de Kolmogorov-Smirnov enfomtdion de répartition empirique
E(z) etlafonction de répartitioft’(x).

Théoréme 3 (Kolmogorov).

Pour toutn, la distribution de la variableD,, est independante de I'allure de la fonctidf(z) qui caracerise
la v.a. étudiee.

Asymptotiquement(> 35), elle okeita I'équation suivantedy > 0 :

k=+oc0
lim P(ynD, <y)=K(y) = —1)ke 2V,
Jim P(y/nD, < y) = K(y) k;m( e

Ce dernier théoreme permet de formuler de nombreux tdsgpathése en statistique inférentielle. Les quan-
tiles deD,, correspondant a difféerentes valeursidsont tabulées dans la plupart des recueils de statistique e
tables numériques.
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Ces trois théoremes constituent sans doute le réselphtis fondamental en statistique, puisqu’il est a la base
de la justification de I'usage des échantillons.

Notons que ces résultats se généralisent de diverseemsnen particulier on montre que si on dispose
de deux échantillonsy,...,z, etz],..., 2/, issus d'une méme population (mém&zx)) alors la distance
de Kolmogorov-Smirnov entre les deux fonctions de répartiempiriquest (z) et £, (z) a une distribution
indépendante de la forme dé&(x). Ce résultat permet en particulier de formuler un test pdiiese “non-
paramétrique” pour comparer deux échantillons.

C.3.2 Distributions d’échantillonnage de certains moments

Les notions d’estimateurs, de biais et de variance sontidéfile maniere plus précise a la section suivante.

Nous décrivons ci-dessous les propriétés elemeargdies statistiques les plus utilisées, et en anticipaha su
section suivante nous indiquons les qualités des estimrsatg’on peut en déduire.

C.3.2.1 Moyenne d’échantillon.
Nous rappelons que la statistigdieest la moyenne d’échantillon définie par

T - % z": X, (C.5)
i=1
Ona
E{X} = E{X}, (C.6)
et 1
V{X} = EV{X}' (C.7)

pour autant qué& { X'} existe.

Lorsquen — oo, V{X} — 0. Il s’ensuit queE{X’} converge en moyenne quadratique vBist'}. Les lois
des grands nombres permettent d’affirmer que pour autant'que} est finie, E{ X’} il E{X}etE{X} "%
E{X}.

Le théoreme central limite nous dit que sous les mémedittlons E{X’} converge en loi vers une loi Gaussi-

enne, indépendamment de la formelder). Cependant, nous attirons I'attention du lecteur sur fedae la
forme deF'(x) influence (notablement) la vitesse a laquelle cette cgarere en loi est assurée.

En particulier, nous savons déja queXsi~ N (u,0?) alors X' qui est combinaison linéaire de variables
Gaussiennes indépendantes est distribuée de facosi€ansyn fini.

C.3.2.2 Probabilité d’'un événement.

Soit une variable aléatoire discréteprenant la valeut avec une certaine probabilitéet la valeur) avec la
probabilittq = 1 — p. On dit qu’une telle variable est une variable indicatriaencevénement. En effet, on peut
toujours définir 'ensemblel C Q défini par

A={weQXw)=1}. (C.8)

Cet ensemble doit faire partie decar sinon la fonctioX (-) ne définirait pas une variable aléatoire (elle ne serait
pas mesurable). Nous utiliserons frequemment de telléablas indicatrices, et nous utiliserons la notation

X () =1a(). (C.9)

Notons queE {14} = P(A) etV{la} = P(A)(1 — P(A)). Par conséquent, la moyenne d’échantillonide
fournit une estimée d&(A), et asymptotiguement cette estimée sera distribuéei gddlossienne de variance
LP(A)(1 — P(A)). Pourn fini, la loi est une loi Binomialé3(n, P(A)).

C.3.2.3 Variance empirique.
La variance empirique, désignée |&r (nous utiliserons également la notatidt) est la grandeur suivante

s22l 3 (- X2 (C.10)
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Il est important de remarquer que dans cette formdkest la moyenne d’échantillon et non la valeur/gx'}.

On montre que
n—1

BE{S*} = V{x}, (C.11)

n

ce qui veut dire que la variance empirique sous-estime lavee d’autant plus que I'échantillon est petit. Elle
est donc biaisée.

On montre ques? et X' sont asymptotiquement non corrélées quelle que soitnetifon de répartitior’(z).
De plus, sila loi est symétrique (i.€(z +p) = 1 — F(z — p) oup = E{X}), alorsS§? et X sont non corrélées
pour des tailles finies de I'eéchantillon. $iest Gaussienne, alors

nS?
v{x}

suit une loi eny? _,. De plus, comme cette distribution est symétrigseet X' sont non corrélés, et on montre
gu’elles sont également indépendantes. Sous ces aomglitioute I'information contenue dans I'échantillon
relative aF'(x) est fournie par ces deux statistiques.

On montre que la statistique suivante (obtenue en rempiagams C.10 X par E{X'})

s L % an(xi ~ B{X})2 (C.12)

i=1
est un estimateur non-biaisé Ug X'} :
E{8"*} = V{x}. (C.13)
Cet estimateur n’est cependant utilisable que si on disgose connaissance a priori d&{ X'}.
Evidemment I'estimateur

52, (C.14)

est non-biaisé. Cependant, sa variance est plus élexeestie de2{S?}.
C.3.2.4 \Vecteur aléatoire Gaussien.

Soitxy,. .., x, un échantillon d’'un vecteur aléatoifé ~ N,(u,X). Notre échantillon peut donc étre vu
comme un tableau delignes etp colonnes.

On désigne paX’ la moyenne (vecteur) de I'échantillon définie par

_ A1
X EZX“ (C.15)

% Xn:(xi - X)(x; - x)T. (C.16)

On montre, a partir des propriétés des lois Gaussierfieagipendice B), qu&” ~ N, (u, %2). La matrice
V suit une loi de Wishart a — 1 degrés de libertés (voir§ap9().

C.4 ESTIMATION

L'estimation consiste a donner des valeurs approchéegamametres d’une populatidp, o, F(x),...). Idéale-
ment, le but est évidemment de choisir des estimateursaslgrécis et robustes. Malheureusement, ces deux
qualités sont en général antagonistes.

Dans ce qui suit nous allons désigner de fagcon génépguele parametre qui est estimé. Nous supposerons
qued peut prendre ses valeurs dans un certain ense@liefini a priori. Cet ensemble peut étre une partie de
R, deR? ou d’'un espace de fonctions.
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Figure C.2.  Intervalles de confiance

Une partie trés importante des statistiques est dedi@&aeloppement d’estimateurs ayant de bonnes per-
formances dans diverses conditions. Les conditions pagukdles un estimateur est développé peuvent étre
spécifieées selon differents criteres

m taille des échantillons (statistiques asymptotiquessiggpéchantillons),

caractéristiques des distributioR$x) (statistiques paramétriques vs non-paramétriques)

robustesse (vis-a-vis d’écarts aux hypotheses)

échantillonnage (indépendant, structuré, corrélg,

m avec connaissances a priori (de certains moments, de |& foedi(z), ...)

Dans ce qui suit nous allons surtout considérer le casdeméllons i.i.d. et définir la notion d’estimateur et
les principales caractéristiques utilisées pour leid&c

Notons qu'il existe essentiellement trois stratégiesrgstimer une grandeur

Estimation ponctuelle. Dans ce cas on utilise une fonction de I'eéchantillon (ursistique7) pour estimer
la valeur du parameétre. Nous venons de donner quelquespe®iestimateurs ponctuels dans la section
précédente.

L'estimation ponctuelle consiste donc a choisir une vafigu= © comme étant la valeur la plus plausible du
parametre.

Estimation par r égion de confiance.L'idée est de construire un sous-ensemble de valeurs cungdred qui
sont compatibles avec la valeur observée de la statisfiguRour une valeur donnée @@n peut construire un
intervalle de valeurs podf de probabilité donnéd (— «). On accepte alors une valeur@leomme plausible
si cet intervalle contient la valeur de déduite de I'échantillon. Enfin, on définit la région dméiance d&
comme I'ensemble des valeurs#@lacceptées par cette procédure. Cette procédure estélbua la figur€.2.
Pour une valeur donnée dela borne inférieure (resp. supérieure) de l'intervaléeprobablitél — « pour
7T est donnée par le point de la courbe en traits interromgaséure (resp. supérieure). Fireprésente la
valeur de7 calculée sur base de I'échantillon, on voit que I'intélevale confiancgd;.¢, 6s.;,] €st obtenue a
partir des points d’intersection dela droife= T et ces deux courbes. Cette approche, illustrée ici daresle ¢
ou# est un parametre scalaire, peut eévidemment se gés@rali cas de parametres vectoriels. On parle alors
de régions de confiance.

L'estimation par région de confiance consiste donc a ahaissous-ensemble de valeys C ©.
Estimation Bayesienne. Dans cette approche on considere que le paramétre aest@trune variable aléatoire,

caractérisée par une certaine distribution de proliétzlpriorip(#). On se sert ensuite de I'échantillon pour
“conditionner” cette distribution de probabilité, ce glainne par application de la formule de Bayes

__ p@O)p(x1, ..., zn|0)
Jop(@i,. ...z, ]0)p(0)do”

Lorsque les échantillons sont indépendants on peut @raptians cette formule le termex, . . ., x,|0) par

H?:1 p(xi|9)'

p(0lay, ... xp) (C.17)
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Figure C.3.  Biais et variance d'un estimateur

L'estimation Bayesienne consiste donc a construire unddgorobabilité sur I'ensembl®. Il est évident
gu’'a partir d’'une telle loi on peut extraire une région @aftance (p.ex. telle quﬁ%p(mxl, ceeyp)df =

1 — ) ou un estimateur ponctuel (p.ex. tel qu@éy|z1, - . ., z,) Soit maximale). Mais ces régions ou valeurs
ponctuelles dépendent du choix g@) et sont donc en général differentes de celles obtenuelepaeux
méthode précédentes.

Nous allons nous limiter ici a I'estimation ponctuelle, farsant cependant remarquer que le paramgpeut
trés bien désigner un vecteur, voire une fonction désnieun ensemble quelconque.

Estimation paramétrique. Dans ce qui suit nous allons nous intéresser a une fanelfgablemes d’esti-
mation qui se posent comme suit : on dispose d'un échamtillg. .., z, i.i.d. selon une loi discrete ou con-
tinue F(X) qui appartient & une famille supposée connue de lois &sdipar un ensemble (fini) de paramétres
01,6, ...,0, inconnus. Cela veut dire qu’une fois que les valeurs de cempztres sont toutes connues (et
seulement dans ce cas) on dispose d’une connaissancestem@lla l0iF'(X). Lorsque nous en aurons besoin,
nous mettrons en évidence ce fait en notant cett&(lgis, . g,,)(X).

Dans de nombreux cas, on ne souhaite pas d’'information coacecertains des parametres inconnus. On les
désignera par le terme générique de parametres fastt@hdans ce qui suit nous noteronsfplarsous-ensemble
(éventuellement réduit a un seul élément) des par@s8 , 62, . . ., 65, qu’on souhaite estimer.

C.4.1 Qualités des estimateurs ponctuels

Soitf le parametre a estimer, et s@itun estimateur ponctuel, c’est-a-dire une fonctionilgde notre échantillon
dont le domaine de valeurs est compatible avec les valeoeptables pouf (par exemple s est une variance
il faut que7 soit au moins positif; s est la probabilité d’'un événement il faut giec [0, 1]...).

Liberté. Un estimateurZ de 6 est dit libre si la loi de probabilité d& est indépendante des valeurs des
parametres fantdbmes. Un cas particulier trivial d’estiear libre se présente lorsqu’il n'y a pas de parametres
fantdbmes.

Par contre, nous avons vu que la distribution d’échamtiiige de la moyenne empirique dépend en général
de la variance d&’. Par conséquent, si celle-ci est inconnue elle constituganametre fantdme influent, et la
moyenne empirique n’est alors pas un estimateur libre.

Convergence. La premiere qualité qu’on demande la plupart du temps astimateur est que s — oo
alors7 — 6. On dit que I'estimateur est convergent ou “consistentg(i@isme).

Pour un paramétre quelconque on peut construire un teeglgrombre d’estimateurs convergents. Par exem-
ple, les estimateurs décrits a la section précédemieteas convergents. La question se pose donc de choisir
parmi tous ces estimateurs ceux qui auront de bonnes penfmas pour des tailles finies d’un échantillon, ce qui
conduit a la notion de précision.

Biais et variance. La figureC.3représente graphiquementla distribution d’échamtitlage d’'un estimateur
7T ded, pour deux tailles de I'eéchantillon. Pour plus de clartéus notons paf,, I'estimateur obtenu a partir
d’une taille d’échantillom.
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L'erreur d’estimatioriZ,, — 6 (variable aléatoire) se décompose en deux termes alaines7,, — E{7,} et
E{7,} — 0, ou E{T,} est'espérance de I'estimated, — E{7,} représente les fluctuations aléatoiresIge
autour de sa moyenne, tandis qti€7,,} — 6 est assimilable a une erreur systéematique. Cette gaa‘aippelle
le biais.

Si on mesure la précision d’un estimateur par son erreuttrgtigue moyenne, définie par
E{(T, - 6)*} (C.18)
alors on peut décomposer celle-ci en un terme relatif at@xce et un terme relatif au biais. En effet, on a

E{(T, -0’} = B{{(T. - E{T.}) + (B{T.} - 0)]*}

BE{(T, = E{T:})*} + 2E{(T., — B{T:})(E{T.} - 0)}

+E{(B{T.} - 0)*}

V{T.} + [E{T.} - 0)*. (C.19)

= B{(T, - 6)*}

En effet,
2B{(T;, — E{T,})(E{T.} — 0)} = 2(E{T} — O)E{(T,, — E{T,})} =0

carE{(7, — E{7,}} =0, et
E{(B{T.} - 0)"} = [E{T.} - 0",

puisqueE{7,} — 0 est une constante.

Cette formule est d’'une importance capitale. En effet, lntre que I'erreur quadratique moyenne d’'un
estimateur est composée des deux termes suivants :

Biais. C’est I'erreur quadratique de I'estimateur moyen obtenlad®@aniere suivante : on préléve un premier
échantillon de tailler (z1,...,z.) et on calculel’! = T'(x1,...,zL), on répéte cette procédure un nombre
infini de fois et on calcule la moyenfg, des valeurd! obtenues (la loi des grands nombres assure que cette
moyenne converge vers{7,}). Le résultat de cette procédure donne ce que nous appsldans la suite
I'estimateur moyen pour un échantillon de taille L'erreur quadratique de cet estimateur moyen est le biais
au carré.

Variance. C’est 'écart quadratique moyen des modeles constritilessus par rapport a I'estimateur moyen.

Nous verrons ci-dessous, lorsque nous parlerons de laggign linéaire (et de maniére plus approfondie au
cours d’apprentissage automatique), que dans les presldiastimation fonctionnelld (st alors une fonction
6(-) d’un certain nombre de variables), ces deux grandeursntay@éralement de facon antagoniste, la variance
augmentant lorsque le biais diminue et réciproquemenshie telles situations on est amené a un compromis
entre biais et variance.

Discussion.

Lorsque la vraie valeur dé est inconnue, ni le biais, ni la variance, ni méme I'erreuadratique moyenne
d’estimation que nous avons définie plus haut, ne sontteiment accessibles a I'expérimentateur, a moins de
disposer de tailles d’échantillons énormes, ou d'w@ilides techniques de ré-échantillonnage que nous disaste
brievement a la fin de ce chapitre.

Dans le cas fréquent en pratique ou on estime I'espénaratieématique d’'une variable aléatoire (probleme
de régression) a partir d’'un échantillen, . . ., x,, de cette v.a., on utilise pour cette raison souvent une autre
mesure, accessible a I'expérimentateur, appelée regqueadratique empirique moyenne (MSE) et définie de la
maniere suivante :

n

Al
MSE = — i — To(z1, ... 20)|> C.20
- ; i = Ta(1, )| (C.20)
Nous savons que la valeiit = E{X'} minimise I'espérance mathématique de cette grandeap@éndice B).
C’est pourquoi, certaines méthodes d’estimation coesist choisir dans un ensemble de valeurs candidates la
valeur d€eT’, qui minimise I'erreur quadratique définie p&ar.20), pourapprendrda valeur de d€,; I'echantillon

x1,...,x, porte alors le nom d’échantillon d’apprentissage.
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Désignons paf™SE 'estimée ainsi obtenue. Comme dans la form@e() les échantillons;; et I'estimateur

TMSE(zy, ..., x,) ne sont pas indépendants, il n’est pas possible en datetdéduire I'espérance mathématique
de MSE, et encore moins sa distribution de probabilité.
Par contre, si on dispose d’un échantillon de test indépende taillem, =1, ..., , on peut calculer la
grandeur suivante
1 m
MSE(TS) 2 — 3l = TN, ) (C.21)

i=1

A la limite, lorsquem — oo cette grandeur tend vers
Ex{(X = T)z1,...,2,))%} (C.22)

ou I'espérance mathématique est prise par rapportehergillons de test. Cette grandeur donnera une évatuatio
non pas de I'estimateur en général, mais bien de la vaktimee a partir de I'échantillon,, ..., z,. Si nous
prenons I'espérance mathématique de cette grandeuaaont a la distribution des échantillons d’apprentissa
nous aurons

E{(X = T,)*} = Ex, .2 {(Bx{(X = To(X1,.... X.)*})}, (C.23)

ou nous avons explicité sur quelles variables les oraid’espérance mathématique portent. Un calcul assez
similaire au précédent donne le résultat suivant

B{(X = T)2} = V{X} + V{To} + [B{T,} — E{X}]. (C.24)

Le nouveau terme qui vient s'ajouter aux deux précédesttdaevariance de la variable aléatoite Nous
verrons, au cours épprentissage Inductif Applig@ique ce terme porte aussi le nom d’erreur résiduelle (et est
parfois qualifié de “bruit”). Ce terme ne dépendant pas digenestimateur, est en effet inévitable. Il s'agit
de l'incertitude concernant la valeur prise par la variaddkatoire X’ lors d’'une expérience dans laquelle on
connaitrait parfaitement la valeur de{X'}. Il s'agit donc de l'incertitude suX’ que notre estimateuf de
E{X} ne peut de toutes facons pas résoudre, méme s'il est deebide variance négligeables.

Lorsqu’on parle d’erreur d’estimation, il faut donc bieiréaattention a ce a quoi on fait référence : si on fait
référence a I'estimation d’un parametre tel que la nmoyge qui caractérise la distribution d’une variable tl&a
on doit comptabiliser biais et variance de I'estimateur. p&i contre on parle de I'estimation de la variable
aléatoire elle-méme, il faut en outre ajouter la variatieeelle-ci. Dans les sous-sections suivantes nous allons
nous focaliser sur I'estimation de parametres.

Estimateurs sans biais et de variance minimale. On dit que I'estimateur est sans biaig&i7 } = 6.
On peut définir des estimateurs sans biais pour une classe lasge de familles de distributions.

Si, parmitous les estimateurs sans biais il en existe unldeatiance est inférieure ou égale a celle des autres,
pour une famille de loig”(X'), on dit que cet estimateur est de variance minimale, ou erefticacé. Notons
d’emblée qu’'un estimateur est en général efficace senepour une famille réduite de distributioA%.X’). On
montre que la moyenne empirique est un estimateur efficaceyme loi Gaussienne.

On dit gu’un estimateur est asymptotiquement efficace sglee la taille de I'echantillon devient infinie il
tend vers un estimateur efficace.

Notons qu’un estimateur sans biais et de variance minimed pas nécessairement le plus précis. En d’autres
termes, il existe parfois des estimateurs biaisés dordriance est inférieure a celle d’un estimateur efficate, e
ceci suffisamment pour compenser leur biais.

On montre que si un estimateur efficace existe il est uniges¢ue partout).

Exhaustivité. Soit § un parameétre scalaire de la distribution de probabilitésyt, et soitzy,...,z, un
échantillon aléatoire i.i.d. selon la loi de probaleiipy (-) ou nous mettons en évidence la dépendance de cette loi
vis-a-vis du parametma Comme nous l'avons souligné ci-dessus, la lodlpeut dépendre d’autres parametres,
qui agissent alors comme des parameétres fantdmes. Rapkxesi nous supposons que la loi est une loi expo-
nentielle, nous savons que le parametta caractérise entierement. Mais si nous faisons eéfér a I'estimation

de la moyenne d’une loi Gaussienne de variance inconnuari@nce sera un parametre fantdme.
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On dit que7 est une statistiqgue exhaustive si toute I'information @nant) contenue dans I'échantillon est
aussi contenue danfs. Autrement dit,7” est exhaustive si

(X1, ..., X, |T) (C.25)

est indépendante de

Notons par
E(Xl,. ..,Xn;eo) (026)
la densité probabilité sk’ est continue (resp. la loi de probabilité,siest discrete) d’observer I'échantillon
X1,...,X,, sous I'hypothése que= 6,. Cette grandeur porte le nom de vraisemblance, et en afig&isood

Soit alors7 une statistique (fonction de, . .., x,,) et soitg(7; 6y) la densité (resp. loi) de celui-ci. On peut
montrer queZ est exhaustif si on peut factoriser la vraisemblance de lagénasuivante :

LXK 0) = g(T(Xr,. o, X)) R, ). (C.27)

Limportance de la notion d’exhaustivité d’une statisigprovient du théoreme suivant :

S'il existe une statistique exhausti¥eet un estimateur efficace, ce dernier pegcsire sous la forme d’'une
fonction de7 seulement.

C.4.2 Méthode du maximum de vraisemblance

Observons tout d’abord que lorsque les échantillons sioaht fa vraisemblance se factorise en

L(Xr, ... X 0) = ﬁz(;q-;e). (C.28)

=1

La méthode du maximum de vraisemblance consiste a cleoisime estimateur dela valeurd* qui maximise
la vraisemblance. C’est donc la valeur du parametre qup&agitre I'échantillon comme le plus probable.

Appliquons ce principe a I'estimation de la moyenne’une loip, (X'). Prenons le logarithme d€ (29 :

log L(x1,...,xn; 1) = »_logpy(i), (C.29)
=1

qui doit étre maximale. En prenant la dérivée par rapparbon obtient une équation gn

n

1=1 aM ’ .

dont la solution (pas nécessairement unique) fournit timageur dit au maximum de vraisemblance.

Suggestion : montrer que si la loi d& est une loi Gaussienne, I'estimateur au maximum de vraikseToé
de I'esgerance matbmatiquen estX’. Peut-on en @duire des conditions plusggérales sous lesquellek est
encore une estige au maximum de vraisemblance ? Chercher un contre-exa®d&ol X', a contrario, n'est
pas une estige au maximum de vraisemblance.

Notons, pour finir qu’un estimateur au maximum de vraisemt#Ban’est pas nécessairement non-biaisé.
Cependant, on montre qu’il est convergent et asymptotiguesans biais et efficace.

Relation entre l’estimation au maximum de vraisemblance et 1’estimation Bayesienne.
Notons tout d’abord que la vraisemblance de I'échantilsnidentique a la probabilité conditionnelle de celui-c
étant donné la valeur d& On peut donc écrire pour I'estimation Bayesienne

_ p(O)L(x1,. .. ,x,;0)
Jo L(z1,... ,xn;0)p(0)dl

p(0)z1, ..., zp) (C.31)
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Il s’en suit que sp(f) est indépendante di(c’est-a-dire uniforme sud) on peut écrire

E(xlv <oy I 9)
Olzy,...,z,) = —— 12 C.32
p( |.§C1, y L ) h(l’l,...,.’L'n) ( )
OUh(z1,...,2y) = f@ L(x1,...,x,;0)d0 estindépendantde En d’autres termes, la valeur deui maximise
la vraisemblance est aussi celle qui maximise la probatmbnditionnelle(0|z1, . .., x,).

Sip(#) n'est pas uniforme, alors, dans la démarche Bayesierleeg pbur effet de renforcer la probabilité a
posteriori des valeurs deles plus probables a priori.

Voyons comment cet effet se manifeste lorsguarie. Prenons le logarithme des deux membre<del et
supposons que les échantillons sont i.i.d. selon ladot’). On a

1 1 1
~logp(flas,... zn) o< ~logp(d) + — ;bgm(%), (C.33)

ol nous n'avons retenu que les termes qui dépendefitetadivisé par la taille de I'eéchantillon. Lorsque
n — oo le premier terme du membre de droite tend vers zéro. Le setmome tend, si la limite existe, vers la
grandeur suivante

E{log ps(X)} = / po- (X) log py(X)dz (C.34)

si X est distribuée selon la loi (densit&)-.
Nous verrons au cours de théorie de I'information que ladear suivante

D(Pe*

A po-(X)
po) = | po-(X)log dx (C.35)
)2 [
désigne la distance de Kullback-Leibler entre les deutxidigions. Si cette grandeur existe, elle est positive, et
nulle si, et seulement giy- (X) = po(X'), autrement dit si, et seulementtsi= 6*. On peut écrire.34 en
fonction de cette grandeur

E{logpy(X)} = —D(pe-

po) — Ha(X) (C.36)
ou

Hal) 2 = [ po- () logpo- (X)da (€37)
désigne I'entropie différentielle de la v.&. (voir également cours de théorie de I'information).

On peut donc tirer les conclusions suivantes : si les digiohs de probabilités indicées paadmettent des
entropies, alors pour suffisamment grand on auvd tel quep(d) # 0

%10gp(9|:101, ceyXn) X —D(po+||po) — Ha(X) + € (C.38)
avece — 0 lorsquen — oo. Cela veut dire que lorsque la taille des échantillonseatgvinfinie, et pour autant
quep(f) > 0 surO, la valeur d&¥* qui maximise la probabilité a posteriori tend vérs indépendamment de la
forme de la distributiop(6). La solution la plus probable au sens Bayesien devient dienttique a la solution

au maximum de vraisemblance. De plus, en prenant en compteriportement asymptotique du dénominateur
de (C.31), on peut se convaincre que la }gb|x1, . .., x,) se concentre de plus en plus fortement autour de son
maximum.

Asymptotiquement, les approches Bayesiennes et du maxieumaisemblance tombent donc d’accord. On
en déduit que I'approche Bayesienne est surtout inténésdorsque: est petit, car elle permet de prendre en
compte de fagon cohérente 'information a priori disgmaisuré, information dont I'impact sur le résultat sera
d’autant plus forte que I'échantillon est petit.

C.4.3 Minimisation du risque

Pour terminer nous allons brievement décrire la méthidedminimisation du risque qui est de plus en plus utilisée
notamment dans les problemes de régression.
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Dans le cas scalaire, elle consiste a définir une fonct@ristiueR(X', #) qui mesure 'écart entre la vari-
able aléatoire scalaire et un parameétre censé estimeddar la plus réaliste de celle-ci. Vue sous cet angle,
I'estimation revient alors a choisir le paraméiriel que I'espérance du risque

E{R(X,0)} (C.39)

soit minimale. Une méthode trés générale pour atteindt objectif a partir d’'un échantillon consiste a chrdés
valeur du parametre qui minimise le risque empirique,tezedire la valeufl”: ded qui minimise

LS Riz0). (C.40)
i=1

On montre, sous des hypotheses tres généralésp(d) que cette méthode est consistente, c’est-a-dire que
lorsquen — oo, TF — 0*, ou#* est la valeur qui minimise I'espérance du risq@e39).

Suggestion : montrer que si le risque eéfidi par I'ecart quadratiqueR(X, §) = (X — 6)? alors 6* estégal

AE{X}etT: =X.

C.4.4 Robustesse

Dans la démarche classique, mise en évidence dans ce épéidar, on fait des hypothéses sur la forme des
lois et sur le mécanisme de production des échantillares partir de ces hypothéses on déduit des estimateurs
“optimaux” du point de vue de certaines de leurs qualités.

Un des problemes majeurs de ces estimateurs est qu'ilsssament trés sensibles aux écarts vis-a-vis des
hypothéses de départ : par exemple si la loi s’écarte tie sepposée ou bien si certaines observations sont
aberrantes (c’est-a-dire ne proviennent pas de cettelési)estimateurs peuvent donner des résultats tres peu
précis.

La statistique robuste, que nous n’aborderons pas dangpehdice vise explicitement au développement
d’estimateurs qui sont peu sensibles a ce type d'écaetst-a-dire des estimateurs qui continueront a donner de
estimées assez précises si on s'écarte des hypotHegeemment, cette robustesse est en général obtenue au
prix d’'une moins bonne précision dans la cas ou les hygsath Sont vérifiees (“no free lunch theorem?).

C.5 RE-ECHANTILLONNAGE, SONDAGE, ET SIMULATION

Dans ce qui précede, nous avons supposé que I'écloanétiit donné, et discuté les differentes manieres
d’exploiter un tel échantillon. Dans cette section nousrebns trés brievement le trés vaste domaine relatif
a la constitution des échantillons. Nous nous limiteressentiellement & une bréve description informelle des
differentes techniques en renvoyant le lecteur int&rastes ouvrages spécialisés.

C.5.1 Ré-échantillonnage

Le ré-échantillonnage consiste a construire a paftin &chantillon donné un certain nombre de nouveaux
échantillons obtenus par tirage aléatoire. Ces teclesiqont particulierement utiles pour étudier le biais et
la variance des estimateurs et dans certains cas permedtées réduire. Ces techniques, assez intensives du
point de vue des calculs sont devenues trés populaireswr@ent, suite aux développements informatiques. Elles
ont cependant été découvertes il y a de nombreuses@nnée

Bootstrap. Soit 7 un estimateur. Si on connait la I6i(x) on peut en principe calculer analytiquement
ou numériguement sa distribution d’échantillonnageoisdispose d’'une bonne approximation Eér), dis-
ons F*(z) obtenue a partir d’'un échantillon de taillesuffisamment grande on peut obtenir une distribution
d’échantillonnage approchée en utilisdit(z) a la place.

En particulier, la méthode deootstrap(“chausse-pied”) consiste a sond€f(x), en tirantk échantillons de
taille n avec remise, a partir de I'echantillon de départ, powceim desquels on calcule la valeur’Be Cette
procédure donne donc une distribution empirique, appnekbn de la loi deFr, .

En particulier, siZ est un estimateur non-biaisé @lenais de variance assez élevée, la moyenne empirique des
estimées de Bootstrdj) fournit encore un estimateur non-biaiséfjenais de variance plus faible.
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Jacknife. Le but ici est de diminuer le biais d’'un estimateur. Soit utinesteur biaisé et un échantillon de
taille n. SoitT;, la valeur de I'estimateur sur I'echantillon complet, eit $6_; la valeur obtenue en utilisant ce
méme échantillon a I'exception ded@&me observation. Désignons par

T =nT, — (n—1)T_;

et formons le nouvel estimateur
1 n
J *
T = - E T
=1

On montre que sous certaines conditions ce nouvel estimagtumoins biaisé qué. En particulier, on
montre que Si
a
E{T} =0+ —
{(T}=0+=

alorsE{7;} = 6. Dans ce cas particulier 'estimateur de Jacknife est donehiaisé.

Suggestion a titre d’exercice on peut se convaincre que I'estimateudaeknife de la variance appliga
S? donneS?_, qui est non biais.

C.5.2 Sondage

Le but des méthodes de sondage est de constituer desi#iohamrtvec comme objectif I'utilisation ultérieure de
I'échantillon pour I'estimation. Plusieurs raisons carsént & I'utilisation de ces méthodes.

1. Le sondage peut étre appliqué a un échantillon exista taille trop importante pour &tre traité, dans le but
d’en extraire un échantillon de taille acceptable. C'estjfiemment le cas dans le domaine de I'analyse de
grandes bases de données (plusieurs millions d’obsengiparfois).

2. Un autre raison d’appliquer le sondage est simplemenbdstituer un échantillon. Par exemple, dans le
domaine du controle de qualité en fabrication, on preleegulierement des pieces a differents stades du
processus, puis on les examine et on analyse les perforsiammennes.

3. Une troisieme raison d’appliquer le sondage est de poinftuencer la maniere dont les observations sont
sélectionnées, notamment dans le but de permettre desmtshs aussi précises que possible avec un mini-
mum d’observations. Ceci est par exemple le cas dans leg€tsygiopinion et les sondages électoraux, ou il
est nécessaire pour des raisons de colt de limiter le reodgépersonnes interrogées.

Nous allons simplement expliquer une méthode classiqueoddage aléatoire qui repose sur la notion de
stratification de la population.

Sondage stratifié. SoitF la grandeur dont nous souhaitons estimer I'espérance.

L'approche est basée sur la connaissance a priori d’urigipaude I'espace? en régions ou la variance dé
est relativement faible.

Soit en effef{ 4, ..., Qx } une telle partition, c’est-a-dire telle que
Vi#j: QnQ =0, (C.41)
et
K
Q=Jo. (C.42)
=1

Supposons qu’a priori on connaisse les probabilég,) et désignons paF p, (F) I'espérance conditionnelle
deF dans la classg;, et paraif la variance conditionnelle d&.

Notons que le€/p, (F) peuvent étre estimées par I'analyse d’observationspgadfantes obtenues pour cha-
cun des sous-ensemblesde la population. Ayant estimé les grandeHis { F }, on peut alors reconstruire une
estimée de&Z{F} au moyen de la formule suivante

B{F}=>_ P()Ep{F}. (C.43)
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Comme les termes de cette somme sont estimés de maniépeimthnte, la variance de I'estimée reconstituée
est obtenue par la formule suivante :

K
2 _ E 2 2
=1

La question qui se pose alors, est d’allouer de facon opgioranombre totalV d’observations aux difféerentes
régions(2;, c'est-a-dire de maniére a minimiser la varian%(%f}.

Par ailleurs, si on utilis&V; observations pour estimer 1é%, (F'), alors

2 _ a1 2
O fp (F} = N; o r. (C.45)

On peut montrer que dans ces conditions I'optimum ests@&alar le schéma d’allocation suivant

N, = NM’ (C.46)
Yoin1 P(Q)oi

et que la variance de I’estim@D(F) vaut alors

K 2
Ty =N (Z P(Qi)az’,}'> : (C.47)
=1

Remarques. A. SilesK variances conditionnelles sont uniformes (disons égaigs ), ce schéma consiste
a allouer a chaque région un nombre d’observations ptigpmel a sa probabilité a priori. L'équatio® {47

devient alors
0% =N ok s (C.48)

ce qui veut dire que le gain est exprimé par le rapport

Gain= 2F_. (C.49)
OK.F

B. Signalons enfin que méme si les variances conditiorsieiesont pas uniformes, le schéma d’échantillonnage
qui consiste a allouer un nombre d’échantillons a chaggmn proportionnel a sa probabilité n’est jamais nsoin
bon que la méthode de base de sondage non stratifié.

C. En corrolaire, le schéma d’allocation optimal condaitjpburs a une variance inférieure ou égale a celle de
la méthode de base. La méthode sera d’autant plus effiaaedéegsecond membre de I'équatidd.47) sera
faible. Tout I'art consiste donc a identifier une partitidge 2 en régions a faible variance. Nous verrons au
cours dApprentissage Inductif Appligugue c’est ce qui est fait par les méthodes de constructiarbEs de
régression.

C.5.3 Méthode de Monte-Carlo

Le probleme posé est le suivant. Etant donné un espacgréés? sur lequel une mesure de probabilité
est définie, et étant donné une fonctiftt) définie surQ2 a valeurs dan®", il s’agit d’estimer I'espérance
mathématique

Bo(F) = [ fw)iP() (C.50)

ou F' désigne la variable aléatoire vectorielle induite p&olection f ().

Afin d’alléger les notations, nous allons dans la suitee@stire notre discussion au cas d’une variable aléatoire
scalaire. Nous utiliserons les notatiohst F' (resp. f et F') pour représenter une variable aléatoire scalaire (resp
vectorielle).
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Remarquons que dans le cas qui nous intéresse, I'e$Pad¢®) est de structure mixte continue/discréte, ce
qui justifie les notations un peu lourdes que nous utilisBrgn point de vue pratique (simulation sur ordinateur)
I'espace est évidemment discret et fini, méme si sa tali@éreorme.

Notons également que pour la suite il est nécessaire desapque les deux premiers momentsrtsont
finis, ce qui est le cas en pratique puisque les valeurg dent bornées (les grandeurs physiques qui nous
intéressent sont en effet bornées).

Dans ce probleme, la paif€), P) constitue le modele stochastiquefete modéle physique. Tous les deux
sont en pratique des approximations plus ou moins bonnesréalité.

C.5.3.1 Méthode de Monte-Carlo de base. Lorsque la fonctiory(-) possede une structure simple (p.ex.
linéarite), il est possible de calculer I'espérance datatique par voie analytique (ainsi que les autres car-
actéristiques de la distribution d€). Lorsque ce n’est pas le cas, on a recours a la méthode deeMzarlo.

La méthode de Monte-Carlo de base consiste a génémchantillon aléatoire d’observations, . .., wy €

Q) indépendants et distribués sel®h puis & calculer les valeurs correspondarftes;), et enfin & approximer
I'espérance mathématique depar la moyenne d’échantillon

N
pet = NTUST flw). (C.51)
=1

Le théoreme central limite assure que cette estiméeogsbiaisée, et que sa distribution d’échantillonnade es
asymptotiquement Gaussienne de variance

0'2(]\]) :Nilo'%‘. (C.52)
HE

Au bruit aléatoire pres, la précision de la méthodetatonc de facon monotone mais assez lente, en fonction du
nombre d’échantillons.

En pratique on utilise une version itérative, qui généme suite d’échantillons;, de longueur non fixée a
priori, et calcule a chaque pas les valeurspéj@ eto— - Le process est arrété Iorsqmé(k) < ¢ 0Ue est un

seuil de précision fixé a priori en fonction du mveau deqlmon recherché.

Notons que des formules de mise a jour permettent de caleslgaleurs depa(k) eto? ,, efficacement.
Hp

Le seuil de précision est normalement fixé en fonction d@ress pratiques, et la précision intrinséque du
modele utilisé doit évidemment étre prise en compter fiar c.

Notons qu’en général I'exploitation du modéle stoclupst est peu consommatrice en temps CPU, et c’'est le
calcul de la fonctiory qui est en général la partie contraignante.

Note. Dans certains cas pratiques ce n’est pas la simulation miais bexpérimentation physique qui permet
d’'observer les valeurs de la fonctigf-).

L'expérimention physique pouvaatre cditeuse en temps et en moyens, certainethates de&duction de
la variance gardent leur ir@trét dans la mesurelpelles peuvent permettre deduire les cats d’exg@rimenation.
Par exemple, I'utilisation de maédes de simulation sur ordinateur permet dans ce cas de &ogne partie de
I'effort d’expérimenation physique pour de la simulation rienque.

C.5.3.2 Réduction de la variance. La réduction de la variance vise a augmenter la précipmur un
nombre donné d’échantillons simulés. En d’autres tetrake vise a réduire le nombre de simulations nécessair
pour obtenir le niveau de précision rechercheé.

L’hypothése de départ sous-jacente aux méthodes detiéd de la variance, c’est qu’on dispose d’informations
partielles a priori sur la variable aléatoife Si on ne dispose d’aucune information a priori aucunectdn de
la variance n’est possible; si on dispose de la connaissatate deF' a priori, aucune simulation de Monte-Carlo
n'est nécessaire. Entre ces deux extrémes, les métded@siuction de la variance peuvent opérer, de maniere
plus ou moins efficace en fonction de la nature des informatitont on dispose et de particularités du probleme.
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L'information a priori peut étre obtenue de diverses fago construction par voie analytique de modeéles
approchés se prétant au traitement analytique; sinoulali processus et extraction de connaissances a l'aide de
techniques d’analyse de données; le bon sens physiquexpéltience humaine.

Quoiqu’il en soit, dans I'approche de Monte-Carlo les satiohs successives peuvent étre exploitées pour
accroitre I'expérience qui devient alors de plus en picise. Cette expérience peut alors étre exploitée pour
réduire progressivement le nombre de simulations nagessdans le processus d’estimation.

Tout d’abord, décrivons deux méthodes classiques deactih de la variance : la premiere nécessite une
modification de la stratégie de tirage aléatoire; pasdasge.

C.5.3.3 Echantillonnage stratifié. L'échantillonnage stratifié décrit précédemmenttgaidemment &tre
appliqué pour réduire le nombre de simulations nécessabu de maniere equivalente, réduire la variance des
estimées pour un méme nombre de simulations.

C.5.3.4 \Variables de controle. Cette approche ne nécessite pas de modification du schéateadtillonnage.
Elle peut donc en principe se combiner avec la méthodeegeste.

L'idée principale est de se servir d’une fonction auxikgi(-) (appelée variable de controle) fortement corrélée
af(-) ettelle quellp{G} soit facile a estimer. En d’autres termgs) doit &tre une bonne approximation fig),
a une transformation linéaire pres.

Dans ce cas, quel que sgitc R la variable aléatoire
H=F-p(G - Ep{G}) (C.53)

possede la méme espérance mathématiqué-geeon peut donc estimétp{F} en appliquant la technique de
Monte-Carlo de baseH.

Selon la valeur choisie poutla variance de cette estimée sera plus ou moins impor&ine, montre que la
valeur optimale dg/* qui minimise la variance est

. COoVF,G
g = CMT9) (C54)
9g
La variance dé+ vaut alors
o3 = (1 - p*(F,G))o%. (C.55)

Si g(+) est une trés bonne approximation fie), on aura3d* ~ 1 et p?(F,G) ~ 1. Intuitivement, sig(-) est
une bonne approximation d€-), la difference entrg(-) et f(-) est petite dans les régions les plus probables de
Q, et donc la variance de cette difféerence doit égalenmeattetite.

En pratique, pour qu’on puisse facilement calculer{G}, il suffit que g(-) soit facile & calculer et on peut
alors utiliser la méthode de Monte-Carlo de base avec urbnegiéchantillons tres grand pour estintes{G}
et o—é. La difficulté réside dans le calcul (I'estimation) @& dont le terme relatif a la covariance fait appel au
calcul def(-).

En pratique on peut cependant soit postuler la valeur aifaiorisque de se tromper), soit estimer grossierement
la covariance dans une phase de rodage.

C.6 REGRESSION ET MODELES LINEAIRES

C.6.1 Régression simple

Etant donné deux v.& et ), la recherche d’une fonctiofi(-) telle quef(X’) soit aussi proche que possible de
Y en moyenne quadratique a déja été abordée dans Hdpm@eB. Nous savons lIA(X) = E{Y|X'} réalise le
minimum deE{(Y — f(X))?}.

Nous avons donc ici a faire & un schéma d’estimation fonotlle, puisque nous souhaitons trouver une
fonction f(X) qui fournisse une bonne approximation en moyenne quadeatgFZ{Y|X'}.

La démarche statistique classique consiste alors adinim® des hypothéses sur la distribution conjointe de
(X,)) et a en déduire des estimateurs optimaux. Nous n’allossrsister ici sur cette approche; nous allons
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simplement rappeler le fait, déja mis évidence dangkaylice B, que siX’, V) sont conjointenement Gaussi-
ennes, alor&{Y|X'} est une fonction linéaire d& et de plus la variance conditionnelle est alors indépetedan
de X. Cependant, il ne s’agit de toute évidence pas d’'un canditecessaire, car il suffit que I'on puisse écrire

Y =a+pX +€X), (C.56)
ol ¢(X) est une variable aléatoire centrée (de moyenne nulle) presque touf’, pour que I'espérance condi-

tionnelle deY soit une fonction linéaire d&’.

La méthode des moindres carrés consiste a choisirt @@mé un échantillofz,y1),. .., (Tn, yn), l€S
valeursg* eta™ qui minimisent I'erreur quadratique totale d’estimatiom set échantillon, i.e. telles que

1 n
MSE(a*, %) = = i — (a4 B x;))?, C.57
(o, ") n;@ (o + B"1) (C.57)
soit minimal. Nous renvoyons le lecteur aux ouvrages destitpie de base (p.ex.Jap9() pour une discussion
détaillée de cette méthode.

C.6.2 Régression multiple

Le probleme de la régression multiple s’obtient paragatiSation du précédent en utilisantariables d’entrée au
lieu d’une seule. Soit un échantillon debservations, . .. ,w,, caractérisées paaleurse (w;), . . ., xp(w;)
et une grandeur de sortigw;). Le but est alors d’estimer, au moyen d’une fonction linédiéspérance condi-
tionnelle

p
E{V|X, ... X}~ b+ Y biXi. (C.58)
1=1
A nouveau, la méthode des moindres carrés consiste aiches valeurs dég, b7, . . ., by de telle maniere a
ce que
1 — u
MSE(bo, .. by) = ~ > i (bo+ Y bimi))?, (C.59)
1=1 1=1

soit minimale. Cette fonction étant une fonction quadyatien termes des paraméetbgsson gradient (par rap-
port auxb;) est une fonction linéaire de ces parametres. L'anrafale ce gradient est une condition nécessaire
et suffisante d’optimalité, puisque la fonction est au re@emi-définie positive (et donc au moins convexe). La
condition d’annulation du gradient donne lieu a un syst&lep + 1 équations linéaires dont les+ 1 variables
sont lesh;. Si ce systeme est non singulier, sa solution est uniqudeatigue a la solution au sens de moindres

carrés. Sinon, il y aura un ensemble de solutions optin{éigsivalentes) qui forme un sous-espace linéaire de
RPHL,

On montre que pour que la solution au sens des moindreesasod unique, il faut (et il suffit) que lgs+ 1
vecteurs colonnes

1 €T; (wl)

1 €Ty ((.UQ)
Ty == . etx; = .

1 xi(wn)

soient linéairement indépendants, ce qui implique qae leariablesX; soient non-constantes et linéairement
indépendantes, et en nombre strictement inférieur a

Comme ci-dessus, nous renvoyons le lecteur intéress@arages classiques de statistique pour plus de
détails concernant cette approche. On peut évidemmstifign I'utilisation du modele linéaire multiple de la

méme maniére que ci-dessus pour des varigbled’ , . . ., X)) conjointement Gaussiennes ou, plus généralement,
une situation olE{Y| X1, ..., X, } est effectivement une fonction linéaire.
Notes

1. Nous attirons l'attention du lecteur sur le fait qu'il y a gealité une difféerence entre la notion d’efficacit@)e que définie par les
statisticiens, et la notion de variance minimale.






D CcALCUL VECTORIEL ET
MATRICIEL

D.1 INTRODUCTION

Cet appendice collationne une certain nombre de résuliéts (voire indispensables) dans les cadre des diftéren
enseignements faisant appel aux méthodes stochastiques.

La plupart des questions couvertes sont en principe corpareles étudiants ingénieurs. Nous avons donc
volontairement adopté un style trés synthétique, dei@énara encourager les étudiants qui auraient oublié ces
notions a consulter leurs notes de cours de candidature.

Nous commencons par un bref rappel sur les espaces ks@aiclidiens de dimension finie quelconque. Nous
donnons ensuite quelques définitions et propriétéivetaaux fonctions convexes définies sur de tels espaces.

Ensuite, nous couvrons quelques éléments relatifs aulaaktriciel, en particulier les propriétés des masice
réelles symétriques et définies positives. Nous avodsisndans cette partie une discussion des matrices de
Toeplitz, frequemment rencontrées dans les applicatiortraitement de signal statistique.

D.2 ESPACES EUCLIDIENS

La plupart des notions introduites ici SBF peuvent &tre généralisées au cas de vecteurs de noocaonggexes.
Nous en fournirons a I'appendice E une généralisatias [grge encore.

D.2.1 Définitions

On rappelle que/p > 1, RP désigne I'ensemble desuples ordonnés de nombres réels. On convient de
représenter ceg-uples par des vecteurs colonnes de dimengiogui seront désignés par une lettre minus-
cule grasse (e.gr), avec éventuellement en exposant la dimengide I'espace, si nécessaire (ead’). Nous
utiliserons indifferemment le terme point ou vecteuiide

On désigne pab le vecteur nul, dont toutes les composantes sont nulles.

Soientx, y, z € RP trois vecteurs. Nous désignerons pary;, z; € R leuri-eme composante. Deux vecteurs
sont égaux (par définition) si toutes leurs composanteséggales.

On définit alors, a partir du produit de nombres réels, dtiplication d’un vecteur par un nombre réel de la
maniére suivante
Ax=y<Vi=1,...,p 1y, = Az, (D.1)

D.1
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et, a partir de I'addition de nombres réels, I'additionddeix vecteurs par

r+y=z<Vi=1,...,p 1 z; =x; + y;. (D.2)

Ona
0 = 0z, Vx € R?, (D.3)

et
x+ 0=z VrecRP. (D.4)
Plus généralement, on définit la notion de combinaisudlire den vecteursey, . . ., x,, par
2= \ai, (D.5)
=1

ou les); sont des nombres réels quelconques.

On désigne pae;, Vi = 1,. .., p, le i-eme vecteuunitaire défini pare; ; = ¢; ;, c’est-a-dire dont toutes les
composantes sont nulles saufiame qui vaut 1. On a, remarquablement,

p
i=1

D.2.2 Produit scalaire, norme et distance

On définit leproduit scalairede deux vecteurs, y le nombre réel not&”y et défini par
A p
xly = Ziﬂzyz (D.7)
i=1

Nous verrons & la section suivante que dans cette notdtéitée du calcul matriciel:” désigne le vecteur
transposé, et que le produit scalaire est un cas particuiproduit de deux matrices.

Le produit scalaire est commutatif par définition. 1l egakement distributif par rapport aux combinaisons
linéaires. Evidemment, on a
07z =xzT0=0. (D.8)
Par ailleurs, si deux vecteurs non nuls sont tels que lewtyirscalaire est nul, on dit qu’ils sont orthogonaux.

Nous verrons a la section suivante que le produit scal&ive-ptre généralisé a une forme bi-linéaire du type
x” Ay ol A est une matrice x p symétrique et définie positive.

On appelle module, ou norme euclidienne d’un vecteur, lebreneel positif ou nul

(D.9)
Ona

[z =0« x=0, (D.10)
Az = |Alll]], (D.11)

et, I'inégalité triangulaire
lz+yl <=l + lyl, (D.12)

et I'inégalité de Schwarz
="yl < |||y (D.13)

On dit que la norme euclidienne éstluitepar le produit scalaire. On peut généraliser cette natitannorme
d’ordrem par

(D.14)

[[]]m =
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Ym > 1. En particulier on a,

p
Jally = fal, (D.15)
1=1

gu’on appelle aussi norme de Manhattan, et
zll2 = |||, (D.16)

la norme euclidienne, et

(D.17)

gu’on appelle la norme “infinie”.
On définit la distance (induite par une certaine norme)stigux vecteurs, y, par la norme du vecteur—y :

A
dm (®,Y) = |T = Ylm- (D.18)

On rappelle qu’'une distance, pour mériter ce nom doitfs@tisaux propriétés suivantes :

1. d(x,y) > 0,Vx,y € RP

2. dz,y) =0 x=y

3. d(z,y) = d(y,x),Vx,y € RP

4. d(xz,y) < d(z,z) +d(z,y),Vx,y, z € RP.

On appelle distance euclidienne la distance induite paoima euclidienne.

Généralisation aux vecteurs complexes. Nous généralisons le produit scalaire aux vecteurs déonesn
complexes par

2y 2 Ty, (D.19)
=1

de cette fagon la norme euclidienne d’un vecteur complegeerdéfinie par le produit scalaire de ce vecteur par
lui-méme et deux vecteurs sont orthogonaux si leur praabaitaire est nul. La notatignest, elle aussi, héritée
du calcul matriciel.

Nous attirons I'attention du lecteur sur le fait que cesainteurs adoptent la définition suivante pour le produit
scalaire

ye 2 g, (D-20)
i=1

ce qui ne change cependant rien au niveau des principeflmtidh (D.19 que nous adoptons ici est celle qui
est utilisée dans la plupart de livres de physique.

Notons également que dans I'annexe E nous défnirons ldufirecalaire sur des espaces linéaires plus
généraux qué€” ouRRP. Nous utiliserons alors la notatidm, y) pour désigner celui-ci.

D.2.3 Dépendance et indépendance linéaire

On dit que les vecteuts, . . ., x,, sont linéairement indépendants si
n
0= Nwi=X\=0Vi=1,...n; (D.21)
=1

sinon ils sont dits linéairement dépendants. Dans cdl@sste un ensemble de valeurs dgnon toutes nulles,
telles que la combinaison linéaire soit le vecteur nul.

On se convaincra facilement que les vecteuts . . , e, sont linéairement indépendants.
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Tout ensemble de vecteurs qui comprend le vecteur nul éstitement dépendant. Tout ensemble de vecteurs
qui comprend un sous-ensemble linéairement dépenddintazirement dépendant. Sides vecteurs sont linéeeing
indépendants et deviennent linéairement dépendarsigutmon leur adjoint un autre vecteur, alors ce dernier est
une combinaison linéaire (unique) des premiers.

Il est capital de se rendre compte que si un vecteur est caisbimlinéaire de vecteurs alors cette combinaison
linéaire est unique si, et seulement si les vecteurs sogdiliement indépendants.

Enfin, parmi les combinaisons lgaires deg vecteurs, il y en a au plug linéairement inépendantesDe
facon équivalente; + 1 combinaisons linéaires devecteurs sont linéairement dépendantes.

Il s’en suit que le nombre maximum de vecteurs linéairenredépendants dB? est au plug, puisque tous
les vecteurs de cet espace peuvent s’écrire sous forme dambinaison linéaire desvecteurs unitaires. Par
conséquent, puisque ces derniers sont en nombre agat dnéairement indépendants, ce nombre maximum
vaut exactement. On dit que la dimension de I'espaé estp.

D.2.4 Sous-espaces linéaires

On appelle sous-espace linéaireRfetout ensemble de vecteurs qui contient toutes les combinalgéaires de
ses vecteurs. On dit que I'espacefestré sous les deux opérations suivantes : produit par un seataddition
vectorielle. Tout sous-espace contient le vecteur nul.eRample, le singleton composé du vecteur nul est un
sous-espace linéaire (on le dit trivial).

Soientx;,Vi = 1,...,q. Alors, 'ensemble des combinaisons linéaires de cesuestest un sous-espace
vectoriel : on parle du sous-espaaggende par ces vecteurs et on le notelgy, ;.

On appelledimensiord’un sous-espace vectoriélle nombre maximum (s'il existe) de vecteurs linéairement
indépendants : on le notém(L£). On déduit de ce qui précede que tout sous-espa@’deune dimension
inférieure ou égale p. La dimension du sous-espace trivial est nulle. Si la dinoend’'un sous-espace vapit
alors ce sous-espace est identiqi’a

L'intersection de deux sous-espaces linéaires est enomeus-espace linéaire, éventuellementtrivial. Louni
de deux sous-espaces linéaires n’est en général pasugrespace linéaire. Le complément d’un sous-espace
linéaire n’est jamais un sous-espace linéaire.

Etant donné deux sous-espaces linéafrest L-, on définit leur somme, noté®, + £, par

Li+Ly2{z=a+ylzecl,ye L) (D.22)

Notons queC; + £ est un sous-espace linéaire, mais il est possible quetantigosition ne soit pas unique. Si la
décomposition est unique, cela veut dire que toute paix@deurs non-nulg ety sont indépendants. On utilise
alors le terme de somme directe et on utilise la notaflpre £,. Dans ce cas, l'intersectiofy N Lo = {0} et

On appellebased’un sous-espace linéaire tout ensemble de vecteumileréent indépendants en nombre
égal a la dimension. Il s’en suit que tout vecteur du s@apaee peut s’écrire sous la forme d’'une combinaison
linéaire des vecteurs d’'une base. De plus, cette combindigaire est unique.

Etant donng vecteurs linéairement indépendants d'un sous-espagiedmsion: > ¢, il est possible de leur
adjoindrer — ¢ vecteurs linéairement indépendants de facon a formebase.

D.2.5 Vecteurs et sous-espaces orthogonaux

Rappelons que deux vecteurs non-nuls sont orthogonawéfiaitidn si leur produit scalaire est nul. Donc, les
vecteurs unitaireg; sont orthogonaux deux a deux et linéairement indépeasdadsn vecteur est normé si sa
norme vaufl. Tout vecteur non-nul peut évidemment &tre normé en Igiptiant par I'inverse de sa norme.

Plus généralement, des vecteurs orthogonaux deux astedkinéairement indépendants. Inversément, étant
donné un ensembler,, . .., z,} deg vecteurs linéairement indépendants, il est possibleodstruireg combi-
naisons linéaires de ces vecteurs, orthogonales deuwaaed@ormées. Par conséquent, I'existence d’une base
implique I'existence d’une base de vecteurs orthonorrmékggonaux et normes).

L'ensemble des vecteurs orthogonaux agescteurs est encore un sous-espace vectoriel : on le n@ieira
et nous noterons pdly, I'espace engendré par les.
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Ona
1
R = Liz,y ® Liz,y (D.23)
et la somme des dimensions d’'un sous-espace engendrénetalisg-espace orthogonal relatifs a un méme en-
semble de vecteurs vapt
dim(Lg,y) + dim(Liz,y) = p. (D.24)
Tous les vecteurs du premier sont orthogonaux a tous ldswscdu second. Tout vecteur peut donc s’écrire de

maniére unique sous la forme d’'une somme de deux vectepastapant respectivement a chacun de ces espaces.
La concaténation de bases orthogonales de ces deux efpacesune base orthogonale &,

D.3 FONCTIONNELLES, APPLICATIONS ET OPERATEURS LINEAIRES

Avant de passer au calcul matriciel, nous donnons ici unévatatn pour la définition de ce types d’objets. Nous
allons voir que les matrices apparaissent sous la formesdeprésentation d’applications linéaires. Ces notions
seront définies de maniéere plus générale et circongaad annexd-.4.

D.3.1 Fonctionnelles et produit scalaire

Une fonctionnelle lireaire (on dit aussi une forme linéaire) est une applicatidr) de R? dansR (resp. deC?

dansC) telle que
f(z Aixi) = Z Aif (i)

Etant données deux fonctionnelles linéaifés et f'(-) on définit la somme et la multiplication par un scalaire
de la maniéere suivante :

(f+ =) = fl@)+f(=) (D.25)
(Af)(z) Af (@), (D.26)
et ces deux opération définissent (on peut aisemennrdfer) un structure d’espace linéaire (VieH).
On dit que cet espace est I'espace duaRédresp.C?).

Représentation. |l est clair que la linéarité implique que la fonctionredist entierement déterminée par la
donnée deg; = f(e;), Vi, autrement dit par la donnée d’un vecteur de dimengignet on af'z = f(x),Vx €

RP. On dit que le vecteuf représente la fonctionnelle dans la baseDeux fonctionnelles sont alors égales si et
seulement si leurs vecteurs de représentation sont iiessti L'ensemble des fonctionnelles est donc en bijection
avec I'espace sur lequel les fonctionnelles sont définies.

D.3.2 Applications linéaires

Uneapplication lintairedeR™ dansR™ est une applicatiof’(-) qui est telle que

On peut définir, similairment a ce qui a été fait au prapeprécédent, la somme et la multiplication par
un scalaire d’applications linéaires, et se convainceelgnsemble des applications linéaires forme encore un
espace vectoriel de dimensiom.

Représentation. |l est claire qu’un application linéaire est entieremeétinie par la donnée desvecteurs
images (an dimensions) des vecteurs de la baseleR". Ces vecteurs définissent un tableau (ou une matrice)
n X m.

D.3.3 Opérateur linéaire

Une application linéaire dB” dans lui-méme est désignée par le nom d’opérateuailieg Il donne lieu a une
matrice carrée d’ordrg.
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D.4 FONCTIONS CONVEXES DANS UN ESPACE EUCLIDIEN

Une fonction ¢(-) : R — R) est diteconvexe(au sens restreint du terme) sur un intervallé)|, siVzq, zo €
[a,b] etVA € [0,1] ona

FOws+ (1= Naa) < M) + (1= ) f(22). (D.27)
Elle est ditestrictement convexe si elle est convexe et si I'egalité n’est satisfaite quesdue) € {0,1} ou
Xr1 = T2.

Si A € [0,1], on dit queAz; + (1 — M)x2 est une combinaison linéaire convexe. Un enseniblest dit
convexe, s'il contient toutes ses combinaisons linéamwexes. Dan® tout intervalle est convexe, et tout
ensemble convexe est un intervalle (éventuellementEgal

Une fonctiong(-) est diteconcave(resp. strictement concave)-sip(-) est convexe (resp. strictement con-
vexe).

Au sens large on dit qu’une fonction est convexe si elle estaege ou convexe au sens restreint du terme. On
convient alors d’indiquer par un des symbolesoy U) le sens de la concavité.

La notion d’ensemble convexe se généralise aux sousvdnise d’'un espace linéaire quelcongtie Un
sous-ensemble de? est dit convexe s'il contient I'ensemble de ses combinaio@aires convexes. Tout sous-
espace linéaire est un sous-ensemble convexe. La notifamdgon convexe sur un tel ensemble se généralise
immédiatement aussi. On a les deux propriétés imp@sasiivantes

Toute fonction convexe sur un ensemble convexe est coatlhinierieur de cet ensemble.
Toute fonction convexe sur un ensemble convexeebpatmet un minimum global.

On en déduit immédiatement que

Toute fonction concave sur un ensemble convexe est coatifinterieur de cet ensemble.
Toute fonction concave sur un ensemble convexegpadmet un maximum global.

Les fonctions convexes (ou concaves) jouent un rble paigiement important dans les applications des
probabilités, et en particulier en théorie de l'inforioat

Revenant au cas simple des fonctions définieRswn a les deux propriétés suivantes.

Critére. Si¢(...) admet une @rivee seconde qui est positive ou nulle sur un intervalle (regmative ou
nulle), alors cette fonction est convexe (resp. concave).

D.5 RAPPELS DE CALCUL MATRICIEL

Nous ne donnons ici qu’un rappel tres synthétique surlmitmatriciel en nombres réels, en indiquant quelques
généralisations aux cas de matrices de nombres complexdisre [ Gan6§ constitue une trés bonne référence
a laquelle on pourra faire appel en cas de nécessité.

D.5.1 Définitions et notations

On appelle matrice réelle (resp. complexe) m un tableau devm nombres réels (resp. complexes) organisés
comme suit

a1 a2 -0 Aim
a1 Ga22 -+ QAm

A= , (D.28)
an,1 QAp2 - An,m

c’est-a-dire em lignes etm colonnes. Nous utiliserons la plupart du temps des letitasels grasses (généralement
majuscules) pour désigner des matrices (p&exB, . . .), et nous désignerons I'élément d’une matutégurant

a lai-eme ligne et lgj-eme colonne pad; ;, c'est-a-dire en utilisant la lettre latine minusculerespondante.
Nous utiliserons également la notatiga); ; pour désigner I'élémerit j de A.

Inversément, étant donné une collection de valeurfeseéesp. complexes)z; ; : i = 1,...,n;j =
1,...,m} nous désignerons phr; ;] la matriceX formée par ces valeurs, ou il est sous-entendu gage dans
{1,...,n}etjdans{l,...,m}. Parailleurs, étant donné une collection de matri¢gsde dimensions; x m;,
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aveci = 1,...,n;j = 1,...,m, nous pouvons former une nouvelle matrice de dimeng§dnn;) x (3_; m;)
obtenue par concaténation des élements des maricesomme suit
Ay A - Al
Ay Asn - Aggy,

A= . . : . (D.29)
An,l An,2 e An,m

Insistons sur le fait que les éléments de cette matricelesréléments des matrices constitutives et non pas ces
matrices.

Inversément, étant donné une matridede dimensiom x m il est possible d’en extraire une sous-matrice
constituée des élements de certaines colonnes et lidgds Pour la convenance, nous noterons cette matrice
Argoul = {in,... ik} (K <ni; <idgpr)etd = {j1,...,5} 0 < m,j; < jiy1) désignent les ensembles
d’indices (en ordre croissant) de lignes et colonnes d@gaetk x [ est la dimension de la matrice extraite.

Insistons sur le fait que I'ensemble des matrices réelesp( complexes) de dimensipnx 1 n'est pas
identique a I'ensemble des vectel®® (resp. C”). Cependant, nous ne distinguerons pas, la plupart du temps
ces deux ensembles. Nous noteronspar™ I'ensemble de toutes les matrices réelles de dimensienm
(resp.C™*™).

En particulier nous noterons par ; le vecteur (colonne) dB™ formé par les éléments de jeéme colonne
de A et para; . le vecteur (colonne) dB™ formé par les éléments deda&me ligne.

Une matrice de dimensian x n est dite carrée d’ordre.
Deux matricesA et B de méme dimension sont par définition identiques si tousléléements le sont

A=B<& VZ,] a5 = bi,j. (D30)

Matrices associées. Etant donné une matricd de dimensiom x m, on appelle transposée dg qu’on
note en abrégd”, la matrice de dimensiom x n définie par

(A1) = (A);.. (D.31)

Etant donné une matrice compledeon peut définir la matrice complexe conjuguée nodédont les éléments
sont les complexes conjugués (nous notonsygarcomplexe conjugué du nombre compleyedes éléments de
A. Sila matrice est réelle on a évidemmeht= A. On définit egalement la matrice adjointe par

A 2AT=A

D.5.2 Espaces vectoriels de matrices

Notation:R™"*™ et C">"

Nous pouvons muniR™*™ (resp. C™*™) des opérations internes d’addition (Element pamelét) et de
multiplication par un nombre réel (resp. un nombre comglexe qui confere &"*™ (resp. C™*™) une
structure d’espace vectoriel. On a

C=0aA+pBB &Vi,j :cj=aa;+ 0b;. (D.32)
Ona
(@A + 6B)T = aA” + 3B”, (D.33)
(aA+ BB)=aA+ (3B, (D.34)
(tA + B3B)* =aA* + B*. (D.35)

Dans cet espace on appelle matrice nulle, la matrice riotimt tous les élements sont nuls. On a

0=0A,VA. (D.36)
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D.5.3 Multiplication de deux matrices

On dit que la matrice d€ de dimensiom x m est le produit d’'une matricél de dimensiom x p et d’'une
matrice B de dimensiom x m Si

P
Cij = Zai7kbk’-j’ (D.37)
k=1

Vi=1,...nVj =1,...m. En notation abrégée on écrit alats= AB.

On voit que le produit scalaire de deux vecteursRfeapparait comme cas particulier du produit de deux
matricesl x p etp x 1, ce qui justifie la notatior:”'y du chapitre précédent.

Il est important de noter que le produit de matrices n'efindgue si ces deux matrices sont compatibles du
point de vue de leur dimensions. On a

(AB)T = BTAT, (D.38)
mais L
AB=AB (D.39)
et donc
(AB)" =B*A". (D.40)

D’autre part, le produit matriciel est distributif par ragpa I'addition matricielle

C(A+B)=CA+CB, (D.41)
associatif
A(BC)=(AB)C (D.42)
etona
a(AB) = (aA)B = A(aB). (D.43)

D.5.4 Déterminants

Sauf mention explicite du contraire, nous supposons ddtessection que les matrices sont carrées.

Permutations. Soit{1,...,n} I'ensemble des premiers entiers, et soient, ..., v, etpuy,..., 1, deux
suites formées de ces nombres dans un certain ordre. Alération P par laquelley; devientu,; s’appelle
une permutation des indicés. . ., n; on la note en abrégB(v; — u;). La permutationP(u; — w;) qui laisse
inchangés les indices porte le nom de permutation ideritsera noteedans la suite.

Il est clair, que par un réarrangement simultané des @sdicet i; on ne change pas la permutation. On peut
donc toujours s’arranger pour que= i, Vi < n. Nous utiliserons donc ci-dessous la notation simpliftég, )
pour désigner la permutatidd(i — ;).

La seule opération entre permutations est le produit etagticplier I'inversion. Le produit de deux permu-
tations P et (Q est la permutation obtenue en appliquant d’abord la peitioaté§) et au résultat de celle-ci la
permutationP. Notons qu’en général onRaQ # QP. Linverse d’une permutatio® est une permutation notée
P~'telle quePP~! = P~'P = I, elle s’obtient en intervertissant le rdle des indicgs — v;.

Un cyclede longueurp < n est une permutation; — p; telle quep, = v ety = v;41,Vi < p et
v; = u;, Vi = p+1,...,n. On appellgranspositionun cycle de longueur 2 : une transposition est donc une
permutation qui permute deux indicest j et laisse inchangés les autres. On montre que toute peiomest le
produit d’un certain nombre de transpositions. Cette dgmsition n’est pas unique, mais la parité du nombre de
transposition est unique. On 'appeflarité de la permutation et on appeBegnede la permutatio® le nombre
sign(P) qui vaut(—1)* olik vaut 0 pour une permutation paire et 1 pour une permutatipaiira (ou de maniére
équivalentek représente le nombre de transpositions dans une repaésardel.)

Sur un ensemble deil existe exactement! permutations différentes, la moitié sont des permutatjgaires,
et I'autre moitié sont des permutations impaires.

Nous désignerons ci-dessous [R(l, ...,n) I'ensemble des permutations despremiers indices, et par
P(u;) une permutation quelconque.
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Définition du déterminant. On appelle déterminant d’une matrice carree= [a; ;| d’ordren, le nombre

dtmA = [A|= > sign(P(u)) [ @i (D.44)
PeP(1,...,n) i=1
Vu ce que nous venons de dire gefl, ..., n), cette somme contient termes, dong—! sont précédés du signe

— et %’ sont précédés du sigre Chaque terme est le produit detléments ded; il contient un élément et un
seul de chaque ligne et colonne.

Cas particuliers. Pourn = 1, il n’existe qu’un seule permutation (la permutation idgntqui est paire) :
onalA|=aj.

Pourn = 2,0n a|A| =a1,102,2 — 41,202 1-

Matrices associées. Ona

|AT| = A, (D.45)
et -

|A] = |A], (D.46)
et par conséquent .

|A™| = |Al. (D.47)

Matrices triangulaires composées. Considérons une matrice carrée et bloc triangulaireriatire suiv-
ante

A, 0 . 0
Ay Agoy - 0

A= . . . . (D.48)
An,l An,2 e An,n

dont les sous-matrices diagonale; sont toutes carrées et toutes les matrides, Vj > ¢ sont nulles. Alors on
a

Al =[] 1Al (D.49)
1=1

Il suffit de démontrer la propriété pour le cas particutisn = 2. Le cas général s’en déduit immédiatement par
plusieurs applications de ce cas particulier. Consideeabors la matrice

Aqq 0
A= ’ D.50
[ Azq Asp ] ’ ( )

et soient- etp respectivement I'ordre des matricds ; et A, 2, avecr + p = n. Si nous appliquons la définition
(D.44) du déterminant, nous obtenons

A= > SIONP(i)a s - Gy Gty - G (D.51)
PeP(1,...,n)

et nous voyons que seules les permutations qui consis@mdiair lesr premier facteurs dans lespremieres
colonnes conduisent a des termes non-nuls. Ajors,. ., i, €st nécessairement une permutatiori de. , r et
tri1, ..., n UNE permutation de + 1,...,n. Comme de plus le signe de cette permutation est le prodsiit de
signes des deux sous-permutations, cela revient a direogtieerme “utile” peut s’écrire sous la forme

(Sigf‘(P(ul, e a.ur))al,m e ar.,ur)(Sign(P(,urJrla e a#n))aﬂrl,urﬂ e an,un)a

eton a donc biehd| = [A; 1||Azz|. O

Comme les déterminants sont invariants par rapport afesfrosition, cette propriété est également vraie pour
une matrice bloc triangulaire supérieure.
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Enfin, pour une matrice triangulaire inférieure, c'estige telle quez; ; = 0,Vj > i, 0n a
n
Al =[] ai: (D.52)
i=1

Cette propriéte est évidemment également applicableeamatrice triangulaire supérieure.

Pour terminer, signalons que lorsqu’on permute deux remd&ine matrice le déterminant de celle-ci change
de signe (toutes les permutations changent de parité). nQteeuit immédiatement que si deux rangées sont
identiques alors le déterminant est nul.

Mineurs. On appelle mineur, ; de I'éléementa; ; d’'une matrice carréed d’ordren le déterminant de la
nouvelle matrice obtenue en supprimani-&me ligne et lgji-eme colonne det multiplié par(—1)“+7. C'est
aussi le déterminant obtenu en remplagantpar 1 dansA et en annulant les autres élements dedae ligne,
ou de laj-eme colonne ou des deux.

Si nous désignons parle vecteur composé des éléments d'une rangée (lign@lonmre) deA et parm le
vecteur composeé des mineurs correspondants, alors omegure

rI'm = |A| (D.53)

en d’'autres termes, le déterminant d’'une matrice dépmédirement des éléments d’'une quelconque de ces
rangées. La démonstration est assez immédiate. En éffeit donné la définitionDd(44) chaque terme de

la somme qui constitue le déterminant contient un et un feur de la rangée considérée. Il doit donc
nécessairement pouvoir s’écrire sous la forme

Al = rimi, (D.54)

ou nous avons mis en évidence les éléments de la rahgée:; ne dépendent pas de la valeurs des éléments de
la rangée. Et pour calculer leur valeur, il suffit de coesatle cas particulier oty = J; ; puisque dans ce cas on
alA| =", d; ;m; = mj;. On obtient précisement le mineur de I'éléments

Ce résultat est fondamental, car il nous permet de dédnicertain nombre d’autres de fagon immédiate.

Tout d’abord, on en déduit que si une rangée est nulles ddodéterminant est nul (il suffit de développer le
déterminant a partir de cette rangée).

Ensuite, si nous prenons deux rangées paralléles (éreliffesy et r’ et les mineurs correspondants et
m/, alorson a .
rfm/ =" m=0. (D.55)

En effet, montrons que le premier produit scalaire est manéns la matrice obtenue a partirdeen remplacant
la rangéer’ parr. Le déterminant de cette matrice est nul puisqu’elle dispite deux rangées paralleles iden-
tiques. Mais ce déterminant est aussi égal an’. O

On déduit également d®(53) que si une rangée est une combinaison linéaire d’uninertenbre de vecteurs,
alors le déterminant peut également s'écrire sous ladéat’'une combinaison linéaire de déterminants :

r= Zairi = |A]l = ZairiTm (D.56)

et r!'m est évidemment le déterminant de la matrice obtenue tir piar A en remplacant la rangéepar le
vecteurr;.

De cette derniéere propriété on déduit que le déterntina change pas si on ajoute a une rangée une combi-
naison linéaire des autres rangées.

Enfin, on en déduit qu’un déterminant est nul si, et seufgra@ existe une combinaison linéaire entre ses
lignes (et donc forcément aussi entre ses colonnes). X@slecune combinaison linéaire entre les rangées alors
il est possible d’écrire une rangée comme combinaisdralne des autres. La propriéte.b6) implique alors
que le déterminant est nul car chaque terme du membre de deoD.56) est nul. Nous ne démontrerons pas la
réciproque.
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Déterminant du produit de deux matrices semblables. SoientA et B deux matrices: x m
quelconques. Alors la matricd B” est une matrice x n et son déterminant vaut

|ABT| = > e & I1[b-.] (D.57)
k1i,....kn parmil,..., m
ou k1,...,k, est une combinaison deindices de colonnes parmi, [a. x,] (resp.[b. x,]) désigne la matrice

carrée formée des colonnes correspondantes de(resp. B), et ou la somme est effectuée sur toutes les
combinaisons possibles decolonnes parmin. Nous ne démontrerons pas cette propriété qui portere ce
“théoreme de Binet-Cauchy”.

En particulier, sin < n la somme s’étend sur un nombre nul de combinaisons et eaot £ela correspond
a la situation otn les rangées deAB”| sont des combinaisons linéaires de < n vecteurs, et sont donc
linéairement dépendantes.

Sim = n, la somme se réduit a un seul terme et la relation deviemt geux matrices carrées :

|AB”| = |A||BT], (D.58)

dont on déduit évidemment que
|AB| = |A||Bj|. (D.59)
Rang d’une matrice. Soientz,...,x, p vecteurs de dimension SoitX la matricep x n dont les lignes
sont ces vecteurs. Désignons pgrvj = 1,...,n lesp colonnes de cette matrice, et ggr.i] une matrice

formée par lep colonnes;;,i = 1, ..., p de la matriceX
Alors le déterminanp x p
X X*| = |} (D.60)
est nul, si et seulement si les vecteurs sont linéairemgperdants, ce qui est vrai si, et seulement si tous les
déterminants formés decolonnes de la matricX sont nuls.

Montrons d’abord que ces deux conditions sont équivasen@n a, par application du théoreme de Binet-
Cauchy

[ XX = > - lliEEll = Z 79I (D.61)

dont I'equivalence des deux propriétés découle imatéchent.

Montrons que les deux conditions sont nécessaires. Ef sfileexiste une combinaison linéaire entre les
vecteurse; tous les déterminantgy, ]| sont nuls.

Montrons que les deux conditions sont suffisantes pour gatarépendance linéaire. Puisq® X *| est
nul. Cela veut dire qu'il existe une relation linéaire erigs lignes de cette matrice, ce qui veut dirg, . . ., o,
non tous nuls tels que

> amim;t=0,¥j=1,....p (D.62)

ce qui implique évidemment que

J
ce qui est équivalent a

1Y il = 0 (D.64)

ce qui implique

Zaiwi = 0, (D65)

ce qui prouve bien I'existence d’'une combinaison linégias n'importe laquelle) entre les vecteurs O
On en déduit les deux propriétés suivantes :

1. Des vecteurs dont le nombre dépasse la dimension séatrment dépendants.
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2. Le nombre maximum de lignes et de colonnes linéairenmelégendantes d’'une matrice rectangulaire est le
méme.

La derniére propriété conduit a la définition du rangré matrice : leang d’'une matrice est par définition le
nombre maximal de vecteurs lignes linéairement indéaetsd Ce nombre est idendique au nombre maximal de
vecteurs colonnes linéairement indépendants, et il@stanséquent majoré pawin(n, m).

D.5.5 Matrices carrées

Dans cette section nous ne considérons que des matricéssdfordren, n étant quelconque.
Nous avons déja défini la matrice nulle, dont tous lesnahts sont nuls.

La matrice identité est la matride = [; ;] dont les éléments diagonaux sont égaux a 1 et les @lismen
diagonaux sont tous nuls.

Rappelons que le produit de deux matrices d’ordd®nne une matrice d’ordrg, et que ce produit n’est pas
en général commutatif. Par ailleurs, on a évidemment

Al =TA = A, (D.66)

ou A est une matrice d’ordre quelconque el la matrice identité d’ordre. Cette propriété justifie le nom de
cette derniére matrice. Toute matrice commute aussi@eton a

A0 =0A = 0. (D.67)

Toute matrice commute évidemment avec elle-méme et ldyirde matrices est associatif a condition de
respecter I'ordre des facteurs. On net€ la m-eme puissance d’'une matrice, c’est-a-dire le produit

m

—
A" = A.. A, (D.68)

et a partir de 1a on définit des polyndmes de matrices. r@uve que les polyndmes d’'une méme matrice com-
mutent.

Le produit de matrices diagonales est la matrice diagowamée par les produits des éléements diagonaux de
méme position. Nous noterods(a4, . . ., a,), et en abrégé\(a;) une matrice diagonale et on vérifiera qu'on a
bien
Remarquons que toute matrice ne commute pas nécessairameentoute matrice diagonale. En effet soit

A(az,...,a,) une matrice diagonale € une autre matrice. L'éléement; de la matriceA peut alors s'écrire
a;d; j, etona

(AB)lj = Zaidiﬂkbhj = aibm-, (D70)
k=1

ce qui veut dire que l&éme ligne est multipliée par;. Par ailleurs

(BA)iJ = Zbi,kakék,j = bi,jaj. (D.71)
k=1

ce qui veut dire que l&éme colonne est multipliée pay. Le produit commute s$j ;a; = a;b; ;, Vi, j, c’est-a-
dire SSibi,j = O,Vi,j|ai # a;.

Une matrice d’ordre: peut étre vue comme wpérateurlinéaire sur I'espace des vecteurs de dimension
En effet, on définit I'action d’'une matricA sur un vecteut par le nouveau vecteur notex définit par

(Az)i = aijzj, (D.72)
j=1
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ce qui peut étre vu comme un cas particulier du produit dex deatrices respectivement de dimensions n
et de dimensiom x 1. On voit que I'action d’une matrice sur un vecteur produié wombinaison linéaire des
colonnes de cette matrice. En effet,

Ax = ija.7j. (D.73)
j=1

On a en particuliefz = x et0x = 0 pour tout vecteut.

On montre qu’une matrice définit ainsi un transformatidaefvement linéaire de I'espace linéaire de vecteurs,
ce qui veut dire que I'action d’une matrice sur une combimainéaire de vecteurs est bien la combinaison
linéaire des actions de cette matrice sur les vecteurgitdifs de la combinaison linéaire :

A(Z akmk) = ZakAwk- (D-74)
k k

On montre immédiatement que
¥ (Ay) = (A%z)"y. (D.75)

Grandeurs numériques attachées & une matrice. Nous avons déja défini le déterminantd’'une matrice

a la section précédente.
La trace d’une matrice est définie comme la somme de sewéls diagonaux :

tr(A) = ai;. (D.76)

Onat(A) =tr(AT) =tr(A) = tr(A*) eton a

tr(z OzkAk) = Z aktr(Ak), (D77)
k k
et
tr(AB) =tr(BA). (D.78)

Polynoéme caractéristique. Par définition, le polyndme caractéristique d’'une ntatest le polyndme en
A obtenu en développant le déterminant
|A — \I|. (D.79)

Il s’agit d'un polyndme de degrg (n étant I'ordre de la matrice) qui possede donc exactemeatines com-
plexes (lorsqu’on les compte avec leur multiplicitéetracines complexes distinctes (< n). On les appelle
les valeurs propres dé. Le polyndme caractéristique peut donc s’écrire sotisriae

m

p(N) = =™ (D.80)

i=1

ou les)\; sont toutes differentes et; désigne la multiplicité de la valeur propke.

En fonction de ces valeurs propresi = 1,...,n0ona
|A| = H)‘i’ (D.81)
i=1
et N
tr(A) =)\ (D.82)
i=1

Il est évident que les valeurs propres d’une matrice diatposont précisement les éléments diagonaux de cette
matrice. En particulier, le polyndme caractéristiqudalmatricel estp(\) = (1 — A)", et 1 est la seule valeur
propre de cette matrice.
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On montre que sp(z) est un polyndme, alors les valeurs proprepd) sont les valeurg(;), ou \; sont
les valeurs propres d&. En particulier, on a donc

p(A) =TT p(%). (D.83)

Cette formule a comme cas particulier la formulegl) si on prend le polyndme(z) = x. D’autre part elle
implique que spp(A) est singuliere alors il existe au moins une valeurs proprd djui soit racine de(z). En
particulier sip(A) = 0, alors les valeurs propres géA) sont toutes nulles, et donpg¢);) = 0,V:i. Donc tout
polyndme qui est annulé par une matrice doit avoir leswralpropres distinctes de cette matrice comme racines.

Matrices inverses. On appelle matrice inverse d’une matride si elle existe, une matrice notéte ! telle
que
A'A=T. (D.84)

On montre que si la matrice inverse existe alors elle estuajigt on a
AA =T, (D.85)

etonalA| # 0et|A™'| = |A|~'. De plus, la conditionA| # 0 est une condition suffisante d’existence de
linverse.

Seules les matrices de rang égal admettent par conséquent une inverse. En particuliekdise d’'une
matrice diagonale\(a;) existe si et seulement si tous lessont non nuls et est alors la matrice diagonales
Aa; ).

Formule de Frobenius-Schur. Cette formule relie I'inverse d’une matrice composée aweises de ma-
trices qui la composent. Soit une matrice composée

A B
B 059

ou A et D sont carrées.
AlorssiA etF = D — CA~ !B sontinvertibles on a

A B! A 'L A'BFlcA! —A'BF!
C D - —F'cAa™! F! ’ (©-87)

etsiDetG = A — BD 'C sontinvertibles on a

C D -D'cG™' D '+D 'CG 'BD! (D-88)

[ A B }‘1 B [ G -G 'BD! }
Notons qu'il peut arriver en pratique queAiet F' ni D etG ne soient simultanémement invertibles alors que la
matrice composée I'est. Mais si ces couples de matricassojointement invertibles alors la matrice composée
I'est forcément, et son inverse est donnée par la (ou teg)dles de Frobenius-Schur qui s’appliquent.

Transformation d’une matrice. Soit.S une matrice invertible ed une matrice quelconque. Alors on
appelle transformée d& par S la nouvelle matrice

ST1AS. (D.89)

On montre que le déterminant et la trace d’'une matricemesteariants lors d’une telle transformation (conséqeen
du fait que ces deux grandeurs appliquées a un produit décemsont invariants lorsqu’on commute les fac-
teurs), et par conséquent que la matrice reste invertiedp( non invertible) par transformation.

Plus généralement, les relations en matrices formépslgiedmes et de combinaisons linéaires restent égaleme
invariantes. En particulier, si une matrice est invertdites la transformée de son inverse est I'inverse de ss-tran
formée.
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Comme la transformée laisse invariant le déterminantotésluit que
|A—M|=|S""A-A\S|=|S"AS — M|, (D.90)

ce qui veut dire que le polyndme caractéristique et darsiémble des valeurs propres reste égalementinvariants.

Il s’en suit que s'il existe une matrics telle queS~' AS soit diagonale (on dit quel est diagonalisable),
alors les élements diagonaux.8e' AS sont les valeurs propres d&

Vecteurs propres. On dit quex # 0 est un vecteur propre d’une matridesi, et seulement s’il existg tel
que
Az = \x. (D.91)

Cela est équivalent a dire que
(A-=Xx=0 (D.92)

ce qui implique gu’il existe une combinaison linéaire enés colonnes dd — AT et donc que le déterminant de
cette matrice est nul. Cela n’est donc possible queesit une valeur propre dé.

On a les propriétés importantes suivantes :

1. 'ensemble des vecteurs propres d’'une valeur propre&®oforme un sous-espace linéaire, la dimension de
ce sous-espace ne peut dépasser la multiplicité de larvyadepre. 1l peut &tre inférieur a cette multiplicité.

2. les vecteurs propres de valeurs propres differentddinéairement indépendants.

3. en conclusion, le nombre de vecteurs propres linéaimemdépendants (toutes valeurs propres confondues)
estinférieur ou égal &, m; = n.

Si S est invertible et est un v.p. de valeur propPede A, alorsS 'z est un vecteur propre de valeur propre
AdeS~'AS. Inversement, si est un vecteur propre de v.pde S~ AS, alorsSy est un vecteur propre dé
de valeur propré. Comme les vecteurs; sont linéairement indépendants si, et seulement si letewesS ' a;
le sont, le nombre de vecteurs propres linéairement imadpnts de chaque valeur propre ne change pas.

Tous les vecteurs; sont des vecteurs propres des matrices diagongles, de valeur propre; = a;.

On déduit de ce qui précede que s'il existe une mat$icgii transformeA en une matrice diagonale alors les
élements diagonaux de cette derniére sont les valeapses deA et le nombre de vecteurs propres linéairement
indépendants de chaque valeur propre est exactemena égahultiplicité de celle-ci. Inversément, si chaque
valeur propre admet; vecteurs propres linéairement indépendants, alorsstes qui transformeA en une
matrice diagonale. En effet, on peut alors choisivecteurs propres linéairement indépendants . . , z,, de

valeurs propres respectivas, . .., \,, et la matriceS dont les colonnes sont ces vecteurs est invertible et fait le
travail :
(@1,...,x0) AT, ) = (21, ..., x0) T (N, M), (D.93)
or
()\1:131, ey )\nwn) = (iL‘l, RN :vn)A()\l, ceey /\n) (D94)

et par conséquent
(x1,...,x0) AT, ) = AN, A, (D.95)

comme le produit de matrices est associatif.

La matriceS qui diagonalise la matricd est donc formée par des vecteurs propres linéairemegpertiants
de A.

Si la matrice est réelle, les coefficients du polyndmeatérastique sont tous réels et les valeurs propres sont
donc soit réelles soit viennent par paires complexes gu@es. D’autre part, s est vecteur propre de valeur
propre) alorsz est vecteur propre de la valeur propre)XdeOn en déduit que si une valeur propre est réelle,
alors si Re: est non nul (resp. Im)) il est vecteur propre en méme temps guée cette valeur propre.

Montrons que si lese; sontk vecteurs propres complexes linéairement indépendante dnéme valeur
propre réelle, alors il est possible de construire un ebseaek vecteurs propres réels également linéairement
indépendants. En effet, si c’est le cas, alors le rafy — A\I) est inférieur & — k. Comme cette matrice est
réelle, il doit donc exister au moirksvecteurs réels linéairement indépendants tels(gue A\I)y, = 0. O
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Polynéme minimum. Par définition, le polyndme minimum d’'une matrice est letignt de son polyndme
caractéristique par la plus grand commun diviseur desunsnge la matriced — A\I. L'adjectif “minimum” est
justifié par le fait que tout polyndme qui est annulé gaest multiple du polyndme minimum. Pour une matrice
diagonale on trouve directement que le polyndme minimuéarg’

m(\) = H()\ —a;,), (D.96)

ou lesa;; désignent lesn valeurs diagonales distinctes de cette matrice.

On montre que toute matrice annule son polyndme minimuaipet a fortiori son polyndme caractéristique.
On montre également que toutes les valeurs propred dent des racines de son polyndme minimum. Par
conséquent, si le polyndme caractéristique n’a quea@nes simples il coincide avec le polyndme minimum.

La propriété la plus importante est la suivante :

La condition recessaire et suffisante pour qu’une matrice puisse se diigenest que son polgme mini-
mum n’ait que des racines simples.

D.5.6 Matrices hermitiennes et unitaires

Une matrice complex&l est dite hermitienne dif* = H . Dans le cas réel, on dit que la matrice est symétrique.
Le matrices de variance-covariance forment un exemple dgomeéelle symétrique. La somme de deux matrices
hermitiennes est une matrice hermitienne. Le détermufiane matrice hermitienne est réel. Oxa, y vecteurs

z*(Hy) = (" H)y = (Hz)"y. (D.97)
On a également o o
z*Hzx = (z"Hz) = («THz)" =2*H"x = 2" Hx, (D.98)

et par conséquent* Hx est réel quel que soit. Supposons alors queest un vecteur propre de valeur propre
A, alors doncdH = = Az. On déduit de I'égalité précédente que

a* (Hz) = Mz|* = |, (D.99)

autrement dit) est réelle.

Une matrice complex® est dite unitaire sU* = U . Les lignes ou bien les vecteurs colonnes d’une telle
matrice forment une base orthonorméegtfe Dans le cas réel on dit que la matrice est orthogonale. heyitr
de deux matrices unitaires est une matrice unitaire. Lerdéhant d’'une matrice unitaire est de module égal a
un. On a vis-a-vis du produit scalaire

(Uz)" (Uy) =z"U'Uy =z"y. (D.100)

On en déduit que le module des valeurs propres vaut 1. En eff@ en appliquant la propriété précédente a un
vecteur propre d&/ B B
Mz'x =x*x = M\ = 1. (D.101)

La transformée d’'une matrice hermitienne (resp. unitgieg une matrice unitaire reste une matrice hermiti-
enne (resp. unitaire).

Les deux types de matrices partagent la propriété swavant

Les vecteurs propres de valeurs propres distinctes sohbganaux.

Il suffit d'appliquer les égalitedY.97) (resp.D.100 a deux vecteurs propres de valeurs propres distinctes. Pa
exemple dans le cas d’'une matrice hermitienne on trouveygmosant qudlx = \x et Hy = uy et # i :

(\x)'y = 2" (py) = (A — p)z*y = 0, (D.102)
ce qui compte tenu du fait que= X\ # p implique que

x'y =0. (D.103)
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On montre que toute matrice hermitienne ou unitaire penet @agonalisée au moyen d’'une matrice uni-
taire. En admettant cette propriété sans démonstrationms pouvons voir que cette matrice est composée de
vecteurs propres orthogonaux, obtenus de la manierergaivapour chaque valeur propre de multiplicité
m; on construit a partir den; vecteurs propres linéairement indépendants (on sais@xistent car la matrice
est diagonalisable) un ensemble orthonormé. Puisqueeldswrs propres de valeurs propres difféerentes sont
orthogonaux, I'ensemble formé par tous ces vecteurs psppoutes valeurs propres confondues est un ensemble
orthonormé, qui peut étre utilisé directement pour fernmne matrice unitaire.

Donc, toute matrice symétrique ou orthogonale peut &agahalisée au moyen d’'une matrice orthogonale.
Montrons, par exemple que si la matrice est symétriquiéerédors c’est bien vrai. Si la matrice est symétrique
et réelle, elle est hermitienne (et par la de valeurs @epeelles). Or nous savons que pour une matrice réelle,
I'existence dek vecteurs propres linéairement indépendants impligexidtence de: vecteurs propres réels
linéairement indépendants. Ceux-ci peuvent encoeedthonormés, ce qui implique I'existence d’'une matrice
orthogonale qui diagonalis4.

Exemples de matrices hermitiennes. Toutes les matrices qui ont la formE* A ou A est une matrice
quelconque (pas nécessairement carrée) sont herngtigaensiA est réelle, elles sont symeétriques.

Toutes les matrices diagonales réelles sont hermitieztrmgnétriques.

Toutes les matrices bloc diagonales composées de blonstieers (resp. symétriques) sont hermitiennes
(resp. symétriques).

Enfin les matrices de Toeplitz, décrites ci-dessous sanégyques.

D.5.7 Matrices de Toeplitz

Nous allons faire une petite digression en montrant I'agialde ce qui vient d’&étre vu avec certaines notions de
théorie des systemes. Nous en parlerons plus en datkiléin de cet appendice, lorsque nous analyserons les
espaces de Hilbert.

Une matricel” réelle est dite de Toeplitz i ; = i1, V4, j, k, l||i — j| = |k —I|. Autrement dit, la valeur d’un

élément ne dépend que de la difference (absolue) eedrandices de lignes et de colonnes. Ce type de matrice
est donc de la forme

ho hi - hy
H=| M o , (D.104)
: : o hy
hn -+ hi hg

et, en particulier est symétrique. Ce type de matrice éguemment recontré dans les applications en traitement
de signal et en théorie des systemes, stochastiques metatmPar exemple, pour une processus stationnaire et
un ensemble fini d’instants équidistamts= to + kAt,k = 0,...,n, la matrice de variance-covariance fini-

dimensionnelle dont les éléemerits ; 2 E{X(t;)X(t;)} est une matrice de Toeplitz.

Si nous travaillons avec des signaux en temps discret ddinie (disons + 1 échantillons), nous pouvons
représenter un signal par un vectéus, ..., x,)?. Pour la simplicité supposons quesoit pair et supposons
que 5 + 1 représente l'origine des temps. Alors I'action d’'une neatrd sur un vecteur représente I'action
d’un systeme linéaire sur le signal correspondant.;-eme colonne ded représente alors la réponse impul-
sionnelle du systeme linéaire pour une impulsion demtsituée a l'instant; ;. En particulier, la colonne
centrale représente la réponse impulsionnelle pour mpailsion ent = 0. Nous voyons que si la matrice
est de Toeplitz, cette réponse est le vect@ur, ..., ki, ho, ha, ..., hz), qui est non-causale (a moins que le
systeme ne soit 'opérateur identité). On voit que lesesucolonnes sont simplement décalées dans le temps,
avec un effet de bord aux extrémités. Si maintenant ontéamitiren — oo cet effet de bord disparait et
l'action de la matrice sur un vecteur est équivalente étiba d’'un systeme de convolution (linéaire et invari-
ant dans le temps) sur le signal correspondant. On sait geigoh d’un tel systeme sur les signaux de la forme
(1,exp(jw), exp(2jw), . .., exp(njw)) (c'est-a-direr;, = exp(kjw)) est simplement de les multiplier p&(w)

ol H(w) est la transformée de Fourier de la réponse impulsioanBlns notre terminologie des matrices, cela
veut dire que poun — oo, les vecteurs de signhauxtels quer, = exp kjw sont des vecteurs propres de valeur
propresH (w). L'ensemble des valeurs propres tend donc vers un ensemiti@a. On peut montrer (voir es-
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paces de Hilbert) que I'ensemble des vecteurs propres fonabase orthonormée d’'un espace de signaux (ceux
dont la transformée de Fourier existe) et “diagonalisesykteme”, ce qui se traduit par le fait que la transformée
de Fourier d’'un signal de sortie est le produit de la tramsé® de Fourier de I'entrée par la transformée de Fourier
de la réponse impulsionnelle du systeme.

D.5.8 Matrices hermitiennes définies positives

Un matrice hermitienne est définie positive (h.d.p) si ésutes valeurs propres sont strictement positives. Si
aucune valeur propre n'est négative (certaines pouviaatn@illes) nous dirons que la matrice est non-définie
négative ou semi-definie positive. Si toutes les valeuopmas sont strictement négatives, nous dirons que la
matrice est définie négative.

Montrons qu’une matrice est h.d.p. si et seuleme¥tsiz 0,
x* Hx est réel et strictement positif (D.105)
Montrons queH est hermitienne. En effet, puisqué Hx est réel, on a (en prenant deux vecteurs de la base)
z*(Hz)=2"Hz = (H'2)"Z = " (H"x). (D.106)

Doncx*((H — H*)x) = 0 pour toutz. Donc, pour toug: ety on a

sz (H - H)y) = (z+y)"(H-H)@+y) - (D.107)
(x—y) (H - H)(@ —y) + (D.108)

i(e+iy)" (H - H")(x+1y) + (D.109)

—i(x —1y)"(H — H")(x —iy) (D.110)

_— (D.111)

En prenantc = (H — H ™)y on en déduit que
(H - H")y|>=0 (D.112)

pour touty et donc la matricd H — H™) doit etre nulle. Puisque la matrice est hermitienne elgpase de
valeurs propres réelles. Montrons qu’elles sont strietenpositives. Soih et un vecteur propre (forcément non
nul) de celle-cic. On a

*Hx = Nz|*> > 0=\ >0. (D.113)

La réciproque est presque immédiate Fhiest h.d.p. alors elle est diagonalisable par une unit@ir®onc
Yz non nul le vecteuy = U™z est non nul. Et,

' He = (Uy)'H{Uy) =y (U'HU)y = > _ \ily;|* > 0. (D.114)
1=1

On peut alors se convaincre que pour toute matrice h.d forrize
z*Hy (D.115)

définit un produit scalaire et de par la induit une normeret distance sur I'espace des vecteurs complexes.
Similairement, toute matrice réelle d’orgresymeétrique définie positive définit un produit scalairee norme et
une distance sur?.

Exemples. Les matrices qui s’écrivemd™ A sont h.d.p. pour autant que leur rang soit maximal. Sindes el
sont s.d.p.



E STRUCTURES ALGEBRIQUES
DISCRETES

E.1 INTRODUCTION

Le but de cet appendice est de collationner les notions detstes algébriques classiquement utilisées en
mathématique. La plupart de ces notions sont connues pdtleliants, dans le cadre des coRpget C) et
des espaces linéair®$ (et C?) (voir notamment appendic&setF.).

Plus spécifiqguement, notre but est de discuter ces notanrssld cadre des ensembles finis (structures discretes),
ce quireprésente le contexte dans lequel ces notionstséilisées en théorie de I'information (codage de canal)

Nous introduirons donc tout d’abord de maniere abstragabtions de groupe, anneau et corps.

Ces notions seront alors illustrées d'une part sur les plesiclassiquesi et C), puis, de maniere plus
détaillée, sur les ensembles finis.

Ensuite, nous discuterons ce que deviennent les stuctiegsade vectoriel lorsqu’elles sont définies sur des
ensembles finis et des corps finis. Notre but est ici de nougaawre que les notions telles qu'indépendance
linéaire, base vectorielle et orthogonalité survivergicala plupart des propriétés intuitives dont elles faetyye
dans les espacé¥.

Enfin, I'appendice fournit €galement une introduction aasps de Gallois, ce qui représente une matiere plus
ardue mais largement utilisée (dans le cadre de la thdeseodes linéaires notamment).

Note. La matiére sur les corps de Gallois ne fait pas padiéadersion distribuée pour I'année académique
1998-1999.

E.2 GROUPES COMMUTATIFS

E.2.1 Structure de groupe commutatif

Soit un ensemblé&’ et une opération interne désignée pafune fonction dé&7 x G — G, qui associe a,y € G
un élément dé&; désigné pax + y). Cette opération définit une structure de groupe comtifigialle vérifie les
axiomes suivants

1. Associativitée x + (y+ z) = (v + y) + 2z, Va,y,z € G.

2. Commutativite z +y =y + x, Va,y € G.
E.1
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3. Eléementneutre30 e GVz € G :2+0=0+2z = x.

4. Elementsopposés/z € G|3—2€ G :x+ (—x) =(—xz)+ 2 =0.

Remarques.

1. Souvent on note I'd@ation binaire par la juxtapositiomf{y) et dans ce cas&lément neutre estgigre parl
et 'oppo% parz—' (appekinversd.

2. Nous ésignerons Blement neutre par 0 ou 1 selon qu'il s'agit d’'un groupe adiditi multiplicatif (voir
ci-dessous).

3. Bien gqu’un groupe soité&fini par 'ensemble& et I'opération+, nous @signerons souvent le groupe par
(plutdt que(G, +)) lorsqu’il N’y a pas de risque de confusion sur l'e@tion+.

On utilise le terme de groupe si le deuxieme axiome n’estpagée. S'il est vérifié on utilise indifferemmment
le terme de groupe commutatif ou de groupe Abélien. Dansita sous ne considérons que les groupes com-
mutatifs, sauf mention explicite du contraire.

Exemples.

1. L'ensembleR muni de I'addition est un groupe commutatif. De mém&{0} muni de la multiplication est
un groupe commutatif.

2. L'ensembleZ (entiers positifs et négatifs) muni de I'addition est ungge commutatif. L'ensembl¥ muni
de I'addition (ou de la multiplication) entieére n’est pasgroupe (non-existence des élements opposeés).

3. Lensembl€{0, 1} muni de I'opération d’additiomodulo2 (notation®-), définie par la table

@2|01
010 1
1|1 0

est un groupe commutatif (élément neutre 0). L'opposé dst1 lui-méme. Ce groupe est souvent désigné par
Zs.

4. Plus généralement, sgitun nombre entier positiH 2. Alors, I'ensembleZ,, = {0,1,...,p — 1} muni de
I'opération d’additiormodulop (notation®,,) définie par

T+y siz+y<p

xEprZ{ r+y—p Siz+y>p

est un groupe (élément neutreopposé x # 0 = —2z modp = p — x). Par souci de concision nous noterons
cette opération pa#, et nous désignerons ce groupe P&y, ¢). De toute évidence I'exemple 3 est le cas
particulier poump = 2.

E.2.2 Sous-groupes

Si (G, +) est un groupe, alorE” C G défini un sous-group@y, +) s'il satisfait aux conditions suivantes

1. Siz,y € K, alorsz + y € K (fermeture).
2. Siz e K, alors—z € K.

3. (par conséquent),c K.
Exemples.

1. Dans(Z, +) I'ensemble de tous les entiers multiples d’un nombre epigsitif p est un sous-groupe; on le
désigne pafpZ, +). En particulier, 'ensemble des nombres p&it&, +) est un sous-groupe.

2. SiK; et K, sont deux sous-groupes, alors I'ensemiile+ K> défini parK; + Ko = {x = x1 + x2|x; €
K1,z € Ky} est encore un sous-groupe.

3. Le singleton{0} qui ne contient que I'élement neutre est un sous-groupestltit trivial. De méme(d
lui-méme est un sous-groupe. Il est dit non propre.
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E.2.3 Cosets
Soitz € G et K un sous-groupe. On appetiesetdex moduloK, le sous-ensemble dg notéx + K défini par
x+ K ={x+klke K}. (E.1)

Notons que le coset d’un éléement non-nul n’est pas un groDans Z, +) I'ensemble des nombres impairs
est le coset dé moduloZ; (le sous-groupe des nombres pairs).

Proposition.

L’ensemble des cosets modulo un sous-grdiigpielconque pogsle les propétes suivantes
Toutélement d&- appartienta au moins un coset.

Si deux cosets ont @ement commun, ils sont identiques.

Deuxélements: ety appartiennent au @me coset si et seulementsi y € K.

e

Si le sous-group& pos&der élements, alors chaque coset pads- elements.

Par conséquent, un sous-grouliedéfinit par I'intermédiaire de ses cosets une partitioncden classes
d’équivalence qui, lorsqu& est fini, ont toutes le méme nombre d’éléments.

Notons que s est lui-méme fini, alorg( doit I'étre aussi. Par conséquent, lorsdriest fini et de tailler,
alors tout sous-groupe doit avoir un nombre d’élémernéd querk = R, pour un entiek fini.

Il s’en suit également que &t est un nombre premier, alofsn’admet que deux sous-groupes lui-méme,
et le sous-groupe trivial. Un tel groupe estplitmitif ouirr @éductible

Par exemple, dan, +) le sous-groupe des nombres pairs définit deux cosets ebeble des nombres pairs
et 'ensemble des nombres impairs. Ces classes ne sont [gss firais elles ont méme cardinalité.

E.2.4 Factorisation

Soit G un groupe ef{ un sous-groupe propre. Dans chaque cosét dehoisissons (arbitrairement) un élément
appelétetede coset. Désignons alors p@/ K I'ensemble formé par les tétes de tous les coset& dansi
choisis, et définissons sur cet ensemble I'opératiorasiwiv: <Oy ! est la téte du coset+ v + K.

Alors il est facile de demontrer que la structic@/ i, <) définit un nouveau groupe commutatif. L'éléement
neutre de ce groupe est la téte du cosetK.

De facon concrete, ce groupe dépend bien sir du chaxte® pour les tétes de coset. Cependant, on montre
gue deux groupes quelconques ainsi construits a partiradnersous-groupg” sont isomorphes. cela veut dire
gu’ils peuvent &étre mis en bijection en respectant I'aién interne : image de la somme = somme des images,
'image de I'élement neutre est I'elément neutre et dige de 'opposé est 'opposé de 'image.

Par conséquent, la factorisation d’'un groupe par un sooispg définit essentiellement une seule nouvelle
structure de groupe, gu’on note en géné€al K, +) ou simplement/ K.

Exemples.

1. (Z/2Z,+) désigne la factorisation d&Z, +) par le sous-groupe des nombres pairs. Ce groupe est composé
de deux éléments (les tétes des cosets des nombres panpairs respectivement). Ce nouveau groupe est
isomorphe au groupes, ®s).

2. Plus généralement, pour un entier posgitjuelconque, la factorisation d&, +) par le sous-group@Z2, +)
est un groupe isomorphe®, : Z/pZ = Z,,.

E.2.5 Congruence modulo p

On dit que deux entiers sont congruents (ou egawdulop si leur difference est un multiple entier dec’est-
a-dire si ces nombres appartiennent au méme coget de

On note cela par

r=1Y,
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en laissant implicite la valeur de Il est clair que cette relation est une relation d’équawnake (symétrique,
réflexive et transitive). Elle définit par conséquent paetition deZ. Cette partition est évidemment la méme
gue celle définie par les cosets modulo. Elle partitionneZ enp classes disjointes de méme taille.

E.2.6 Produit cartésien de groupes

Soient(G1, +1) et (G2, +2) deux groupes. Considérons, la struct(fe +) définie par le produit cartésien
G = G x G5, C'est-a-dire 'ensembl€(z1, x2) |21 € G1, 22 € G2} muni d’'une opération d’additios induite
a partir des opérations; et+- par la régle

(z1,22) + (Y1, 92) = (21 +1 Y1, 22 +2 y2).

On peut se convaincre que cette opération répond biemsdés desiderata pour définir une structure de groupe.
L'élement neutre dé& est(04, 02), c’est-a-dire la paire définie par les éléments newtessgroupes’; etG, de
départ.

De toute évidence le groupe proddit x G est isomorphe au précédent et il n'y a donc pas de raison de
distinguer ces deux objets (on dira que le produit canédéegroupes est commutatif).

Par induction, on définit alors le produit cartésien d'wmire quelconque de groupes, et en particulier des
groupes de la form&™ = G x - - - x G définis & partir d’un seul groupe de départ. Les élemaatses groupes
sont désignés par le terme de vecteur dimensions. Nous reviendrons sur ce type de structure uplpsioin.

E.3 ANNEAUX ET CORPS

Ces structures sont définies a I'aide de deux opératintesnies qu’on désigne habituellement par les termes
d’addition+ et de multiplication {ou juxtaposition). Il s’agit de structures algébriquesegsiellement décalquées
sur le corps des nombres réels.

Notre objectif est ici d’énoncer les propriétés axioimaes de ces structures, puis de discuter plus en détails
le cas de ces structures lorsqu’elles sont définies sur senaiefini. Elles jouent un role trés important dans le
cadre de la théorie des codes correcteurs d’erreurs.

E.3.1 Corps

Un corps est un ensembfé(terme anglaidield) muni de deux opérations binaireset - telles que
1. (F,+) est un groupe commutatif avec I'élement neutre désigmé.p

2. (F\{0}, ) est un groupe commutatif (lément neutre désigné par

3. - estdistributive par rapportd: z - (y + 2) = (x - y) + (x - z) surF.

On voit que toute la cohérence entre addition et multipliceest assurée par la simple propriété de distribi@tivi
Ce type de structure répond aux axiomes suivants

associativité pour les deux opération internes

commutativité pour les deux opération internes

distributivité

existence d’élements neutfest 1 pour les deux opérations internes

existence d’opposés (par rapport i

o g A~ w N ke

existence d’'inverses (par rapport &t sauf poub)

E.3.2 Anneaux

Comme de nombreuses structures algébriques répondems aes axiomes sauf au dernier, on réserve le terme
d’anneau a ces structures. Un corps est donc un anneatet@efielement non nul dispose d’un inverse.
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E.3.3 Quelques propriétés élémentaires

1. Dans un corps on peut définir les opérations de souisimacesp. de division) par I'addition de 'opposeé (resp.
la multiplication par I'inverse).

2. Comme(F\{0}, ) est un groupe, cela implique que le produit de deux élésneai-nuls est un élément
non-nul. Cependant, la structure ne définit pas expli@terta multiplication paf. Montrons que la seule fagon
cohérente d’étendre la multiplication au cas ou I'un deex termes est nul est- 0 = 0 - = = 0. En effet,
la distributivité implique quer(0 + y) = 20 + xy, Vz,y; par ailleurs comm® + y = y on doit donc avoir
xy = x0 + zy ce qui impliqgue que:0 = 0. Une démonstration identique implique aussi ue= 0, quelque
soit2 non-nul. Si0z = 0 alors I'associativité implique qu&0 +y) =0-040-y = 0, et donc qué - 0 = 0.
Inversement, ayant ainsi étendu I'opération de muttgilon a0, on en déduitquey =0=x =0V y = 0.

3. Simplification :[a # 0] A [ax = ay] = = = y. Eneffetar =ay = a(lx —y) = 0= [z = y] V [a = 0].

4, —zx=(-1)-z,car(l+(-1)-xa=x+(-1)-2=0-2=0.

Exemples.

1. R muni des opérations usuelles forme un corps, de mémeé'que

2. L'ensemble{0, 1} muni de I'addition modulo 2 et de la multiplication- 1 = 1 (le groupe(F\{0}, -) est
trivial) forme un corps. On a évidemmeht0 =0-1=1-0.

3. LensembleZ ne forme pas un corps (les deux seuls entiers qui admetterihverse sont 1 et -1). Il s’agit
cependant d’'un anneau.

E.3.4 Les anneaux et corps 7,

Soit un anneal” etp un élément non-nul d€'. Nous pouvons construire I'ensemtiigpF = F,, constitué par
les tétes des cosets &' (les multiples dey).

Comment étendre les opérations d’addition et de mut@pion de la maniére suivante : soienty deux
éléments dé, (c’est-a-dire deux tétes (choisies arbitrairement) elexccosets dgF'), alors

r+y est défini comme la téte du coset+ y + pF (E.2)
Ty est défini comme la téte du coset + pF (E.3)

Il est aisé de se convaincre que cette structure jouit dgi@tés requises pour éte un anneau.
Exemple.

DansZ, I'addition est définie par I'additiomodulop (4,) et de méme pour la multiplication (not&sg). C’est-
a-dire que si nous choissons les entiédsl,...,p — 1} comme tétes de cosets, alars?, y dansZ, est
obtenu pary modulop dansZ. On voit bien que cette définition préserve la distribitéiv = ©, v = 2 ®, =,
TOp T Dpxr=3RpT...
Théoréeme.

Si, et seulement giest un nombre premier alots, est un corps.
Preuve.

Pour montrer que la condition est suffisante, il suffit de sevaimcre que chaque élément non-nulZe
dispose d’'une inverse lorsqueest premier. Nous allons procéder par induction (le casade lest trivial, car
17! = 1) : supposons avoir la preuve que les élemernds. . ., i—1 disposent des inversgs®, 271, ... (i—1)"!
montrons qué doit alors aussi avoir une inverse.

I suffit d’effectuer la division entiére depari : on ap —r = ig, qui implique—r = ¢ ® ¢ (dansZ,). Comme
r est plus petit que (c’est le reste de la division gepari) et ne peut &tre nul (carest un nombre premier) son
inverse doit exister par hypothése. Soit alers (—1) ® ¢ ® r—1. On trouve

ivr=i@(-)®qar'=(-1)e(®qer ' =reor =1

A contrario, sip n'est pas premier alorg, ne peut pas &tre un corps : en effet conprest non premier il
peut s'écrire sous la forme = 1, (avecO < ri,72 < p). Mais alorsr; ®, 72 = 0, ce qui est incompatible
avec la structure de corps, sauf-si= 0 our, = 0 ce qui contredit notre hypothese.
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Nous sommes donc équipés des cofpsZs, Zs. ... Dans la suite, nous allons construire des corps afant
éléments avep un nombre premier €t un entier positif quelconque (vu ce qui vient d'étre dits c®rps sont
differents (non isomorphes a) d&x), sauf sik = 1. Il s'agit des corps de Gallois discutés a la sectoh

Par contre, il n'existe pas de corps fini ayant six élémekBts fait on peut démontrer qu’un corps fini doit
nécessairement comporter un nombre d’éléments égiaé puissance entiere d’'un nombre premier. On montre
enfin que les seuls corps finis sont les corps de Gallois.

La structure de corps fini impose donc des restrictions sthdéx de la taille de.

E.4 ESPACES LINEAIRES

Soit (F, @, ®) un corps (dont les éléments sont appedéalaireg et soit L un ensemble (dont les éléments
sont appelégecteury muni de deux opérations (interne) et (externe : multiplication par un scalaire). Cette
structure conjointe définit un espace linéaire (les eletmdel en sont les vecteurs) si

. (L,+) estun groupe

. t -z est un vecteur défini pour tout scalairet tout vecteur.

1

2

3. Associativite (s ®@t) -z =s- (t- x).

4. Distributivite :t - (z+y)=(t-2)+ (t-y)et(s@t)z =s -z +1t- 2.
5

. 1.2 = x pour tout vecteus.
De ces axiomes on peut déduire les conséquences suivantes

1. 02 = 0 (le produit d’'un vecteur par le scalaire nul donne le vectedy.
2. (1) z=—x;

3.t-0=0.

Exemples.

1. F" ('ensemble de tous les-tuples de scalaires du corpy et muni des opérations et - induites par celles
de F' comme suit

(@1, mn) + (W1 Yn) = (@1 @Y1, ., T DYn) (E.4)
t-(1,...,2n) = (t@x1,...,tRxy) (E.5)
est un espace vectoriel linéaire. On convient dans ce aadliskr les mémes symboles pour désigner les
opérations vectorielles et celles sur le corps des sealair
2. R? est de cette maniere un espace vectoriel linéaire défirit s

3. Z} estde cette maniere un espace vectoriel linéaire déiir,s(p étant premier). Cet espace définit en réalité
I'ensemble des mots construits sur un alphabet sigmboles, ce dernier étant muni d’'une structure de conps. E
particulier, lorsque» = 2 on parle de mots binaires de longueur

E.4.1 Sous-espaces linéaires

Un sous-ensembl&” d’un espace linéairé est ditsous-espacsi toute combinaison linéaire de vecteursiie
appartient encore A (on peut avoirK = L avec cette définition). En particulier, pour tout espacgngleton
{0} forme un sous-espace (dit trivial). Ce sous-espace estditigsinimal, car il doit évidemment &tre inclus
dans tout autres sous-espacd.de

Les sous-espaces linéaires g forment ce qu'on appellera I'ensemble des codes (binaligsires de
longueum. Voyons comment on peut construire de tels codes.

Espace engendré.

Soit{xy,...,x;} un ensemble de vecteurs. Alors, 'ensemble des combinalstaires de ces vecteurs est
nécessairement un sous-espace linéairk.des’agit du plus petit sous-espace linéaire qui cont@ vecteurs.
On dit que les vecteurs engendrent ce sous-espace.
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Indépendance linéaire et base vectorielle.

Les vecteurdxy, ...,z } sont dits (par définition) linéairement indépendantagiun d’entre-eux ne peut
s’exprimer sous la forme d’'une combinaison linéaire desesu
Les vecteur§xy, ..., x;} forment une base d’'un sous-espace linéaire s'ils engahdet espace et sont

linéairement indépendants. En particulier, ils formane base dd. s'ils sont linéairement indépendants et
engendrenL. S’il existe une base avec un nombre fini de vecteurs alospdiee est dit de dimension finie (voir
appendicé-.4 pour une discussion plus fine de ce concept).

Les espaces™ définis a partir d’'un corpg’ sont tous de dimension égalealls sont en effet engendrés par
les vecteurs; (composantes; ;), quel que soit le corps’ et ces vecteurs sont linéairement indépendants quel
gue soit le corpg-.

On montre que sk est défini sur un corps fini, alors il est de dimension finid se@lement s'il est fini. (C'est
le cas pout™ si F' est fini).

On peut d'ailleurs mettre un espace de dimension fingefini sur le corpsF en bijection aved@”. En
effet, soitL cet espace €fe, ..., e, } une base dé. Alors, il est facile de montrer quéx € L il existe une
combinaison linéaire unique

n
Xr = Ztlez
=1

Inversement, pour tout choix des on a) " ; t;e; € L et lest; identifient un vecteur unique (linéarité). Donc
la donnée d’un vecteur est équivalente a la donnée dtuple de scalaires d&. Dans cette correspondance
bijective, I'addition vectorielle se traduit par I'additi dansF™ et la multiplication par un scalaire a celle dt.

Si R est le nombre d’éléments d¢ le nombre d’élements dé” et donc de vecteurs devautR™.

La morale de cette histoire est que si nous nous focalisangsespaces de dimension finie définis sur un
corpsF, nous pouvons aussi bien limiter notre intérét aux espBte

Dimension.
Soit L un espace de dimensién(il dispose d’'un base composée/deecteurs). Alors

1. Chaque base dedispose exactement devecteurs.
2. Chaque ensemble composékdeecteurs linéairement indépendants forme une base.
3. k estle nombre maximal de vecteurs linéairement indépgsda

4. Chaque sous-espace proprelda une dimension strictement inférieuré &ce qui implique aussi que &’
est un sous-espace dede dimensiork, il doit étre identique d.).

E.4.2 Orthogonalité
Nous restreignons notre étude aux espdcesléfinis sur et a partir d'un corps fi(iF, &, ®). Essayons de voir
si la notion d’orthogonalité peut encore étre utiliseencne usuellement.

Produit scalaire.

Etant donnés deux vecteurs= (z1,...,2,),y = (y1,...,yn) € F™ nous définissons leur produit scalaire
par :
() =11 @Y1 D DTy ® Yn-

On dit que deux vecteurs sont orthogonaux si leur produiaseaest nul.

Ce produit scalaire définit donc une applicationfde x F™ dansF, et vérifie (c’est assez évident) les pro-
priétés suivantes

1. (0,y) =0.
2. (z,y) = (y,x),Vr,y € F".

3. (z,y+2) = (x,y) + (x,2), Yo,y 2 € F".
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4. (xz,t-y) =t (x,y), Yo,y € F",Vt € F.
Malheureusement, nous n’avons pas en général

(x,2) =0= [z = 0],

et le produit scalaire ne définit donc pas nécessairenrenharme suf™. D’ailleurs, la structure de corps fini
est d'une certaine maniére incompatible avec la struatior@re qui est nécessaire a la définition d’'une norme.

Par exemple, bien qu’on puisse définir une structure déostir un corps fini (p.ex. suf, on peut utiliser
I'ordre “naturel”), il n’est pas possible de définir uneustiure d’ordre qui reste compatible (au sens usuel) avec
les opérations d’addition et de multiplication. Il fauiii@our cela que (par exemple)

z,y>0=x+y>0,

et
r>y=x—y>0,

quels que soient,y € F.

Afin de bien clarifier cette distinction qu’il faut faire paapgport a la notion usuelle de produit scalaire prenons
comme exempl&3, et prenons deux vecteurs dey € Z2. On trouve que

((0,0), (0,0)) 0 (E.6)
((0,0),(0,1)) = 0 (E.7)
((0,0),(1,0)) = 0 (E.8)
((0,0),(1,1)) = 0 (E.9)
((0,1),(0,1)) = 1 (E.10)
((0,1),(1,0)) = 0 (E.11)
((0,1),(1,1) = 1 (E.12)
((1,0),(1,0)) = 1 (E.13)
((1,0),(1,1)) = 1 (E.14)
((1,1),(1,1)) = 0 (E.15)

On voit donc en particulier que certains vecteurs non-nals/pnt étre orthogonaux a eux-mémes, ce qui est
impossible lorsqué” = R.

Complément orthogonal.

Soit L un sous-espace linéaire #&. Le complément orthogonal de(notéL) est par définition, 'ensemble
des vecteurs d&" orthogonaux a tous les vecteurside

Par exemple, dang? considérons I'ensemble = {(0,0), (1,1)}. Cet ensemble est un sous-espace linéaire,
comme on peut le vérifier aisement. Il est identique ('@ somplément orthogonal.

Proposition.
On a reanmoins le &sultat important suivant pour un sous-espacee F" :

1. Lt estlui-néme un sous-espaceéiaire.

2. Siz est orthogonawa chacun des vecteurs d’une basedealors il figure dansL*, ce qui veut dire en
fait que’ quelle que soit la base de, L+ se eduit exactement aux vecteurs qui sont orthogorzatous les
vecteurs de cette base.

3. Sik estla dimension d&, n — k est la dimension dé-.

4. Corollairement(L*)" = L.
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E.4.3 Matrices

Nous introduisons ici les matrices non pas comme opérateais parce que nous nous intéressons aux solutions
de systemes homogénes d’équations linéaires. Ce gypgstemes est utilise notamment en théorie des codes
linéaires et nous verrons que I'ensemble des solutionssisytstemes forme un sous-espace linéaire (complément
orthogonal de I'espace engendré par les vecteurs quiiskdint les coefficients des difféerentes équations).

Un tel systeme peut s’écrire en abrégé sous la forme

(x,a1) = 0 (E.16)
coAzyam) = 0 (E.17)

ou lesa; sont des vecteurs dé" etx désigne I'inconnue.

Soitk; I'indice du premier élément non-nul du vectewr Nous pouvons évidemment réarranger ces equations
de fagon a ce que les vecteursoient triés par ordre croissantkle Dans ce cas, les vecteussnuls viennent en
derniére position, et peuvent &tre éliminés. Commesknble de solutions ne change pas lorsque nous ajoutons
(ou retranchons) a un des vectewysin multiple d’'un des autres vecteurs, on peut s’arrangerguelles indices
k; soient en ordre strictement décroissant. La propriétécipale de ce réarrangement est de conduire a un
ensemble de vecteurs linéairement indépendants.

Le rang du systeme est par définition le nombre de vectm@aitement indépendants de ce systeme. Il est
évident que ce nombre ne varie pas lors des transformatidiguées ci-dessus. Donc le nombre de vecteurs
(non nuls) qui subsistent est égal au rang du systemes geltgeurs solutions du systeme sont orthogonaux aux
vecteurs qui subsistent : ils forment le complément ortimagjde I'espace engendré par les vecteurs du systeme.

Un systeme de rang peut donc étre représenté par une matricexdecteurs linéairement indépendants de
.
E.5 CORPS DE GALLOIS

Note. Cette section ne figure pas dans la version distribné&e998-99.

Notes

1. Nous utilisons un symbole different pour I'opératioeirne définie su& /K pour bien la distinguer de I'opération interpedéfinie
surG.

2. Compte tenu de la définition de-.






F ESPACES LINEAIRES
TOPOLOGIQUES

F.1 INTRODUCTION

Les deux sections suivantes couvrent une matiere nonggréseen candidature ingénieur, a savoir des éléements
de topologie et d’espaces vectoriels linéaires générau

Notre but est de fournir une introduction aux espaces deekijlmais nous en profitons pour fournir au lecteur
intéressé quelques éléments de topologie abstraéerie mathématique qui soutend les notions de conveegen
et de continuité de fonctions. Nous espérons ainsi mettrévidence comment les notions géomeétriques et
analytiques classiques daR8 apparaissent comme des cas particuliers de notions phésajés.

F.2 ELEMENTS DE TOPOLOGIE

Nous indiquons tout d’abord la démarche générale quduoitra la définition d’'une topologie sur un ensemble
guelconque, puis nous particulariserons aux espacegietr Nous encourageons le lecteur réellement ini&ress
par les questions abordées dans les sections qui suivenhdalter [Rom71.

Soit 2 un ensemble dit universel. Une topologdiesur 2 est un ensemble de parties (ou sous-enserjbles
ditesouvertsde) (i.e. 7 = {...V, ...} C 2) quijouit des propriétés axiomatiques suivantes :

1. 0eT,

2. QeT,

3. Une union quelconql@ﬁ V3 d’ouverts est encore un ouvert.
4.

Une intersection finie d’ouverts est encore un ouvert.

Le couple(Q2, 7') est appelé espace topologique.

Nous verrons que si on remplacait la condition 4. par “utiergection quelconque d’ouverts est encore un
ouvert” on impose une restriction trop forte a I'ensentblequi ne conduirait qu’'a des topologies relativement
inintéressantes (par exemple la topologie discreteiteés apres).

Exemples.
1. Il est clair que2*’ (c’est-a-dire 'ensemble de toutes les parties¥aléfinit une topologie. Cette topologie
s’appelle la topologie discrete.

F.1



F.2

2. La topologie formée des seuls ouvéitst () est appelée topologie indiscreéte.

3. Nous verrons ci-dessous que la notion de boule ouvereRiaau sens d’une certaine distance définit une
topologie : les ouverts y sont les sous-ensembleRidqui contiennent au moins une boule ouverte centrée en
chacun de leurs points.

F.2.1 Comparaison et construction de topologies

Il est clair que pour un ensemble universel donng, il essiptesde définir plusieurs topologies (voire une infinite)
Etant donné deux topologi€s et 7> définies sur un mém®, on dit que7; est plus faible qué; si7; C 75. On

voit que la topologie indiscrete est la plus faible et ladiogie discrete est la plus forte. Cependant, cette oglati
ne fournit qu’un ordre partiel sur 'ensemble de topologi@smme nous le verrons, plus une topologie est forte,
plus elle structure fortement I'ensemble universel du pdévue des notions de convergence et de continuité.

Notion de base topologique. On appelle base topologique tout sous-enseribie7, tel que

VWeT :V=|]Bs, (F.1)
B

avecBg € B,Vg. Il s’agit donc d’'un ensemble particulier d’ouverts quimet de reconstruire tous les autres
ouverts par union, non-nécessairement denombrable.

Une sous-base topologiquede 7 est un sous-ensemble dg tel qu'il existe une bas# qui puisse étre
obtenue par intersections finies de partiesde

L'idée derriere ces notions est de synthétiser avec wtit’mnombre d’ouverts la topologie. Nous verrons
ci-dessous que dans un espace métrique, I'ensemble dies loowertes est une base.

Construction d’une topologie. A partir d’'un ensemble quelconque de partiéde(?, on peut construire
la topologie la plus petite qui contienne tous les ensend®etde la maniere suivante. |l suffit d’ajouterfles
ensemble$) et (s'ils n'y figuraient pas déja), ensuite nous déclaragtsemsemble comme étant une sous-base.

T estalors obtenue en formant d’abord toutes les intergectioies des ensembles ainsi obtenus, ce qui donne
une base, puis en formant toutes les unions des ensembletelbase.

Par exemple, nous pouvons construire une topologiéRsen partant de I'ensemble de tous les intervalles
ouverts|a, b[. Nous verrons ci-dessous qu'il s'agit de la topologie reltaninduite par la distance “module de la
difference” dang.

Topologie relative. Soit A C . Alors 'ensembleZ4 2 {VNA :V e T} définit une topologie suA.
On parle de la topologie relative de(ou projection de la topologie sut).

Topologie produit. Soient(2,7) et(€Y, 7') deux espaces topologiques. Alors on appelle espace tagoog
produit (2 x ', 7 x 7'), ouT x 7' est 'ensemble composé de toutes les unions possiblesaiigres qui
peuvent s’écrire sous la fornié= A x B,avecA € T etB € T'.

Notons que cela ne veut pas dire que
VGeT xT' :3JAe€eT,BeT'|G=Ax B.

Ces ensembles figurent bien dans la topologie produit, nadlis-ci contient bien d’autres ensembles qui ne
peuvent pas s’écrire sous cette forme. La figiiemontre des exemples d’ouverts dagysobtenus a partir du
produit cartésien de deux topologies Buinduites par les intervalles ouverts. On voit que les osé&mentaires
G, sont bien obtenus par produit cartésien du tfpe< B;. Mais, par exemple 'ouvel®; U G2 U G3 ne peut
pas étre mis sous cette forme.
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F.2.2 Voisinage d’un point

Un voisinaged’un pointw € 2 est un ouvert qui contient ce point. Les unions quelconquieseéntersections
finies de voisinages d’'un méme point sont encore des vagismde ce point. Parfois on utilise une définition
légérement plus générale, en appelant voisinage tmgreble qui contient un ouvert contenant le point.

On a la caractérisation importante suivante des ouveets oliverts sont les ensembles de points qui contien-
nent au moins un voisinage de chacun de leurs points. En &ftetpoint d’'un ouverl” est certainement inclus
dans un tel voisinagé/ lui-méme). D’autre part, si un ensemblepossede la propriété alors on peut écrire

V=|JVw), (F.2)

weV

ou V(w) désigne un voisinage de qui est inclus dan¥. Comme il s’agit d’'une union d’ouverfg doit étre
ouvertO

F.2.3 Points isolés et points d’accumulation

Etant donné un sous-ensemblec 2, un pointw € A est dit un point isolé del s’il existe un voisinagé’ (w)
dew tel queANV(w) = {w}.

A contrario, étant donné un sous-ensemflle- ), un pointw €  est dit un point d’accumulation de
si tout voisinagd/ de ce point est tel qued NV (w)) — {w} # 0 (intersection comprend au moins un point
different dew). Un point d’accumulation del n’appartient pas nécessairement.a

F.2.4 Ensembles fermés

L'ensembleF est dit fermé s'il contient tous ses points d’accumulatiom de maniere équivalente, s'il est le
complémentaire d’'un ensemble ouvert.

Montrons que ces deux caractérisations sont en effevéiguites.

D’une part siV est ouvert, alors:V doit contenir tous ses points d’accumulation. Sinon, sappe quev soit
un point d’accumulation de'V' qui appartienne & ; commeV est ouvert et que est un point d’accumulation
de—V on devrait avoil” N =V # (), ce qui est impossible.

D’autre part, soitF' un ensemble qui contient tous ses points d’accumulatidn doit &tre ouvert car il doit
contenir pour chacun de ces points au moins un voisinagensaela voudrait dire qu’il existe un point de”
tel que chacun de ses voisinages interségtet ce point serait alors un point d’accumulationdesxclu de
celui-ciO

On a alors les propriétés duales suivantes pour les erseiebmeés §) et () sont fermés, toute union finie de
fermés est fermée, et toute intersection de fermés paéfe

En particulier, on voit que certains ensembles peuveat®la fois ouverts et fermés.

On montre qu’'un ensemble fermé est exactement formé para@ets d’accumulation et ses points isolés.
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Un ensemble fermé qui ne contient que ses points d’accuionii@t ne posséde donc aucun point isolé) et dit
parfait.

F.2.5 Intérieur, fermeture, frontiére

L'intérieur A° d’'un ensembled est le plus grand ouvert inclus dans cet ensemble, ou deeneadguivalente,
l'union de tous les ouverts inclus dans cet ensemhlest ouvert si, et seulement s'il est égal a son intérieur.

De facon duale, la fermeturé d’'un ensemble est l'intersection de tous les fermés camiieret ensemble. |l
s’agit donc du plus petit fermé qui contienne notre ensembh point appartient a la fermeture si, et seulement
si tous ses voisinages coupehtlLa fermeture ded est I'union deA et de ses points d’accumulation.

Enfin, la frontiered d’'un ensemble est définie par
A=A- 4% (F.3)

il s’agit d’'un ensemble fermé.

F.2.6 Convergence

Une des raisons principales de munir un ensemble d’'unedggoést de pouvoir définir la notion de convergence,
qui comme on le sait joue un rble important aussi bien eartb&u’en pratique.

Une suitew,, d'un espace topologique est convergente vers la limjts et seulement si
VV(w),3IK >0|Vn > K :w, € V(w). (F.4)

On dit que la suite finit par entrer et rester dans tout voggew, et on le note palim,, ., w, = w. Une suite
est dite convergente, s'il existetel que la suite converge vers celui-ci. On peut dire aussianiere équivalente,
gue tout voisinage d’une limite contient presque tous lestpale la suite (a I'exception d’un nombre fini).

De facon générale, il ne faut pas confondre la notionrdédi d’une suite avec la notion de point d’accumulation.
Mais, on peut dire que si la suite contient un nombre infini di@s distincts et est convergente, alors une limite
est un point d’accumulation de I'ensemble des points deita.sEn général, la limite n’est pas nécessairement
unique.

F.2.7 Continuité

Soit f(-) une fonction d’un espace topologiq(f, 7) vers un espace topologiqu@’, 7’). Cette fonction est
dite continue (relativement aux deux topologies), si etesaant si

WeT f Y (V)={weQf(w)eV'}eT, (F.5)

en d’autres mots, si I'image inverse d’un ouvert est un auver
On a la propriété importante suivante qui lie continet€onvergence :

L'image d’un suite convergente par une fonction continuesesore une suite convergente. La suite image
converge vers I'image de toute limite de la suite épat.

F.2.8 Types d’espaces topologiques

Espaces de Hausdorff. Un espace est dit de Hausdorff,"8b; # we € Q : IV (w1), V(w2)|V(w1) N
V(w2) = 0. En d’autres mots, dans un tel espace il est possible deesépa points en les emballant par des
voisinages.

Montrons que dans un espace de Hausdorff toute suite camterg une limite unique.

En effet, supposons qu'il existe une suitg et deux points limites distincts etw’. Alors il existe deux
voisinaged/ (w) etV (') disjoints et il existe ausdi (V (w)) et K/ (V (w') tels quevm > max{K, K'} :w, €
V(w) NV (w’), ce qui est en contradiction avec le fait ces voisinagesdisjaints. O

En anticipant sur la suite, mentionnons que tout espacequétest un espace de Hausdorff (voir ci-dessous).
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Espace connexe. Un espace topologique est dit connexe s'il est impossiblie d&parer en deux ouverts
disjoints non vides; en d’autres mots, si

YV, Ve : ViUV =Q = ViNVs 0.

Densité et espaces séparables. Un ensembled C Q est dit dense sil = 2. Un espace topologique est
dit séparable si et seulement s’il contient un sous-enked@mombrable dense.

Par exemple, on sait que daRstout nombre réel peut étre obtenu (et est en fait définicette propriété)
comme la limite d’une suite de nombre rationnels. Il s’ert que la fermeture de I'ensemble des nombres ra-
tionnels est égalela. Comme les rationnels sont dénombralilesst séparable. Le produit cartésien d’ensembles
dénombrables étant encore dénombable, les vectel®8 deomposantes rationnelles sont dénombrables, et ils
permettent évidemment de construire les vecteurBtdpar passage a la limite. Dori¥ est aussi séparable.
Cette propriété reste encore vraie si nous considétensdmble des suites définies ur

Si un espace topologique contient une base topologiquendi@rable, il est séparable.

En effet, soitB; les ensembles de la base, et sgite B; une suite de points choisis dans ces ensembles.
Cet ensemble doit étre dense car, si nous donnons un vgés(nan vide) (w) d’un point quelconque dg, ce
voisinage s’écrit nécessairement sous la forme d’'unerude certains deB; non-vides (propriété de la base).
SoitalorsB; C V(w) un de ceux-ci: on en déduit que € V(w). Donc, tout voisinage de coupe I'ensemble
{...w; ...} etw estdonc un point d’accumulation de cet ensemble dénorfgbiab

Espace et ensembles compacts. Un espace est dit compact, si tout ensemble d’ouverts quireou
I'espace (dont I'union vaut I'espace) contient un souseettse fini qui couvre encore 'espace.

Un ensembled C Q est dit compact, s'il est compact dans sa topologie relative
Si un espace est compact, alors tout ensemble fermé I'est automatiqguement.
Dans un espace de Hausdorff tout ensemble compact est.fermé

Exemples.

1. Dans la topologie discréte tout ensemble est a la foismet fermé. Tout point d’'un ensemble est un point
isolé de cet ensemble. Aucun point n’est un point d’accatnuh d’'un ensemble quelcongde Un espace muni
de sa topologie discrete est : Hausdorff, non connexeyrabje seulement s'il est dénombrable.

2. Dans la topologie indiscrete, toute suite est convaggeintout point de? est une limite de toute suite. Cela
confirme bien que la limite n’est pas nécessairement uniGedype d’espace : n’est pas de Hausdorff, est non
connexe mais séparable (tout singleton est dense).

F.2.9 Espaces métriques et topologie naturelle

Un espace meétrique est un espace muni d’'une distance (phieaipnd(-,-) de 2 x Q dansR qui vérifie les
axiomes de la distance donnés dans I'appendjcéJne mesure de distance induit une topologie de la maniére
suivante.

On définit tout d’abord la notion de boule ouverte de rayon0 centrée en un point par
Se(w) = {w' € Qd(w,w’) < €} (F.6)
Il s’agit donc des points d@ e-prés dev, au sens de la distandé., -).

Soit V' une partie d’'un espace métriq(@, d(-,-)). Alors V' est un ensemble ouvert au sens de la topologie
induite pard(-,-) si, et seulement s'il contient une boule centrée en chaeused points. La topologie induite
pard(-,-) est 'ensemble des parties §equi répondent a cette définition. En particulier, toutale est un
ouvert. On vérifie aisement que I'ensemble d’ouvertsiaaBnis réepond bien aux 4 axiomes de définition d’'une
topologie. On appelle cette topologie la topologégurellede I'espace métrique.

Inversément, on dit qu’un espace topologique est méilessiil existe une distance qui induit la topologie.
Tous les espaces topologiques ne sont pas métrisablesxgraple, la topologie indiscrete n’est pas métrisable).
Mais, si une topologie est métrisable alors il existe enuae infinité de distances qui induisent cette topologie.

Une définition équivalente d’'un ensemble ouvert est lgasue :un ensemble est ouvert si et seulement s'il
est une uniongventuellement infinie) de boules ouvertes.
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Théoréme. Tout espace E&trique est un espace thausdorff
En effet, soieniv, wo, deux points distinct de cet espace. On a

w1 # wy = d(wy,w2) =1 > 0. (F.7)

Soient alors les boules de rayS (wy) et Sg (w2), deux ouverts qui contiennent respectivemenetw,. Ces
deux boules ne peuvent pas avoir d'intersection, car si Boposons que € S (w1) N S (w2), on en déduit
que

2
d(w17w2) < d(wlaw) + d(waWQ) < 577, (F8)

ce qui contredit.7).0
Il s’en suit que dans tout espace métrique, les limites diésssconvergentes sont uniques.
Notons que la réciproque de ce théoreme est fausse,@dstié des espaces de Hausdorff non métrisables.
Dans un espace métrique tout ensemble fini est un ensemivlé é®mposé uniquement de points isolés.
Exemples.
1. R? muni d’'une distance induite par une des normes d’ondre 1 est un espace métrique.
2. Soit[a, b] (aveca etb finis) un intervalle borné dB muni de sa topologie usuelle définie par la distgncey|

. Alors on peut définir 'ensemble des fonctions a vale@gdles (ou complexes) et continues gub] par rapport
a cette topologie, et le munir de la distance

doo(f,9) = sup {|f(z) —g(x)[}, (F.9)

z€la,b]

dont on peut se convaincre gu'il s’agit bien d’'une distar©e.désigne cet espace géfa, b]. Par exemple, la
suite de fonctiond,,(z) = z/n est convergente au sens de la topologie induite par cet@ndis et converge
dans cet espace vers la fonction constgiite = 0. Nous en profitons pour insister ici sur la différence etdre
notion de convergence dans un espace fonctionnel (dontvemans de donner un exemple) et la convergence
ponctuelle. La convergence ponctuelle signifie dues [a, b], la suitef,,(z) deR converge, i.e.

Vo € [a,b] 3f (x)|VeIK (z,€) :n > K(x,€) = |fo(zx) — f(x)] <e. (F.10)
Limportantici est de noter qu&™ peut étre fonction de, et que rien ne garantit en principe que les valgifrs
caractérisent une fonction continue $urb]. Il est d’ailleurs facile de construire des exemples de fions qui
convergent ainsi ponctuellement vers une fonction discaat Par exemple la suit€' converge ponctuellement
sur[0, 1] vers la fonctionf (z) qui vaut 1 ent = 1 et est nulle partout ailleurs dafis 1].

Terminons, en disant que si la convergence ponctuelle &sirone (si K& (¢) peut étre choisi indépendant de
x), alors la convergence fonctionnelle s’en déduit.

3. La distance de Dirac (aussi appelée distance disatéfiie par
d(wi,w2) = 6wy e (F.11)

(est égale a un quelssi = ws et vaut zéro sinon) induit la topologie discrete. En effieins cette topologie tout
singleton est un ouvert (car il est €gal & une boule oudgrayon égal a 1), et donc tout ensemble est un ouvert.

Continuité dans les espaces métriques. La définition générale de la continuité d’'une fonctioar p
rapport a deux topologies est que I'image inverse d'un dwe& un ouvert. Montrons que cette condition est
équivalente, dans le cas ou les deux topologies sontqnés a la condition suivante :

Si f(+) est une fonction d’'un espaceetrique) dans un autre espaceatrique(?’, alors elle continue si, et
seulement siywy € Q etVS.(f(wo)) il existed > 0 tel quew € S5(wo) = f(w) € Se(f(wo)).

En effet, si la fonction est continue alors I'image inveragmduvert est un ouvert. Donc I'image inverse de
Se(f(wo)) est un ouvert qui contienty. Celui-ci contient alors une boule ouverte centréeusyret 'image de
cette boule est incluse dafs( f(wo)).

Inversément, supposons que la fonction vérifie la comditii-dessus et soit un ouvert d€ dont nous
désignons pad I'image inverse. Montrons qué contient une boule ouverte centrée en chacun de ses points.
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Soitw un point deA, son image appartient par hypothésg’a Il existe donc une boul§.(f(w)) centrée en
f(w) incluse dand”’, puisque cet ensemble est ouvert. On en déduit qu'il exiséebouleSs(w) centrée suw
telle que I'image de cette boule soit incluse d&psf (w)), et donc aussi darid’. CommeA est I'image inverse
de V' tous les points de cette boule doivent étre ddn€omme ceci est vrai quelque soite A, A est ouvert.
O

Dans les espaces métriques continuité et convergentesdiées de facon trés forte comme suit :

Une fonction d’'un espaceétrique dans un autre espaceetrique est continue sgt seulement diimage de
toute suite convergente est une suite convergente. Lalteit'image est unique égalead I'image de la limite.

Théoreme. Un espace @trique est compact si et seulement si toute suite contrensous-suite convergente

Diameétre et espaces bornés. On définit le diametre d’un espace métrique par

d(Q) 2 sup{d(x,y) : z,y € Q}, (F.12)

Un espace métrique est borné si son diametre est fini.

Compacité, bornation, et séparabilité. On a les relations suivantes :

1. Dans un espace métrique tout ensemble compact estsa@eesent borné (mais la réciproque n’est pas vraie
en général).

2. Tout espace métrique compact (donc borné) est sdparab

Espaces métriques complets. Un espace métrique est dit complet si et seulement si toiteede Cauchy
converge. Une suite,, d'un espace métrique est dite de Cauchy, si et seulement si

Ve > 0,3M(e) > 0|Vn,m > M(e) : d(wp,wm) < €. (F.13)

Les espaces métriques complets ont “beaucoup” de suitee@entes, et jouent pour cela un rdle important
en analyse fonctionnelle.

Un sous-espace d’un espace métriqgue complet est comp¢ssiulement s'il est fermé.

On montre en analyse réelle giienuni de la distancgr — y| est complet. On montre également que I'espace
RP muni de la distance euclidienne est complet. Il en est deengourC?.

L'ensembleR> de suites de carré sommable &uet I'ensembleC> sont complets.

Enfin, tout ce qui vient d'étre dit sur les normes euclidiesireste vrai pour une norme d’ordre> 1 quel-
conque.

Complétion. Puisque nous avons fait la promotion des espaces métroqumeglets, voyons comment pro-
duire a partir d’'un espace métrique “incomplet” un espamaplet.

Tout d’abord, si I'espace est un sous-espace d’'un espacplebfy il suffit pour le compléter de prendre
sa fermeture dans I'espace paréntce qui a pour effet d'y inclure toutes les limites des suitesCauchy (qui
existent dang’) et donc de rendre le sous-espace complet.

On montre qu’il est possible d’effectuer cette opératiertdmplétion dans le cas général.

Théoréme du point fixe. Un probléme souvent recontré est la résolution d’'uneaéqn du type
T(w) = w, (F.14)

ouT'(-) est une fonction d& dans. Le théoréme du point fixe dit que §i(-) est une contraction, alors cette
équation admet une solution unique si I'espace est complet

On dit queT'(-) deQ2 — Q (ou 2 est un espace métrique) est wedAtractionsi

Ja <1 Vw,w’ € Q : d(T(w), T(W)) < ad(w,w’). (F.15)
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Alors, siT'(-) est une contraction, et 8 est complet’(-) admet un et un seul point fixe. Ce point peut étre
approché au moyen de la suite $udéfinie par

wo € Q,wi+1 = T(wi),Vi (F16)
dont le premier terme est un point de départ quelconquessepdints suivants sont obtenus par applications

successives d&(-).

Il suffit de prouver que la suite converge et que la limitestaiti en effet I'equation du point fixe. Pour prouver
gue la suite converge il suffit de montrer qu’elle est de Cgymhisque I'espace est complet. Comme la fonction
est une contraction, on a

d(wis1, wivz) < ad(wi, wiyr) (F17)
ce qui implique que
d(wn, wnt1) < a"d(wp,w1) (F.18)
dont on tire par applications multiples de I'inégaliti@atrgulaire
d(wn,wnirk) < (@ + ...+ a1 d(wg, w1), (F.19)
ou encore
d( )< O o) < - d(wo.w) (F.20)
wn,wnJrk =~ 1_a Wo,wW1) = 1_a wo, w1 ). .

La borne supérieure peut alors étre rendue aussi fail#evqulu en rendant suffisamment grand, et la suite
est bien de Cauchy. Soit, la limite. Observons tout d’abord qu&(-) est continue. En effet, le fait que cette
fonction soit une contraction implique qi/é > 0 on a

d(wp,w) < § = d(T(wg), T(w)) < € < ad, (F.21)
et la fonction est bien continue en tout paint (En fait7 (-) est méme absolument continue, éare dépend

gue dec et pas du poinby.)
Comme la fonction est continue, on a

lim T(wy,) =T(w). (F.22)

n—oo

D’autre part, par définition de la suitg, on a

lim T(w,) = lim wyy1 =w (F.23)

n—oo

et comme la limite est unique onMfw) = w. O

F.3 ESPACES LINEAIRES TOPOLOGIQUES

Nous allons maintenant combiner les notions de topologe aelles issues d’une structure d’espace vectoriel.
Un espace linéaire (ou vectoriel) introduit essentiefatune structure linéaire entre les €éléments de I'ebim
(aussi appelés vecteurs ou points), qui permet de dafpartir de la notion de norme une distance. Cette distance
est alors utilisée pour induire une topologie.

F.3.1 Espaces linéaires

Un espace vectorigl sur un corpé (dit de scalaires}s (dans la suite nous nous intéressons au cak o8l R

ou K = () est un ensemble muni de deux lois : produit par un scalaiagldition interne. Rappelons que ces
opérations doivent vérifier les propriétés suivantesié désignons par des lettres latines les vecteurs eepar d
lettres grecques les scalaires) :

1. L'addition vectorielle est commutative, associativelispose d’'un €lément neutre, appelé le vecteur nul (qui
est forcément unique). Celui-ci est n@é

2. Pour tout vecteur il existe un vecteur opposé (qui doramegdition le vecteur nul).
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3. Lamultiplication par un scalaire d€ est associativea(fz) = (af)z.

4, 1x = x.

5. L'addition scalaire (resp. vectorielle) est distribvetpar rapport & la multiplication par un scalaire (resp. pa
rapport a I'addition vectorielle).

Exemples.
1. Le singleton contenant I'élément rwkst un espace linéaire (dit trivial).

2. R? (surR) etC? (surC) munis de I'addition vectorielle usuelle et de la multiplion par un scalaire sont des
espaces linéaires.

3. L'ensembleR> des suites de nombres réels (ou complek€s) munis de somme terme a terme, et du produit
des termes par un nombre réel (resp. complexe) est un elapeaiee.

4. L’ensemble des fonctions a valeurs réelles (ou conaslegéfinies sur un méme ensemhilequelconque,
munis de I'addition et de la multiplication “ponctuelles”

(f+9)@) 2 fl@)+9g() (F.24)
(af)@) 2 alf(@)) (F.25)
(F.26)

est un espace vectoriel dont I'élément neutre est la fomalentiquement nulle suX.

5. Lensemble des matricesx n (réelles ou complexes) avec addition et multiplicationyorascalaire définies
comme a la section précédente est un espace linéaire.

6. Soit £ un espace linéaire sur le corps (notons quek est un espace linéaire par rapport a lui-méme).
Alors I'ensemble de toutes les transformations linéaite£ vers K est encore un espace linéaire. Il s’agit de
I'espace dual de€ et il est noteL*. 3 Dans cet espace I'addition vectorielle et la multiplicatgont définies
ponctuellement par

(t1+t2)(x) = t1(z) +t2(x) (F.27)
(at)(z) = aft(x)), (F.28)

Vti,ta,t € L Vx € L.
7. L'ensemble des polyndmes définis Suest un espace linéaire.

F.3.2 Propriétés importantes

Les notions de dépendance linéaire, de dimension, desbaseale sous-espaces vectoriels introduites dans
I'appendiceD surR? se généralisent a des espaces vectoriels quelcongeesjzelques précautions sur lesquelles
nous allons insister.

Sous-espaces linéaires. Un sous-ensembl&1 C £ est un sous-espace linéaire (c’est-a-dire qu'’il ohit a
axiomes ci-dessus), si, et seulement si

Ve,y € M,Va,0 € K : ax+ Oy € M. (F.29)

On peut se convaincre que cela est bien suffisant poufd®it un espace linéaire.

Un espacel est dit somme directe de deux de ses sous-espatest Mo, si tout pointz de £ peut étre
décomposé de facon unique en= x; + x5 avecr; € My etzs € M. On écrit alorsC = My & M,. Dans
ce casM; N My = {0}, ou0 désigne I'element neutre d&(a ne pas confondre avédqzéro) I'elément neutre
de l'addition deK'.)

On montre que si tout vecteur depeut étre exprimé comme une somme de deux vecteurs regpeeht de
M etdeMs, alorsL = My & M- si, et seulement siVt; N My = {0}.
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Indépendance linéaire. On dit qu'un ensemble fini de vecteUrs,, . . ., z; } deL estlinéairementindépendant
Si
Z airi =0=Vi :a; = 0. (F.30)

On dit gu’un ensemble infini (pas nécessairement déndnidjrde vecteurs est linéairement indépendant, si
toute partie finie de cet ensemble est linéairement inuidge.

L'intérét principal de cette notion est de rendre les coraisons linéaires uniques. En effet, si lgssont
linéairement indépendants, alors

Z ;T = Zﬁm = 0 = 51,V2 (F31)

Notons que pour le moment nous ne sommes en mesure de parlée gombinaisons linéaires avec un nombre
fini de termes. Nous serons en mesure de parler de combisdiséaires avec un nombre infini dénombrable

de termes seulement lorsque nous aurons couplé la seutaspace linéaire avec une topologie qui donnera un
sens a la notion de convergence et de limite. Cela sera-faéssous a la sectidn3.4

Dimension. Un espace est dit de dimension égalenads’il contient un ensemble devecteurs linéairement
indépendants, et ne contient aucun ensembie-dd vecteurs linéairement indépendants.

Un espace est dit de dimension infinie s'il est possible devepun ensemble de vecteurs linéairement
indépendants{n > 0.
Ces définitions s’appliquent évidemment aussi aux sepaees dé&.

L'ensemblel est un sous-espace conten@wecteurs linéairement indépendants. Il est de dimer&gate &
zéro.

(On a coutume de définir la dimension comme la cardinalité énsemble de taille maximale de vecteurs
linéairement indépendants, ce qui permet en principeisténduer entre les dimensions dénombrables et non-
dénombrables.)

Enveloppes linéaires. Soit {z1,...,z;} une collection finie de vecteurs. Alors, 'ensemble forna& p
toutes les combinaisons linéaires de ces vecteurs esusrespace linéaire. On I'appelle enveloppe linéaire des
points. On dit également que ce sous-espace est engardes yecteurs.

Notons que nous avons restreint notre définition a unecidn finie de vecteurs. La raison en est que nous
ne sommes pas en mesure, sans faire appel a la notion dergemve (voir ci-dessous), de dire ce que nous
entendons par une somme infinie de termes.

Nous pouvons cependant étendre la notion d’espace er@gpadune collection infinie de vecteurs de la
maniere suivante : nous dirons qu’une combinaison lne&de vecteurs. ..z, ...} est une combinaison linéaire
quelconque d’un sous-ensemble quelconque de taille finfe.de;,, . . .}.

F.3.3 Bases vectorielles

Un ensemble linéairement indépendant de vect®ucgaii engendre un sous-espaté est appelé base déft.
(En particulier s’il engendre tout I'espagg il s’agit d'une base d&.)

Tout vecteur deM peut alors s’écrire sous la forme d’'une combinaison lne@anique de vecteurs de la base,
ce qui permet de ramener I'étude des vecteurs a I'étudecdefficients des combinaisons linéaires (que nous
appellerons les composantes).

Voici quelques théoremes relatifs aux bases.

Théoréme d’extension. Si S est un ensemble de vecteurs linéairement indépendanisatters il existe
une base dé&€ qui contientsS.

En conséquence, puisge} est un ensemble linéairement indépendantdsi = # 0, on a le théoréme
suivant.

Théoréme d’existence. Tout espace linéaire admet au moins une base.
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Dimension finie. Toute base d’'un espace de dimension finomporte exactementvecteurs.

On peut donc dire que la dimension d’'un espace de dimensienefat €gale au nombre de vecteurs de ses
bases.

Tout ensemble de vecteurs linéairement indépendants est une base.

Cardinalité. Toutes les bases ont méme cardinalité.

Dans un espace de dimension infinie il n'est pas suffisant popuensemble linéairement indépendant de
comporter suffisamment d’€léments pour former une base.

Notons que les bases ne sont pas nécessairement de dimimisio
Exemple.

DansR®> I'ensemble de suites; dont tous les termes sont nuls a I'exceptioniekme qui vaut 1, forme un
ensemble linéairement indépendant de taille infiniedjcalité denombrable). Mais la dimension de cet espace
n’est pas “dénombrable”. Par exemple, soitt R et non nul alors la suite dont le-eéme terme vaut® fait
évidemment partie d®>°. En faisant varierv dansRR on obtient un nombre infini et non-dénombrable de
suites, et cet ensemble est linéairement indépendarafféin supposons qu’il existe un sous-ensemble de taille
k linéairement dépendant. Cela voudrait dire qu'il existe. .., \; non tous nuls ety ..., ax non nuls et
distincts tels que

k
Vi>1:Y Nal=0. (F.32)
i=1

Mais comme lesy; sont non-nuls, cela implique que

k
Vo NalTh=0. (F.33)

ce qui veut dire qu'il existe une combinaison linéaire emds lignes du tableau x k

1 o oz]ffl
1 a0 e a]2€71
. . (F.34)
1 «p oz:*l
donc aussi entre ses colonnes. On en déduit qu'il existe. . , . non tous nuls tels que
k .
Vi=1k Y pjel ' =0, (F.35)
j=1

ce qui veut dire que le polyndme + sz + ... + upz® ! au plus de degré — 1 possédé: zéros distincts, ce
qui est impossible puisque lgs sont non tous nulsd

De cet exemple nous pouvons tirer quelques enseignemerss &vons vu qui> possede un ensem-
ble linéairement indépendant ayant une infinité nonedébrable de vecteurs. Cet ensemble peut étre étendu
pour former une base. Donc il existe une base ayant au mom#iinité non-dénombrable d’éléments. Par
conséquent, I'ensemble de suitegqui est denombrable) ne peut pas constituer une baB&dear toutes les
bases doivent avoir méme cardinalité. Enfin, il est faddese convaincre que I'ensemble de vecteurs ci-dessus
n'est pas une base, car les termes pairs de toute combini@iéaine de ces suites sont strictement positifs, et il
n'est donc pas possible couvRF® avec ces vecteurs.

L'ensemble{e, .. .e;, ...} ne permet de générer par combinaison linéaire que dessgmportant un nom-
bre fini (mais quelconque) de termes non-nuls. Notons quesdmble de ces suites est bien un sous-espace
linéaire deR>° mais est beaucoup plus petit que ce dernier.{egs.. .¢;, ...} forment évidlemment une base de
ce sous-espace.
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F.3.4 Espaces linéaires topologiques

Soit £ une espace linéaire (un ensemble de vecteurs munis d'iretse d’espace linéaire comme définie ci-
dessus). Soik( le corps sur lequel est défini. Soit7 une topologie définie sur I'ensemble des vecteurgzet
une topologie définie suk. Ces topologies induisent des topologiesSut L et surk x L.

On dit que I'ensemble forme un espace topologique lin&iire

1. la somme vectorielle est continue (par rapport aux tapetodel x L et def),

2. le produit par un scalaire est continu (par rapport ausltapes dek x L et defl).

Nous excluons donc les espaces linéaires munis de togslogi seraient incompatibles avec les opérations
linéaires (au sens de la continuité). Pour motiver cexghdisons que si les deux structures (espace linéaire et
espace topologique) ne sont pas compatibles (au moins seuseutaine forme) alors il n’y a pas de raison que
leur étude conjointe donne lieu a des résultats nouverésessants. Or le but de cette section est justement de
mettre en évidence le résultat d’un couplage et non d’xtajuosition.

Exemple. Sinous munissong de la topologie indiscrete alors toute fonction est cargirNous avons donc
un espace linéaire topologique (non métrisable).

Contre-exemple. Si nous munissons de la topologie discréte alors on peut montrer que le pigruiun
scalaire ne peut pas étre continu. Cela ne donne donc paspaneestopologique linéaire. Toutes les distances
n’induisent donc certainement pas une topologie compatilisque la distance discrete métrise cet espace.

F.3.5 Espaces linéaires normés

Un espace vectoriel est dit normé s'il y a été défini uneefmnn(-) de cet espace daisqui vérifie les axiomes
de la norme, c’est-a-dire

On voit que les deux derniéres propriétés n'ont de semssjjla multiplication par un scalaire et I'addition
vectorielle ont été définies et si le corfisest normeé lui-méme.

Toute norme induit une distance, définie gar, y) = n(x — y), et par conséquent induit aussi une topologie
métrique (elle est invariante par translation). On moqgtré y a compatibilité entre la topologie et la structure
d’espace linéaire, c’est-a-dire que les opérationsamhense vectorielle et de produit par un scalaire sont bien
continues par rapport a une topologie induite par une ngueéconque. Donc toute norme induit une topologie
compatible.

Nous appelerons dorénavant espace topologique linéaiespace linéaire normé muni de sa topologie na-
turelle.

F.3.6 Sous-espace linéaire topologique

Nous appelerons sous-espace linéaire topologique taus-aspace linéaire fermé. Donc, si nous prenons la
fermeture d’'un sous-espace linéaire, nous obtenons wgespace linéaire topologique.

Esquissons que ce type d’espace est bien un espace lifgaire devons montrer quesety appartiennent a
M (ouM est un sous-espace linéaire@ge alors toute combinaison linéaire: + 3y y appartient aussi. Comme
I'espace est fermé sur I'espace linéaire de départ, ahgmstruire deux suites de ety; de M qui convergent
versz ety. Par continuité, on en déduit quer; + By;, suite deM converge versux + (y, et cette limite est
forcement dangVl. O
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Pour éclairer la subtile distinction entre ces deux n&i@ous-espace linéaire et sous-espace linéaire tagakg
prenons un exemple. Sdit muni de sa topologie habituelle; il s’agit d’un espace togaue linéaire. Prenons
le sous-ensemble des nombres rationnels : cet ensembiertdatites ses combinaisons linéaires (sous-entendu,
d’un nombre fini de rationnels). Il s’agit donc d’un sous-@splinéaire qui n’est pas fermé (ni d’ailleurs ouvert).
Comme il est dense daiffs le sous-espace topologique linéaire correspondaift.est

Dans la suite nous utiliserons le terme de sous-espace(tass linéaire et topologique étant sous-entendus).

Nous poursuivons notre raisonnement en voyant commenpladgie permet de faire le pont entre combi-
naisons linéaires (nombre fini de termes) et séries (nernfini de termes).

Exemples.

Nous donnons ci-dessous les exemples les plus importaggpates linéaires normés rencontrés en pratique,
en laissant le soin au lecteur de vérifier que les espacdshbgamdes espaces topologiques linéaires. Nous
reviendrons sur ces exemples tout au long de la suite.

1. Espaceég? : il s'agit de I'espace des vecteurs (réels ou complexgsip&s de la norme

]| = <Z |in”> - (F.36)
1=1

Le cas particulier pous = 2 donne I'espace euclidien (dont la norme est induite pardeuit scalaire).
On notels° I'espace des vecteurs équipé de la norme infinie

lafl = max [z, (F37)

[ERRR}

2. Espace#? : il s’agit de I'espace des suites telles que
Z |z:]P < o0, (F.38)
i=1

c’est-a-dire convergentes en norme d’orgré.e cas particulier pous = 2 donne I'espace euclidief? (dont la
norme est induite par le produit scalaire).

On notel>° I'espace des suites équipé de la norme infinie

||| = sup |- (F.39)

3. Espaced? : il s’agit d’'une généralisation d& aux espaces de fonction& (peut étre vu comme un es-
pace de fonctions définies sh). Soit (X, B, 1) un espace mesur&onsidérons les fonctions mesurabfes)
définies sutX et telles quef(-)|? soit intégrable par rapport/a Cet espace est nof& (X, i) et est un espace
topologique linéaire lorsqu'il est équipé de la norme

|ﬂ:(éuwﬁp. (F.40)

En réalité nous devons considérer comme élémentstdensemble de fonctions delasses Bquivalencesle
fonctions égales presque partout (au sens de la mggure

Le cas particulier le plus frequemment rencontré estic@l X, 3, ;1) est la droite réelle munie de la mesure
de Lebesgue ou d’'un distribution de probabilité.

Généralisation de la notion de combinaison linéaire. Grace a la topologie nous pouvons maintenant
généraliser au cas infini ce que nous allons dans la suiemére par combinaison linéaire, espace engendré et
base.

Soit V' un ensemble de vecteurs (fini, dénombrable, ou non-déradstd). Nous disons quEé engendre
'espacel (ou un sous-espace!) si, et seulement & (ou.M) est la fermeture du sous-espace linéaire engendré
parV (c'est-a-dire contenant toutes les combinaisons Inegdinies de vecteurs dé).
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Clairement, sil est engendré par un ensemble finj 'ancienne et la nouvelle définition coincident. Si
maintenan?” est dénombrable, nous voyons que la notion signifiegast engendré par si tout vecteur d&
est soit une combinaison linéaire finie, soit la limite (ansde la topologie) d'une suite telle que

> gy (F.41)
k=1

On peut montrer que 4 est engendré pdr alors il est possible d’exprimer € £° (un point intérieur de
L) sous forme d’'un combinaison linéaire finie (mais le nondeeermes peut étre arbitrairement grand, et est
généralement difféerent d’un point a un autre). Ce nd donc que les points a la frontiere dequi nécessitent
une combinaison linéaire infinie, mémelsiest non-dénombrable.

Généralisation de la notion de base vectorielle. Nous dirons qu'un ensemblg (fini, denombrable,
ou non-dénombrable) est une base vectorielleCdeu de M) s'il est linéairement indépendant et engendre
'espacel (ouM) .

Rappelons qu’une collection infinie de vecteurs est lirgaent indépendante si toutes ses parties finies le
sont. Nous gardons cette définition.

F.3.7 Espaces de Banach

Un espace vectoriel normé est dit de Banach, si la topolodigite est compléte. C’est donc un cas particulier
d’espace complet.

Tout espace normé de dimension finie est un espace de Bdfraelfet, on montre que tout espace normé de
dimension finien est essentiellement identique (topologiquement isoneyraff,, quel que soip. On en déduit
que tous ces espaces sont complets.

Dans tout espace normé de dimension finie, tout ensembif&fieorné est compact.

Tout sous-espace topologique linéaire d’'un espace dedBagst encore un espace de Banach. C’est une
conséquence directe du fait que tout sous-espace togo®grmé d’'un espace complet est complet.

Rappelons ici que tout espace métrique incomplet peet@&mplété. La question est de savoir si cette
opération est compatible avec la structure d’espacailieé La réponse est affirmative, et cela veut dire qu’un
espace linéaire topologique normé peut étre compléti donner un espace de Banach.

Théoréme. SiB estun espace de Banach(et) un suite de vecteurs dgtels que

> k]| < o0 (F.42)
=1
alors la suite de vecteurs
Un =) (F.43)
=1

converge vers un vecteur de On peut donc écrire la limite sous la forme

v=> . (F.44)
i=1

Exemples.

1. Tous les espacé sont des espaces de Banach, puisqu'ils sont normés etetsmpl

2. Les espace®’, pourp < oo fixé sont tous des espaces de Banach. (Nous savons défaeguée cas pour
p=2)

3. Les espaceB?(X, B, 1), ou (X, BB, 1) désigne un espace mesuré (par exemple un espace prebadiiR?

équipé de la mesure de Lebesgue), formés par les ensedfenctionsf (-) définies surX et telles qudf|?
soit u-intégrable. Ce type d’espace est un espace de Banach.
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4. L'espaceB(X) des fonctions bornées définies sur un ensemble quelcaXige’espace”’ (X ) des fonctions
continues sutX, quelles que soient les normes utilisées. De cette mtépgénérale on déduit que les espaces
022 et (> sont des espaces de Banach. Un élémerifdest en effet une fonction bornée de= {1,...,n}
dansC'’; de méme un élément dé° est une fonction bornée dédansC.

F.3.8 Produit scalaire et espaces de Hilbert

Etant donné un espace linéaife un produit scalaire est une fonction notge) de £ x £ dansC (nombres
complexes) qui vérifie les propriétés suivantes :

1. (z,x) € Ret{x,x) > 0,Vx #£ 0.

2. (0,0) =0

3. (z,y) = (y,z)* (complexe conjugué).

4. (r,y+z) = (x,y) + (z, 2) et(z, ay) = o(z,y) (linéarité:= (0,y) = 0).

On voit qu’il s’agit bien d’une généralisation du prodsiialaire dan®?.

Inégalité de Schwarz. Dans tout espace linéaimuni d’un produit scalaire on a

[z, 9] < (2, 2)(y, ) (F.45)

Va,y € L, etl'égalité a lieu si, et seulement si les vecteuet y sont linéairement dépendants.

Norme induite. Un produit scalaire induit une norme de la maniéere suivante

n(x) 2y (x,x). (F.46)

Il est assez aisé de vérifier qu'il s’agit bien d’'une norme.

Par conséquent, un espace muni d'un produit scalaire esapaéme occasion muni d’'une norme, d'une
distance et d’une topologie. Cet espace devient donc urcesip&aire topologique spécial.

Orthogonalité. Au-dela de la topologie qu'il induit, I'intérét princgd du produit scalaire est de permettre
la définition de la notion d’orthogonalité. Deux vectesomt dits orthogonaux si leur produit scalaire est nul.
Un ensemble de vecteurs est dit orthogonal si les vecteucstdensemble pris deux a deux sont orthogonaux.
L'ensemble est orthonormé, si la norme des vecteurs valltekt évident qu'un ensemble orthonormé ne peut
pas contenir le vecteur nul et qu'a partir d’'un ensembleagonal on peut construire un ensemble orthonormé
si, et seulement si le vecteur nul ne fait pas partie de l'aiée.

On a la propriété générale suivante : tout ensembl@odimé de vecteurs est linéairement indépendant, qu'il
soit fini, dénombrable ou non.

Réciproquement, tout ensemble linéairement indéperetaléenombrable peut étre orthonormeé.

Théoréme. Siz; est un ensemble dénombrable de vecteurs orthonormég,et ensemble correspondant
decoordonreesde K, tel que) , o;z; admette une limite, alors

Z la|? = |Zo¢ixi|. (F.47)

Tout espace induit par un produit scalaire et séparabléezdrune base orthonormée dénombrable. En fait
tout ensemble orthonormé y est denombrable. Tout veptautrdes lors étre représenté sous la forme d’une série

Par ailleurs, un espace a produit scalaire est séparal#é seulement s'il posséde une base orthonormée
dénombrable.
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Espaces de Hilbert. Un espace linéaire muni d’un produit scalaire dont la togi@ est compléete est appelé
espace de Hilbert. Donc, tout espace de Hilbert est aussipacte de Banach. Linverse n’est évidemment pas
vrai en général.

Exemples.

1. Lespacel? (c’est-a-direR™ muni de la norme euclidienne induite par le produit scajast un espace de
Hilbert.

2. L'espace’? est un espace de Hilbert (suites de carré sommable).
3. Lespacel?(X, B, 1) de fonctions de carré intégrable est un espace de Hilbert.
4. Désignons paf?(X) I'ensemble de fonctiong(-) définies sur 'ensemble quelcongieet telles que

N(f(-)) = {z € X|f(x) # 0} soit dénombrable (noyau dénombrable),

>wex |f(2)|? < oo (carré sommable)

Cet ensemble est un espace de Hilbert.

F.4 ANALYSE FONCTIONNELLE EN ESPACES DE HILBERT

Les sections précédentes on montré comment en comhinetlypes de notions on arrive a la structure d’espace
de Hilbert : (i) une structure algébrique d’espace lin&gii) un produit scalaire munissant celui-ci de la notion
d’orthogonalité et de norme; (iii) un structure topolaggchéritée du produit scalaire (induisant une norme, donc
une distance, donc une topologie métrique). Ce type detatelporte le nom d’espace pre-hilbertien, et si
celui-ci est complet, d’espace de Hilbert.

Dans ce qui suit nous allons résumer les propriétés lesipiportantes de ce type d’espace, en utilisant comme
exemples les espaces en dimension finie (pR). et les espaces de fonctions de carré intégrable @iish
théorie des systemes et en traitement du signal.

Notes

1. Nous utilisons indifferement les termes partie et sensemble. Une partie ou un sous-ensemble peut étre Bgas@mble universel;
si nous voulons insister sur le fait qu'il ne I'est pas, noinsrts qu'il s’agit d’'un sous-ensemble propre.

2. Un corps est un ensemble muni de deux opérations int€urseellement appelées addition et multiplication) teé des deux
opérations conduisent a un groupe commutatif, que laiptiokition soit distributive par rapport a I'addition, @tie chaque élément non-nul
admette un inverse par rapport a la multiplication. Le sagt muni de la topologie induite par la distance usuelle.

3. Une transformation linéaire d&; vers Lo (espaces linéaires sur un méme corps) est une transfomiméaire si 'image d’'une
combinaison linéaire est la combinaison linéaire degsa

4. X estunensembld3 un ensemble borélien de partiesXdcela veut dire qu# est fermé par union denombrable, et complémentation),
ety est une fonction réelle et positive définie &rtelle quen(¢) = 0 etp (I B;) = > u(B;) pour toute suite denombrable d’ensembles
B; € Bdisjoints deux a deux.
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