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L'embarrassant paradoxe de Simpson

Les statistiques conduisent a des décisions fondées et rationnelles...
@ moins qu’un paradoxe ne s’en méle, comme cela arrive
avec certains jeux de données.

Jean-Paul DELAHAYE

nbonparadoxe estunparadoxe

dont on ne réussit jamais a

se débarrasser. Quand vous

croyez enavoir trouvé la clef,
une remarque vous fait découvrir que rien
n'estrésolu. Les paradoxes de Zénon a pro-
pos de I'impossibilité du mouvement sont
de tels paradoxes. Mais le plus élémentaire
de tous est le paradoxe de Simpson dont
onimagine des solutions... qui conduisent
a d'autres paradoxes !

Sans cesse, des scientifiques et des uti-
lisateurs de statistiques tombent dansles
pieges quiltend. Chaque année, paraissent
des articles qui tentent de déterminer son
sens profond et lafacon dontondoitletraiter.
Malgré cette littérature abondante, il n’est
pas certain que I'on détienne une solution
entierement satisfaisante pour se libérer
de cette récalcitrante absurdité.

Imaginons lasituation suivante.Onmene
des tests en double aveugle surun nouveau
médicament traitant la maladie grave MG.
On a traité 160 patients, dont 80 ont regu
le médicament, etles 80 autres un placebo.

Le taux de guérison varie selon que l'on
considere les malades ayant pris le médica-
ment ou ceux ayant pris le placebo [voir le
tableau 1 ci-contre). Parmiles 80 patients
ayant pris le médicament, 40 ont été gué-
ris (50 %). Parmiles 80 patients ayant regu
le placebo, seuls 32 ont été guéris (40 %).
Cesrésultats suggérent que le médicament
estefficace. lIfautdonc le prescrire pour soi-
gnerles patients atteints de la maladie MG.

Mais enanalysant plus en détail les don-
néeseten considérantle sexe des personnes
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ayantparticipé auxtests,onaunesurprise:
parmiles hommes, le placebo réussit mieux
quelemédicament, etilenvade méme parmi
lesfemmes. Lasomme des deux tableaux 2

et 3 redonne bien le tableau 1.
1

Total Guéri Non guéri|Taux de guérison

Médicament | 40 40 50%
Placebo 32 48 40%

2

Hommes  |Guéri|Non guéri[Taux de guérison
Médicament | 36 24 60 %
Placebo 14 6 0%

3

Femmes  |Guéri [Non guéri[Taux de guérison

20%
30%

Médicament | 4 16
Placebo 18 42

Les trois tableaux sont compatibles,
aucuneerreurne s'est produite. Lesrésultats
sontsansappel:chezleshommes, le placebo
est meilleur que le médicament; chez les
femmes, le placebo est meilleur que le médi-
cament. Pourtant, enregroupanthommes et
femmes, le médicament produitde meilleurs
résultats que le placebo. On se trouve dans
un cas du paradoxe de Simpson: lafusion de
données concluant individuellement dans
un sens —l'inutilité du médicament testé —
donne desrésultats concluantdansle sens
inverse, I'utilité du médicament.

La pluslointaine mention d’un casana-
logue remonte a 1899, ot le mathématicien
anglais Karl Pearson décrivit des données
équivalentes. Plustard,en 1903, Undy Yule
redécouvritle phénomeéne, etle Britannique

Edward Simpson (néen 1922] écriviten 1951
un article ou cette singularité statistique
était soigneusement étudiée et discutée.
Assez injustement aujourd’hui, ce type de
données paradoxales porte son nom.

Denombreuxcasréels présentent cette
inversion de résultat lorsqu’on regroupe
plusieurs catégories complémentaires en
une seule. Chaque année, on découvre de
nouveauxexemples produisant é&tonnement
etincrédulité. On a rencontré le paradoxe
a propos des taux d’admission des filles
dans divers départements de I'Université
de Berkeley en 1973: elles étaient meil-
leures que les garcons dans la plupart des
départements de l'université, mais quand
onfusionnait les résultats, leur taux géné-
ral d’admission a luniversité étaitinférieur
a celui des garcons. De nombreux cas en
médecine ont été rapportés. Le paradoxe
aaussiétérencontré a propos de 'analyse
des matchs de basket-ball, en démographie,
dans I'étude des risques d’accidents, etc.
(voirl'encadré 1).

Explication arithmétique

Avant de tenter de savoir s'il faut oui ou non
prescrire le médicament testé dansle cas
destableaux 1-3, étudions l'arithmétique du
paradoxe.Sil'onnoteA, B,CetDles quatre
nombres du premiertableau,a,b,cetdles
quatre nombres du second tableau, o', b’,
¢’ et d’ les quatre nombres du troisieme
tableau, on a les relations suivantes:
A=a+d;B=b+b";C=c+c’;D=d+d’;
A/B>C/D;alb<c/d;a /b’ <c'/d.
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L’étonnementvient de ce que 'on croit que
[a/b<c/deta’/b’ <c'/d’] entraine A/B < C/D,
ou encore avec seulement les petites
lettres: [a/b < c/deta’/b’ < c’'/d’] entraine
(a+a)/(b+b)<(c+c)/(d+d).

Or aucune démonstration n’établira
cette implication entre inégalités arithmé-
tiques, puisque justement les nombres des
tableaux 1-3 vérifient les deux premieres
inégalités et paslatroisieme:36/24 < 14/6
et4/16 < 18/42, mais 40/40 > 32/48 (soit
1,5<2,33et0,25< 0,42, mais 1 > 0,66).

Surle planarithmétique,iln’yapasle
moindre paradoxe —seulement une légere
surprise dont on se libére en analysant
I'exemple qui nous montre que méme si
a/b<c/deta’/b’<c’/d’, il ne faut pas en
conclureque (a+a')/(b+b")< (c+c)/(d+d).
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Une représentation graphique des don-
nées (voirl'encadré 2] illustre pourquoiil ne
fautpas s’étonnerde rencontrer des jeuxde
huit paramétres produisant le « paradoxe ».
Cette représentation conduit d’ailleurs a
découvrir des cas encore plus simples de
jeux de données présentant la prétendue
anomalie. Enimposantauxvariables d’étre
desentiersentre 1 et4, on trouve pourles
huit parametres quatre solutions quisont:
(1,2,3,4,4,2,3,1) (1,3,2,4,4,3,2,1)
(4,2,3,1,1,2,3,4) (4,3,2,1,1,3,2,4).

Lorsqu’onimpose auxvariables d’étre
desentiersentre 1 et 5, le nombre de solu-
tionsexplose:ilyena232. Pourlintervalle
de1a6,ilyena1370.Pourlesintervalles
suivants, le nombre de solutions est 8 126,
puis 28 252, puis 86 140, etc. La propor-

tion de jeux de huit entiers pris entre 1
et n vérifiant les inégalités du paradoxe
(oulesinégalités inverses qui sont aussi
paradoxales) tend vers 0,9606 % quand
n tend vers l'infini.

Toutn’estcependant pas réglé pourautant
et, danslaréalité,un médecin face aux don-
nées des trois tableauxindiqués doit prendre
une décision: ouiou non, faut-il prescrire le
médicament qui semble efficace (d’aprés
le tableau 1) et qui semble moins bon que
le placebo (d’aprés les tableaux 2 et 3) ?

Imaginez-vous a la place du médecin.
Comment allez-vous raisonner ? Plusieurs
attitudes sont possibles.

1. Trois exemples réels

Pris parmi des dizaines d'autres,
voici trois cas réels ou le para-
doxe de Simpson a produit des sur-
prises et a contraint a analyser plus
finement ce que des manipulations
statistiques imprudentes faisaient
apparaitre.

Aptitudes en progreés pour tous,
mais dont la moyenne est stable.
Aux Etats-Unis, au cours des années
1981-2002, la moyenne des notes
obtenues par les éléves soumis au
testlinguistique SAT (Scholastic Apti-
tudeTest) aétéstable, avecunrésultat
toujours proche de 504 points. Pour-
tant,durantcettepériode, lamoyenne
pour le test mesuré séparément par
groupe ethnique s'est accrue dans
chaquegrouped'aumoinshuitpoints.

Gerald Bracey, de I'Université
George Mason, a étudié cet étrange
phénomeéne et a conclu qu‘on était

Etudiants en Virginie

la en présence d'un cas du paradoxe
de Simpson.

La clef de I'explication se trouve
dans le fait que pendant la période
considérée, lenombred'éléveshlancs
soumisautestaproportionnellement
décru, et que la proportion d'éléves
appartenant a des minorités (réus-
sissant en général moins bien le test
linguistique) aaugmenté, conduisant
au total a une stagnation des résul-
tats globaux qui, pourtant, progres-
saient dans chaque catégorie.

Mauvais taux de mortalité dans
chaque tranche d'age, mais globa-
lement bons.

En 1986, Joel Cohen, de I'Universi-
té Rockefeller a New York, a identi-
fié un cas réel de paradoxe de Simp-
sondans le domaine de ladémogra-
phie. Il s'est intéressé a la mortalité
au Costa Rica et en Suéde (connue

Rue au Costa Rica

pour son excellente espérance de
vie). Sans surprise, il a trouvé qu'en
1960, letauxdemortalité desfemmes
dans toute tranche d'age fixée était
supérieur au Costa Rica, comparé
au taux équivalent en Suéde. Pour-
tant, le taux de mortalité général
des femmes au Costa Rica était in-
férieur a celui de la Suéde.

L'explication est encore liée au
paradoxe de Simpson, et elle pro-
vient de la structure différente des
populations. La population du Cos-
ta Rica est beaucoup plus jeune en
moyenne que celle de la Suede, et
donclesjeunesclassesd'age (quiont
un faible taux de mortalité) pésent
plus dans la moyenne pour le Cos-
ta Rica que pour la Suéde, condui-
sant a un taux de mortalité global
assez faible au Costa Rica, malgré
un taux assez mauvais dans chaque
tranche d'age.

Rue en Suede ’

En roulant plus vite, vous aurez
moins d'accidents.
Gary Davis, de I'Université du Min-
nesota, étudiait en 2004 |a relation
entre le nombre d'accidents piéton-
véhiculeetlavitessemoyennedesvé-
hicules en divers endroits d'une ville.
lIproposaunemodélisationdecette
relationqu'ilvoulaitutiliser pour éva-
luer I'intérét de limiter plus sévere-
ment la vitesse autorisée des véhi-
cules. De facon inattendue, le mo-
dele montrait qu'en faisant passer
la limite de 30 miles par heure a 25,
le nombre d'accidents augmenterait.
Laencore, bienquepourchaquetype
desites,lenombredaccidentsdiminuait
quand la vitesse limite était réduite,
uneagrégationmalheureusedesdon-
nées (quine prenaitpas en compte que
le nombre d'accidents était bien plus
rare dans les zones résidentielles) en-
gendrait une conclusion absurde.
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2. Interprétation graphique

(c+c, d+d’)
(a+a’, b+b’)

(c,d)

(a,b)

(25)

[578]'

a (5.5)

(13)

e paradoxe de Simpson apparait lorsque
La/b <cd, a'lb’ < c'ld" et que néanmoins
(@+a)b +b)>(+c)d+ d). Les gra-
phiques ou les rapports a/b sont une fonction
monotone des angles indiqués en fournissent
la preuve graphique. Grace a cette représenta-
tion, on trouve un exemple qui prouve que les

/)
%/ (4,2) trois inégalités, méme dans des cas simples im-
pliquant de petits nombres, peuvent étre vraies
| (3.4] simultanément.

Point de vue 1. Quand J'ignore si c’est tenircompte de la statistique générale quine
un homme ou une femme (carparexemple sertplusariendeslinstantouje dispose des
jesuisentraindetraiterle casd'unmalade  |yeux clairs [Guéri [Non guérifTaux de guérison| ~ deuxstatistiques particulieres. Onse trouve
anonyme),je netiens compte quedelasta-  [\izgicament 20 20 509 dansuncasassezusuel:laconnaissance de
tistique générale quiest celle quis’applique Placebo 16 1 40% nouvelles données (iciles statistiques parti-
dansce cas. Je donne doncle médicament, culieres concernantséparémentleshommes
car je sais qu’il conduit a la guérison dans etles femmes) change la conclusion que je
50%descasdaprésletableau 1,alorsque § faisaisavantd’endisposer. Ce changement
le placebo ne conduitala guérisonquedans  |Yeux foncés |Guéri|[Non guéri[Taux de guérison| — estgénéraletnestpas ddamaconnaissance
40%des cas.Enrevanche, lorsquejaiplus  |y<gicament | 20 20 50% dusexe du patient, mais a ma connaissance
de précisions sur la personne a traiter et Placebo 16 ” 0% destableaux2et 3.lIn'yariendirrationnel a
que je sais s'il sagit d'un homme ou d’une changer d’avis quand on est mieuxinformé,
femme, je regarde la statistique correspon- certes, maisicile changement doit conduire
dante (donc le tableau 2 ou le tableau 3). g aoublier le tableau 1 qui ne sert plus arien
Pourun homme, je donne le placebo, carla  |H.yeux clairs|Guéri [Non guéri[Taux de guérison| ~ quand on a les deux autres.
statistique du tableau 2 pour les hommes  [Médicament | 19 13 59,375% Notons que, pour tirerune regle de don-
me conseille de donnerle placebo. Pourune  [pocapg 6 2 759 nées statistiques, on exige en général d'avoir
femme, je donne aussi le placebo, car la des effectifs totaux plus élevés que ceux
statistique du tableau 3 pour les femmes qui apparaissent dans nos tableaux. Mais
meditque c’est préférable. L'informationsur 7 cela est sans importance pour tout ce que
le sexe du patient me conduitachangerde  [H.yeuxfoncés|Guéri |Non guériTaux de guérison|  nousvenonsde dire et pourtout ce que nous
prescription. Ce n’estpas absurde:I'apport  [Médicament | 17 11 60,71 % dirons plusloin, caron peut trés bien imagi-
de nouvellesinformationsjustifie souvent  |pjacebo 8 4 66,66 % ner que tous les nombres de nos tableaux
de changer ses choix. sont multipliés par 100 ou méme 10000

Mais ayregarderde prés, ce pointde vue et que les déductions que nous faisons
metmal al'aise etne semble pasrationnel. 8 des statistiques des tableaux sont de ce
C’est ce quexprime le second point de vue. F.yeux clairs|Guéri|Non guéri[Taux de guérison| {4t parfaitement sdres.

Point de vue 2. La conclusion du point ~ |Médicament | 1 4 12,5% Le point de vue 2 est confirmé par un
de vue 1 estabsurde. Un patient est soitun  |Placebo 10 22 31,25% argument formel: de (A= B] et (non-A=B],
homme, soit une femme, et que ce soit 'un on déduit B. C'est ce qu’on nomme parfois
oulautre quand je connais le sexe du patient le « principe delachose slre »: si, lorsque
la consigne déduite estlaméme: donnerle 2 - — — — Aestvrai,j'en déduis B, et que, lorsque Aest
placebo.Ma décision ne dépend pas durésul- F.t%efjxfonces Guéri|Non guérilTaux de guérison faux, j'en déduis aussi B, alors c’est que
tatdela question: «Sagit-ild'unhomme ou Médicament | 3 9 25k B est toujours vrai.
d'une femme ? » llenrésulte donc, detoute  |Placebo 8 20 28,57 % Le pointde vue 2 correspond al'analyse

évidence, que méme quand j’ignore le sexe
dupatient, je doisdonnerle placeboetne pas
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classique du paradoxe et semble nous en
libérer. On I'exprime parfois en disant qu'il
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faut prendre des précautions pour agréger
desdonnées. Je croyais satisfaisant ce point
de vue, quand jai pris conscience d’une
critique qui en montre 'absurdité.

Critique du point de vue 2. Imaginons que
je dispose aussi d’une statistique sur les
patients auxyeuxclairs et d'une statistique
surles patients auxyeuxfoncés, et qu'elles
menent chacune ala conclusion que le médi-
cament est plus efficace que le placebo.

Une telle situation est tout a fait pos-
sible et les données que nous proposons
pour les tableaux 4 et 5 sont compatibles
avec les trois premiers tableaux. C’est ce
que démontrent les tableaux suivants 6, 7,
8et9;pourchacune des quatre catégories
«Hommes auxyeuxclairs », « Hommes aux
yeuxfoncés», « Femmes aux yeuxclairs »,
«Femmes auxyeux foncés », ils indiquent
les taux de réussite respectifs du médica-
ment et du placebo.

Onvérifierasans peine que les tableaux 6
et 7 redonnent 2, que 8 et 9 redonnent 3,
que 6 et 8redonnent4, etenfinque 7et9
redonnent 5. Une situation comme celle
envisagée ici est parfaitement possible.

Avec ces tableaux, le point de vue 2 est
insoutenable. En effet, siadopte ce point de
vueetquejelapplique nonpasaladistinction
homme-femme, mais a la distinction yeux
clairs-yeuxfoncés, je dois conclure qu'il faut
prescrire le médicament. Le pointde vue 2
conduitdonc, selon qu'on s’attache au sexe
des patients ou a la couleur de leurs yeux,
a des prescriptions contradictoires. Dans
le cas décrit par 'ensemble des tableaux
présentés, tous parfaitement compatibles,
le point de vue 2 conduit a deux conclusions
opposées;il seraitirrationnel de le défendre.
Enrésumé, le pointde vue 1 estclairement
absurde, et le point de vue 2 aussi car il
conduitades prescriptions contradictoires.
Comment sortir du paradoxe ?

Il semble inévitable d’opter pour un
point de vue prudent et d’admettre que
sansdonnées plus précises, aucune pres-
cription ne sera sdre. Ce point de vue 3,
expliqué ci-dessous, ne satisfera pas le
médecin quin’a pas la possibilité de différer
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3. Le «Double-Simpson>»

e jeu de données, que nous nommons le
C «Double-Simpson », a été découvert par
Jean-Francois Colonna le 20 mars 2013 en me-
nant des calculs intensifs. Il a les propriétés pa-
radoxales suivantes.
—Dans le tableau 1, on considére une population
de 183 personnes séparées en deux groupes com-
plémentaires dont |'un prend le médicament et
I'autre un placebo. Le taux de guérison est meil-
leur pour le groupe prenant le médicament qui
semble donc devoir étre prescrit aux malades.
— Quand on sépare les hommes et les femmes
(tableaux 2 et 3), pour chaque catégorie le pla-
cebo est meilleur que le médicament. C'est le

clairs », « Hommes aux yeux foncés », « Femmes
aux yeux clairs », « Femmes aux yeux foncés »),
selon qu’on lit les tableaux A ou B dans la méme
catégorie, on trouve que le médicament surpasse
le placebo ou I'inverse, mais on n'a jamais le
méme résultat pour A et B.
Cettedivergencesystématiqueentrelesdonnées
A et B montre que quelqu’un disposant des ta-
bleaux 1-5 ne peut rien conclure pour aucune
personne quelle que soit sa catégorie (Homme,
Femme, Yeux clairs, Yeux foncés).

A6
H.yeuxclairs

Guéri [Non guériTaux de guérison

. . Médicament | 21 13 61,76 %
paradoxe de Simpson simple. -
—Quand on considére séparément les personnes |"'acebo 8 5 61,53 %
aux yeux clairs et les personnes aux yeux fon-
cés (tableaux 4 et 5), le médicament est a nou- A?
veau meilleur. H. yeuxfoncés| Guéri [Non guéri[Taux de guérison
—De plus, et ce fut le point le plus délicat a satis- |Médicament | 19 13 59,37 %
faire, les données des tableaux 1-5 résultent de [p|1cahg 3 4 66.66 %
deux séries de tableaux, soit AG-A7-A8-A9, soit
B6-B7-B8-B9, aux propriétés opposées. Pour cha- A8
cune des quatre catégories (« Hommes aux yeux [ yeuxclairs [Guéri |Non guéri[Taux de guérison
1 Médicament | 3 6 33,33%
Général  |Guéri|Non guéri[Taux de guérison| [Placebo 13 | 23 36,11%
Médicament | 47 42 52,80 % A9
Placebo 38 | 56 4042% | [F yeuxfoncés|Guéri [Non guérifTaux de guérison
5 Médicament | 4 10 28,57 %
Hommes  |Guéri|Non guéri[Taux de guérison Placebo S 24 27,27 %

Médicament | 40 26 60,60 % 36

Placebo 16 9 64% H. yeuxclairs |Guéri|Non guéri|Taux de guérison
Médicament | 21 14 60 %

3 Placebo 9 | 4 69,23%

Femmes  |Guéri|Non guéri[Taux de guérison -

Siecanond 16 30,43% H.yeuxfoncés |Guéri [Non guéri[Taux de guérison

Placebo |22 | 47 | 3188% | lyjegicament | 19 | 12 |  6129%

4 Placebo 4 5 58,33 %

Yeuxclairs  |Guéri [Non guériTaux de guérison| B8

Médicament | 24 19 55,81% F.uyeuxclairs [Guéri [Non guéri[Taux de guérison

Placebo |21 | 28 | 4285y | [Médicament| 3 | 3 37,50%
Placebo 12 24 33,33%

5 B9

Veux foncés |Guéri [Non guéri[Taux de guérison| |F.yeuxfoncés [Guéri [Non guérilTaux de guérison

Médicament | 23 | 23 50% Médicament | 4 1 26,66 %

Placebo 17| 28 37,07 % Placebo 10 | 23 30,30%
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son choix, mais I'éventualité de cas tels que
ceux décrits ci-dessus, et encore plus tels
que celui décrit a la figure 4, force cette
conclusion attentiste.

Point de vue 3. Dans une situation ot seules
lesdonnées destableaux 1,2 et 3sontdis-
ponibles, aucune prescription ne s'impose
absolument, du fait de 'existence possible
d’'une partition contradictoire comme celle
donnée par les tableaux 4 et 5. Celui qui
dispose des données des tableaux 6, 7, 8
et 9, qui indiquent pour chaque catégorie
précise (sexe connu et couleur des yeux
connue] sile médicament est meilleur que
le placebo pourra enrevanche prescrire un
traitement a un patient dont on connait le
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sexe etlacouleurdes yeux:il se référeraau
tableaule concernant. Cejugement prudent
est confirmé par deux arguments.

Argument 1. Quand on dispose de
données analogues a celles du tableau 1
(indiquant que «le taux de guérison est
meilleur avec le médicament qu’avec le
placebo ») et que les effectifs ne sont pas
trop petits (supérieurs a 3), il esttoujours
possible de faire une partition des patientsen
deux catégories complémentaires de fagon
aavoirdes tableaux 2 et 3 produisant des
conclusions opposées a celle du tableau 1
(«le placebo est meilleur »).

En effet, composons la catégorie 1 de
patients guéris parle placebo (on en garde
aumoins un pour la catégorie 2] et aucun
de la catégorie que le placebo ne guérit
pas, auxquels on ajoute tous les patients

que le médicament guérit et quelques
patients que le médicament ne guérit pas.
Ce choix assure que dans la catégorie 1,
le taux de réussite du placebo est 100 %,
et qu’il ne 'est pas pour le médicament.
Dans la catégorie 2, il n’y a aucun patient
que le médicament guérit (ils ont tous été
mis dans la catégorie 1) et donc le taux de
guérison avec le médicament est nul, ce
qu’il n’est pas pour le placebo puisqu’on
aréservé au moins un patient guéri parle
placebo pourla catégorie 2. Aussibien dans
la catégorie 1 que 2, le placebo sera donc
strictement meilleur que le médicament. Si
les coefficients dutableau 1sont (2,2,2,3),
laméthode décrite donne (2, 1, 1,0) pour
letableau Let (0, 1, 1, 3] pourle tableau 2.

Cetype de partages est certes artificiel,
maisilmontre que le risque de paradoxe de

4. Visualisation de la fréquence du paradoxe

27=0x64+1x16+2x4+3x1=0123 enbase 4

216 = 3x64 +1x16+2x4+0x1=3120 enbase 4

2?7 Guéri | Non guéri| Tauxde guérison| | 216 Guéri | Non guéri| Tauxde guérison
Médicament | 1 3 25% Médicament | 4 3 57%
Placebo 2 4 33% Placebo 2 1 66%

Le placebo est meilleur

Le placebo est meilleur

243 Guéri [ Non guéri| Taux de guérison
matrice somme | Médicament 5 6 45,45%
Placebo 4 5 44,445

Le médicament est meilleur

ettefigure représente I'ensemble

des cas possibleslorsqu’on consi-
dere le nombre de guérisons pour des
patients hommes prenant le médica-
ment ou le placebo et pour des pa-
tientesfemmesprenantlemédicament
ouleplacebo (celacorrespondauxta-
bleaux 2 et 3 du texte). On a envisagé
tous les cas lorsque les huit éléments
des deux tableaux parcourent toutes
les valeurs entiéres entre 1 et 4. Cela
fait 48 = 65536 cas différents.

Enregroupantlestableauxhommes
et femmes d'un cas, on obtient un ta-
bleaudesynthése (hommesetfemmes
réunis) qui donne parfois une situation
detype «paradoxede Simpson» :lesta-
bleaux hommes et femmes vont dans
le méme sens (le médicament est meil-
leur, ou le placebo est meilleur), mais le
tableausynthétique donneune conclu-
sion opposée.

Chacundes65 536 casestreprésen-
té par un pixel. Les quatre coefficients
dutableaupourleshommes (premiere
colonne:a, b ;deuxieme colonne:c,d)
fournissentl'abscissedupixelenconsi-
dérantlenombreentierdontlécriture
enbase4apourchiffres(@—1), (b—1),
(c=1),(d—1). Les quatre coefficients

du tableau pour les femmes donnent,
selon le méme codage, I'ordonnée du
pixel. La couleur du pixel est choisie
selon les régles suivantes.

—Sion aun cas «normal » (les ta-
bleaux hommes et femmes donnent
une méme conclusion, qui est aus-
si celle du tableau de synthése), le
pixel est vert ou marron selon que
le placebo I'emporte dans le cas gé-
néral ou non.

— Si on a un cas sans grand inté-
rét (les tableaux hommes et femmes
se contredisent, ou il y a égalité entre
les succes du médicament et du pla-
cebo), le pixel est noir.

—SionauncasdeparadoxedeSimp-
son (le tableau de synthése s'oppose
auxdeuxtableauxhommesetfemmes
qui vont dans le méme sens), le pixel
est clair, entouré d'un halo pour aider
a le repérer. Il n'y a que huit cas, cor-
respondant aux huit pixels (27, 216),
(39,228),(78,114),(114,78),(141,177),
(177, 141), (216, 27) et (228, 39), le
premier étant détaillé ci-contre.

Cette représentation, imaginée et
réalisée par Jean-Frangois Colonna,
montrequ’heureusementleparadoxe
deSimpsonseproduitassezrarement.

84 Logique & calcul

pls_429_p080_085_delahaye.indd 84

Pour la Science - n° 429 - Juillet 2013

07/06/13 18:21



R d
egards

5. Le paradoxe de Simpson et I'’émergence de la coopération

ans la compétition entre orga-
D nismes biologiques, le maintien
des « biens communs » est une ques-
tion importante. Lorsqu'il y a un pro-
ducteur de ce bien commun et un
consommateur (un organisme quien
bénéficie sans le produire), les con-
sommateurs ont tendance a prolifé-
rerauxdépensdesproducteurs.L'oxy-
gene de |'air est un exemple de bien
commun produit seulement par cer-
tains organismes et consommé par
d'autres qui ne le produisent pas. En
2009, des chercheurs de I'Université
RockefelleraNewYork (JohnChuang,
Olivier Rivoire, Stanislas Leibler) ont
créé etétudié une telle situation avec
deux souches de la bactérie Escheri-
chia coli. L'une des souches produi-
sait un antibiotique utile aux deux
souches et I'autre en profitait sans

le produire. Les chercheurs ont com-
posé plusieurs groupes de bactéries,
chaque groupe comportant les deux
types de bactéries. Une situation ap-
paremment paradoxale estapparue :
les non-producteurs croissaient plus
vite dans chaque groupe (ce quin‘est
pas unesurprise) bien qu’au total, les
non-producteurs voyaient leur effec-
tif global décroitre en proportion. Il
s'agissait d'un phénoméne de type
paradoxe de Simpson.

Pour un biologiste, ce systéme
est un exemple frappant de conflit
entre niveaux de sélection. Les bac-
téries productrices du bien commun
sont les bénéficiaires de I'ensemble
du systéeme quand on les considére
comme un tout, alors qu‘a un niveau
individuel (celui auquel opére la sé-
lection), elles sont désavantagées,

puisque dans chaque groupe leur
proportion diminue.

Grace aux effets du paradoxe de
Simpson, un trait qui bénéficie a la
populationconsidéréecommeuntout
peutainsisetrouversélectionné, bien
qu‘a un niveau individuel le trait soit
désavantageux. La chose est éton-
nante: ce qui est mauvais au niveau
individuel se trouve au total favorisé
par |'effet mécanique d'un paradoxe
de Simpson. La réalisation concrete
del'expérienceparleschercheursdé-
montre que cet effet sélectif para-
doxal n'estpas seulement théorique,
mais doit étre pris en compte par les
spécialistes de I'évolution. Cette dy-
namique doit &tre envisagée comme
mécanisme de sélection de traits in-
dividuels favorables alacoopération
et a l'altruisme. Utiliser le paradoxe

Population
totale

Sous-groupes

@ DO

0,50 0,75 0,50 0,25
Y Y Vv v
0,70 0,45 0,20

0,533
En vert, |la proportion initiale
de bactéries de type 1.

En bleu, la proportion finale
de bactéries de type 1.

de Simpson est|'une des ruses que la
sélectionnaturellemettraitenceuvre
pourfavoriserlestraits coopératifset
faire ainsi émerger et prospérer des
entités collectives d'individus coo-
pérateurs et solidaires.

Simpson est toujours présent: tout tableau
composé de données pas trop petites est
susceptible d’étre séparé en deux tableaux
créant un paradoxe de Simpson.

Argument 2. [l existe des situations que
on nommera «Double-Simpson », dont la
premiére a été découverte par Jean-Fran-
cois Colonna, du Centre de mathématiques
appliquées de 'Ecole polytechnique, ou:

—Le tableau 1 suggere que le médica-
ment est meilleur que le placebo.

—Lestableaux 2 et 3 suggerentque le
placebo est meilleur que le médicament.

—Lestableaux4 et 5 suggerentque le
médicament est meilleur que le placebo.

— Il existe deux jeux de données (ta-
bleaux 6A-9A et tableaux 6B-9B) compa-
tibles avec les tableaux 1-5 et tels que
pour chaque catégorie précise (ilyen a
quatre), ce que laissent supposer les don-
nées A estl'inverse de ce que suggerent
les données B (voir 'encadré 3].

Cette possibilité de jeuxAetBconduisant
ades prescriptions opposées pour chacune
des quatre catégories n’était pas connue
avant les expériences numériques de
J.-F. Colonna. Elle établit définitivement
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que dans certaines situations, celui qui
veut des certitudes absolues ne peut agir
a cause du paradoxe de Simpson.

Heureusement, dans les cas que nous
avons envisagés, celuiquiest prétaprendre
le risque de se tromper (en médecine le
prescripteur est souvent dans une telle
situation] réussiraa prendre des décisions
a peu pres sares. On montre en effet que
celui qui connait un tableau comme notre
tableau 1 et le sépare en deux catégories
complémentaires ne tombera sur des ré-
sultats opposés (tels les tableaux 2 et 3)
qu'avec une probabilité de 1,92 %. De méme,
en fusionnant deux tableaux donnant des
indications dans le méme sens, la probabi-
lité que le tableau résultant contredise les
deux premiers est faible. De méme encore,
la probabilité que trois tableaux, dont 'un
estlasomme des deuxautres, présentent
un paradoxe de Simpson est faible.

La conclusion est que méme si les cas
ou le paradoxe de Simpson se produit sont
vraiment génants (c’est ce qu'établit le
«Double-Simpson »),ils sont heureusement
assezrares.On peutdonc prendrelerisque...
de ne pasy penser! |
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